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RESUMEN

El articulo presenta el resultado de una investigacion que centré su atencién en la bisqueda de una
respuesta a las dificultades de aprendizaje de los estudiantes de décimo grado en el célculo con
radicales. En él se fundamenta, tedricamente desde las posiciones del proceso de ensefanza-
aprendizaje desarrollador y a partir de las exigencias mas actuales de la Didactica de la Matematica,
un procedimiento didactico que puede favorecer el aprendizaje del calculo con radicales. Para su
elaboracién fue necesario utilizar métodos tedricos, empiricos y estadisticos- mateméaticos que
facilitaron el estudio de la bibliografia especializada y de las principales manifestaciones del
aprendizaje de los estudiantes durante la investigacion.

PALABRAS CLAVES: Proceso de ensefianza-aprendizaje — desarrollador - Didactica de la
Matematica, Calculo con radicales - Procedimiento didactico.

SUMMARY

The article presents the result of an investigation that focused its attention on the search for an answer
to the learning difficulties of tenth grade students in the calculation with radicals. It is based on,
theoretically from the positions of the teaching-learning process developer and from the most current
demands of Mathematics Didactics, a didactic procedure that can favor the learning of calculation with
radicals. For its elaboration it was necessary to use theoretical, empirical and statistical-mathematical
methods that facilitated the study of specialized bibliography and the main manifestations of student
learning during research.

KEY WORDS: Teaching-learning process - developer - Didactics of Mathematics, Calculation with
radicals - Didactic procedure.

INTRODUCCION:

Los pilares basicos que determinara la UNESCO como via necesaria para la formacion integral de las
nuevas generaciones destacan por su contribucion al perfeccionamiento del proceso de ensefianza-
aprendizaje. Aunque la interrelacion entre ellos es imprescindible; en la ensefianza de la Matematica,
por la naturaleza de sus contenidos, acentla el hecho de que los estudiantes logren aprender a
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hacer, de ahi el valor de ofrecer procedimientos que exijan a los estudiantes la organizacién de sus
formas de trabajo y de pensamiento durante la solucién de diversos tipos de tarea.

Actualmente hay muchos especialistas preocupados por perfeccionar las formas métodos y vias para
desarrollar el aprendizaje en los estudiantes. En Cuba, la preparacion para el estudio del calculo con
radicales comienza desde la ensefianza primaria con el calculo con nimeros naturales. El desarrollo
de las habilidades en el calculo constituye un objetivo fundamental en la ensefianza de la matematica
debido a la importancia del desarrollo de las habilidades en el mismo para el trabajo con ecuaciones e
inecuaciones, funciones, el trabajo con variables, magnitudes y demostraciones.

En este sentido, resaltan los estudios de Didactica de la Matematica que se preocupan por actualizar
el enfoque del proceso de ensefianza-aprendizaje de esta asignatura. En efecto se plantea que es
importante potenciar el desarrollo de los estudiantes hacia niveles superiores de desempefio cognitivo
mediante la realizacion de tareas cada vez mas complejas y se recomienda darles la posibilidad de
que construyan y apliquen sus propios procedimientos. (Alvarez, Villegas y Almeida, 2014)

Por otra parte En la escuela cubana la preparacion para el estudio del célculo con radicales comienza
desde la ensefianza primaria con el célculo con numeros naturales. El desarrollo de las habilidades
en el célculo constituye un objetivo fundamental en la ensefianza de la matematica debido a la
importancia del desarrollo de las habilidades en el mismo para el trabajo con ecuaciones e
inecuaciones, funciones, el trabajo con variables, magnitudes y demostraciones.

A pesar del sostenido trabajo que realizan los profesores y la atencion esmerada que desde las
ensefianzas precedentes, se brinda al calculo; en la practica cuando los estudiantes se enfrentan al
célculo con radicales manifiestan insuficiencias como las siguientes: no siempre identifican las
operaciones con radicales a realizar, con frecuencia no aplican las reglas o propiedades necesarias
para efectuar el calculo con radicales e intentan reproducir pasos de un procedimiento dado pero no
conocen el significado de sus operaciones.

Por lo antes expuesto se puede asegurar que es limitada la busqueda de procedimientos para
aprender y planificar las acciones por parte de los estudiantes, no razonan sus respuestas y
dependen mucho del profesor y de otros comparferos. Al conocer estas deficiencias se hace
necesario iniciar justificados trabajos cientificos que aporten nuevos accesos y permitan estructurar
soluciones cuya aplicacion resulte factible.

1. EL PROCESO DE ENSENANZA-APRENDIZAJE DESARROLLADOR. EXIGENCIAS DESDE
LA ASIGNATURA MATEMATICA

Durante los ultimos afos se ha desarrollado en Cuba un enfoque al que han dado en llamar “proceso
de ensefanza aprendizaje desarrollador”, el cual responde a los cambios sociales y tecnolégicos de
cada contexto, y tiene la intencién de promover aprendizajes cada vez mas duraderos y aplicables a
nuevas situaciones de la realidad cubana.

El aprendizaje desarrollador garantiza en el individuo la apropiacion activa y creadora de la cultura,
propiciando el desarrollo de su autoperfeccionamiento constante, de su autonomia vy
autodeterminacion, en intima conexion con los necesarios procesos de socializacion, compromiso y
responsabilidad social.

En la ensefianza de las ciencias, abarca las concepciones pedagdgicas contemporaneas, basadas en
la necesidad de un aprendizaje desarrollador y formativo, donde es necesario aprender a aprender,
situacion planteada mundialmente por muchos pedagogos y en especifico por eminentes pedagogos
cubanos, que vieron la necesidad de transformaciones trascendentales en los sistemas
educacionales, con vistas a lograr que se diera al estudiante el papel que le corresponde dentro del
aprendizaje, en contraposicién con las tendencias clasicas centradas en la actividad del profesor.

En la dltima década, se insiste en considerar a los alumnos como sujetos activos en la construccion
de conocimientos, en la necesidad de promover aprendizajes en sentido amplio y en asignar un
nuevo rol al docente como mediador y facilitador del aprendizaje.

Para ello es necesario tener principios basicos como: promover el desarrollo integral de la
personalidad del estudiante, es decir, activar la apropiacion de conocimientos, destrezas y
capacidades intelectuales en estrecha armonia con la formacion de sentimientos, motivaciones,
cualidades, valores, convicciones e ideales. En otras palabras, tiene que garantizar la unidad y
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equilibrio de lo cognitivo y lo afectivo valorativo en el desarrollo y crecimiento personal de los
aprendices. Potenciar el transito progresivo de la dependencia a la independencia y a la
autorregulacion, asi como el desarrollo en el sujeto de la capacidad de conocer, controlar y
transformar creadoramente su propia persona y su medio. Desarrollar la capacidad para realizar
aprendizajes a lo largo de la vida, a partir del dominio de las habilidades y estrategias para aprender a
aprender, y de la necesidad de una autoeducacién constante.

Desde esta posicion se analiza el proceso de ensefianza-aprendizaje desarrollador como:

El proceso sistémico de transmisién y apropiacion de la cultura en la institucion escolar en funcién del
encargo social, que se organiza a partir de los niveles del desarrollo actual y potencial de los
estudiantes y las estudiantes, y conduce al transito continuo hacia niveles superiores de desarrollo,
con finalidad de formar una personalidad integral y autodeterminada, capaz de transformarse y
transformar su realidad en un contexto histérico concreto. (Castellanos, 2002:42)

También resultan de interés los estudios que plantean que el proceso de ensefianza-aprendizaje:

Constituye un sistema donde tanto la ensefianza como el aprendizaje, como subsistemas, se basan
en una Educacién desarrolladora, lo que implica una comunicacion y actividad intencionales, cuyo
accionar didactico genera estrategias de aprendizajes para el desarrollo de una personalidad
integral y autodeterminada del educando, en los marcos de la escuela como institucion social
transmisora de la cultura. (Garcia, 2004: 54)

Los autores del articulo asumen los criterios de (Soto y Garcia, 2012) cuando destacan que para que
un proceso de ensefianza-aprendizaje sea desarrollador, tendria que cumplir con cuatro dimensiones
bésicas:

e Promover el desarrollo integral de la personalidad del educando.

e Potenciar el transito progresivo de niveles de dependencia a la independencia y a la
autorregulacion.

e Desarrollar en los escolares la capacidad de conocer, controlar y transformarse a si y a su medio
creadoramente.

e Desarrollar la capacidad para realizar aprendizajes a lo largo de la vida, a partir de poseer
habilidades, habitos y estrategias para aprender.

2 EL PROCESO DE ENSENANZA-APRENDIZAJE DE LA MATEMATICA. EL ENFOQUE
METODOLOGICO ACTUAL

La ensefianza de la ciencia, en particular de la Matematica, abarca las concepciones pedagogicas
contemporaneas basadas en la necesidad de un aprendizaje desarrollador. Entonces es necesario
potenciar el aprender a hacer, aspecto que analizan con marcado énfasis los investigadores en
Didé4ctica de la Matemética.

La ensefianza de la Matematica escolar juega un papel importante en la formacion integral de los
estudiantes para que estos sean capaces de asumir los retos cientificos y técnicos que demanda el
actual desarrollo social. En este sentido, es necesario que la escuela los prepare para aprender y
aprender a hacer. En correspondencia con lo anterior, la direccion del proceso de ensefianza-
aprendizaje debe lograr en los estudiantes una verdadera disposicién para aprender de forma activa y
estratégica, enfrentar las tareas y mantener la concentracion y los esfuerzos por lograr los objetivos
propuestos y en particular el desarrollo de las habilidades mateméticas correspondientes.

Siendo consecuente con las ideas expresadas, se insiste en que el proceso de enseflanza —
aprendizaje de la Matemética es desarrollador si cada uno de los estudiantes logra:

e La adquisicién de los conocimientos, las habilidades y las capacidades matematicas requeridas
para realizar aprendizajes durante toda su vida.

e El transito progresivo de la dependencia a la independencia y a la autorregulacion durante la
realizacion de diversas tareas docentes.

¢ El desarrollo integral de la personalidad. (Leiva, 2007)

Sobre este particular se plantea que el proceso de ensefianza-aprendizaje de la Matematica se
encuentra en un proceso de renovacion de sus enfoques, que persigue que los estudiantes adquieran
una concepcion cientifica del mundo, una cultura general integral y un pensamiento cientifico que los
habitie a cuantificar, estimar, extraer regularidades, procesar informaciones, buscar causas y vias de
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solucién, incluso de los mas simples hechos de la vida cotidiana, y en consecuencia, los prepare para
la actividad laboral y mantener una actitud comprometida y responsable ante los problemas,
cientificos, tecnoldgicos a nivel, nacional y mundial (Alvarez, Villegas y Almeida, 2014); aspecto que
es posible lograr si se potencia la blisqueda sistematica de los conocimientos en integracion con otras
asignaturas y, particularmente su comprension.

De ahi que los autores asuman que el aprendizaje desarrollador de la Matematica es el aquel que:

Garantiza en el individuo la apropiacion activa y creadora del saber matematico propiciando la
adquisicién de los procesos de pensamiento y las formas de trabajo propias de la Matematica, su
simbologia, asi como destrezas, capacidades, habitos, convicciones que al ser estructurados en
forma de sistema, le permitan comprender y transformar el mundo que le rodea y a su vez
transformarse, potenciando el desarrollo de su independencia cognoscitiva en estrecha relacién
con los necesarios procesos de socializacién. (Gibert y Ballester, 2010:7)

La ensefianza de la Matematica con esta concepcion desarrolladora, tiene que promover un
aprendizaje interactivo, reflexivo y cooperativo en todos los estudiantes, sin el cual este pierde su
sentido. Por otra parte el aprendizaje de las matematicas es concebido como el proceso mediante el
cual se desarrollan las habilidades necesarias para realizar un conjunto de practicas actuativas y
discursivas Utiles para analizar, interpretar y resolver un cierto tipo de problemas reconocidos como
problemas de matematicas, asi como para comunicar soluciones y describir y argumentar métodos y
procedimientos (Avila, Ibarra y Grijalva, 2015).

e Unido al propésito instructivo del proceso de ensefianza-aprendizaje, no se puede subestimar su
contribucién a la educacién y a la estimulacion del desarrollo intelectual; es por ello que se
destacan entre los aspectos que caracterizan el enfoque metodolégico general de la asignatura la
idea de que es necesario sistematizar continuamente conocimientos, habilidades y modos de la
actividad mental, tratando ademas que se integre el saber de los alumnos procedente de distintas
areas de la Matematica e incluso de otras asignaturas. (Alvarez, Villegas y Almeida, 2014)

3 EL APRENDIZAJE DEL CALCULO EN LA ESCUELA CUBANA

El aprendizaje es considerado como una actividad social y no Unicamente como proceso de
realizacion individual. Asi es entendido como actividad de reproducciéon y produccion del
conocimiento mediante la cual el nifio asimila los modos sociales de actividad y de interaccion,
primeramente, y luego en la escuela, las bases del conocimiento cientifico en condiciones de
orientacion e interaccién social. (Castellanos, 2002)

Para Bermudez. R: “El aprendizaje es el proceso de modificacion de la actuacién, por parte del
individuo, el cual adquiere experiencia en funciéon de su adaptacion a los contextos en los que se
concreta el ambiente con el que se relaciona.”(Bermudez, 1996: 87)

Segun Silvestre. M: “El aprendizaje es un proceso en el que participa activamente el alumno, dirigido
por el docente, apropidndose el primero de conocimientos, habilidades y capacidades, en
comunicacién con los otros, en un proceso de socializacién que favorece la formacion de valores”
(Silvestre, 2000: 8)

Los autores del trabajo asumen el concepto de aprendizaje de Doris Castellano como: “El proceso
dialéctico de apropiacién de los contenidos y las formas de conocer, hacer, convivir y ser, construidos
en la experiencia socio-historica, en el cual se producen, como resultado de la actividad del individuo
y de la interaccién con otras personas, cambios relativamente duraderos y generalizables, que le
permiten adaptarse a la realidad, transformandola y crecer como personalidad”. (Castellanos, 2002:
24)

Teniendo en cuenta el interés del autor, a continuacioén, se profundiza en el aprendizaje del calculo y
los elementos metodoldgicos mas importantes para su desarrollo.

Calculus en su traduccion del latin significa “cuenta con piedras™, ... investigacién del resultado

En el presente trabajo se asume el concepto de calcular: “Calcular, es una forma existencial de un
algoritmo que puede llevarse a cabo de forma manual, verbal (oral o escrita), mental y mediante el
uso de tablas, calculadoras u ordenadores “. (Delgado, R., 1998: 22)

El calculo esta presente de una u otra forma en las lineas directrices, aunque estd mas presente en la
linea” Dominios Numéricos” y se manifiesta de modo diferente en cada grado.

Esta linea directriz posee especial significacion para el desarrollo de la personalidad de los alumnos
como recurso para fundamentar con analisis cuantitativos disimiles hechos y fendmenos de la
realidad objetiva, pues ofrece recursos cognitivos a los alumnos para hacer valoraciones de caracter
econdémico, politico y social, particularmente en los que se demuestra la obra de la Revolucion
Cubana. Ademas, a través de las relaciones que se establecen entre la aritmética, el algebra y la
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geometria contribuye a la comprension y utilizacion sistematica de los conocimientos dentro de cada
una de las areas matematicas.

La numeracién se comienza a trabajar desde el primer grado, en funcién de las necesidades para la
ensefianza del calculo sobre la base de la comprension de los principios del Sistema Decimal. Con el
fin de resolver problemas relacionados con situaciones vinculadas a su entorno més cercano, los
nifilos comparan, ordenan, representan nimeros en la tabla de posicion decimal o en el rayo
numérico, escriben y leen nimeros, cuentan, calculan y formulan y resuelven problemas sobre la
base de los significados practicos de las cuatro operaciones basicas.

Mientras que en los primeros dos grados se trabaja con el calculo mental, en tercer grado, los nifios
aprenden los procedimientos escritos de calculo con nimeros naturales. Ademas se familiarizan con el
concepto de fraccion como parte de una unidad y como parte de un conjunto. En cuarto grado
comparan fracciones y llegan al concepto de fracciones equivalentes. Posteriormente, en quinto grado,
se profundizan los conocimientos sobre la numeracién, los nifios aprenden a realizar las operaciones
de adicion y sustraccion con fracciones y expresiones decimales, hasta llegar al concepto de nimero
fraccionario en sexto grado y dominar las operaciones basicas con nameros fraccionarios.

En séptimo grado se introducen los niUmeros racionales y en octavo, los numeros reales. El trabajo
con numeros reales se continla en grados superiores a través del trabajo con radicales y logaritmos,
y en el dltimo grado o afio de su preparacibn matemética en la educacion media superior se
introducen los nimeros complejos.

Los alumnos comprenden desde sexto grado la necesidad de introducir procedimientos de
aproximacion ilimitada en problemas aritméticos, por ejemplo, cuando dividen expresiones decimales
y mas adelante al conocer la existencia de niUmeros irracionales.

Entre los objetivos del primer ciclo de la Ensefianza Primaria con respecto a esta linea directriz

estan los siguientes:

» Representar, leer, escribir, contar, ordenar, comparar, elegir y desarrollar procedimientos de
célculo oral y escrito con numeros naturales hasta 1000 000 de acuerdo con los requerimientos
de situaciones con sentido para ellos, para aplicar conscientemente los principios del sistema
de posicion decimal.

» Reconocer la necesidad de estimar los célculos que realizan para garantizar tanto su correccion,
como su cardcter racional de acuerdo con la situacion planteada.

Contenidos a desarrollar en ese ciclo para alcanzar los objetivos:

Adicién, sustraccion y multiplicacién. Propiedades: conmutativa de la adicién y la multiplicacion y
asociativa de la adicion. Relacién entre la adicion y la sustraccion.

Ejercicios basicos de adicidon y sustraccién sin sobrepaso. Transferencia de los ejercicios basicos al
célculo hasta 20 sin sobrepaso y de mdltiplos de diez.

Formulacién y resolucién de ejercicios con texto y problemas, fundamentalmente en forma oral.
Operaciones en el intervalo de 0 a 100. Divisién. Relacion entre la multiplicacion y la divisién.
Ejercicios basicos de adicion y sustracciébn con sobrepaso. Ejercicios basicos de multiplicacion y
division.

Propiedades: asociativa de la multiplicacion y distributiva de la multiplicacion con respecto a la
adicion. Resolucién de combinadas, con y sin paréntesis.

NUmeros naturales hasta 10 000 y su orden. Célculo oral con las cuatro operaciones. Procedimientos
escritos de las cuatro operaciones con numeros naturales (Division por numeros de 2 lugares).
Redondeo. Estimacion de los célculos. Fracciébn como parte de una unidad y de un conjunto
(denominador hasta 10).

Ndmeros naturales hasta el millon y su orden. Célculo oral con las cuatro operaciones de célculo con
nameros naturales hasta el millon.

Procedimientos escritos hasta el millon. Adicién con mas de dos sumandos. Multiplicacion de
nameros de dos lugares por nimeros de varios lugares.

Division por divisores de tres lugares. Concepto de "es multiplo de" y de "es divisor de". Reglas de
divisibilidad por 2, 3, 5, 10, 100 y 1 000.

Dentro de los objetivos de la linea directriz en el segundo ciclo Ensefianza Primaria los alumnos
deben ser capaces de:

Leer, escribir, ordenar, comparar, elegir y desarrollar procedimientos de célculo oral y escrito con
nameros fraccionarios y pasar de una representacion (decimal, operacional o gréafica) a otra de estos
nameros de acuerdo con la situacién planteada para comprender el significado de los ndmeros, sus
relaciones y el significado practico de sus operaciones.



Reconocer la necesidad de introducir procedimientos de aproximacién ilimitada, por ejemplo, cuando

dividen expresiones decimales, y de estimar los célculos que realizan para racionalizar el calculo y

auto controlar los resultados.

Contenidos a desarrollar en ese ciclo para alcanzar los objetivos:

NUmeros naturales mayores que el millén y su orden. Calculo en este dominio. Potenciacién y

radicacion. Memorizacion de algunas potencias y raices. Operaciones combinadas.

Adicion y sustraccién de fracciones comunes y expresiones decimales.

Célculo en el dominio de los nimeros fraccionarios. Introduccién del calculo aproximado.

Entre los objetivos de la directriz en la Ensefianza Media Basica se encuentran:

= Resolver y formular problemas que exigen la comparacién de nimeros enteros y racionales y la
realizacion de estimaciones y calculos con estos niumeros en sus diferentes representaciones,
sobre la base de la sistematizacién de los conocimientos y habilidades que se han desarrollado a
través del trabajo con nimeros fraccionarios.

= Reconocer la existencia de nimeros no racionales, su notacién decimal, operatoria y gréafica y
conocer que la union de los numeros racionales e irracionales da lugar al dominio de los nimeros
reales.

Contenidos a desarrollar en esta ensefianza para alcanzar los objetivos:

Sistematizacion de los dominios numéricos estudiados con anterioridad. Criterios de divisibilidad.

Numeros racionales. Comparacion y orden. Representacion en la recta numérica. Densidad del

dominio de los numeros racionales. Operaciones de calculo. Potencias de exponente entero.

Propiedades de las potencias y su aplicacion al calculo. Notacion cientifica. Calculo aproximado de

raices cuadradas y cubicas, utilizando tablas.

Existencia de numeros racionales que no tienen raiz cuadrada en Q. Introduccién de los nimeros

reales.

Entre los objetivos de la directriz en la Ensefianza Media Superior se encuentran:

Resolver y formular problemas que exigen la comparacion de numeros reales y la realizacion de

operaciones racionales e irracionales con estos nameros en sus diferentes representaciones y la

estimacion de los célculos.

Aplicar las operaciones con numeros complejos en distintas representaciones a la interpretacion,

descripcion de situaciones y al célculo de cantidades de magnitud.

Contenidos a desarrollar en esta ensefianza para alcanzar los objetivos:

Potencias de exponente racional. Calculo con potencias y radicales aplicando definiciones y

propiedades, y de logaritmos, aplicando la definicion.

En otras lineas directrices el calculo se manifiesta de forma implicita por ejemplo en la linea directriz

magnitudes se observa en el aprendizaje de las magnitudes, su medicién, conversion, estimacion,

célculo y aplicacion son objetivos de la ensefianza de la Matematica en los diferentes grados.

De quinto a sexto grados amplian el estudio de las magnitudes (masa, longitud, tiempo, superficie,

volumen y capacidad), profundizan en los procesos de medicién, estimacion y conversion utilizando

los conocimientos sobre los dominios numéricos y la estructura del Sistema Internacional, obtienen

férmulas, por ejemplo, para el célculo de perimetros, areas y volimenes de figuras y cuerpos

geomeétricos y las aplican a la resolucion de problemas.

En el nivel medio basico y superior profundizan en los procesos de medicion, estimacion y
conversion, utilizando los conocimientos sobre los dominios numéricos y la estructura del Sistema
Internacional y de otras unidades de uso frecuente en nuestro pais, obtienen férmulas, para el calculo
de perimetros, areas y volimenes de figuras y cuerpos geométricos mas complejos y las aplican a la
resolucion de problemas, incluso de proporcionalidad geométrica.

En el estudio del trabajo con variables, ecuaciones, inecuaciones y sistemas de ecuaciones e
inecuaciones los nifios hallan el valor que satisface una determinada igualdad mediante reflexiones
I6gicas mientras aprenden en la primaria el significado y las propiedades de las operaciones de
célculo en los diferentes dominios numeéricos. En sexto grado desarrollan un procedimiento
algoritmico para resolver ecuaciones lineales muy elementales, donde el dominio de definicion de las
variables es el dominio de los niumeros fraccionarios o un subconjunto de este.

En el estudio de correspondencias y funciones los trabajos preparatorios para el tratamiento de las
funciones se inician en la primaria, desde que los nifios asocian a un conjunto su cardinal, a un
par de nimeros el resultado de una operacion aritmética.

Operaciones racionales (suma, resta, producto y cociente) con funciones numeéricas.

En el estudio de la geometria esta presente el calculo de cuerpos.

En el aprendizaje de la combinatoria y probabilidades en la primaria los nifios ordenan y reordenan
conjuntos finitos, seleccionan elementos de ellos atendiendo a determinadas condiciones, resuelven

6



problemas sencillos de conteo y distribucién de naturaleza aritmética o geométrica, lo cual continGa a
través de todos los grados, hasta que en grado 12 se familiarizan con los principio de la teoria
combinatoria, lo que les permite abordar problemas mas complejos y aplicar estos conocimientos al
célculo de probabilidades.

En el tratamiento de datos/Estadistica.

Desde tercer grado los alumnos deben resolver problemas que impliquen la recogida, descripcion,
representacion e interpretacion de datos cuantitativos en tablas y gréaficos de barras, mas el calculo
de promedios.

Existen diferentes tipos de calculo como aritmético, trigonométrico, con radicales, logaritmos, de
cuerpos, porcentual y otros

En el presente trabajo profundizaremos en el estudio del calculo con radicales

4. LOS RADICALES EN EL APRENDIZAJE DE LA MATEMATICA

El concepto de radical se ha encontrado en la bibliografia consultada algunas cuestiones
interesantes que a continuacién se exponen.

¢, Como surgié el signo de radical?

El simbolo radical que se emplea en la notacion actual es varias veces centenario pero el concepto
de radical es bastante mas antiguo. Este simbolo aparece por primera vez en las obras de los
hindues. El simbolo radical ¥ fue introducido en 1525 por Christoff Rudolff en su libro “Die Coss”, libro
que tuvo enorme influencia en Alemania en el siglo XVI y en 1552 se publicé por el matemético
aleman Michael Stifel (1483-1567) una nueva edicién mejorada de la obra de Rudolff. Se supone que
adopt6 el simbolo porque semeja una r minudscula, inicial de la palabra raiz. Campistrous (1989, 84).

La notacién de potencia sugiere el concepto de raiz, es decir el de una cantidad que multiplicada por
si misma un cierto nimero de veces produzca como resultado otra cantidad determinada. De esta
forma, se debe entender la radicacion como una operacién inversa de la potenciacion y el profesor no
debe dejar de aprovechar la oportunidad para dejar claro que al igual que la sustraccion es la
operacion inversa de la adicion y la division es la operacion inversa de la multiplicacion también la
potenciacion tiene operacion inversa, sin dejar de declarar que no es solo una y que en otros curso
estudiaran otra operacion inversa. Por tanto la nueva operacion a estudiar permite que dada la
potencia y el exponente se debe encontrar la base de la potencia. Ahora esos términos recibirdn un
nuevo nombre. La denominacion de los términos de la radicacion es de significativa importancia al

igual que en las operaciones estudiadas anteriormente, ya que en lo adelante en los distintos

procedimientos para el calculo se mencionaran los nombres correspondientes (indice, radicando,
raiz, radical).

El significado de la radicacién como operacion inversa de la potenciacion queda expresado en la

nfa _ n__
definicién: a= X — X =ad lo que debe retomarse en todas las oportunidades
posibles con los estudiantes.
La radicacion puede entenderse como una potencia de exponente racional, introduciendo por

1

definicion la siguiente notacion Y/a =a" ,para n>2 ya>0.
En la educaciéon secundaria basica el alumno debe aprender a calcular la raiz cuadrada y cubica de
nameros positivos, por simple inspeccion o por tablas.

En décimo grado profundiza este estudio. Debido a que @™ = ~/a™ para a>0, los radicales
cumplen propiedades que son consecuencia inmediata de de las propiedades de las potencias de
exponente racional.

Estas propiedades son de mucha aplicacion en las operaciones con radicales, en la introduccion de
factores en el radical, en la racionalizacion de denominadores y en la simplificacion de radicales.

En la practica se hace necesario calcular con radicales que tienen indices diferentes y para hacerlo,
en muchas ocasiones es necesario reducirlo a un indice comun lo que a su vez permite compararlos.



De grados anteriores al décimo, los alumnos conocen los términos semejantes. Cuando los términos
con gque se trabajan son radicales se tiene un caso especial de términos semejantes que se llaman
radicales semejantes.

Para sumar y restar radicales semejantes se procede igual que cuando se reducen términos
semejantes. A menudo es preciso simplificar previamente cada sumando, antes de reducir los
radicales semejantes.

En la multiplicacion y divisién de radicales se aplican las propiedades, por tanto es necesario que los
radicales tengan el mismo indice.

En la unidad tematica Radicales. Operaciones con radicales se distinguen dos puntos esenciales.
Campistrous Pérez, (1989).

- Simplificacion de radicales.
- Célculo con radicales.

En lo misma se hace un estudio mas profundo de los radicales del que se ha hecho hasta el
momento.

En el trabajo con los radicales es conveniente trabajar con ellos simplificados; por lo que los alumnos
deben ser capaces de reconocer si un radical estd o no simplificado, y en este dltimo caso
simplificarlo, asi como que puedan introducir factores en un radical y reducir radicales a un indice
comdan.

Para poder simplificarlos deben conocer previamente las propiedades, la extraccién de factores del
radical. Como un procedimiento inverso de la extraccion de factores del radical puede explicar la
introduccién de factores en | radical.

Otro de los procedimientos para el trabajo con radicales es reduccion de radicales a un indice comudn
y la comparacion de radicales.

Se considera el aprendizaje del céalculo con radicales cuando los estudiantes sean capaces de
identificar el tipo de célculo, aplicar reglas y procedimientos asociados a éste y simplificar tanto
como sea posible.

5. PROCEDIMIENTO DIDACTICO PARA FAVORECER EL CALCULO CON RADICALES EN
LOS ESTUDIANTES DE DECIMO GRADO. EJEMPLOS RESUELTOS

Para presentar la propuesta que realizan los autores del presente articulo se tiene en cuenta que los
procedimientos son: “herramientas que le permiten alcanzar un fin a partir del cumplimiento de una
secuencia de pasos con un orden légico y coherente”. (Zilberstein y Silvestre, 2004: 20)

De igual forma se analiza que los procedimientos didacticos constituyen:

Herramientas que le permiten al docente orientar y dirigir la actividad del alumno, de modo tal que la
influencia de los "otros", propicie el desarrollo individual, estimulando el pensamiento légico, el
pensamiento tedrico y la independencia cognitiva, motivandolo a "pensar" en un "clima favorable
de aprendizaje. (Zilberstein y Silvestre, 2004: 99)

De ahi que el procedimiento didactico que se propone para el calculo con radicales consista en:
1. Identificar las operaciones a realizar en el célculo con radicales

Durante esta accion los estudiantes deben reconocer cudles de las diferentes operaciones de céalculo
estan presentes en el ejercicio.

2. Transformar los radicales tanto como sea posible.

El estudiante debe transformar los radicales tanto como sea posible. Para esto es necesario que
conozca cuando un radical esta simplificado, lo cual ocurre cuando no existen raices exactas, cuando
no existen factores comunes entre el indice de la raiz y el exponente del radicando y cuando no
existen raices en el denominador. En el caso de no tener el mismo indice se halla su minimo comudn
multiplo y luego se multiplican el indice y el exponente del radicando de cada uno por este, de esta
forma se pueden realizar las operaciones de multiplicacion y division.

3. Realizar las operaciones segun su orden.


http://www.monografias.com/trabajos14/genesispensamto/genesispensamto.shtml
http://www.monografias.com/trabajos/indephispa/indephispa.shtml
http://www.monografias.com/trabajos/clima/clima.shtml

En esta accion los estudiantes deben realizar las operaciones segun su orden, primero la
potenciacion. Luego eliminar los signos de agrupacion por su orden. Después la multiplicacion y
division en el orden que aparezcan. Por (ltimo se realiza la adicién y la sustraccion de los radicales
semejantes, en este caso deben conocer que dos radicales son semejantes cuando tienen el mismo
indice y el mismo radicando.

4. Simplificar si es posible el resultado final.

En esta accion los estudiantes deben tener presente que en algunos ejercicios después de realizadas
las operaciones es posible volver a simplificar por lo que es necesario hacerlo para tener un resultado
mas exacto.

6. APLICACION DEL PROCEDIMIENTO AL CALCULO CON RADICALES

Calcula teniendo en cuenta el procedimiento propuesto anteriormente

2
Ejemplo 1 \/g—,/xy (xy>0)
y

Paso 1. En este ejercicio los estudiantes deben reconocer en primer lugar la presencia de una
potencia. En este caso es necesario aplicar la formula del binomio (a — b)2.

Paso 2: Los estudiantes deben transformar la expresion dada aplicando el producto notable.
Posteriormente procederan a eliminar los radicales

(] 2 el

En este ejercicio no se puede simplificar por lo que se procede a efectuar la potencia del binomio y
asi realizar la accion tres del procedimiento.

X /x
=——2|—*Xy+Xy
y y

Luego de la eliminacién de los signos de agrupacién se continla con el resto de las operaciones
segun su orden.

XN, e

y
_XEXE
y
X + Xy® — 2Xy
——

Para concluir con el gjercicio y dando cumplimiento a la cuarta accién se busca alguna simplificacion
pero en este caso no la hay.
2 2
Ja b Jb Ja
—+—| -|——-—| |Wab (a>0, b>0)
b a a b

Ejemplo 2)

En este caso el alumno debe reconocer la potencia, la multiplicacion, los distintos signos de
agrupacion vy la adicion y sustraccion de fracciones donde aparecen radicales.

JEZ\/EJBZ\/BZ\/%\/EZ\@

=||—| +2—+| —| -| — | +2———-| —
b ab a a ab b



El ejercicio queda de esta forma al efectuar la potencia y eliminar los paréntesis trabajando ya en la
segunda accion.

a Jab b b Jab a
=| S 42X = = 42X % Jab
b? ab a? a? ab b?

Luego se realiza la adicion y sustraccion de las fracciones dentro del corchete y posteriormente se
realiza la multiplicacion.

:2ﬁ5+2ﬁ%‘&%
ab

_4Vab-\ab

ab
En este caso si se puede simplificar por o que se pasa a la accion cuatro y se concluye el ejercicio.
4ab
= = 4
ab
. a+X++va—X
Ejemplo 3 (Ix|]<a, x#0)

va+X—+va—X

Aqui el estudiante debe reconocer la adicidn y sustraccion asi como la division de radicales.

_Ja+x+va-x Ja+x+a-x
Jarx—Ja—x Jarx+Ja—x

Dando salida a la segunda accion se simplifica y en el caso particular de este ejercicio se racionaliza,
por lo que se multiplica por la conjugada.

Warx - da )
Wa+xf ~a=xf

a+x+2,(a+x)a-x)+a—x
a+X—a+X

Como parte de la tercera accién se reducen los términos semejantes.

_2a+2Ja’-x*
2X

Para dar cumplimiento a la cuarta accién el estudiante primero debe extraer 2 como factor comun
para luego simplificarlo con el del denominador y asi dar por concluido el ejercicio

Aa+Va2—x2L=a+Va2—x2

2X X
Ejemplo 4 a-b -2 a’ + a+b la]>b
jemp Va+b VaZz-b?2 Va-b

En la primera accién de este ejercicio el estudiante debe reconocer la adicion y sustraccion de
fracciones con radicales. Como parte de la segunda accion se realiza la simplificacién en el segundo
radical, quedando de esta forma
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a-b 2a ath mem: /(@ +b)a—b)

= -~ +
Ja+b Ja?—p? Ja-b

Como parte de la tercera accién se realiza la adicion y sustraccion de las fracciones.

:(a—bf—2a+@€:Bf_ 0

J@+b)a-b) ~ Jla+b)a-b)

En este caso no fue necesario llegar a la cuarta acciéon pues no hay simplificacion.

x\Jy — y/x
X[y + y/x

Este ejercicio es similar al anterior en relacion con las operaciones a realizar, por lo que esta primera
accion se debe tener en cuenta la adicion, la sustraccion y la division.

Xy = ydx xJy - yx
CxJy + VX xJy - yax

Aqui también se racionaliza para simplificar la expresién y asi se cumple la segunda accion. Luego se
realiza la potencia que aparece en el numerador teniendo en cuenta asi la tercera accion y por ultimo
para concluir el ejercicio se pasa a la cuarta accién y se simplifica.

Ejemplo 5 (x>0, y>0)

(fy —y %] _ xty-2xyfry +yix xyle-2xy+y) x-2xy+y

X’y - y*x xy(x—y) xy(x—y) X—y

_ a—Xx X—b
Ejemplo 6 — + (a<x<b)
X—b a
En el presente ejercicio el estudiante debe identificar la adicién de radicales, pero ademés que dentro
de estos existen fracciones.

Ja-x  Jx-b
:\/i—;(+\/:—x mem: /(x—b)a—x)

Segun lo analizado en la primera accién se puede por propiedades de los radicales escribir el
ejercicio de esta forma, luego hay que hallar el minimo comdn mdltiplo entre los denominadores para
de esta forma poder efectuar la adicion de fracciones.

J@a—-x)a-x)+./(x-b)x—h)
J(x-b)a-x)

a—-xXx+x-b a-b

J(x-b)fa-x) (x-b)a-x)

Como parte de la cuarta accion para simplificar se debe racionalizar y de esta forma damos por
concluido el ejercicio.

a—b J@-xYx-b) (a—b)J/(a—x)x-b)

Jx-bYa-x) (a—x)x-b) (x—b)a-x)

Ejemplo 7 a_b—Z a’ + a+b|a|>b
jemp Va+b “Va’-b?> Va-b

11



En la primera accién de este ejercicio el estudiante debe reconocer la adicién y sustraccién de
fracciones con radicales. Como parte de la segunda accion se realiza la simplificacién en el segundo
radical, quedando de esta forma

a-b 2a a+b mcm:wlia+bia—bi

- - +
Ja+b Ja?-p? Ja-b

Como parte de la tercera accién se realiza la adicién y sustraccién de las fracciones.

:( a—b)z—ZaJr(\/m)2 B 0

J(@+b)a-b) J(@a+b)a-b)

En este caso no fue necesario llegar a la cuarta accion pues no hay simplificacion.

VJI+X  A1-X 2

+ —_
VI-x  Jl+x  1-x2
Durante la aplicacién de la primera accién el estudiante debe identificar que esta en presencia de

una adicion de fracciones con radicales. Como este ejercicio es similar con el anterior no es
imprescindible la simplificacién por lo que pasamos a la tercera accién.

(VirxJ +(VI=xf -2 mem: V1— X2
J1-x

durante la aplicacién de la tercera accion al llevar a cabo la adicién de las fracciones obtenemos
como resultado cero, por lo que la aplicacién de la cuarta accidon no es necesaria.

_lex+1l-x-2_ 0 0

N - N1-x?

Ejemplo 8 (Ix|<1)

X
Ejemplo 9 |14+ ——— :(x+\/a2 +b2) (a#0, b#0)

Ja? +b?

En este ejercicio como parte de la primera accién el estudiante debe identificar la adicién, la division
y la presencia de signos de agrupacién. En el caso particular de este ejercicio no se desarrollara la
segunda accién pues nos permitira su realizacion de una forma mas racional.

va?+b? +x 1

Ja? +b? X ++/a? +b?

En la aplicacién de la tercera accion, se realiza la adicion que aparece dentro del corchete y la
division se convierte en multiplicacion pues estamos en presencia de fracciones. Después nos
percatamos que podemos simplificar.

1

va? +b?

Para concluir el ejercicio pasamos a la cuarta accion y racionalizamos para de esta forma dar por
concluido el ejercicio.

va? +b?

a?+b?
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CONCLUSIONES:

En la revisién bibliografica sobre el tema se puede afirmar que existen las orientaciones y exigencias
metodologicas necesarias para perfeccionar el célculo con radicales, para ello se realizé la propuesta
de un procedimiento que puede ser utilizado por los estudiantes para la realizacién exitosa de las
diferentes operaciones y la combinacion entre ellas. La aplicacién del procedimiento en la practica
pedagogica permitid obtener una mejora en el célculo con radicales donde las operaciones que
aparecen son combinadas.
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