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RESUMEN

El presente estudio presenta una propuesta didactica orientada a subsanar dificultades
comunes en el aprendizaje de los conceptos de recta y plano en el nivel universitario. La propuesta
es resultado del andlisis sistematico de un corpus de errores recogido de examenes parciales de
alumnos universitarios de primer afio. El corpus esta formado por los errores tipicos cometidos en
evaluaciones parciales de distintas carreras de la Facultad de Ingenieria y Ciencias Exactas de la
Universidad Argentina de la Empresa, sistematicamente organizados por tipos e integrados en una
taxonomia de categorias excluyentes y exhaustivas (Bravo & Patifio, 2016). Sobre la base de los
tipos de errores detectados en este trabajo, se procedio a la elaboracién de una propuesta didactica
fundada principalmente en la utilizacién de herramientas visuales y dinamicas para las que el uso de
la computadora resulta primordial.

Palabras clave: Errores - did4ctica - matematica - rectas y planos - ensefianza.
ABSTRACT

The present work presents a didactic plan that aims to solve common difficulties in the learning
process of straight lines and planes at undergraduate level. The plan results from a systematic
analysis of a set of errors collected from first year students examinations. The set gathers typical
errors made in several college degrees inside the Faculty of Engeneering and Exact Sciences of the
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Universidad Argentina de la Empresa, systematically organised and integrated in a taxonomy
containing exhausting and exclusionary categories (Bravo & Patifio, 2016). On the basis of the error
types detected in this research, we proceeded to elaborate a didactic plan principally founded on the
use of visual-dynamic tools for which the employ of computers becomes overrinding.

Keywords: Errors - didactic - mathematics - lines and planes — teaching

1. INTRODUCCION

El presente trabajo da continuacion a una investigacion llevada a cabo en el afio 2016 por
Bravo y Patifio (2016), en la que del analisis de los errores cometidos por los alumnos al realizar
ejercicios sobre rectas y planos en la materia Algebra y Geometria Analitica, correspondiente al
primer afio de carreras de la Facultad de Ingenieria y Ciencias Exactas de la Universidad Argentina
de la Empresa, se elabord una taxonomia que organizé la clasificacion y permitié el estudio de los
distintos tipos de errores. En aquella oportunidad, los ejercicios analizados formaban parte de los
examenes finales de los alumnos.

La actual investigacion consta de una primera etapa en la que tomando una muestra de
examenes parciales y considerando la taxonomia de Bravo y Patifio (2016) observamos los errores
cometidos de cada tipo. La finalidad de esta etapa es observar sobre qué errores es fundamental
trabajar y si los tipos de errores méas frecuenten en los parciales son también aquellos que habian
aparecido en los finales y realizar quizds alguna comparacién con los resultados de la muestra
tomada oportunamente por Bravo y Patifio para la elaboracion de su taxonomia.

Considerando los diferentes errores como fuente de conocimiento que nos posibilitan
interpretar las falencias del proceso de ensefianza — aprendizaje, es que elaboramos en una segunda
etapa de este trabajo la propuesta didactica.

2. MARCO TEORICO
2.1.;Para qué las evaluaciones?

La evaluacion ha sido puesta en numerosas oportunidades como la finalizacion de un proceso
teniendo como objetivo la acreditaciébn -por parte de los alumnos- de los conocimientos y la
valorizacién, mediante una calificacion, del nivel de incorporacion de los contenidos para la
promocion de la asignatura.

Apreciar, estimar, atribuir valor o juzgar han sido los conceptos que mas se asociaron a la
evaluacion. Desde una perspectiva didactica, el concepto implica juzgar la ensefianza y juzgar el
aprendizaje; atribuirles un valor a los actos y las practicas de los docentes y atribuirles un valor a
los actos que dan cuenta de los procesos de aprendizaje de los estudiantes. (Litwin,2003:13).

Esta frase confirma la observacion realizada al inicio de esta seccion: la evaluacion es utilizada
para acreditar pero se introduce al mismo tiempo la idea de que se evalla no solo el aprendizaje sino
también el proceso de ensefianza. La evaluacién pasa a tomar entonces un lugar no tradicional,
abriéndose de esta manera todo un espacio de trabajo: el andlisis de la evaluacion.

Segun Anijovich (20017), la evaluacién permite a los estudiantes observar sus aciertos y fallas,
sus debilidades y fortalezas en el proceso de aprendizaje. Visto de esta manera la evaluacién es
formativa. Agregamos a esto que el concepto de formativo es también para el docente dado que
podra revisar a través de los exadmenes de sus alumnos, sus propias practicas de ensefianza. El
andlisis de la evaluacion toma, en consecuencia, un lugar fundamental en el proceso de ensefianza -
aprendizaje, permitiéndonos obtener material para su revision, tanto por parte del docente como del
alumno.

En este sentido, el andlisis de los errores cometidos en las evaluaciones se convierte en el
puntapié inicial para una nueva jugada en la que se pretendera subsanarlos. Por supuesto tanto
docente como alumnos deberan estar comprometidos con este objetivo. Hay errores que necesitaran
de la intervencién del docente buscando alternativas en sus explicaciones que ayuden a una
correcta apropiacién y otros que estan mas asociados a la accién propia del alumno, cuyo
compromiso es fundamental para el logro de cualquier accién. De esta manera el andlisis del error, la
puesta en evidencia de los mismos y la toma de conciencia por parte de ambas partes pasan a ser
cuestiones importantes del proceso de ensefianza- aprendizaje.



2.2.¢Qué miramos de las evaluaciones?

Miramos los errores. Astolfi (2004) afirma que el error es una forma de analisis del modelo
pedagégico y permite mejorar el trabajo de quien ensefia. No son faltas lamentables sino sintomas
de las dificultades que encuentran sus alumnos en el proceso de su pensamiento.

Dado que miramos los errores y nuestro objetivo es elaborar una propuesta didactica para
superar los errores cometidos por los alumnos en los ejercicios vinculados al concepto de recta y
plano, consideramos la clasificacién realizada por Bravo y Patifio (2016) donde los mismos fueron
diferenciados en nueve tipos, cada uno de los cuales es explicado brevemente a continuacion:

e Error de tipo 1: vinculado a errores de cuentas.

e Error de tipo 2: vinculado a ejercicios incompletos, desarrollados a la mitad o hasta cierto
instante.

e Error de tipo 3: vinculado a resolucion correcta de procedimientos, pero con informacion no
correcta (no tiene ldgica de dénde sacan cierta informacion).

e Error de tipo 4: vinculado a la falta de conocimiento para abstraer informaciéon o buscar

informacion de los enunciados.

Error de tipo 5: vinculado a desconocimiento del tema.

Error de tipo 6: vinculado a la forma de presentar las respuestas

Error de tipo 7: vinculado a incoherencias o mezcla de conceptos sin sentido

Error de tipo 8: vinculado a falta de conocimientos sobre procedimientos algebraicos para

desarrollar ejercicios.

e FError de tipo 9: vinculado a la afirmacion (o asimilacion como verdaderas) de conceptos
erréneos.

2.3.¢,COmo actuamos los docentes frente a los errores?

Son dos los angulos desde donde se pueden trabajar los errores para buscar subsanarlos: el
del docente y el del alumno.

La relacion de ensefianza-aprendizaje es un proceso complejo, dado que son varios los
factores que influyen en el éxito (o no) del mismo; el curriculum, los objetivos, la institucion, los
materiales disponibles, la disposicién de los alumnos, su compromiso, sus saberes previos, la
formacién del docente, entre otros. En particular, destacaremos la gestion de la clase por parte del
docente dado que “ensefar supone, también, una esfera que podriamos denominar “organizativa”,
ligada a la definicion y el sostén de un encuadre de trabajo y al manejo o “gestion” de la clase”
(Basabe y Cols, 2007: 155)

En este sentido, la propuesta didactica que se presenta en este articulo apunta a contribuir en
la mejora del proceso de ensefianza-aprendizaje, en lo que respecta a los conceptos de rectas y
planos.

2.4.El uso de herramientas tecnolégicas en la clase de matematica

La ensefianza de la matematica se ha limitado a un solo registro: el semiético, reduciendo la
ensefianza a procedimientos algebraicos formales y abstractos. Las herramientas tecnoldgicas
amplian y a la vez complementan esta perspectiva, puesto que permiten la visualizacién para la
apropiacion del saber mediante varios registros (Gatica y Ares, 2012: 91).

Coincidimos con Hitt (2003) en que en la clase deberia hacerse un uso reflexivo de la
tecnologia, dado que puede resultar una buena herramienta para la construccion de conceptos
matematicos mediante tareas en las que la actividad matematica requiera el uso coherente de
diferentes registros de representacion.

Es importante promover el uso de varios sistemas de representacion, y el uso reflexivo de las
nuevas tecnologias que permitan dar significado concreto a las nociones matematicas. Con ello,
la construccion de un concepto se dard a través de la coordinacién, libre de contradicciones, de
diferentes sistemas semiéticos de representacion relacionados con el concepto en cuestion (Hitt,
1998: 42-43)

Drijvers (2013) realiza un estudio de seis casos para intentar dar respuesta a la pregunta de
por qué funciona (o no) la tecnologia digital en educacion matematica, concluyendo que los factores



fundamentales “[...] para el éxito de la tecnologia digital en la educacion matematica incluyen el
disefio de la herramienta digital, y de las tareas apropiadas que exploren el potencial pedagogico de
la herramienta, el papel del profesor y el contexto educativo.” (p.1)

En este sentido, Carrion y Zamudio (2015) plantean que los estudiantes, mediante un uso
responsable, pueden profundizar su aprendizaje a través de los recursos digitales. A su vez, el
docente también debe saber que, utilizado de manera conveniente y en el momento adecuado,
contribuye a que los estudiantes logren una mejor visualizacion, exploracién y adquisicion de
conceptos. (p.3)

El uso de computadoras ayuda a la comprensién en varios aspectos, segin Novembre,
Nicodemo y Coll (2015):

e permitiendo la visualizacién y transformando el registro grafico en un soporte del
razonamiento, ademas de ser una mera representacion

e brindando la posibilidad de explorar, lo que dar lugar a la elaboracion de conjeturas,
pudiendo luego validarlas con lapiz y papel

e introduciendo una Matemética dinamica, ya que permite dinamizar un fendmeno y analizar
como va evolucionando

e permitiendo el trabajo con grandes cantidades de datos (p. 24-26)

Asimismo, es necesario que, durante la actividad matemética, los estudiantes sean capaces de
construir una coordinacién interna entre los distintos sistemas de representacion semiética, de
manera tal que les permita reconocer un mismo objeto matematico en diferentes contextos de
representacion, de lo contrario es posible que para ellos representen objetos diferentes (Duval, 2006:
145).

Gutiérrez y Jaime (2015) describen el modelo de Vinner segun el cual si en clase se trabaja
con algun soporte gréafico o visual, hay dos formas principales de recepcion de la informacién por
parte de los alumnos: verbal y gréfica.

La informacion verbal (definiciones de los conceptos, enunciados de propiedades,
clasificaciones, entre otras) se almacena en la memoria de los estudiantes en lo que Vinner
denomina definicién del concepto.

Por otro lado, la informacion gréfica (dibujos o figuras que representan ejemplos concretos
de conceptos matematicos, diagramas, esquemas, entre otros) se almacena en la memoria de los
estudiantes en lo que Vinner denomina imagen del concepto. La ausencia de consistencia entre los
criterios utilizados por los estudiantes en la resolucion de un problema y la justificacion que
verbalizan, evidencia una imagen del concepto pobre y una falta de conexion entre esta imagen y la
definicién del concepto.

Gutiérrez y Jaime (2015) explican que, segun este modelo, la ensefianza debe procurar la
formacién de imagenes conceptuales completas por parte de los estudiantes. Ademas, recomiendan
gue los estudiantes integren su imagen conceptual y su definicion del concepto durante la resolucién
de problemas.

En el caso de la geometria espacial, es fundamental que los estudiantes logren construir
imagenes conceptuales y que haya interaccién entre éstas y la definiciobn del concepto. Los autores
encontraron en diversos estudios sobre el uso de programas de geometria dindmica espacial que
aparecian dificultades vinculadas a la forma en que son representados los objetos espaciales en la
pantalla y a la necesidad de poseer habilidades de visualizacién espacial.

En este sentido, Del Rio (2017) menciona que la articulacion de registros de representacion se
vuelve particularmente compleja al involucrar objetos tridimensionales, dado que conlleva su
representacion en el plano utilizando perspectiva. (p.3)

Por ejemplo, una dificultad de estos programas es la que surge de la aparente interseccién
entre rectas en el espacio que se observa en la pantalla, segin cémo se haya rotado la vista. (Figura
1)

Figura 1. Ejemplo de aparente interseccién entre rectas



Fuente: Elaboracién propia en Geogebra Calculadora Gréfica 3D

La utilizacion de programas de geometria dinamica espacial tiene un papel importante para
promover en los estudiantes el desarrollo del razonamiento matematico y del aprendizaje de la
demostracion. Gutiérrez y Jaime (2015) mencionan algunos resultados al respecto:

Mc Clintock et al. (2002) observaron que el uso del software facilitd la resolucién de los problemas
al permitir a los estudiantes confirmar o rechazar con facilidad sus conjeturas, ayudando a mejorar
el nivel de razonamiento de los estudiantes. Mithalal (2010a, 2010b) observd que el uso de un
programa de geometria dinamica 3-dimensional favorecié que los estudiantes empezaran a
utilizar elementos del sistema axiomatico de la geometria euclidiana en vez de solo elementos
visuales. (p.57)

3. DESARROLLO DEL TRABAJO
3.1.Una primera aproximacion

Nos encargamos, en esta primera parte del desarrollo del trabajo, del andlisis de 46 examenes
parciales de la materia Algebra y Geometria Analitica, correspondiente al primer afio de las carreras
de ingenieria, que nos permiten una primera aproximacion a la realidad de cada alumno, a las
dificultades que se le presentan en su proceso de pensamiento, en particular en lo relativo a rectas y
planos.

Los errores de los alumnos fueron clasificados siguiendo la taxonomia propuesta por Bravo y
Patifio (2016). El conteo de los errores se realizé constando como un solo error si éste aparecia al
menos una vez en el examen es decir un 1 indica que, en determinado examen, el error
correspondiente se manifesté (aunque haya aparecido una o mas veces en esa evaluacion).

El ejercicio observado para la deteccion de errores sobre el tema de recta y plano fue el siguiente
(Figura 2):

Figura 2. Ejercicio tipo

Dadas las rectas

r: (x,v,z) =(1,3,00) +t(—1,0,2),t R

y_z
P xt2=2=—
50X 3

Y los puntos 4 = {(—1.0.07, B = (1.3,0),




a) Indicar, justificando, si las rectas r y s son paralelas, alabeadas, coincidentes o
concurrentes.

b) Sea m el plano que es perpendicular a la recta s y pasa por el punto B. Calcular la
distancia del punto A al plano .

Fuente: Elaboracién propia

Luego de recopilar y clasificar los errores cometidos por los alumnos en los examenes
analizados en esta oportunidad obtuvimos la siguiente tabla:

Tabla 1.
Tipo de error Manifestacién del
error
El 9
E2 3
E3 10
E4 9
E5 12
E6 7
E7 5
E8 1
E9 0

Fuente: Elaboracion propia

Pudimos observar que los errores con mayor frecuencia de aparicion contindan siendo los de
Tipo 1, Tipo 3 y Tipo 5. Recordemos que los errores de tipo | estan vinculados a errores de cuenta,
los de tipo 3 a errores vinculados a resolucién correcta de procedimientos, pero con informacion
incorrecta (no tiene ldgica de donde sacan cierta informacién) y los de tipo 5 a errores relacionados
con el desconocimiento del tema.

Aparece también con frecuencia relativamente alta el error de Tipo 4, vinculado a la falta de
conocimiento para abstraer informacién. Por ejemplo, en uno de los examenes analizados, para dar
respuesta al item a), el alumno reconoce, a partir de la representacion grafica en el espacio, que dos
rectas son paralelas cuando tienen la misma inclinacién o direccién. Pero, el grafico no representaba
las rectas del problema y evidencia dificultades en la representacién gréafica de vectores ya que, para
graficar la recta r, ubicé el punto (-1,0,2) correspondiente al extremo final del vector director y, en
lugar de trazar el vector con origen en el (0,0,0) y punto final en el (-1,0,2), trazé una recta vertical
pasando por el punto (-1,0,2). Lo mismo hizo para graficar la recta s (Figura 3). En consecuencia,
segun su representacidn, ambas rectas resultaron ser paralelas. Sin embargo, esta conclusién no fue
interpelada por las ecuaciones de las rectas y por la relacion de paralelismo entre vectores directores
para que las rectas sean paralelas. No logré establecer, al menos algebraicamente, que dichos

vectores no eran paralelos.
Figura 3. Resolucion de un alumno



Fuente: Ejemplo tomado de examen

El caso anterior pone en evidencia la necesidad de trabajar con distintos tipos de
representacion y la interaccion entre ellos, que ayuden a detectar este tipo de inconsistencias. La
capacidad de visualizacion en el espacio de objetos matematicos ideales como lo son rectas y
planos, y su correspondencia con sus ecuaciones sera fundamental para trabajar sobre los errores
detectados.

Cabe destacar que los examenes analizados en esta ocasion corresponden a parciales, en
tanto que los analizados en la investigacién anterior de Bravo y Patifio (2016) correspondian a
finales, donde los alumnos podrian haber realizado un trabajo més intenso sobre rectas y planos, sin
embargo los errores mas frecuentes coinciden y serdn aquellos donde debemos trabajar en nuestra
propuesta.

Es relevante aclarar que, en los cursos estudiados, la explicacién del tema se realiz6 de
manera “tradicional”: consistid en el desarrollo de los conceptos vinculados a rectas y planos por
parte del docente en el pizarrén, sin el uso de un graficador o alguin apoyo tecnoldgico que facilitase
la visualizacion de los contenidos tedricos.

Como afirma Hitt (1998), diversas “Investigaciones sobre visualizacion matematica y el papel
de las imagenes mentales han puesto de manifiesto la importancia de las representaciones
matematicas para la formacién adecuada de conceptos” (p.35).

Por otro lado creemos que también el trabajo con una herramienta tecnolégica puede ser mas
movilizante para los alumnos en la actualidad y se facilite asi la participacion y el compromiso de los
mismos con la actividad.

Tienen una gran atencion distribuida, a la que se suma su necesidad de zapping. El resultado es
gue necesitan cambiar su atencidén en tiempos breves. [...] Poseen otra nocién acerca del tiempo
y el espacio, y su pensamiento paso de ser secuencial a funcionar en red.(Lapalma, 2010:1)

En este sentido, el aula requiere ser un ambiente dinamico “donde haya rapida variacion de
actividades o enfoques, con intervencion del alumno en interaccién con el docente y las TIC. O sea,
una real participacion activa del alumno en la propuesta de aprendizaje”(Lapalma, 2010:2)

3.2.PROPUESTA DIDACTICA

En una segunda etapa de la presente investigacion, basados en los errores que nos permiten
identificar las dificultades de los alumnos, se comenz6 a construir y elaborar el material necesario
para la propuesta didactica. Este material, contiene un apoyo visual que se obtiene a partir de la
utilizacién de un elemento informatico pues contiene simulaciones generadas en Geogebra (en su
version de computadora y como aplicacion maovil). Consideramos que la posibilidad de visualizar lo
descripto analiticamente, en estos temas de esta asignatura resultan de sumo interés porque permite
comprender los conceptos desde otro nivel: la observacion gréafica. A la vez esta aplicacion permite
rapidamente plantear diferentes situaciones, experimentar con diferentes elementos y sacar



conclusiones que permiten llegar al concepto. Esta forma de abordaje del concepto donde no se
determina el mismo sino que se construye a partir de la propia observacion, atendiendo a diferentes
propuestas y decidiendo cuales son los elementos necesarios es la mas adecuada para fijar
definitivamente los mismos.

En la propuesta que presentamos a continuaciéon, suponemos que el alumno tiene
conocimientos previos acerca de vectores en el plano y en el espacio; en particular, la secuencia
didactica fue elaborada bajo el supuesto de que el alumno maneja las operaciones entre vectores
(suma, resta, producto de un vector por un escalar) y las condiciones de paralelismo y
perpendicularidad entre vectores.

La propuesta didactica propiamente dicha esta separada en dos partes principales: rectas y
planos. Dentro de cada una de estas partes hay actividades —mediante las cuales se pretende la
apropiacion de los conceptos fundamentales de cada tema. En cada actividad se explicita el objetivo
que persigue la misma y se describen las formas que, a nuestro entender, mejor se podrian utilizar
los recursos en la clase, con sugerencias sobre como podria administrar los temas y las actividades
el docente en su clase. En algunos casos, se sugiere el trabajo en pequefios grupos. La decisién de
complementar esto con ejercicios adicionales para el trabajo dentro o fuera de la clase y la
distribucion concreta de los tiempos para cada actividad estara a cargo del docente que es quien
conoce la dindmica de su clase y los estilos de sus alumnos.

En lo que respecta al material didactico, el docente debera contar con la aplicacion o version
online de Geogebra (tanto 2D como 3D) en el aula. Por su parte, los alumnos deberan tener instalado
en un dispositivo movil la aplicacion de Geogebra (Geogebra Calculadora Grafica (Android, 10s),
Geogebra 3D (Android) o Geogebra AR (10s). Lapiz y papel son otras herramientas necesarias para
los alumnos, asi como pizarrdn y marcadores lo son para el docente.

3.2.1. Rectas
Comenzaremos trabajando los conceptos relacionados a rectas en el plano.

Actividad 1 propuesta:

Objetivos: Que los alumnos construyan la ecuacion vectorial de una recta en el plano.
Contenidos: Ecuacién vectorial de una recta en el plano.

¢ Cuantos puntos determinan una recta en el plano?
Dados los puntos 4 = (3.2} y B = (1.1}, trazar la recta que pasa por dichos puntos.

Trazar los vectores EAy 0E, siendo @ = (0.0}, el origen de coordenadas.
¢ Coémo podrias obtener el punto A utilizando los vectores BAy OF ?

A wibhpe

Luego de que los alumnos hayan trabajado con las consignas, sugerimos hacer una breve
puesta en comun con las producciones de los alumnos. Se podria mostrar utilizando Geogebra que la
suma de los vectores BA y 0B da un nuevo vector cuyo extremo final es el punto A.

A continuacion, proponemos las siguientes consignas para que los alumnos deduzcan que los
puntos estadn alineados (en el item 5) mientras que el item 6 busca que puedan elaborar una
estrategia que les permita obtener cualquier punto de la recta conociendo un punto perteneciente a la
recta y un vector director de la misma.

5. Considera el vector v = 2, BA, obtener el vector y w = 0B+v. Si C es el extremo final de w,

¢observas alguna relacion entre los puntos A, By C?
6. Si D es un punto cualquiera de la recta graficada, ¢como podrias obtener el punto D a partir
del punto B y el vector EA?

Proponemos realizar una puesta en comun de las propuestas de los alumnos. Pensamos que
mostrar en Geogebra cédmo la suma de los vectores BD'y OB genera un vector cuyo extremo final es

el punto D y observando que el vector ED es un multiplo del vector EA y que el vector O lo podemos

identificar con el punto B son cuestiones que ayudan al alumno en la construccion del concepto que
estamos estudiando. El docente podria presentar luego una ecuacién vectorial de la recta trabajada:

(x.v¥) =B+tBA.teR



A continuacién, se muestran algunos graficos de rectas que el docente podria realizar a
medida que avanza con los alumnos en la construccion de la ecuacion:

Figura 4. Figura 5.
. .
e »
»
_'/ =
VY /
v ///l—
.
/l
P
s
L
/ g
Fuente: Elaboracién propia en Geogebra Fuente: Elaboracién propia en Geogebra

Calculadora Grafica Calculadora Gréafica

Luego de trabajado el tema de rectas en el plano, proponemos el pasaje al espacio. Teniendo
en cuenta lo trabajado en el plano para obtener la ecuacién vectorial de la recta, sugerimos la
siguiente actividad:

Actividad 2 propuesta:

Objetivos: Que los alumnos construyan la ecuacién vectorial de una recta en el espacio y que
establezcan la idea de que existen distintas formas de expresar una ecuacién vectorial de una
recta.

Contenidos: Ecuacion vectorial de una recta en el espacio.

1. ¢Cuantos puntos determinan una recta en el espacio?
2. Dados el punto 4 =(0.2.4) y el vector v = (23,1}, (,cOmo podemos construir un punto
cualquiera de la recta que pasa por el punto A y tiene direccion ¢?

Resulta conveniente que el docente construya en Geogebra 3D puntos sobre la recta que
pasa por el punto 4 y tiene direccién © para luego concluir con la ecuacién vectorial de la recta en el
espacio.



Figura 6. Construccién de ecuacién vectorial

b

Fuente: Elaboracién propia en Geogebra
Calculadora Grafica 3D

Con la siguiente pregunta se busca que, dado que necesitan un vector, éste lo construyan a
partir de los puntos A y B dados, es decir, que construyan el vector AE (o el vector B4) y utilicen el
punto A o B para armar la ecuacion de la recta.

3. Sinuestros datos son los puntos A = (0,2.4) y B = (2,5.5) que pertenecen a la recta, ;,como
construir una ecuacion vectorial de la recta?

Figura 7. A partir de dos puntos de la recta

¢Como obtener la ecuacion vectorial de una recta que pasa por
dos puntos dados?

Fuente: Elaboracién propia en Geogebra Calculadora Gréfica 3D

A continuacién se puede proponer un punto que quede fuera del campo de vision (la recta esta
graficada en Geogebra 3D y es visible para los alumnos en la pantalla).

4. ¢Elpunto P =(112,170,60) pertenece a la recta que pasa por 4 y E? ¢Y el punto {0,0.07?

10



El docente podria utilizar la herramienta Zoom de Geogebra para verificar si el punto esta o no
en la recta. Ademas, podria preguntarles a los alumnos qué procedimiento algebraico pondrian en
juego para verificar si un punto pertenece o no la recta.

Para trabajar con la siguiente consigna, proponemos dividir el curso en pequefios grupos. A
cada grupo se le asigna un par de puntos y se les pide obtener una ecuacion vectorial de la recta que
pasa por dichos puntos. Aclaramos que todos los puntos corresponden a la misma recta.

Al escribir en el pizarrén las diferentes ecuaciones obtenidas, se les podria preguntar a los
alumnos acerca de si existe alguna relacion entre las ecuaciones escritas. De esta manera buscamos
que relacionen los vectores directores de las rectas obtenidas, concluyendo que son paralelos.

5. Obtener la ecuacion vectorial de la recta que pasa por los puntos {A,B}, {C,D}, {A,C}, {B,D}.

Figura 8.

R A DB A @& Q =
@ A=(304 =N &
@ B=(021)

f = Recta(B, A)
@)

— X=(0,21)
@ c-=(8, -10 19
O D=(665)"

g = Recta(C.D) :
O

— X = (18, -10,

h = Recta(A. C) :
O
- X (3N 4) ~

Fuente: Elaboracién propia en Geogebra Calculadora Grafica 3D

Dado que comparten un punto y que dos puntos determinan una recta, mediante la aplicacion
de Geogebra el docente podria graficar la recta que pasa por Ay B, e ingresar el punto C vy verificar
gue pertenece a dicha recta y que, por lo tanto deberan ser la misma recta. Lo mismo podria
analizarse para las otras rectas. A continuacion, el docente graficara todas las ecuaciones
propuestas, concluyendo que todas las ecuaciones representan la misma recta r.

La siguiente actividad tiene como objetivo que los alumnos trabajen con las posiciones
relativas entre rectas en el espacio asi como también que logren establecer la nocién de que en el
espacio dos rectas que no se cortan no son necesariamente paralelas, presentando asi las rectas
alabeadas. En la consigna 1, esperamos que grafiquen rectas paralelas. Aunque es posible que
grafiquen un par de rectas que no se cortan dentro del recorte de la hoja.

Actividad 3 propuesta:

Objetivos: Que los alumnos elaboren una condicién para rectas paralelas en el plano.
Contenidos: Ecuacién vectorial de rectas paralelas en el plano.

1. En una hoja graficar dos rectas en E* que no se corten. ¢Existe alguna relacion entre

las rectas graficadas?
2. Sea la recta r:(x.y.z}) = (3.0.4) +£.(3,-2.3).t € R. Considerar la recta s que tiene

direccién v = (6, —4.6) y pasa por el punto H = (0,0,50}. ¢ El punto H pertenece a la recta
r? ¢ Qué podrian decir de las rectas r y s? ¢,Qué relacion existe entre ellas?

El docente podria realizar una puesta en comuin y concluir que si una recta s pasa por un punto

exterior a la recta r y tiene como vector director un vector que es paralelo al de la recta r, entoncesry
s seran paralelas.
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Actividad 4 propuesta:

Objetivos: Que los alumnos establezcan condiciones sobre las posiciones relativas entre rectas
en el espacio.
Contenidos: Posiciones relativas entre rectas en el espacio.

1. Dadas las siguientes rectas en el espacio, ¢las rectas f y g se cortan en algin punto? ¢y
las rectas fy h?

Figura 9. Imagen presentada a los alumnos

Fuente: Elaboracién propia en Geogebra
Calculadora Gréafica 3D

Dado que en el plano dos rectas no paralelas siempre se cortan, es posible que extiendan esta
idea al espacio. Por otro lado, debido a la limitacion que provoca visualizar rectas en el espacio en
una pantalla plana, esperamos que los alumnos, a partir de la imagen que se les mostrara,
conjeturen que tanto las rectas f y g como las rectas f y h se cortaran en un punto. Sin embargo, fy g
si se cortan en un punto pero las rectas f y h no se cortan. Puede que otros se limiten literalmente al
recorte que les muestra la imagen y que, como no visualizan un punto de interseccion, afirmen que
las rectas f y h no se cortan. En este sentido, la siguiente actividad apunta a que los alumnos caigan
en la cuenta de que los graficos a veces resultan insuficientes y que es necesario el trabajo analitico:
a partir de las ecuaciones podrian ver que las rectas no son paralelas, con lo cual podrian utilizar ése
argumento valido en el plano para justificar que deberia haber interseccion. La resolucion analitica
deberia confirmar lo anticipado en algunos casos o generarles una contradiccién en otros.

2. Las rectas graficadas tienen las siguientes ecuaciones:

filx,y,z) =(-2,03) + 1.(1.3.-1),1eR
gile.y.z) =(-132) +t.(L.L1)teR
hilx,y.z) =(0,0,-3) + k.(-2,-22),k eR
¢ Existe alguna relacion entre las direcciones de las rectas f y g? ¢Tendran puntos en
comin? ¢Qué sucede en el caso de f y h? Mediante algin procedimiento algebraico,
analiza si tienen algun punto en comun los pares de rectas fy g, fy h.

En el caso de las rectas f y g, el sistema de ecuaciones que planteen tendra solucién, dado

gue estas rectas tienen un punto en comun, y es Unico. En el caso de f y h, el sistema de ecuaciones
no tendra solucion, dado que las rectas no tienen puntos en comun, lo que refutara aquello que
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habian anticipado. Se podria resaltar el hecho de que, aln sin ser rectas paralelas, f y h no tiene
puntos en comun. El docente podria rotar la vista en Geogebra 3D para que observen que
efectivamente las rectas f y h no se cortan, presentando asi un par de rectas en el espacio que se
denominan alabeadas.

Actividad 5 propuesta:

Objetivos: Que los alumnos anticipen y restrinjan a partir de la lectura de sus ecuaciones las
posibilidades de posiciones relativas entre ellas: alabeadas, concurrentes, paralelas o
coincidentes.

Contenidos: Posiciones relativas entre rectas en el espacio.

Analizar si los siguientes pares de rectas son paralelas, concurrentes, coincidentes o alabeadas:
a n:leyz) =011 +a(l,-2-4), aeR
nilxy.z) =302+ (L, -1,1), PBeR

b. n:leyz)=0211+all,-2-4), aer
r:lx,y.2) =(3,-1,-3) +y(-2,4.8), v ER

c. n:lxyzl=0211)+all,-2.-4), ack
n:leyz) =0(3.02) +6(-248), SeRr

d rn:leyz)=0211+eall.-2.-4), aeR
(v, 2z) =(0,5.00 + £(1,1,0), tER

Proponemos a continuacién trabajar el concepto de rectas ortogonales.

Actividad 6 propuesta:

Objetivos: Que los alumnos deduzcan la relacion entre rectas ortogonales en el plano.
Contenidos: Posiciones relativas entre rectas en el plano.

Dada la recta de ecuacion r: (x,y) = (0.2} + t{1.3).t e R
a. Obtener una recta ortogonal a r. ¢ Es Unica?
b. Obtener una recta ortogonal a r que pase por el punto (2,1) . ¢ Es Unica?
c. ¢Existe alguna recta ortogonal a r que no la corte?

Trabajar con la nocidn de rectas ortogonales en el espacio nos permite introducir la nocién de
plano. A tal fin, pensamos la siguiente actividad. En particular, pensamos que es conveniente que los
alumnos resuelvan el item b en pequefios grupos: asi, cada grupo debera proponer la ecuacién de
una recta que cumpla las condiciones pedidas en dicho apartado.

Actividad 7 propuesta:

Obijetivos: Que los alumnos deduzcan la relacion entre rectas ortogonales en el espacio.
Contenidos: Posiciones relativas entre rectas en el espacio.

Dada la recta de ecuacion r: (x,y.z) =(2,1,1) + t{—2.4.1).t € R. Sea el punto € = (1.1.6)
a. ¢Coémo debe ser la direccidn de una recta para que sea ortogonal a otra?

., 4 7 4
b. Obtener la ecuacién de una recta ortogonal a r que pase por el punto F = {;.; .;).
c. Si ahora se pide obtener la ecuacidn de una recta ortogonal a r que pase por el punto C,
exterior a la recta ¢ Existird? ¢ Sera tnica?

A continuacion del trabajo en grupos, el docente podria realizar una puesta en comudn: para
destacar el hecho de que son infinitas las rectas que cumplen con lo pedido y que todas estas
generaran un plano en el espacio puede graficar en Geogebra 3D las rectas propuestas.

En lo que se refiere al item c. el docente podria graficar r y las rectas propuestas en Geogebra
3D, resaltando que existen rectas ortogonales a r que pasan por el punto C pero que no la cortan.
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Los siguientes son algunos de los graficos que el docente podria construir y trabajar con sus
alumnos, concluyendo que dos rectas son ortogonales si y so6lo si sus vectores directores lo son.
Pueden ser concurrentes (si existe punto de interseccion) o alabeadas (si no existe interseccioén).

Figura 10. Figura 11.

Fuente: Elaboracién propia en Geogebra Fuente: Elaboracién propia en Geogebra
Calculadora Gréfica 3D Calculadora Gréfica 3D
Figura 12.
\'
-

Fuente: Elaboracién propia en Geogebra Calculadora Grafica 3D

3.2.2. Planos
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El docente podria utilizar lo anterior para explicarles a los alumnos como obtener la ecuacion
normal del plano teniendo en cuenta la relacién existente entre el vector formado por el punto del
plano que se tiene como dato y cualquier punto A del plano y un vector normal al plano; se podria
tomar un punto A perteneciente al plano y desplazarlo sobre el mismo, notando que el vector
resultante siempre es ortogonal al vector normal.

Figura 13.

N 7

Fuente: Elaboracién propia en Geogebra Calculadora Grafica 3D

Actividad 1 propuesta:

Objetivos: Que los alumnos extraigan informacion de la ecuacion normal del plano.
Contenidos: Plano, ecuacion normal del plano.

1. Dado el vector n ={—3.4.3) que es normal a un plano =. Si el punto P = {2,1.0) pertenece a
dicho plano, se pide:

a. Obtener la ecuaciéon normal de .
¢El punto A = (—1,3,—13) pertenece al plano n? ¢Y el punto B = (0.2, —37?
Obtener cuatro puntos que pertenezcan al plano .

Pensamos que la puesta en comdn de las respuestas es el momento de la clase adecuado
para que el docente le plantee a los alumnos el siguiente problema: Si no contamos con un vector
normal al plano, ¢como podemos hacer para construir la ecuacién del plano? ¢Cuantos puntos se
necesitaran?

Es probable que respondan que se necesitaran 2 o 3 puntos. En este sentido, el docente
podria utilizar Geogebra 3D para graficar los puntos A y B dados en el item b y un plano que pase
por dichos puntos. Al preguntar si es el Unico posible, podria mostrar luego otros planos que pasan
los por esos puntos, concluyendo que para determinar un Unico plano no bastan 2 puntos.

Figura 14.
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Fuente: Elaboracién propia en Geogebra Calculadora Gréfica 3D

Surge entonces la pregunta acerca de si alcanzaran 3 puntos: el docente podra graficar en
Geogebra 3D los puntos A, B y D (alineados) a fin de que los alumnos observen que existe todo un

haz de planos que pasan por dichos puntos.
Figura 15.

TN
o

Fuente: Elaboracién propia en Geogebra Calculadora Grafica 3D

¢ Como podra fijarse uno de estos infinitos planos? Tomando un punto no alineado con A y B.
En Geogebra se podra visualizar que haciendo esto se obtiene un tnico plano.

Figura 16.
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Fuente: Elaboracién propia en Geogebra Calculadora Grafica 3D

Se podria introducir entonces la ecuacion vectorial del plano. El docente podria mostrar que

variando longitud y sentido de los vectores P2 y PE es posible generar cualquier punto del plano,
construyendo asi la ecuacidn vectorial del plano:

m(e.y.z) =P +tPA+k.PB. tkeR

Figura 17.

Fuente: Elaboracién propia en Geogebra Calculadora Gréafica 3D

Actividad 2 propuesta:

Objetivos: Que los alumnos logren realizar el pasaje de una ecuacién vectorial del plano a una
ecuacion cartesiana y viceversa.

Contenidos: Ecuaciones cartesiana y vectorial de un plano.
1. Seaelplano m:{x,y,z) = (1.0.3) + £.{1,-1.3) + k.(2.3.-2). t.kER

a. ¢Cdomo podrias obtener un vector que resulte normal al plano =?
b. Expresar la ecuacion cartesiana del plano .
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Seaelplano m: —3x+y—z=12
a. Graficar en Geogebra 3D el plano « ingresando su ecuacion cartesiana.
Utilizando el comando .* obtener tres puntos del plano .

Los puntos obtenidos, ¢, determinan un Gnico plano? ¢ Cémo deben ser los puntos?
Si no contaras con el gréafico del plano, ¢como podrias obtener un punto del plano =?

¢, Como podrias construir a partir de los tres puntos una ecuacion vectorial del plano
n?

®o0 o

En la puesta en comun, el docente podria trabajar con los alumnos que los puntos no deben
estar alineados. Una opcion seria construir los vectores y ver que no sean paralelos.

La siguiente actividad tiene como objetivo que los alumnos trabajen con los conceptos
relacionados a las posiciones relativas entre planos. Cada docente decidira en qué momentos de la
actividad le resulta conveniente realizar una puesta en comun, dado que se trata de una actividad
cuya resolucion lleva tiempo.

Actividad 3 propuesta

Objetivos: Que los alumnos logren establecer condiciones para las posiciones relativas entre
planos.
Contenidos: Posiciones relativas entre planos.

1.

6.
7.

Graficar, utilizando Geogebra 3D, un plano paralelo a =:0.5x — 0.23y + z =1 que pase
por el punto 4 = (1,3, -1).

Observa en Vista Algebraica la ecuacién del plano obtenido. ¢Encuentras alguna
relacion? ¢ Cémo son los vectores normales?

Si un plano tiene como vector normal uno paralelo al normal del plano = y ademas pasa
por un punto de m, ¢cémo seran dichos planos?

Si ahora consideras un plano cuyo vector normal no sea paralelo al normal de w, ¢como

seran los planos entre si? ¢ Tendran puntos en comun?
Graficar en Geogebra 3D un plano cuyo vector normal no sea paralelo al de =. Graficar,

ademas, el plano =. ¢ Tienen puntos en comun? Utiliza el comando ril que te permitira
identificar la curva interseccién entre ambos planos. ¢ Qué objeto geométrico representa?
Obtener algebraicamente la ecuacion de la recta interseccién entre ambos planos.

¢, Qué tendria que ocurrir para que los planos fueran ortogonales?

Actividad 4 propuesta para los alumnos

Objetivos: Que los alumnos logren establecer condiciones para las posiciones relativas entre
recta y plano y entre planos.
Contenidos: Posiciones relativas entre rectas y planos y entre planos.

Sea « el plano que pasa por el punto (4,3,1} y es perpendicular a la recta

rile,yz) =(3.L-2) + k(1.-2.2), keR

®oo o

Hallar la ecuacion cartesiana del plano .

Hallar el punto de interseccion entre la recta r y el plano .

Sea el plano §: — x + 2y — 2z = 3. Hallar la interseccién entre los planos e« y g

Sea el plano m: x + ¥ + = = 3. Hallar la interseccién entre los planos « y .

Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto {1,0,0) y contiene a la recta
xr—2

¥ .
_E_E_L
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4. CONCLUSIONES
El uso de graficadores en la clase de matematica ayuda a los alumnos en varios aspectos:

v' posibilitan una mejor comprensién de los conceptos pues permiten la visualizacion,
transformando el registro grafico en un soporte del razonamiento;

v' ofrecen la posibilidad de explorar, lo que les posibilita la elaboracion de conjeturas y
permite el andlisis de los elementos necesarios para definir recta y plano y las
diferentes posiciones de los mismos tanto en el plano como en el espacio.

v' ofrecen una posibilidad de validacion de los procedimientos analiticos realizados con
lapiz y papel a la vez que permiten anticiparlos segin desde dénde se parta: lo
analitico o lo grafico.

v'introducen una matematica dindmica, al dinamizar un fenémeno y analizar como va
evolucionando, permitiéndole a los alumnos involucrarse con la actividad propuesta.

La secuencia didactica presentada en este trabajo fue elaborada con el propésito de potenciar
estas ventajas acerca del uso de un graficador 3D en la clase de algebra, en particular en lo que
respecta a las nociones de rectas y planos.

Goldenberg (2000) plantea que las investigaciones sobre la tecnologia en clase de
matematicas resaltan que lo importante no es hacer uso de ésta sino como hacerlo. Ademas, afirma
gue ningn documento puede decir qué es una buena o mala practica, dado que muchos aspectos
contindan siendo juicio personal o de la comunidad.

Las causas de los errores cometidos por los alumnos en los parciales observados no ha sido
motivo de nuestro estudio sino la deteccion de los errores existentes pero sabemos que para
remediar los mismos el compromiso debera estar tanto en la labor de los alumnos como en la labor
docente. El docente debera proponer alternativas diferentes que favorezcan la comprension de los
conceptos para los alumnos y los alumnos deberan comprometerse con el estudio. El aporte de lo
visual y la forma de administrar los contenidos donde los alumnos participen activamente en la
obtencidn de los mismos —cuestiones consideradas en nuestra propuesta- parece ser una forma que
favorecerd la apropiacion de los contenidos y estimulara a los alumnos mediante la accion.

Queda pendiente para futuras investigaciones el analisis acerca de la implementacion en clase
de la secuencia didactica propuesta, de los aspectos que resultaron adecuados y aquellos que son
posibles de mejorar.
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