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Resumen

Nuestra sociedad necesita formar ciudadanos preparados para participar activamente en el cumplimiento de
sus propias necesidades utilizando los adelantos de la ciencia y la técnica; lo que atribuye a la universidad la
tarea de pulir la preparacion del estudiante para la vida. Con el objetivo de contribuir al logro de ello, en los
programas aparece el estudio de la resolucién de problemas mateméaticos relacionados con la realidad
econdmica, politica y social del mundo. Aun asi, existen insuficiencias en el aprendizaje de este contenido en
los estudiantes, que limitan el proceso de ensefianza-aprendizaje de la asignatura Matematica. Por este
motivo se brinda en esta investigacion ejercicios estructurados por niveles de desempefio, que contribuye a
elevar la eficacia de su aprendizaje.

Palabras Claves: problemas, limites, proceso, ensefianza-aprendizaje.

1. INTRODUCCION
En Cuba, se introducen programas de la Revolucién, dirigidos al perfeccionamiento continuo de la
Educacion Superior, por ello a las universidades, se le asignan las funciones de preservar, desarrollar y
promover la cultura de la sociedad, mediante la formacién de profesionales, en un momento histérico de
profundas transformaciones: econémicas, politicas, sociales y culturales.
En los Lineamientos de la Politica Econémica y Social del Partido, aprobados en el VI Congreso del Partido
Comunista de Cuba, se plantea la necesidad de brindar a la sociedad un profesional formado de manera
integra, profesionalmente competente, con preparacién cientifica para enfrentar los retos de la sociedad
moderna y desarrollo humano para vivir y servirla con los valores como pilar fundamental de su formacion.



La Educacion Superior cubana esta enfrascada en mantener “...su modelo de universidad moderna,
humanista, universalizada, cientifica, tecnoldgica, innovadora, integrada a la sociedad y profundamente
comprometida con la construccion de un socialismo prospero y sostenible” (Ministerio de Educacion
Superior (MES, 2016, p. 3). En los objetivos de trabajo para el afio 2016 mantiene como aspecto esencial
“Los conceptos claves de todo quehacer universitario: calidad, pertinencia y eficacia con la maxima
eficiencia posible, por un desarrollo sostenible, a partir de la idea de lograr una universidad integrada e
innovadora” (MES, 2015, p. 6)

Con la finalidad de cumplir con este encargo social en los programas de la asignatura Matematica se
declara la necesidad de potenciar en los estudiantes el aprendizaje y la resolucién de ejercicios, se ha
insistido en el perfeccionamiento de las vias de solucion, asi como los habitos y habilidades que deben
tener presente para la resolucion de los mismos.

La ensefianza-aprendizaje de la Matematica persigue que los estudiantes adquieran una concepcion
cientifica del mundo, una cultura general integral y un pensamiento cientifico que los habitle a cuantificar,
estimar, extraer regularidades, buscar causas y vias de solucién incluso de los simples hechos de la vida
cotidiana.

Numerosos son los saberes matematicos basicos que debe conocer el estudiante de la ensefianza superior,
sin embargo, muchos de ellos, por su complejidad y nivel de abstraccién, resulta un reto para los
estudiantes en su empefio por comprenderlo e interpretarlo.

La Matemética juega un papel importante, pues constituye a la formacién del pensamiento légico y
abstracto, por la repercusion que tiene la resoluciéon de problemas de la vida practica en la formacién de
cualidades de la personalidad. Con la realizacién de las visitas a clases, la revision de libretas y la
aplicacién de un diagndstico inicial, nos percatamos que las insuficiencias en la asignatura.

Partiendo de estos elementos se efectlio una revisién de la bibliografia especializada en la tematica. Como
antecedente se encuentra el trabajo de Knut Sydsaeter; Meter J. Hammond; Raquel Maqueira; Celia
Fernandez. G. Todo lo antes expuesto nos permitid determinar la existencia de una contradiccion entre los
objetivos del programa de Matemética y la forma semipresencial de ensefianza, por lo que dimos inicio al
proceso de fundamentacion tedérico a partir de los siguientes elementos:

Como problema cientifico declaro: ¢Como favorecer los niveles de desempefio para el célculo de
Limites?

Objetivo de investigacién: Proponer ejercicios estructurados por niveles de desempefio que favorezcan el
proceso de calculo de limites.

2. DESARROLLO

2.1. Métodos de investigacion empleados.

2.1.1. Métodos del nivel tedrico:

2.1.1.1. Historico y logico: para analizar el comportamiento y conocimiento de las distintas etapas, su
sucesion cronoldgica, su evolucidn, su historia, su desenvolvimiento, sus conexiones, su esencia, las leyes
mas generales de funcionamiento del desarrollo del pensamiento relacional a través de la resolucién de
ejercicios.

2.1.1.2. Estudio y andlisis de fuentes documentales: para el estudio de los documentos normativos y de
toda la teoria relacionada con el tema de la resolucion de ejercicios de limites, lo cual contribuy6 a la
determinacion de los indicadores.

2.1.1.3. Hipotético y deductivo: a partir del estudio, revisién y procesamiento de la informacion que se
obtuvo en las diferentes pruebas aplicadas, arribar a conclusiones particulares derivadas de las preguntas
formuladas, y luego comprobar la situacién en que se encuentran los estudiantes en la resolucion de
ejercicios de limites.

Induccion y deduccién: como métodos generales se emplearon durante toda la investigacion,
especialmente al determinar la estrategia encaminada a fortalecer la preparacion de los estudiantes en el
célculo de limites.

2.1.1.4. Modelacién: en la elaboracién del método y el sistema de procedimientos para la produccién de
consecuencias de los datos que contribuye al desarrollo del célculo.



2.2. Métodos del nivel empiricos y técnicas:

2.2.1. La observacion: para obtener informacion sobre el estado inicial y la evolucién de la resolucion de
ejercicios.

2.2.2. Prueba pedagdgica: para comprobar en la practica la factibilidad y viabilidad de la propuesta
didactica para desarrollar en la resolucion de ejercicios de Limites.

2.2.3. Las encuestas: para obtener informacién del nivel de desarrollo del conocimiento.

2.2.4. Las entrevistas: para determinar el nivel de informacién que poseen referido al desarrollo del célculo
y el trabajo dirigido a estimular dicho pensamiento.

2.2.5. Método Estadistico: para medir las caracteristicas de la informacion, para resumir los valores
individuales, y para analizar los datos a fin de extraerles el maximo de informacion.

La investigacion se llevé a cabo en el Centro Universitario Municipal de Jobabo.

3. Sistematizacién de los antecedentes histéricos y los fundamentos teéricos relacionados con la
resolucién de ejercicios en el proceso de ensefianza-aprendizaje y la cultura de la humanidad

La Matematica surgida en la mas remota antigliedad tenia por objeto las formas mas simples de los niUmeros y las
figuras geométricas. En lo fundamental se conservé asi hasta el siglo XVII en que surgieron teorias como la de "~ los
conjuntos ~ que reestructuraron todo el sistema de las Matematicas, ~. Sin los Limites, el sistema de los nimeros
reales estaria seriamente incompleto, versan sobre las formas espaciales y las relaciones cuantitativas del mundo
real y se establece como ciencia.

Como disciplina la Matemética toma los elementos mas generales de la ciencia, pero tiene su propia légica, sus
métodos, técnicas y procedimientos. Uno de los elementos del conocimiento de esta disciplina en nuestro criterio
medular lo constituye por su posibilidad integradora en la resolucion de problemas matematicos.

Los problemas tipicos que dieron origen al calculo infinitesimal, comenzaron a plantearse en la época clasica de la
antigua Grecia (siglo Il a.c), con conceptos de tipo geométrico como el problema de la tangente a una curva de
Apolonio de Perge (c. 262 - c. 190 a. C.) pero no se encontraron métodos sistematicos de resolucién hasta el siglo
XVII por la obra de Isaac Newton (1 642--1727) y Gottfried Leibniz (1646-1716).

Ellos sintetizaron dos conceptos y métodos usados por sus predecesores en lo que hoy llamamos «diferenciacién» e
«integracion». Desarrollaron reglas para manipular las derivadas (reglas de derivacién) y mostraron que ambos
conceptos eran inversos (teorema fundamental del célculo).

Desde el siglo XVII, muchos mateméticos han contribuido al calculo diferencial. En el siglo XIX, el calculo tomo un
estilo mas riguroso, debido a mateméticos como Augustin Louis Cauchy (1789-1857), Bernhard Riemann (1826—
1866), y Karl Weierstrass (1815-1897). Fue también durante este periodo que el calculo diferencial fue generalizado
al espacio euclideo y el plano complejo.

El célculo diferencial es una parte del analisis matematico que consiste en el estudio de como cambian las
funciones cuando sus variables cambian. El principal objeto de estudio en el calculo diferencial es la derivada. Una
nocién estrechamente relacionada es la de diferencial de una funcion.

El estudio del cambio de una funcién es de especial interés para el calculo diferencial, en concreto el caso en el que
el cambio de las variables es infinitesimal, esto es, cuando dicho cambio tiende a cero (se hace tan pequefio como
se desee). Y es que el calculo diferencial se apoya constantemente en el concepto basico del limite. El paso al limite
es la principal herramienta que permite desarrollar la teoria del calculo diferencial y la que lo diferencia claramente
del algebra.

Desde el punto de vista matematico de las funciones y la geometria, la derivada de una funcién en un cierto punto es
una medida de la tasa en la cual una funcion cambia conforme un argumento se modifica. Esto es, una derivada
involucra, en términos matematicos, una tasa de cambio. Una derivada es el célculo de las pendientes instantaneas
de en cada punto. Esto se corresponde a las pendientes de las tangentes de la gréfica de dicha funcion en sus
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puntos (una tangente por punto); Las derivadas pueden ser utilizadas para conocer la concavidad de una funcién,
sus intervalos de crecimiento, sus maximos y minimos.

La inversa de una derivada se llama primitiva, antiderivada o integral indefinida.

3.1. Diferenciacion y diferenciabilidad.

Una funcién de una variable es diferenciable en un punto si su derivada existe en ese punto; una funcién es
diferenciable en un intervalo si lo es en cada punto perteneciente al intervalo. Si una funcién no es continua en c,
entonces no puede ser diferenciable en c; sin embargo, aunque una funcién sea continua en c, puede no ser
diferenciable. Es decir, toda funcién diferenciable en un punto c es continua en c, pero no toda funcién continua en ¢
es diferenciable en ¢ (como f(x) = |X| es continua pero no diferenciable en x = 0).

Recta secante entre los puntos f(x+h) y f(x).

Las derivadas se definen tomando el limite de la pendiente de las rectas secantes conforme se van aproximando a la
recta tangente.

Es dificil hallar directamente la pendiente de la recta tangente de una funcién porque sélo conocemos un punto de
ésta, el punto donde ha de ser tangente a la funcién. Por ello, aproximaremos la recta tangente por rectas secantes.
Cuando tomemos el limite de las pendientes de las secantes proximas, obtendremos la pendiente de la recta
tangente.

Para obtener estas pendientes, tomemos un nimero arbitrariamente pequefio que llamaremos h. h representa una
pequefia variacion en x, y puede ser tanto positivo como negativo.

Esta expresion es un cociente diferencial de Newton. La derivada de f en x es el limite del valor del cociente
diferencial conforme las lineas secantes se acercan mas a la tangente:

Si la derivada de f existe en cada punto x, podemos definir la derivada def como la funcién cuyo valor en el punto x
es la derivada de f en x.

Puesto que la inmediata sustitucion de h por 0 da como resultado una divisién por cero, calcular la derivada
directamente puede ser poco intuitivo. Una técnica es simplificar el numerador de modo que la h del denominador
pueda ser cancelada. Esto resulta muy sencillo con funciones polinédmicas, pero para la mayoria de las funciones
resulta demasiado complicado. Afortunadamente, hay reglas generales que facilitan la diferenciacion de la mayoria
de las funciones descritas.

3.2. El cociente diferencial alternativo

La derivada de f(x) (tal como la definio Newton) se describid como el limite, conforme h se aproxima a cero. Una
explicacion alternativa de la derivada puede ser interpretada a partir del cociente de Newton. Si se utiliza la formula
anterior, la derivada en c es igual al limite conforme h se aproxima a cero de [f(c + h) - f(c)] / h. Si se deja que h =x -
¢ (por endec + h = x), entonces x se aproxima a ¢ (conforme h tiende a cero). Asi, la derivada es igual al limite
conforme x se aproxima a c, de [f(x) - f(c)] / (x - ¢). Esta definicion se utiliza para una demostracion parcial de la regla
de la cadena.

3.3. Funciones de varias variables

Para funciones de varias variables las condiciones de diferenciabilidad son mas estrictas y requieren mas
condiciones a parte de la existencia de derivadas parciales. En concreto se requiere la existencia de una
aproximacion lineal a la funcién en el entorno de un punto. Dada una base vectorial esta aproximacion lineal viene
dada por la matriz jacobiana.
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El profesor debe de tener el diagndéstico de cada estudiante para atender sus diferencias individuales desde la
orientacion del trabajo independiente y al iniciar cada clase, para decidir la validez de la forma de organizacién que le
ha dado a la clase y realizar los ajustes correspondientes.

-Comprension de los objetivos por el alumno.

-Formulacion correcta de la tarea.

-Fundamentacion del contenido de las tareas.

-Indicaciones o pasos a seguir.

-Incremento continuo de la complejidad de las tareas y de la actividad cognoscitiva de los estudiantes.

-Desarrollo individual en la actividad colectiva.

-Integracién de lo instructivo, lo educativo y lo desarrollador.

-Tiempo razonable para darle solucién.

-Lograr suficiente motivacion en los alumnos.

-Conocimientos y procedimientos minimos.

-Comentar posibles dificultades y resultados.

-Nivel del alumno, naturaleza del conocimiento, habilidades y conocimientos precedentes.
-La forma de evaluacion.
3.4. Elaboracién de ejercicios por niveles de desempefio que favorezcan su resolucion.

La via fundamental de organizar adecuadamente el contenido en funcion del logro de los objetivos trazados, debe
fundamentarse en el trabajo con ejercicios correctamente estructurados para resumir en ellos las exigencias que
deben garantizar su preparacién y con ello, el desarrollo de una capacidad independiente en la solucion de los
mismos, sin olvidar que el estudiante en el proceso de ensefianza aprendizaje productivo es sujeto y objeto.
Los ejercicios estan propuestos para elevar el aprendizaje de la resolucién , los mismos tienen como objetivo el
desempenio de los estudiantes en el célculo de ejercicios, promoviendo la insercion en la sociedad de los mismos
como ciudadanos activos y constructivos, los que deben formar parte de la estrategia educativa para que el
aprendizaje se transforme en capacidad para tomar decisiones, resolver problemas, pensar creativa y criticamente,
comunicarse con eficiencia, establecer y mantener relaciones interpersonales, lo que es posible sélo con una
educacion cientifica, por lo cual se esta sugiriendo un cambio de visién en el enfoque.
Para el trabajo con los ejercicios propuestos es imprescindible haber fijado en los estudiantes el algoritmo de
trabajo segun lo establecen las bibliografias correspondientes, como documento rector del curricular de estudios
vigente.
En esta propuesta se pueden insertar ejercicios que tengan en cuenta los programas directores. Estos estan
determinados por los diferentes niveles de desempefio,

Limflx)=1L

Notacién: =g
Mencione algunas de las propiedades de los limites
Unicidad: el limite cuando existe es Unico.

El limite de f(x) cuando x tiende a xo existe si y solo si

Lim f(x)= Lim f(x) = Lim f(x)

X=X p— X=Xp XX py

El limite de una constante es la misma constante.



El limite de una suma es la suma de los limites.

El limite de un producto es el producto de los limites.
El limite de un cociente es el cociente de los limites.
El limite de un radical es la raiz del limite.
Propiedades si f y g son funciones tales que:

Limfix)=A Limglx)=58

xxp yE—3g entonces
1 j[.i_r)ﬂ[flﬁ.l—glll]= i f{l}+£1mg{1}—4+5
Lim K —KL A
2. x 3 f(x) 1m flx K(constante)

_{ﬂ”[f' x) = gl :uu] = L1iﬂf{1}* L1mg{1}— As+E

4. TLimIr(x - x,0) T[ F()/(g(2))] = TLimI7(x = x40 ) f(x)/((FLimTT(x = x,0 ) g(x) )= = 4/B ,

. bmlro="latmie

¢A qué se reduce el calculo del limite en las funciones elementales?

El calculo del limite de estas funciones en un punto se reduce a una simple evaluacion.

3.4.1. Pedirle a los estudiantes que pongan ejemplos

Ejemplos: Calcular.
a) lim5=5
=1

b) lim x= -2

x—+—12

c) lin*é(Ex +1)=1

w¥—g

flxd=

Siempre sera posible evaluar, qué sucede con la funcion x% - 2x — 3 enelentorno de ¥p = 3

0
¢C6mo calcular el limite de esta funcién cuando * — 3 ? Sj evaluamos para x =3 se obtiene0 que es una
forma indeterminada.

¢, Qué expresa el teorema que utilizamos para determinar este limite?

Teorema: Si fLx) = 8} en un entorno del punto = *g , y si uno de ellos tiene limite cuando * — g,

lim flx)= ?"m g{x)

entonces también lo tendra la otra y lo mas importante los limites son iguales * L B

K
limn =

i \ st f{x) = Ocuando x - x
Nota: J"*"Ef'[l} ¢

Ejemplo



indeterminacion si evaluamos

T x?-9 _ ”mllx—Ejll.‘L'—Sj_ ?I,mlll—3;|_3—3_3
¥=3x3-2x —3  x=3{x—3)(x+ 1) x=3({x+1) 3+1 2
i 3

LLm =0

r—=ix — 2

¢A qué denominamos limites notable Algebraico?

El dominio de este contenido es muy importante porque es una herramienta muy poderosa para darle
solucién a varios problemas de diferentes ciencias y en el campo de la economia.

Dentro de la Matematica Superior existe un nimero sumamente importante por su utilidad, pues constituye
la base de los llamados logaritmos naturales o neperianos.

e

Este niUmero se denota siempre por la letra y es conocido como nimero de Euler,

En el desarrollo de la clase es conviene resaltar figuras histéricas de la disciplina o de otras ciencias que se
destacaron por sus grandes aportes a la humanidad y por la pasién con la que trabajaron para la misma,
esto sin lugar a dudas motiva a los estudiantes, pues inculca en ellos el amor por el desarrollo de la ciencia,
a la vez que constituyen ejemplos emblematicos que los estimula a inclinarse hacia la investigacion
cientifica. Es por ello que en esta guia resaltemos la vida del matemético Suizo Euler Conocido como el
Principe de las Matematica y en la préxima obra de dos de los grandes: Newton y Leibniz

No solo existe un resultado de este tipo en la parte algebraica, también dentro de la trigonometria contamos
con un resultado similar, el limite fundamental trigonométrico.

X
f(x)= (l+ —j
La funcién X presenta una indeterminacion del tipo 1" cuando la X tiende al infinito. Puede
ser demostrado que ese

X
resultado es € , es decir: Lim(1+ l) =e

X—00 X
1
BX) ==
Si en el limite anterior hacemos X
Limpg(x) =0
es claro que *x—= y el limite anterior

1
puede escribirse en la forma:  Lim (1+ 8(x))sx =e
L(x)—0

B(x) . Lim B(x) =0
Si es un infinitesimal en "?, es decir si ** se obtiene un resultado méas general, también
1
- 1
Lim(+ B(x))"” =€ |im [1 4 B)F® = e

es cierto que *>% g



Resolucién de la indeterminacién: 1
lim [F{x)]si fix) = 1y g{x) = w=cuando x — X,
X=X

lim Fix) 330

:;—?.;.J 1

li AlEFE —
x EEE [f{l ) € Eu X

3.4.2. ¢ A qué denominamos limites notables trigonométricos?
senx . Senx
f(x)=—— Lim——
Si consideramos la funcién X cuando X tiende a cero tenemos que el x>0 X presenta una

0

indeterminacion del tipo 0 ,
sin embargo, puede ser demostrado que

este limite existe y se cumple que :

. senx
Lim—— =1

x—0 X

) . P X
Un resultado mas general se obtiene cuando B(x) es un infinitesimal en ", pero que no se anule en

L, . X .
ningtin X perteneciente a un entorno de " (reducido). El resultado es:

}irg_t%;i;x}zl si f{x) — 0 cuando x - x,
Resuelva los siguientes limites
X+1 4 2
) Lim (2x+3} b) lim 2x7 —2x+4 ¢) Lim Sen“x
X — o0 \2X+1 X > 4x3+5x% -2 x5 1-Cos X
1 Lim sen(x-3) 1
d  Lim (x)Ix e) 2 ) Lim (1-2x) 2x
x>0 X—0 X —3X "y e
2 sen(x® -9) 4
. - i el S X7 —-2x+1
g) Lim (1+4X) X h) Lim X —3 i) lim 8 . )
Xx—0 X—>3 Xx—>1 x°-2x+1
- 1
o (x+8)% Lim Sen3(x-2) ) =
Lim k) 6% —12 ) Lim (1-6x) X
X —> 00 \X—2 X — 2 0X" —1zX Xx—0



cosx —1 2 1
m) lim 2 n) Lim 1Cﬁn) Lim (3X—5) X—=2 f) L|m+X Inx 0)
x>0 X X—>0 XSen2x y _s 2 X—>0
1 x 2 1

X + Senx

Lim (3x-2)X-1 ) 1IM ) Lim (1-49X 9 ) Lim
\/X +5

x—>1 x—>2 3-— x>0 e*-1

CONCLUSIONES

1- Sefialar las principales dificultades observadas en el desarrollo de los ejercicios, asi como los aspectos
positivos para ir estimulando a los estudiantes (todo esto de manera general)

2-Reconocer la actividad de los estudiantes con mejores resultados (casos especificos).
3-Generalizar acerca de la calidad de la actividad e inferir acerca del estudio independiente.

4-Dar orientaciones para superar las deficiencias y en caso de que el profesor compruebe que han existido
muchas dificultades en la comprensién del contenido, podra programar consultas.
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