4.4. Fila d’espera amb diversos punts de servei i n  ombre limitat de
clients

Amb la hipotesi S < m, on m es el niumero de clients, el fenomen pot
definir-se de la manera segtient: si1 <n < S, hi ha (S — n) punts de servei
desocupats; si S < n <m, hi ha S unitats que estan sent processades i (n
- S) en la fila despera. La situacidé, aleshores, es presenta
esquematicament a la figura seguent 9.18.

a) Probabilitat p, de que hi hagi n unitats al sistema.

Les equacions generals anteriorment exposades permeten
d’obtenir:

IN

n

IN

P, =C w'p,, 0On/ O S,

En aquest cas, la representacié esquematica del procés és la seguent:
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FIG. 9.18. Esquema d’arribades poissonianes de clients amb taxa mitjana A per
unitat de temps.

on es té el numero de combinacions sense repeticio de m elements
presos de n en n, aixi:

I
cr = m! :
(m = n)!-n!
n!

IA
>
In
3

Pn



amb: > p, = 1 (probabilitat total).
n=0

Es podran utilitzar, igualment, formules de recurrencia. En efecte, fent:

an = Pn/Po
es tindra:
a, =1
an—m_n+1tp-an_1, 1<n<(S-1)
n
an_m—n+1 N1 OS<n<sm
S
Es calculara, a la fi:
1
Po

:T
1+ a,
n=1

En el cas de I'existencia d’'un sol punt de servei de combustible, la qual
cosa succeira a les petites instal-lacions, les formules a utilitzar son:

m!

P = mw Po
amb:
_ 1
pO 1+ m m'llJn
=1 (M —n)!

> p, =1 (probabilitat total)

n=0
o bé la férmula de recurrencia:
p,=(mMm-n+H-Yp,,, [/ 1<n<sm.
b) Nombre mitja de clients en la fila d’espera, de punts de servei
desocupats i de clients en el sistema.

Els valors mitjans de les variables v, pi n venen donats per les formules:



<
I

S (n-S)p,,

n=S+1
_ S
p=2(S-np,
n=0
n=S+v-p.

En el cas concret de I'existencia d’'un sol punt de servei (S = 1), aqui les
férmules a utilitzar son les seguents:

1+

v=m- 1-p,),
_w( Po)
P = Po:

= 1

n=m-—({1-p,).
Lb( Po)

c) Probabilitat d’espera i temps mitja d’espera en la fila.

S’obtenen ambdds valors de les formules:

p(> O):Pr(nES):ipn,

- \Y; B 1 i B _
M om Am - E)ngﬂ(n SPa =S T

En el cas de la consideracio d’'un punt de servei Unic (petita instal-lacio),
s’empraran les férmules seguents:

p(>0)=1-p,,
— 1 m 1+y
ty = —( -

Ho1-p, U/

)

Per tal de concloure aquesta introduccié direm que existeixen altres
models tematics que permeten tenir en compte els diversos aspectes que
poden presentar els fenomens d’espera, com ara: diverses files d’espera
amb prioritats, distribucions de les entrades i de la durada del
processament dels clients diferents de la llei de Poisson o de la llei
exponencial, punts de servei en cascada, etc.

Convé, en cada cas que es presenti a la practica, estudiar les
distribucions de les arribades i de la durada dels processaments per tal
de tractar d’ajustar-les a les lleis de probabilitat classiques. Si aixo no fos



possible, es podra tractar el problema per simulacié (metode de Monte-
Carlo™ o daltres).

4.5. Exercicis d’aplicacio

1) Sigui ara un fenomen d’espera per a 'omplida de combustible en
una estacio de servei cooperatiu, amb diversos punts de servei. La taxa
mitjana d’arribades de clients, cada deu minuts, és: A = 8. La durada
mitjana del servei, que depéen de diverses circumstancies com ara la
guantitat de litres de carburant adquirit o la destresa de I'operador, és de
cinc minuts. Es desitja calcular per a S (hombre de punts de servei de
combustible) = 5, 6 i 7, el nimero mitja v de clients situats en la fila
d’espera i el temps mitja d’espera t; en la fila.

Solucio:
Es tenen els segluents valors:

A =8, u (taxa mitjana de servei o coeficient de proporcionalitat) =
=10/5=2, ¢=Nu=8/2=4;

PeraS=5:
Aqui es té que: /S =4/5=08< 1.

46 l.IJS+1

VT S BI(1-4/5)7"° T SEIA-y/S)

Xp,; amb:

1

45 42 4% 4%
—  +1+4+ —+ —+ —
51(1-4/5) 21 31 4l

Po =

D’on:

1 1:e_w:i

Po = T 00a7a+824724 77 eV

' El métode de Monte-Carloés un métode no deterministic o estadistic nunudititzat per aproximar
expressions matematiques complexes i costosedutiavanb exactitud, i o bé s'atura i déna el rasult
correcte o incorrecte, o bé s'atura sense donaresaftatEl meétode es va anomenar aixi en referéncia al
Casino de Montecarlo (Principat de Monaco) per"tercapital del joc d'atzar", en ser la ruleta un
generador simple de nombres aleatoris. EI nondesénvolupament sistematic dels métodes de Monte-
Carlo daten aproximadament de I'any 1944 i es vdlonawr enormement amb el desenvolupament de
l'ordinador electronic. L'Gs dels métodes de Mdbdelo com a eina de recerca, prové del trebalitzadl

en el desenvolupament de la bomba atomica duradédmna Guerra Mundial (1939-45) al Laboratori
Nacional de Los Alamos als EUA. Aquest treball contgva la simulacié de problemes probabilistics de
hidrodinamica concernents a la difusié de neutems| material de fusid, la qual cosa té un captent
eminentment aleatori. En l'actualitat és part foeatal dels algoritmes de tracat de raigs per a la
generacio d'imatges sintéetiques.



= 2'216.
77 6 77 6 77

— 45 1 4% 1 1024 1
V_Ix X = X

Pera S = 6:

En aquest cas, es tindra:

Y/S = 4/6 = 0'67 <1,

_ 47
vV =

6 B!(L-4/6)2 Po:
amb:
o = 1
0o~ 6 5
4 +1+ 4 +K + 47
6!(L-4/6) 1 5!
D’'on:
_ 1 _ 1 1
Po =75 , 824 1.024 T 2048  5.144 ~ 7.192
2 x5l 24 120 120 120 120
i
_ 7 6
v= 4 120 _ 4" _40% _ g
5.4 7.192 7.192 7.192
PeraS=7:

En aquest cas, es tindra:
W/S=4/7=057<1;

48

v = ,
7071(1-417)2 Po

amb:

0. = 1
0 47 4 4°
+1+

7'(1-417) 1" 6l
D’on:
_ 1 _ 1
Po = 747 ,5.144  4.096 121 .264

6!-3 120 720 720 x 3
i aleshores es tindra que:




8 8
4° 720 x3 _ 4 _ 65536 _ g

V= = = =
6l.3° 121.264 3x121.264 363.792

1) El temps mitja d’espera vindra donat per la formula:

Lol
I
> | <|

- _ 2'216

PeraS =5: tr = =0'277 ,

i com la unitat de temps és aqui la desena de minuts, resulta:
tr = 2min. 46 s. = 2'77 min. = 166 segons
Pera S =6:

tr = % = 0'07 , o sigui, 0'7 min. = 42 segons

PeraS=7:

t

% =0'022 , o sigui, 0'22 min. =13'2 segons

2) Calcular, en un fenomen despera per a la carrega de
combustible en una estacio de servei cooperativa, on la taxa de servei és
proporcional al niumero de clients en el sistema, el nUumero mitja de
clients en el sistema, sabent que la taxa d'arribada és de A = 6 i el
coeficient de proporcionalitat és de p = 2.

Solucio:

)\:6} W=A/u=6/2=3;
=2

n
Cal tenir en compte I'expressio general: P, = LIJI xPgy;
n!

, 1 aixi es pot elaborar el seglient quadre de probabilitats, la suma de les
guals suposa, logicament, la probabilitat absoluta o total:

e¥=P,=e®=0050;




P, =3xP, =3x005=0'150
2

P, = ?;—| x0'05 =0'225

3

P, = 2—' x 0'05 = 0'225

4

3 e &
P, == X005 =0169 = >’ P, = 1000

5

P, = ‘?é—| x0'05=0101

6

P, = % x 0'05 = 0'051

7

P, = % x0'05 =0'021

38
P, = %0105 =0008

amb la seglent representacio grafica:
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D’on es deduira facilment que:

— 8
N=> nP, =Py +2-Py;+3-P3+4-P,+5-Ps+6-Ps+7-P;+8-
n=1

P8=



=0150+2-0225+3-0225+4-0169+5-0101+6- 0051 +
+7 -0'021 + 8 - 0'008 = 0’150 + 0’450 + 0’675 + 0'676 + 0’505 + 0’306 +
+0'147 +0’064 = 2’973 = 3 clients en I'estacio de servei

3) En una estacio de servei cooperativa el nimero de pagesos que
es presenten per hora és de 20 i el temps mitja necessari per a prestar
cada servei és de 6 minuts per client. S’admet que les arribades
constitueixen un procés de Poisson i que la durada del procés és del
tipus exponencial.

1) Quants punts de servei son suficients per tal d’evitar qualsevol
embus en la recepcié de clients?

2) La gerencia de la cooperativa estudia la posada en practica
d’'un servei que sigui proporcional al nombre de clients. Quina
€s, en aquest cas, la probabilitat p, de qué hi hagi n clients en
la fila d’espera? | el nUumero mitja de clients en el sistema?

3) El nombre de punts de servei, proporcional al niamero de
clients, es limita a 4. Aleshores, quina és la probabilitat de quée
hagi d’entrar en accio altre punt de servei?

Solucio:
1) Estindraque: A =20, u=10, y=A/p=2.

Es necessiten, per consegient, més de dos punts de servei per tal
d’evitar 'embus del sistema.

2) D’'una manera general, es té:

d
Epn(t) = _(}\n + p’n)pn(t) + )\n—l'pn—l(t) + p’n+1'pn+l(t) '
d

Epo(t) = =g Po(t) + Hypy(t).

Pero aqui:
A=A, =N

d'on:



P00 = =00+ 1), (0 + AP (0)+ (1 + D),

d
apo(t) = =A-po (1) + Hpy(t).
S’obté:
p :A'p
1 u 0 »

2Up2 = A+ ) p1—A-po,
3upz=(A+2W) p2— P2,

Es veu facilment que:

Com també altrament:

d'on:

I emprant el desenvolupament exponencial:

Po * Po (eA/u -1)=1.

A) eMH
— A Ml i = —
pO =e I pn [pj n

Aixi:

Aqui:

p, = 32”e‘2 =0'135 2—
n! n!

La condicié necessaria de convergencia d’aquesta serie numerica
exigiria que:



vegem que aix0 s'acompleix per I'aplicacié de la férmula de Stirling™?, en
que:

NOe ™™ xn" x+/21Nn ;

En el nostre cas, es té que:

. 2"xe" - (2e) . 1
lim.———=Ilim| —| xlim.———==0x0=0.
n-en’x42mn - n n-o /27N

En tot cas, aquesta circumstancia esdevé demostrada per
I'aplicacio del criteri de d’Alembert'® o del quocient, ja que per a un terme

n

general de la serie numerica: a, :W’ es té que:

2n+l
. a . (n+1)! 2" xnl )
I|m.”—+1:I|m.¥:l|m.—: m. =0<1,
n-e g noe 2 n-o2"x(n+1)! n-on+1

n!

la qual cosa confirma el caracter convergent de la serie que ens ocupa.

Aquesta convergéencia també queda corroborada per I'aplicacio del
primer criteri de Cauchy** (“criteri de I'arrel”), ja que:

12 A la Miscellanea Analyticg1730) del matematic francés Abraham de Moivré{t6754) apareix, en

la forma definitiva, la formula de Stirling, quendes Stirling (matematic escocés) havia suggeritralg
mesos abans i que De Moivre fa servir el 1733 gsciiure la llei normal com una aproximacié de la
distribucio binomial. En una segona edicié de bolal 1738, De Moivre cita a Stirling en la millate la
férmula. Hom deu a la ploma de De Moivre la primaparicié de la principal llei de la probabilitdd (
llei normal o corba de Gauss) aixi com la primenanfa, embrionaria, del teorema central del limit, u
dels dos principals teoremes, sens dubte, delimt@e les probabilitats.

13 Jean le Rond D’Alembert (1717-1783), filosof i erattic francés. La seva filosofia es va caracaritz
per la seva tolerancia en general i el seu estaptcen el camp de la religi6 i de la metafisica.vk
especialitzar en la filosofia natural i va redaahdiscurs preliminar deBhcyclopédiecodirigida amb
Denis Diderot. D'Alembert representa un nou tiptistel-lectual capac¢ de liderar la nova xarxa
internacional d'instituciones cientifiques (d'albemda molt vinculades als estats que les finane#imra
gue exercir un assagisme independent i politicac@mpromes. Va abordar les matematiques a través de
la fisica, amb el problema dels tres cossos (inmpitisst de trobar equacions de les trajectories -
inestabilitat del sistema), la precisi6 dels eqadi® (raé del lliscament de les estacions), lesleor
vibrants (diferents maneres de vibracio - aplicaci@ musica). Aixo li va dur a estudiar les eqaasi
diferencials i les equacions en derivades parci@sibé va inventar un criteri per a distingir uaies
convergent d'una divergent, el conegut coaniteri d'Alembert que aqui apliquem. La seva obra mestra
va ser el tractat de dinamica, on va enunciaraktaa que duu el seu nom (principi de d'Alembéitt).
teorema fonamental de l'algebra rep en alguns p&isnom de teorema de d'Alembert-Gauss, atés que
d'Alembert va ser el primer a donar una prova gaimpleta d'aquest teorema.



2e ., 2e 1
lim 3/a, = lim = lim = Iim —x|lim ———":
n-e -\ nl rh°°n><2\”/2 nee noonee 2Y2mn

En qualsevol cas, per a la resolucié del limit anterior del
denominador de la segona fraccio, també resulta aplicable el criteri de
Stolz de larrel, en tractar-se d'una indeterminacié del tipus <.

Efectivament, es té que:

£ . 21N
lim.2Y2mn = lim.2n-2(n-y ————
e N 21(n - 1)

lim.3/a, =0x1=0<1, i la série és CONVERGENT, tal com es

n - o

=1, o sigui:

pretenia demostrar.

Resulten, doncs, les seguents probabilitats:

Po=0'135 ps=0'180 pe = 0'012
p; =0271 p, = 0090 p; = 0°003
p2=0'271 ps = 0'036 ps = 0'001

amb la seguent representacio grafica:
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1 A. L. Cauchy (1789-1857), matematic i fisic framc@ue va ser pioner en el camp de l'analisi

matematica i la teoria de grups de permutacionsibEava investigar la convergéncia i la divergéniga
series infinites, equacions diferencials, determisiaprobabilitat, i fisica matematica. L'any 18da

publicar la memodria de la integral definida, quearabar a ser la base de la teoria de les funcions

complexes. Gracies a ell, I'analisi matematicadguair bases solides. Cauchy va precisar els quiase
de funcié, limit i continuitat en la forma actuptenent el concepte de limit com a punt de padia

I'analisi.



Resulta facil comprovar, segons I'expressio:

AY eMw
pn = (_j )
M n!

gue, en 'equilibri, es té un procés de Poisson tal que: n=A/y.

D’altra banda, amb els calculs ja efectuats, s’acompleix que:

foe]

D p,=0999=1

0
i el nimero mitja de clients en el sistema, sera:
n=>np,=1994 =2, jaque:
0
N =py+2p, + 33+ 4p, + 5ps + 6Ps + 7p; + 8pg = 1'994.

Aquest nimero no és mes que la suma de la série:

- © . _ o . 2n
n—r;npn 20135x(n_1)!

n=0

3) La probabilitat de qué hagi d’entrar en accié un altre punt de
servei de l'estacio, sera:

an =1-p, =P, —P, ~P; — P, =0053 =53%
n=5
=pPs+pPstpPrt+pPst..=0052+..

4) Considerem ara un sistema continu amb dos estats (punt de
servei desocupat / punt de servei ocupat), on la taxa poissoniana
d’arribades dels clients a I'inic punt de servei €s A i la taxa exponencial
de processament, . Si una arribada es produeix mentre s’esta servint a
un client, aquella es perd, si no, el servei al nou client comenca
immediatament.

Es tracta d’estudiar I'establiment del régim permanent.

Indicacio. — Es podra utilitzar per a la resolucié d’aquest problema
la transformacio de Carson-Laplace.



Recordatori. — Sigui p; la probabilitat de transicio de l'estat i a
'estat j durant el temps elemental dt. Si M és el numero d’estats del
sistema i pj(t) la probabilitat de que el sistema ocupi I'esta i en el temps t,
es tindra que :

P+ = p (O,
pi(t+d))=p,(0) = > p,0p, -5,

essent Q; el simbol de Kronecker (igual a 1 quan i només quan i = j, i
igual a 0 en tots els altres casos).

Es té:
pj(t+dt)_pj(t) _ - 6ij
!nrpd dt B ; pi()- !jltmO dt
don:
dp . (t M
p ( ) Z (t)'aij )

i=1

essent a; els elements de la matriu diferencial A, tal que:

p, - 3,
- =lim.- !
Y'odeo dt
Es té, doncs:

d oy =
S PO =POA.

Considerem ara la transformacio de Carson-Laplace (*) de la funcié
f(t), a saber:

F(p) = p[ e ™ f(t)-dt =Lf(1);
acomplint-se que:

df
Lo = PF(P) = pH(0).

Aixi doncs:

d = . - nN-
LEP(t) = pli(p) - p-P(0)

L-P@®)-A=1l(p) A

si A no depén det. D’on:



p-llP)—p-PO)=I(p)-A.
I1(p) [p-1 - Al =p- P (0)

H(P)=p-P@O)[p-1-A]".

| aleshores:
Solucio:
a)

[ ]_ 1-Adt Adt
P _{ pdt 1—udt} '

En efecte, segons I'enunciat del problema plantejat hi ha dos estats
diferents: punt de servei desocupat i punt de servei ocupat. Aleshores, la
taxa poissoniana de les arribades és A i la taxa exponencial del servei és

M.
{—)\ )\}
A =
Lo-u

Il (p)=p - P ©)fpl] —H _ﬂ P

Es té:

Resultant, per tal d’efectuar el calcul de la matriu inversa, que:

{1 o} {—}\ )\} {p+)\ —}\} . .
p - = ;Ia seva matriu transposta sera .
01 Ho—U —h ptp

{pﬂ —A]:{pm —u} []p:{pw w
-H ptu -A p+u Lo p+A

| el valor del determinant: A=(p+A) - (p+W)—A-p=p(p+A+p),

don:
p+ U A
[ 1= p(p+A+u) p(p+A+u)
o p+A

p(p+A+u) p(P+A+u)

| fent operacions, es tindra que:



p+u A
_ p+A+u p+A+y
lI(p) = P(0) " D+ A
p+A+u p+A+y

Se substitueix en una taula de transformacions inverses:

_ q-at
1_}1e_ p_}e

p+a a ' p+a

—at ,
)

d’on, per exemple:

p + H. R e_()\+u)t + l,[|:1_ e_()\+u)tj| _

P+A+U prA+p A+u
= _H e, A
A+ A+

Aixi, en el nostre cas quedara la matriu:

oA e O+t A A o -+t
A+ A+ A+ A+
P(t)=P() " TH H A“ H
e e (At + 9 e (At
A+ A+p A+ A+p

Es veu que, quant - o, P (1) tendeix cap a:

U A
N VI N VN O O S S
P(O) “ }\ |:)\+u’)\+u:|_[nlln2]
At Atp

, essent el vector d'estat: P(0) = [1,0].
b) Altre métode de resolucié més resumit condueix a:

d = .
TP =P)A.

Si el regim és permanent: d/dt - P(t) = 0, don: P(t) - A = 0.
Resultant que:

—-A-Tm+ -1, =0, 0allo que és el mateix:



ATp—p-m,=0,
amb:
m+1m=1.

De fet, doncs, es tracta de resoldre el sistema no homogeni
(heterogeni) de dues equacions amb dues incognites, compatible i

determinat, seguent:
ATh—H-T,=0
m+m=1

Per aplicaci6é de la coneguda regla de Cramer, es té:

I

T[1_ )\ _u _)\+u1
1 1
d’on:
m=—H =
A+ A+

Aquests resultats coincideixen obviament amb els obtinguts per aplicacié
del metode resolutiu indicat a I'apartat anterior a).

FIG. 9.19. Pierre Simon Laplace.



(*) La transformada de Laplace (1780), que és un operador lineal com tindrem ocasio
de comprovar seguidament, pren el seu nhom en honor del gran matematic francés
Pierre-Simon Laplace (1749-1827). Agquesta transformacié suposa, genéricament, que
y(x) és una funcié continua en tot el semieix OX positiu, i suposem ara que el seu
producte per e®™ sigui integrable entre 0 i «© en un cert camp de p. Doncs bé, la funcié
F del parametre p que aquesta integral defineix en aquest camp:

F(p) = [ e ™™ y(x)-dx

s'anomena transformada Laplace de y(x), mentre que la funcié y s’anomenara
generatriu Laplace de F, i escriurem:

F(p) =LIy()] ; y() =L [F(p)]

Totes dues transformacions, directa i inversa, sOn operacions lineals, és a dir,
acompleixen aquestes dues propietats:

a) Son distributives en relacio a I'adicio:

L [ya+y2] = L[ys] + L[yz] , amb la qual cosa: L[F;+F;] = L'[Fy] + L™'[F]

b) S6n permutables amb un factor independent de la variable:

Llay] = a-L[y] ; L™[aF]=a-L"[F]

Transformada d’'una derivada . La propietat més interessant per a les aplicacions

subseglients eés que: Al DERIVAR la funcié y(x) la transformada Laplace queda
MULTIPLICADA per la seva variable p i disminuida en y(0). Es a dir:

Sit LIy(¥)] =F(p) és: Lly'(x)] =p-Fy]l-y(0)=p-F(p)-y(0) (1)

Evidentment se suposa que Yy'(X) segueix acomplint les condicions de
integrabilitat exigides a y(x). En aquest suposit resultara, en efecte, que:

[Fe oy x)dx = [emy(0)f +p[ e y(x)dx = -y (0) + pF(p)

ja que la integrabilitat de la funcié subintegral [e™-y(x)] entre els limits 0 i © exigeix
I'anulacié d’aquesta funcio per a X — oo,

L'aplicacio reiterada de I'expressié anterior (1) ens oferira:

Lly" (0] =pLly]-y'(0) = P F(p) - py(0) - y'(0)
L[y ()] = pLIy"]- y"(0) = § F(p) - p?-y(0) - py'(0) - y"(0)

La transformada de la derivada enesima d’'una funcié (que se suposa existent)
és igual al producte de la transformada d’aquesta funcié per p" menys un polinomi en p
de grau n-1 els coeficients del qual, convenientment ordenats segons les potéencies
decreixents de p, son els valors inicials y(0), y'(0), ..., y"*(0) de la funcié i de les seves
(n-1) primeres derivades. Es a dir:



Lly®(x)] = p"F(p) — p™y(0) — p"?y’(0) — ... — p-y"?(0) — y"(0)

Aquesta transformada integral posseeix una serie de propietats que la poden fer Gtil en
l'andlisi de sistemes lineals. Un dels avantatges més significatius radica en que la
integracio i la derivacio en el Calcul Infinitesimal classic esdevenen facilment en
multiplicacié i divisid. Aixd transforma les equacions diferencials i integrals en
eguacions polinomiques, forca més senzilles de resoldre.

Una altra aplicacié important en els sistemes lineals rau en el calcul de la senyal de
sortida. Aquesta es pot calcular mitjan¢ant la convolucié de la resposta impulsiva del
sistema amb la senyal d’entrada. La realitzacié d’aquest calcul en I'espai de Laplace
converteix la convolucié en una multiplicacié, habitualment de resoluci® molt més
senzilla. Quan es parla de la transformada de Laplace, generalment es refereix a la
versié unilateral. També existeix, tanmateix, la transformada de Laplace bilateral.

La transformada de Laplace es troba estretament relacionada amb la Transformada de
Fourier® i la Transformada Z. La transformada de Laplace és, de fet, una
generalitzacié de la Transformada de Fourier de Temps-Continu. Malgrat que les
transformades de Laplace no se solen resoldre mitjancant integracio si no per mitja de
taules i I'ls de computadors (per exemple Matlab), com veurem més endavant. Aixo
defineix la transformada de Laplace i la seva inversa. Cal apreciar les similituds
existents entre la transformada de Laplace i la seva inversa. Aix0 ens oferira, com a
resultat, moltes de les simetries trobades a I'analisi de Fourier.

Per tal de resoldre les Transformades de Laplace es poden emprar diversos metodes,
a saber:
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En matematica, l&ransformada de Fourier es correspon a una aplicacié que fa correspondreaa
funcié f amb valors complexos i definida en la recta, uUtra &uncidg definida de la manera seguent:

1 > —ifxT g
9= 7= [ fa) 7o

,onfésk’ o siguif ha de ser una funci6 integrable en el sentit dietémral de Lebesgue. El factor, que
acompanya la integral en definicié facilita I'eniand'alguns dels teoremes referents a la transfdande
Fourier. Encara que aquesta forma de normalitzdralasformada de Fourier és la més comunament

adoptada, no és universal. A la practica, les klasax i*fsolen estar associades a dimensions (com
I'espai -metres-, la frequiéncia -segeilis etc.) i a vegades és correcte utilitzar la fdemaiternativa:
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, de manera que la constant beta cancel-la lesndiones associades a les variables obtenint un exypon
sense dimensi6. La transformada de Fourier abihidef gaudeix d'una série de propietats de conéhui
gue garanteixen que pot estendre's a espais déorfisnajors i fins i tot a espais de funcions
generalitzades. A més, té una considerable multitiagblicacions en moltes arees de la ciéncia i
I'enginyeria: la fisica, la teoria dels nimerosgtambinatoria, el processament de senyals (elecara
teoria de la probabilitat, I'estadistica, I'0Optida, propagacié d'ones i altres arees. En procesaaniee
senyals, la transformada de Fourier sol considgratem descomposicié d'un senyal en components de
frequéncies diferents, és a dir,correspon a l'espectre de freqiiéncies del sehyiah branca de la
matematica que estudia la transformada de Foulies seves generalitzacions és denomiretiisi
harmonica



a) Resolent la Integral

Probablement, el métode més dificil i menys emprat per trobar la Transformada
de Laplace és resolent directament la integral. Encara que resulta técnicament
possible fer-lo d’aquesta manera, també és extremadament consumidor de temps,
donada la facilitat dels seglents dos metodes per calcular-la. Les integrals estan
essencialment per a entendre conceptualment la teoria i d’on s’originen els segients
métodes resolutius.

b) Usant una Computadora

L'ds d'una computadora per tal de trobar la transformada de Laplace resulta
relativament senzill. Matlab, per exemple, té dues funcions, laplace i ilaplace, i totes
dues formen part de les llibreries simboliques, amb la qual cosa trobarem la
transformada de Laplace i la seva inversa, respectivament. Aquest métode resulta
preferit generalment per a funcions més complicades. Funcions més senzilles i ideals
usualment es resolen amb més rapidesa mitjancant les taules adients. En qualsevol
cas, vegem que l'analisi i simulaci6 de processos de Mathcad i Matlab explica el
modelat de processos els parametres dels quals poden ésser globalitzats, aixi com la
implementacié d’aquests per tal de simular el capteniment o bé analitzar la seva
estabilitat. De fet, aquests models constitueixen simplificacions de la realitat que
permeten la resolucié senzilla de molts problemes que es presenten a la vida real.

c) Usant Taules

Quan s’apren per primer cop la transformada de Laplace, les taules son, sens
dubte, la forma més comuna per trobar-la. Amb suficient practica, no obstant aixo, les
taules es fan innecessaries. La gran part del disseny d’aplicacions comenca en el
domini de Laplace i ofereixen, com a resultat, una solucio en el domini del temps.



