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Prélogo

Los temas que abordan la presente obra incluyen: la investigacion de
operaciones en el proceso de toma de decisiones, los sistemas y
modelos de inventarios, lineas de espera, el proceso de simulaciéon

Montecarlo y el proceso de las cadenas de Markov.

Este texto esta dirigido al nivel medio superior de los programas de

Administracién de Empresas o de Ingenieria Industrial.

El conocimiento de matematicas que constituye el requisito previo esta
limitado en gran parte al nivel introductorio del algebra, en algunas
secciones, la optimizacion clasica requiere de algunos conocimientos del
calculo que se emplea a nivel de principiantes. Este libro se puede utilizar
sin tener conocimientos profundos de investigacion y calculo de

operaciones.

El libro tiene 2 justificaciones importantes: 1) Como complemento de

textos actuales de produccion, 2) como libro de texto.

El Libro usa ampliamente las técnicas cuantitativas, no obstante solo es
necesario un nivel introductorio de algebra para lograr el entendimiento
en los temas y aplicaciones. Cuando surge la necesidad, explican las
técnicas estadisticas, de calculo y administrativas mediante ejemplos
sencillos.

El libro ha sido disefiado como un apoyo cuantitativo, tiende a favorecer

la claridad de las presentaciones mas que la complejidad matematica.









Capitulo 1

La Investigacion de
Operaciones en el Proceso
de Toma de Decision
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Objetivos

e Conocer y clasificar los modelos que con frecuencia se utilizan en
las industrias y empresas en general en la toma de decisiones en el
campo de la produccién y las operaciones.

e Tener el conocimiento y la habilidad para aplicar las categorias de
los modelos de inventario para la toma de decision.

e Conocer y aplicar las técnicas para la toma de decisiones bajo
certeza, bajo riesgo y baja incertidumbre.

e Conocer y aplicar el concepto de valor esperado.

e Conocer, establecer y analizar problemas de toma de decision
mediante matrices condicionales de pago.

e Conocer, establecer y analizar problemas de toma de decision

mediante arboles de decision.

1.1. Definicion de investigacién de Operaciones

Teniendo en cuenta sus origenes la investigacion de Operaciones la
podemos definir como un enfoque cientifico de la toma de decision. En
este orden de ideas, la toma de decision es dada a través de la

aplicacion del método cientifico, de ahi la definicion antes dada.

Dentro de este contexto, la investigacion de operaciones la podemos
identificar desde la época de Frederick W. Taylor, los esposos Gilbreths
y Henry Gantt. No obstante, so6lo fue hasta la segunda guerra mundial
cuando el término investigacion de operaciones fue utilizado para
describir el enfoque adoptado por ciertos grupos interdisciplinarios de
hombres de ciencia para resolver algunos problemas de estrategias y

tacticas del manejo militar. Después de la guerra este enfoque se



extendid a las organizaciones industriales, y con la apariciéon del
computador se generé6 una mayor rapidez, posteriormente bajo este
enfoque se desarrollaron esquemas de toma de decisién a problemas

comunes en las organizaciones industriales.

La investigacion de operaciones comienza describiendo algun sistema
mediante un modelo que luego se manipula y a través de este determinar

la mejor forma de operacion de dicho sistema.

Es esta, tal vez la mejor forma de tomar una decisién, no obstante nos

compromete a seguir un proceso de toma de decisiones racional.

1.2. Proceso racional de toma de decisiones.

¢, Como debemos actuar al tomar una decisiéon? ;Qué debemos hacer
para tomar la mejor decision?. Hacernos estas preguntas nos ha ocurrido
en cualquier situacién. A través de los tiempos muchos intelectuales las
discurrieron ya que en si forman parte fundamental de la busqueda de la
verdad. En esa época muchos fueron los debates al respecto, el
resultado de este extenso debate fue un enfoque general conocido como
el método cientifico. Ademas se han desarrollado varios modelos

matematicos para problemas especificos.

La investigacion de operaciones no hace distincion a los nombres
proceso de toma de decisiones y solucidon de problemas por tanto
cualquier término se utilizara indistintamente. Esto comprendera a la
secuencia completa de pasos desde la identificaciéon de un problema
hasta su soluciéon. El término toma de decisiones se referira a la

seleccion de una alternativa entre un conjunto de estas. Significa
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escoger; como tal, la toma de decisiones vendria a ser un paso dentro de

este proceso.

1.3. El método cientifico

El método cientifico surgié a través del tiempo, a partir de la experiencia
practica de muchos cientificos, astrénomos, quimicos, fisicos y bidlogos.

En general se ha reconocido a Sir Francis Bacon como el primero que
describié formalmente el método, hace mas de un siglo. La intencion
original fue de tener una guia para la investigacion en las ciencias fisicas,

pero el método se adapta facilmente a cualquier tipo de problema.

A continuacion se enumeran los pasos del método cientifico para

resolver problemas:

e Definir el problema. Este primer paso es critico porque establece las
fronteras para todo lo que sigue. Debe definirse en magnitud, tiempo
y grado de importancia. Donde comienza y donde termina, que tan
grande o pequefio es, cuando ocurrio y hasta donde puede durar, es

relevante o no. Para definir bien un problema se necesita conocerlo.

e Recoleccion de datos. La razén para este paso es sencilla, pues se
estara mas capacitado para resolver problemas si se tiene suficiente
informacién sobre el mismo. Debera reunirse informaciéon pasada,
hechos pertinentes, asi como soluciones previas a problemas
semejantes. Definir alternativas de solucion. EI método cientifico se
basa en la suposicion que las soluciones existen. En este paso se

buscan las soluciones posibles y se enumeran.



Evaluar las alternativas de solucion. Una vez enumeradas todas
las alternativas de solucién, deberan evaluarse. Esto puede lograrse
comparando una por una con un conjunto de criterios de solucién u
objetivos que se deben cumplir. También puede lograse
estableciendo rangos relativos de las alternativas de acuerdo con
factores que sean importantes para la soluciéon. En general se hacen

las dos cosas.

Seleccionar la mejor alternativa. Aqui se toma la decision de cual

de las alternativas cumple mejor con los criterios de solucion.

Puesta en marcha. La toma de decisiones en administracion debe
llevar a actuar. La alternativa seleccionada debera ponerse en

practica.

Aun cuando se presenta el método cientifico como un paquete ordenado

de pasos separados, existe retroalimentacion y sus pasos permiten

retroalimentacion.

Esto puede darse, por ejemplo, que al tratar de evaluar las alternativas

se descubra que no se tiene la informacion suficiente. Entonces, al pasar

de nuevo al segundo paso, puede encontrarse otras alternativas de

solucién.

1.4. Caracteristicas de los sistemas administrativos.

El campo de la teoria general de los sistemas nos puede proporcionar

algunas ideas sobre las caracteristicas de los sistemas administrativos.
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Entendemos por sistema cualquier conjunto de partes interrelacionadas
que cumplen una mision especifica, asi por ejemplo: una empresa, una
silla, un procedimiento financiero, una plancha, todos ellos son sistemas.
Cuando utilizamos modelos para analizar los sistemas administrativos es
muy importante conocer que tanto se ajustan las caracteristicas de un
modelo a las del sistema que estamos estudiando. Las técnicas de
utilizar modelos sencillos para aproximar sistemas complejos no son

malas, siempre y cuando no olvidemos los supuestos y limitaciones.

1.5. Modelos de toma de decisiéon

En el proceso de toma de decisiones, un paso vital es la construccion de
un modelo del problema o sistema a estudiar. En la investigacién de
operaciones utilizamos generalmente un modelo matematico. De por si,
existen otras clases de modelos, ya sean modelos fisicos o
esquematicos. Como ejemplo de un modelo fisico tenemos el modelo a
escala de una planta utilizada en el estudio de redistribucion de la misma.
El organigrama de una empresa muestra la interrelacion entre las
diferentes funciones establecidas, este seria un ejemplo de modelo

esquematico.

La teoria de decisiones proporciona una manera Util de clasificar los
modelos para la toma de decisiones. Utilizando toma de decisiones como
sinénimo de seleccién, se supondra que se ha definido el problema, que
se tienen todos los datos y se han identificado los cursos de accion
alternativos. La teoria de decisiones nos dice que esta tarea de hacer
una seleccién caera en una de cuatro categorias generales dependiendo
de la habilidad personal para predecir las consecuencias de cada

alternativa.



Categorias Consecuencias

Certidumbre Deterministas

Riesgo Probabilistas
Incertidumbre Desconocidas

Conflicto Influidas por un oponente

1.5.1. Toma de decisiones bajo condiciones de certidumbre.

Si podemos predecir con certeza las consecuencias de cada alternativa
de accion, entonces se tiene una tarea de toma de decisiones bajo
certidumbre. Otra manera de pensar esto es que existe una relacioén
directa de causa y efecto entre cada accidén y su consecuencia. Si esta
lloviendo ;debera llevarse un paraguas? Si esta nevando ;debera

llevarse un abrigo?, en ambos casos las consecuencias son predecibles.

Una buena parte de las decisiones que se toman a diario cae dentro de
esta categoria. ¢ En donde comer? ;Qué tipo de transporte utilizar para ir
a la escuela o a la universidad? Conceptualmente la tarea es bastante
sencilla. Simplemente se evallan las consecuencias de cada accion
alternativa y se selecciona la que se prefiere. Sin embargo, en la
practica, esto puede no resultar tan facil como nos parece. El numero de
alternativas puede ser muy grande o tal vez infinito lo que haria muy

dispendiosa su numeracion.

Varios de los modelos y técnicas que se presentan en la administracién
de las empresas se disefan para tomar decisiones bajo certidumbre. La
programacién lineal, programacion de produccion y control de
inventarios, el andlisis del punto de equilibrio todos ellos incluyen

modelos deterministicos.
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1.5.2. Toma de decisiones bajo condiciones de riesgo

En esta categoria se incluyen las decisiones en las cuales las
consecuencias de una accion dada dependen de algun evento

probabilista.

Ejemplo 1-1

Supdngase un comerciante que esta a cargo de la venta de juguetes
para la proxima temporada navidena. La decision que debe tomar el
comerciante es decidir cuantos juguetes ordenar para la siguiente
temporada. Supongamos que se pagan $35.000 por cada juguete (en
promedio), y solo se pueden ordenar lotes de 100 y se tiene pensado
venderlos a $80.000 cada uno. En el caso de no venderlos no tienen
valor de recuperacion. Se recopilan los registros de ventas pasadas del
comerciante y se analiza el crecimiento potencial de las ventas con otros

vendedores, llegando a las siguientes estimaciones para la proxima

temporada:
Venta de
Juguetes Probabilidad
100 0.3
200 0.3
300 04

Con los datos anteriores se pude calcular la ganancia para cada
combinacion de cantidad ordenada y ventas eventuales, la cual
llamaremos ganancia condicional. Asi por ejemplo, si se compran 300
juguetes y solo se venden 200, la utilidad neta sera de $45.000 por cada
juguete vendido menos una pérdida de $35.000 por cada juguete no

vendido. Es decir:



200(80.000-35.000)-100(35.000)=9'000.000-3'500.000=$5'500.000

o DEMANDA DE JUGUETES
<38 100 200 300
52 [ Probabiidad (0.3) (0.3) (0.4)
ZL | A1 [ 100 4500.000 4'500.000 4500.000
Fu [ A2 | 200 1000.000 9'000.000 9'000.000
< A3 | 300 -2'500.000 5500.000 14°000.000

Otra forma de obtener lo mismo es considerando los ingresos totales
menos el costo total, para cada nivel de venta correspondiente a cada

nivel de compra o inventario disponible.
En la siguiente matriz se hace esto para cada una de las combinaciones:

MATRIZ DE GANANCIAS CONDICIONALES

G11= 100(80.000)-100(35.000) = 4°500.000
G1,= 100(80.000)-100(35.000) = 4°500.000
G15= 100(80.000)-100(35.000) = 4°500.000
Gz1= 100(80.000)-200(35.000) = 1°000.000
Gz,= 200(80.000)-200(35.000) = 9°000.000
Gz3 = 200(80.000)-200(35.000) = 9'000.000
Gs1= 100(80.000)-300(35.000) = -2’500.000
Ga2= 200(80.000)-300(35.000) = 5500.000
Ga3= 300(80.000)-300(35.000) =14°000.000

Si observamos la que hemos llamado matriz de ganancias condicionales
o0 matriz de pagos, ¢Cuantos juguetes deberan ordenarse?. Si se
ordenan 200, puede ganarse $9°000.000 6 $1°000.000. Una orden de
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300 arboles tiene utilidad potencial que fluctia entre $-2'500.000 vy
$14°000.000. ¢ Cual debe escogerse?.

Como resultado mas importante de la teoria de decisiones bajo riesgo es
indudablemente que debemos seleccionar la alternativa que arroje el

mayor valor esperado.

Si nos referimos a su valor numérico, el valor esperado de una variable

aleatoria discreta llamada X se calcula como se muestra a continuacion:

E(X) = ZXip (X)

i=1n

Lo anterior nos indica que el valor esperado de X, llamese E(X), es igual
a la sumatoria de los valores posibles de X multiplicada por sus

respectivas probabilidades.

En el ejemplo que venimos trabajando el valor esperado de cada
alternativa quedara asi:

E (A4)= 4'500.000(0.3)+4’500.000(0.3)+4°'500.000(0.3) = $4'500.000

E (A2)= 1°000.000(0.3)+9’000.000(0.3)+9°000.000(0.4) = $6'600.000

E (A3)=-2'500.000(0.3)+5’500.000(0.3)+14°000.000(0.4) = $6°'500.000

Segun los resultados del valor esperado para cada opcidén o alternativa
de decision debera escogerse la alternativa A,, cuyo valor esperado es
mayor, es decir deberan comprarse 200 arboles para la proxima
temporada, puesto que esta alternativa representa la mayor utilidad

esperada en condiciones de riesgo.

Otra forma de tomar la decision es desde el punto vista de las pérdidas

esperadas, para lo cual debemos conformar la Matriz de Pérdidas



esperadas, de igual forma calcularemos el valor esperado de cada
alternativa y escogemos aquella que presente el menor valor esperado;

que en este caso, naturalmente debera ser la misma alternativa A..

Existen muchas decisiones administrativas que pueden catalogarse

como toma de decisiones bajo riesgo. Algunas de ellas son:

¢, Debera introducirse un nuevo producto en el mercado?

¢ Debera construirse una nueva planta o ampliarse la existente?

¢, Cuantas comidas debera preparar un restaurante para la venta diaria?
¢ Qué condiciones deberan ofrecerse para obtener un contrato?

¢ Debera iniciarse un nuevo programa costoso de publicidad?

¢.Debera una compafia petrolera realizar pruebas de penetracion

costosas antes de hacer una nueva perforacion?

1.5.3. Toma de decisiones bajo condiciones de incertidumbre

Es esta una categoria muy comun para la toma de decisiones aunque su
nombre parece ser muy peculiar. Tiene parecido con la toma de
decisiones bajo riesgo, aunque con una diferencia importante; ahora ya
no se tiene el conocimiento de las probabilidades de los eventos futuros,
es mas, no se tiene idea de qué tan diferentes sean las consecuencias.
Para el mismo ejemplo de los juguetes de temporada Navidad
equivaldria a tratar de decidir cuantos juguetes ordenar sin tener la mas
remota nocién de cuantos pueden venderse. Otro ejemplo seria el de
tratar de adivinar si al tirar una moneda al aire el resultado es cara o sello
sin saber si la moneda tiene dos caras, es legal o incluso si tiene los dos

sellos.
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En realidad, actuar en esta categoria es como disparar en la oscuridad.
Sera que ;Podriamos encontrar la manera éptima de disparar en la
oscuridad? No obstante, podemos encontrar varios métodos para

manejar problemas de este tipo.

En primer lugar, debemos tratar de reducir la incertidumbre obteniéndose
la informacion adicional pertinente sobre el problema. Si esto no resulta,

aun asi tenemos otras vias de accion.

La forma mas utilizada para encarar este tipo de situaciones es
introduciendo directamente en el problema los llamados sentimientos
subjetivos de optimismo y pesimismo. Este accionar, en muchas
ocasiones, tiene una base razonable. Un ejemplo es la decisién de
cuantos juguetes de temporada de Navidad deberia ordenar el
comerciante del ejemplo visto anteriormente. Se tendria razén al decir
que las ventas de juguetes son buenas: ya que el comerciante de
juguetes, haria una buena publicidad, si hay competencia en el mercado.
Si el comerciante es una persona optimista, puede emplear una

estrategia Maximas.

Significa entonces que él selecciona la accién que maximiza el pago o
ganancia maxima. En el ejemplo visto, éste corresponde a $14°000.000,

de tal manera, que con éste enfoque se ordenarian 300 juguetes.

Por otra parte, si es pesimista, puede actuar de forma conservadora y
emplear una estrategia maximin; seleccionando entonces la alternativa
con el mayor de los pagos o ganancias minimas. Los pagos minimos
calculados para las tres alternativas son: $4'500.000, $ 1°000.000 y
$-2'500.000. Obviamente, seleccionaria el mas grande, esto es

$4’500.000 por tanto, se ordenan 100 juguetes.



Maximas y Maximin son posiciones extremas. Claro esta que se podria

seleccionar alguna accién intermedia.

Una estrategia alternativa consiste en convertir el problema a uno de
toma de decisiones bajo riesgo, para que pueda hacerse una seleccion
oOptima. Primero pueden expresarse aquellos conocimientos o
predicciones que se tengan sobre los eventos en términos de una

distribucion de probabilidad.

Si no se tienen bases para hacer estimaciones subjetivas, se puede
emplear el principio de razén insuficiente: Esto significa que podemos
suponer que todos los eventos son igualmente probables. Asi para las
ventas de juguetes, se le asignara una probabilidad de 1/3 a cada
evento. Paso seguido se calcula los valores esperados para cada
alternativa y se escoge la de mayor valor.

E(A1) = 4’500.000(1/3) + 4’500.000(1/3)+ 4’500.000(1/3) = 4’500.000

E(A2) = 1°000.000(1/3) + 9°000.000(1/3) + 9°000.000(1/3) = 6'333.333

E(A3) = -2’500.000(13) +5’500.000(1/3) +14°000.000(1/3) = 5’666.667

En este caso, se ha de escoger la alternativa A,, puesto que su valor

esperado es el mayor.

1.5.4. Toma de decisiones bajo condiciones de conflicto

Esta es la Ultima de las cuatro categorias antes definidas. Aqui se
presentan aquellos casos de toma de decisiones bajo incertidumbre en
que hay un oponente. Las probabilidades de los eventos no sélo se

desconocen, sino también estan influenciadas por un oponente cuya
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meta es vencer. Esta es la situacién tipica de cualquier competencia:

juegos, negocios y en la misma guerra.

1.6 Toma de decisiones a través de arboles de decision.

En el momento de la toma de decisidon, nos encontramos en un contexto
incierto cuando los informes o los datos relativos a esta decision
dependen de eventos aleatorios, a los cuales pueden asociarse

probabilidades. Veamos el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 1-2

Compania de Productos Barranquilla investiga la posibilidad de producir
y mercadear cobertizos de almacenamientos para patios. Al llevar a cabo
este proyecto necesitaria de la construccion de una planta
manufacturera grande o pequefia. El mercado para el producto fabricado
(cobertizos de almacenamiento) puede ser favorable o desfavorable.

Tiene desde luego la opcion de no desarrollar el nuevo producto.

Primera parte: Un arbol de decision es la representacion grafica de un
proceso de decision que indica alternativas, estados naturales y sus
probabilidades respectivas, asi como los resultados para la combinacion
de alternativas y estados naturales.
Pasos:

1. Deéfinir el problema.

2. Estructurar o dibujar el arbol de decision.

3. Asignar probabilidades a los estados naturales.

4. Estimar resultados para cada posible combinacion de alternativas

y estados naturales.

5. Resolver el problema.



Con un mercado favorable, una instalacion grande proporcionara una
utilidad neta $20.000. Si el mercado es desfavorable produciria una
pérdida neta de $180.000. Una planta pequefia acarrearia una utilidad
neta de $100.000 en un mercado favorable pero una pérdida neta de

$20.000 si el mercado fuera desfavorable.

El gerente de la Compania cree que la probabilidad de un mercado
favorable es exactamente la misma que la de un mercado desfavorable;

esto es, cada estado natural tiene una oportunidad de 0,50.

Segunda parte: Si el gerente decide realizar una encuesta de mercado
cuyo costo asciende a $10.000. El nodo del estado natural 1 tiene dos
ramas que salen de él. Digamos que hay una oportunidad del 45% de
que los resultados de la encuesta indiquen un mercado favorable para
los cobertizos de almacenamiento. Habra entonces una probabilidad del
55% de que los resultados de la encuesta sean negativos. El 78% de
probabilidad de un mercado favorable para los cobertizos dado un
resultado positivo de la encuesta de mercado. Por supuesto que se
puede encontrar una alta probabilidad de un mercado desfavorable, dado
que la investigacion determind que el mercado era bueno. No se debe
olvidar, de cualquier forma, que existe una oportunidad de que la
encuesta de mercado de $10.000 no haya tenido informacién perfecta o
ni siquiera confiable, cualquier estudio de investigacion esta sujeto a
error. En este caso existe una oportunidad del 22% de que el mercado
para cobertizos sea desfavorable aunque los resultados de la encuesta

sean positivos.

De la misma forma, hay una oportunidad del 27% de que el mercado de

cobertizos sea favorable si los resultados de la encuesta sean negativos.
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La probabilidad es mucho mas alta, 73% de que el mercado sea en

realidad desfavorable dado que la encuesta sea negativa.

Nodo de
estado Mercado favorable
natiiral
Construir
planta Mercado desfavorable
grande
Nodo de
decision
) Mercado favorable
Construir
planta
pequefa
2
Mercado desfavorable
No hacer

nada




E = (0.5)(200.000) +(0.5)(-180.000) = $ 10.000

Nodo de estado

natura
Mercado favorable
$200.000
. 1
Construir planta
grande Mercado desfavorable
- $180.000
Nodo de
decision
Mercado favorable
$100.000
Construir planta
pequefia
2
dod
Mercadod £ 0.5)(100.000) +(0.5)(-20.000) = $ 40.0000
No hacer

nada

$0

1.7 Aplicaciones modelos de toma de decision

La panaderia Pan de Oro prepara todos los dias su famoso pan francés.
Este se vende a $1.000 y cuesta $500 prepararlo. El pan que no se

vende se lleva a la mesa de descuento en donde se vende a $500 la
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pieza. Aun a este precio, la mitad del pan de la mesa de descuento que
no se vende hay que retirarlo.
El problema de Pan de Oro es decidir cuantas piezas prepara
para un dia tipico. La historia dice que la demanda de pan ha sido

la que se muestra en la tabla 1-1.

TABLA 1-1
Demanda en
Docenas de piezas Probabilidad
3 0.10
4 0.40
5 0.40
6 0.10

En la matriz de pagos que se muestra enseguida, identifiquese la
alternativa de decisién que maximiza.

Eventos
E. E, Es
(0.4) (0.5) (0.1)
Alternativas | D, 80 400 300
de decisiéon | D, 100 300 400

En la matriz de pagos que se muestra enseguida, identifiquese la
alternativa de decisién que minimiza.

Eventos
Ei E; E;
(0.2) (0.6) (0.2)
D; | -200 | 1800 | 2000
Alternativas | D, 150 600 | 2000
de decisién | D; | -660 | 100 |3000

Castro-Cherassi esta planeando el desarrollo de un conjunto de
condominios cerca del Barrio El Silencio. El terreno que se piensa
comprar costara $600'000.000.00. El desarrollo del area comun costara
otros $400.000.000.00. Las unidades costaran $30°000.000.00 cada una,

y se espera que se vendan por $70°000.000.00. El problema es decidir



cuantas unidades construir, si se construyen. Si se obtiene una demanda
alta por las unidades se podran vender 40 de ellas a precio completo. Se
piensa que la probabilidad de una demanda alta es 0,35; si se obtiene
una demanda media, s6lo se podran vender 30 de ellas a precio
completo. Se hara un remate de las unidades restantes con una pérdida
de $5°000.000 por unidad. La probabilidad de una demanda media es
0,55.

Si la demanda resulta ser pequefia, solo 20 se podran vender a precio
completo y el resto podra venderse con una pérdida de $5°000.000.00
por cada una. jDebera Castro - Cherassi construir 0, 20, 30 6 40

unidades?

Lady Modas es un comprador en el departamento de damas de la tienda
Francisca Miranda. Esta tratando de decidir cuantas docenas de vestidos
de cierta linea de otofio comprar. Cada docena vendida durante el otofio
generara $1’500.000.00 de ganancia para la tienda. Cada docena no
vendida al final de la temporada tendra un costo para la tienda de
$50.000.00. Lady Modas piensa que la demanda para temporada sera de
4,5, 6 6 7 docenas de vestidos con probabilidades respectivas de 0,4;

0,3; 0,2y 0,1. ; Cuantas docenas debera ordenar?

La compania TERPEL Oil estd tratando de decidir si compra los
derechos de perforaciéon sobre el rancho de Pedro Cogollo. La compafia
piensa que existe una probabilidad de 0,20 de encontrar petrdleo y si se
encuentra, se tendra un rendimiento de $600°000.000.00 después de y
sobre el costo de los derechos de perforacion. Pedro Cogollo quiere
$100.000.000.00 por los derechos ;Qué curso de accién se debe
recomendar a la TERPEL Oil?
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Confecciones El Industrial necesita reemplazar una de sus maquinas y
esta considerando la compra de la maquina A 6 de la B. La maquina A
tiene un costo inicial de $5°000.000.00 y costos de operacion por unidad
es de $5.000. Por otro lado, la maquina B tiene un costo inicial de
$6°500.000.00 y costos de operacion de $3.500.00 por unidad. La
demanda durante la vida util de las maquinas es incierta, pero la
administracion piensa subjetivamente que puede ser de 100.000,
200.000 6 300.000 unidades con probabilidades respectivas de 0,25;

0,35y 0,40. ; Qué maquina debera comprar Confecciones El Industrial?

El propietario de un supermercado piensa ofrecer a su clientela un
servicio de entregas a domicilio. Esta decision dependera de afluencia de
la clientela y del aumento en las cifras de ventas después de la
implantacién del servicio. El propietario puede elegir entre dos tipos de
equipo (A y B). Después del estudio de mercado y el analisis de costos,

se tiene el siguiente informe de costos:

CIFRAS DE VENTAS

Sin Servicio Con Servicio
Ingreso Probabilidad Ingreso Probabilidad
$ 600.000.000.00 60% $ 810.000.000.00 70%
750.000.000.00 30% 900.000.000.00 20%
810.000.000.00 10% 1060.000.000.00 10%

COSTO DEL SERVICIO

Equipo
Costo A B
Costos Fijos por afio $ 5.000.000.00 | $ 10.000.000.00
Costos Variables por afo por
peso de ventas 1.5% 1%

El propietario se encuentra ante tres posibilidades:



¢ No ofrecer el servicio de entregas a domicilio
o Ofrecer el servicio instalando el equipo Ay

e Ofrecer el servicio instalando el equipo B

Aplique los pasos para tomar la decision a través de un arbol de decisiéon

mas conveniente desde el punto de vista econdmico.

Una fabrica de vidrio especializada en cristal esta afrontando un
sustancial cuello de botella, y la administracion de la empresa esta
estudiando tres posibles cursos de accidon: a) Un plan de
subcontratacién; b) Implantar tiempo extra de produccién, 6 c) Construir
nuevas instalaciones. La solucion correcta depende de gran parte de la
demanda futura, la cual puede ser baja, media o alta. La administracion
ha acordado las probabilidades respectivas como 0,10, 0,50 y 0,40 En la
tabla siguiente se muestra un analisis de costos que refleja el efecto

sobre las utilidades

UTILIDAD ($000) si la demanda es
DECISIONES ALTA (0.10) |MEDIA (0.50) | BAJA (0.40)
A= Arreglo de subcontrato 10 50 50
B= Comenzar tiempo extra -20 60 100
C= Construir instalaciones -150 20 200

Construya el arbol de decision para elegir por el valor esperado la mejor

alternativa.

Aunque las estaciones independientes de gasolina han pasado tiempos
dificiles, Altamira ha estado pensando comenzar con una nueva estacion
independiente de gasolina. El problema de Altamira es decidir que tan

grande debe ser su estacion. El retorno anual de la inversion, dependera
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tanto del tamafio de su estacibn como de un numero de factores
relacionados con la industria del petroleo y de la demanda de gasolina.

Después de un cuidadoso andlisis, Altamira desarroll6 la siguiente tabla:

Tamano de la Mercado Bueno | Mercado Medio | Mercado malo
primera estacion (0.35) (0.40) (0.25)
Pequefo 50.000 20.000 -10.000
Mediano 80.000 30.000 -20.000
Grande 100.000 30.000 -40.000
Muy Grande 300.000 25.000 -160.00

Los planeadores a largo plazo de una Compafiia Generadora de Energia,
han previsto la necesidad de afadir 400 Megawatts de potencia a su
sistema en el afio 5. Deben elegir entre una planta solar que costara
aproximadamente 150 millones de délares y una planta de carbén que
costara 20% menos. Ambas plantas tienen una vida util de 20 afos. La
construccion de la planta solar requiere aprobacién publica, pero la
administracion considera que hay una alta probabilidad (0,9) de
obtenerla. Si la planta no es aprobada, la instalacién continuara
careciendo de energia por un monto equivalente a 5% del costo
calculado de la planta en el segundo afo, y tendra que comprar la
energia necesaria en otra fuente, con un costo de 12 millones de

dolares.

Si la demanda de energia es alta y la planta solar puede operar
totalmente, los costos de operacion (que no incluyen depreciaciéon) son
calculados en 4 millones de ddlares al afio. Sin embargo, los planeadores
consideran que hay 40% de probabilidad de que la planta puede operar

un ciclo completo, lo cual incrementaria 10% los costos de operacion.



Si se opta por la planta de carbdn, los costos seran 5 millones de délares
al afno, a menos que los costos de control de polucion sean inevitables.
Si los filtros de aire no son satisfactorios y la preocupacién publica es
acentuada, podria incrementarse el costo de la instalacion en 10 millones
de délares en el tercer afio. Posterior a la instalacion de la planta. La
administracion cree que hay una posibilidad de 50-50 de que eso ocurra,

y quiere la orientacion para decidir.

Utilice un arbol de decision acompanado de los datos financieros para
ayudar a identificar la decision apropiada, con base en el criterio de valor

esperado.
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Objetivos

e Identificar y Conocer en detalle los sistemas y modelos de
inventarios para empresas manufactureras y comerciales.

e Determinar el tamano de lote econémico, perfil y modelamiento
matematico, aplicaciones.

e Determinacién del perfil y modelamiento de modelos basados
en el modelo del lote econdmico.

e Mostrar el perfil y modelamiento de un modelo fijo de reorden
basado en el modelo del lote econémico.

e Aplicar los modelos de cantidad fija de reorden cuantos los
costos por faltantes sean desconocidos.

e Aplicar los modelos fijos de reorden cuando se conocen los

costos por faltantes.

Aplicar el analisis ABC para clasificar inventarios.

2.1 Necesidad de los inventarios y decisiones basicas en los
sistemas de inventarios a través de los modelos.

La necesidad de los inventarios surge de las diferencias entre el tiempo y
la localizacion de la demanda y el abastecimiento. El uso los inventarios
se justifican al actuar como un amortiguador entre la oferta y la demanda.
Esto ocurre tanto para la materia prima como para un proceso de
produccion o en bienes terminados y almacenados por el fabricante, el

distribuidor o un comerciante.

Tener almacenado inventarios cuesta dinero. Representan capital

inactivo. Asi por ejemplo tenemos que el costo de los automoviles de lujo
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nuevos Yy los repuestos de grandes plantas son muy altos para permitir

grandes volumenes de inventarios. Pero aun una tienda de barrio se
preocupa por tener demasiado inventario, lo que significa un desperdicio
de dinero inmovilizado. Es necesario entonces tener un balance entre

los costos de inventario y el servicio al cliente.

ABASTECIMIENTO—# INVENTARIO |5 DEMANDA

Cantidad que se tiene

Tiempo
FIGURA 2-1

La Figura 2-1, mostrada anteriormente ilustra los conceptos de
inventarios. La cantidad de inventario que se tiene se comporta de
manera ciclica. Comienza con un nivel alto y la cantidad se reduce
conforme se sacan las unidades. Cuando el nivel baja se coloca una
orden, la cual eleva de nuevo el nivel de inventario y el ciclo se repite. La
cantidad de inventario se controla con el tiempo y la cantidad de cada
orden. Asi, las dos decisiones basicas a nivel cuantitativo en manejo del
inventario son:
e Cuanto ordenar

e Cuando ordenar

2.2 Clasificacion de los sistemas de inventarios.

Es conveniente dividir el estudio de los sistemas en dos categorias:

e Demanday tiempo de entrega deterministas
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o Demanday tiempo de entrega probabilista
En la primara categoria tanto la demanda como el tiempo de entrega son
conocidos y constantes. Los sistemas que tienen demanda o tiempo de
entrega probabilistas incluyen incertidumbre y riesgo para el

administrador.

Existen tres tipos importantes de inventarios:
¢ Orden repetitiva, demanda independiente
¢ Una sola orden, demanda independiente

¢ Orden repetitiva, demanda dependiente

El primer tipo de sistema es la situacion mas comun en el mundo
administrativo. Los sistemas de una sola orden pueden analizarse con
matrices de pago como se vio en el Capitulo 1. Los sistemas con
demanda dependiente surgen mas bien en procesos de manufactura en
donde la demanda de partes depende de la demanda del articulo

terminado.

Otra forma de clasificar los sistemas de inventarios es por su relacién con
la secuencia completa de operaciones de producciéon. Con este método
pueden distinguirse cuatro tipos de inventarios:

a) Abastecimientos

b) Materiales

c) En proceso

d) Bienes terminados

Los abastecimientos o suministros incluyen articulos de consumo como
papel, lapices, tintas, formas, etc. Los materiales se refieren a articulos
necesarios para completar algin producto terminado y casi siempre

tienen una demanda dependiente. Los articulos en proceso son bienes
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parcialmente terminados y el producto final del proceso son los bienes

terminados.

2.3 Clasificacion de los modelos de inventarios.

Los modelos de inventario pueden agruparse en dos grandes categorias:

Modelos de cantidad fija de reorden
Modelos de periodo fijo de reorden

El manejo de un modelo de cantidad fija de reorden se muestra en la
Figura 2-2. La demanda se satisface a partir del inventario que se tiene. Si
esto no es adecuado, entonces la orden se satisface después o la venta se
pierde. Cada vez que se hace un retiro, el balance del inventario se ajusta
para mostrar continuamente (o perpetuamente) el estado actual. Cuando
el inventario baja a un punto de reorden establecido, se coloca una orden
de reabastecimiento. Como las érdenes de reabastecimiento son siempre

por la misma cantidad, este se llama cantidad fija de reorden.

El modelo de periodo fijo de reorden se muestra en la Figura 2-3. De
nuevo la demanda del cliente se satisface con el inventario que se tiene y
los faltantes traen como resultado ya sea él satisfacerlos después o la
pérdida de la venta. Pero aqui no existe una actualizacion perpetua de los
registros de inventario. En su lugar, se hacen revisiones periddicas a
intervalos fijos de tiempo. Cuando se hace una revision, la cantidad que se
tiene (mas la cantidad ordenada menos los faltantes) se compara con el

maximo deseado y se hace un pedido por la diferencia.
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FIGURA 2-2. Modelo de cantidad fija de reorden
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2.4 Costos de los inventarios.

Para cualquier empresa que administre inventarios, son un beneficio
mixto. Se incurre en costos para adquirir los bienes y para mantener el
inventario, agotando recursos que pueden invertirse ya sea en publicidad
o investigacion o cualquier otra prioridad. Por otro lado se esta
mejorando el servicio al cliente al tener un articulo en almacén al
momento que éste lo demande. El desafio para el administrador es
alcanzar el nivel deseado de servicio al cliente a un costo minimo. Los

costos asociados con los inventarios se describen a continuacion.

2.4.1 Costo de compra.

Debemos tener claro que el costo de compra de un articulo es
importante. Este costo incluye el precio del articulo propiamente mas los
impuestos del caso y los costos de transporte. Si la compania produce el
articulo, entonces el costo completo que debe incluirse se llama costo de

produccion. El costo unitario de compra se simboliza por "c".

2.4.2 Costo de ordenar.

Para hacer un pedido siempre se incurre en costos. Para los negocios,
los costos de ordenar incluyen la mano de obra para preparar la orden de
pedido, las formas usadas, timbres de correo, llamadas telefénicas,
Internet, fax y cualquier otro costo directo. Si el articulo se produce
internamente, el costo de ordenar incluira todos los costos de

preparacion. El costo de hacer un pedido se representa por "Co".
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2.4.3 Costo de conservacion.

Esta categoria involucra varios costos. Uno es el almacenamiento fisico
de cada articulo. Esto puede bajo para partes pequenas pero alto
articulos grandes. La refrigeracion aumentaria el costo. Otro costo se
debe a las condiciones de perecedero. Articulos de comida pueden
deteriorarse en inventario. También la obsolescencia tecnoldgica puede
depreciar el valor de un inventario. Las condiciones del clima pueden por
ejemplo causar oxidacion en piezas metalicas. Finalmente se incurre en
costos de conservacién al tener el capital inmdvil en un inventario en
lugar de otro tipo de inversion. Representado un costo de oportunidad,
pero lo cierto es que es real. En general, los costos anuales de
conservacion de un inventario oscilan del 10% al 40% del valor promedio
del mismo. EIl costo anual de conservacién por unidad se representara

por "Cc".

2.4.4 Costo de faltantes.

Cuando no se tiene disponible un articulo, un cliente se va insatisfecho y
tal vez no regrese. Se ha perdido una venta y también algo de
credibilidad. En estos casos podria no causarse mucho dafo si se tiene
permitido faltante, es decir, si la demanda puede satisfacerse después.

El costo por faltante por unidad por afio se simboliza por "Cf”.

2.5 Modelo del Lote Econémico o Modelo de compra



46 Sistemas y Modelos de Inventarios
El Primer modelo de inventarios que se considera es un modelo de

cantidad fijja de reorden. Con este tipo de modelo es necesario
determinar la cantidad fija que se debe ordenar cada vez y un punto de
reorden que indique cuando se debe hacer el pedido. Para simplificar el
analisis se haran las siguientes suposiciones:

1) La demanda es uniforme ( constante y continua)

2) El abastecimiento se recibe todo junto, no es en partes (global)

3) El tiempo de entrega es constante

4) Todos los costos son constantes

5) No se permiten faltantes

Aunque estas suposiciones muy pocas veces, si es que alguna, son
ciertas a la larga, con frecuencia son aproximaciones razonables a corto

plazo.

El modelo del Lote Econdmico se desarrollé en particular para esta
situacion. Es un modelo muy antiguo que data de 1.915, fecha en la que

F. W. Harris lo desarroll6 y se aplica ampliamente.

Un enfoque comun para desarrollar los modelos de inventarios es
obtener una expresion matematica para los costos totales y después
buscar el minimo.

PERFIL DEL MODELO
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Donde: FIGURA 2-4
Q: Cantidad 6ptima a pedir (unidades)
D: Tasa de demanda (unidades /afo)
R: Punto de reorden (unidades)
t : tiempo de un periodo( dias)
L: tiempo de entrega o tiempo de anticipacion (dias)

T: Tiempo Planeado = 1 Afo

La demanda es uniforme con unidades por unidad de tiempo (afio). Se
reciben Q unidades de abastecimiento global. El nivel de inventario
comienza en un punto pico de Q unidades y declina en forma estable
hasta un punto de reorden R, en este momento se coloca una nueva
orden de Q unidades. Cuando se recibe la orden, el nivel de inventario
regresa a su punto pico y el ciclo se repite. Como el tiempo de entrega es

constante, no hay razén de que ocurran faltantes.

Costos Anuales de Inventario = Costos Anuales de Comprar +
Costos Anuales de Ordenar +

Costos Anuales de Conservacion

Como en todos los periodos ocurre lo mismo y si tenemos N periodos

durante un afio, entonces:

Costo Anual de Inventario = Costo de un Periodo X N
C’ = Costo de un Periodo =
Costo de Comprar/Periodo + Costo de Ordenar/Periodo + Costo de
Conservar/Periodo
C'=Qc + Co +tQCc
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2
Por otra parte el Numero de PeriodosN=D y t=

9]
ol

Se tiene que el costo Anual en Inventario:

CT/afio = C'x N= [QC+C0 +QxQCc] XD
2D Q

Finalmente: CT/ano=Dc + DCo + QCc
Q 2

¢,Como se encuentra el minimo? Para cualquier valor dado de D, Co y
Cc, puede encontrarse, por prueba y error, el valor de Q que minimice el
costo total. También puede derivarse la férmula del costo total e igualar a

cero, obteniéndose que la cantidad que debe ordenarse cada vez es:

Q =+2DCo/Cc

En donde D = Demanda por afio en unidades
Co = Costo de ordenar por orden en unidades monetarias
Cc = Costo de conservacion por unidad por afio en unidades
Monetarias

Q = Cantidad a ordenar en unidades

¢, Coémo obtenemos el punto de reorden? Como se supuso que el tiempo
de entrega es constante, solo se tiene que igualar el punto de reorden y
la demanda que ocurrira durante el periodo de entrega. Esto se llama

demanda de tiempo de entrega. Matematicamente,

Si: L = tiempo de entrega en dias
D = demanda anual

R = punto de reorden

Entonces R = DL (unidades)

3

[@)]
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Hay que tener siempre presente que la demanda y el tiempo de entrega

tienen que estar en la misma escala de tiempo.

EJEMPLO 2-1:

Considérese un fabricante que necesita 4.000 piezas de ensamble para
su produccién del proximo afo. El costo de las unidades es de $2.000.00
cada una. Se dispone en el mercado local con un tiempo de entrega de 5
dias, pero el costo de ordenar para el fabricante es de $2.000.00 por
orden. El costo de conservacion es de $1.400.00 al afo por
almacenamiento, mas el 10% por unidad por afio por el costo de
oportunidad del capital. ¢ Cuantas unidades debe ordenar el fabricante

con el fin de minimizar los costos totales del inventario?

De los datos suministrados se tiene:
D = 4.000 unidades/aino
Co = $2.000.00/orden
Cc = $1.400.00+ (10%)($2.000.00) = $ 1.600.00/unidad/afo

Aplicando la ecuacién:

Q =+/2DCo/Cc

Q = ,/2(4000)(20 00)/1600
Q= /10000

Q = 100 unidades
El punto de reorden es:

R =LD = (5)(4000) = 55 unidades
365 365




50 Sistemas y Modelos de Inventarios

Entonces la politica sera ordenar 100 unidades siempre que el inventario

baje a 55 unidades. El costo total por afio sera:

CT/afio=Dc+DCo+QCc=4.000(2000)+4.000(2000)+100(1600)=$8.160.000
Q 2 100 2

¢,Cuantos pedidos se haran en un afo?

N =D =4.000 = 40 ordenes
Q 100

¢, Cuantos dias calendario habra entre las 6rdenes? Si se usan 365 dias
por afio:

Dias entre 6rdenes = 365 = 365 = 9 dias
N 40

2.6 Casos especiales: Modelo de reabastecimiento uniforme/
Manufacturacion

El inventario de bienes terminados de un fabricante no se abastece de
solo golpe con una cantidad global. Los bienes llegan uno a uno
conforme salen del proceso productivo. De hecho el reabastecimiento es
uniforme como lo es la demanda supuesta por el modelo del Lote
Econdmico. La tasa de reabastecimiento o manufacturacion debe ser
mayor que la tasa de demanda, de otra manera no habria inventario. A

continuacion se presenta el perfil del modelo:

FIGURA 2-5: PERFIL DEL MODELO
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Donde:

Q: cantidad de Reabastecimiento o cantidad éptima a
Manufacturar (unidades)

D: tasa de demanda (unidades/afio)

M: tasa de Manufacturacion o Reabastecimiento Uniforme
(unidades/afo)

T: tiempo Planeado (1afio)

t : tiempo de un periodo, tanda o corrida de produccién (dias)

(M-D): tasa de acumulacion (Unidades/afio)

t4: tiempo produccién o manufacturacion (dias)

R: punto de reorden o preparar la siguiente tanda

L: tiempo de preparacion o anticipacion siguiente corrida

Durante el periodo de reabastecimiento, el inventario crece con una tasa

igual que la diferencia entre las tasas de demanda y manufacturacion. El

nivel de inventario maximo se alcanza después de un tiempo t4, es decir:
IMAX = (M-D) t,

Entre los periodos de manufacturacion (tandas o corridas), el inventario

decrece con una tasa D de demanda.

Se planea desarrollar una ecuacion para el costo total anual de
inventario.
CT/afo = Costo anual de Manufacturar +Costo anual de preparar +

Costo anual de conservacion
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De igual manera como ocurre en modelo del Lote Econémico se pude
determinar los costos de inventario de un periodo o tanda de produccion

y multiplicar por el numero de periodos anuales, esto es:

CT/afo = C’x N, donde:
C’= Costos de inventario de un periodo
N = Numero de periodos o tandas de produccion
C’=Qc+Co+%Cc y N=g

Por otra parte,
IMAX = (M-D)t; y t1= Q , luego: IMAX = (M-D)Q = Q(1-D/M)
M M
t= Q, volviendo a la ecuacion del costo total anual
D

CT/afio = [Qc +Co +Q(1-D/M)QCC] D = D¢ +DCo + Q(1-D/IM)Cc
2 D JQ Q 2

A partir de la ecuacién del costo total anual de inventario se puede
determinar la cantidad Q a producir que minimiza ese costo por prueba y
error o derivando la ecuacién con respecto a Q e igualando a cero. Con

este ultimo procedimiento el valor de Q se consigue con la expresion:

Q =,/2DCo/C c(1-D/M)

El punto de reorden o punto en que se inicia la preparacién del siguiente
periodo de produccion, estara dado por:

R=D.L
365

EJEMPLO 2-2:
Recordando el ejemplo dado en el modelo del lote econdmico donde:
D = 4.000 unidades/ano
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Co = $2000 /orden
Cc = $1600/unidad /afio
C = $2000/unidad
Supongamos que el reabastecimiento es uniforme con una tasa M =

8.000 unidades por afio. Entonces:

Q=,/2DCo/C c(1 - D/M) =,/2(4000)(2000)/1600(1 — 4000 /8000) =

+/20.000 =141unidades y

CT/ARo=Dc+DCo+Q(1D/M)Cc=(4000)(2000)+4000(2000)+141(14000/8000)(1600)
Q 2 141 2

CT/afio = 8.000.000 + 56568.5 +56568.5 = $8.113.137

Es interesante comparar estos resultados y los obtenidos cuando el
reabastecimiento es global (lote econémico). Con el reabastecimiento
uniforme se hacen pedidos mas grandes y los costos son menores, como

se indica en la tabla mostrada adelante.

La razén es que durante el periodo de reabastecimiento algunas
unidades que se reciben se distribuyen de inmediato para satisfacer la

demanda. Esto reduce los costos de conservacion.

TABLA 2-1
Comparacion de abastecimiento Uniforme y Global

ABASTECIMIENTO
UNIFORME GLOBAL
Cantidad que se debe 141 100

ordenar
Costo anual de inventario $8.113.137.00 | $8.160.000.00
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2.7 Casos especiales: Modelo de compra con faltantes.

Si los clientes aceptan que haya faltantes, es decir, que su pedido se
satisfaga después, cuando no se tiene un articulo en almacén, entonces
la venta no se pierde. Bajo esta condicion, el inventario puede reducirse.
En el limite no se tendria ningun inventario. Se supondra entonces, que a
cada unidad faltante, se asocia un costo agregado por faltantes, de
manera que se desea tener algun inventario. Los costos anuales de
inventario comprenderan ahora los costos de comprar, los de ordenar,
los de conservacién y los de faltantes. Se supondra también que los

reabastecimientos se reciben todos juntos (o de un solo golpe).

FIGURA 2-6
PERFIL DEL MODELO
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Donde:
Q: Cantidad 6ptima de compra (unidades)
F: Cantidad faltante o déficit (unidades)
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D: Tasa de demanda (unidades/ano)
IMAX: Inventario Maximo (unidades)
T: Tiempo planeado (1 ano)

t : tiempo de un periodo (dias)

to. tiempo de faltantes o déficit (dias)

t4. tiempo sin faltantes o sin déficit (dias)

De igual manera se define la ecuacion del costo total anual de inventario:
CT/afno= Costo de comprar/afio + Costo de Ordenar/afio +

Costo de Conservacion/ano + Costo de faltantes/ano

Dado que el tiempo por periodo y los tiempos sin y con faltantes se
consideran constantes se puede calcular el costo total anual como el
producto del costo de inventario por periodo por el numero de periodos
anuales, esto es:
CT/afio = Costo/Periodo x Numero de Periodos = C'x N
C' = Costo de comprar/periodo + Costo de Ordenar/Periodo +

Costo de Conservacion/Periodo + Costo de Faltantes/periodo

C'=Qc + Co + IMAX .t CC+E2C|:
2 2
N=D , IMAX=Q-F ,t=Q
Q D

Por semejanza de triangulos tenemos que:

t, =t t=IMAX.t=(Q-F)Q/D = (Q-F)Dy
IMAX Q Q Q

o
I
[®)
n
I

Oh—h
ol
[®)
Ul'n

mnic"

Reemplazando en la Ecuacion del Costo Total Anual de inventario

tenemos:
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CT/afio =[Qc + Co + (Q-F).(Q-F)Cc + F.F.C¢
2D 2D

o6

CT/afio = Dc + D Co + (Q-F)*Cc + F? C¢
Q 2Q 2Q

Para hallar los valores de las variables Q y F que minimizan la ecuacion
del costo total anual de inventario, se deriva parcialmente primero con
respecto a Q y luego con respecto a F, se igualan las derivadas a cero

(0) y se combinan las dos ecuaciones resultantes, obteniéndose que :

Q =+42DCo/Cc ,/(Cc +Cf)/Cf

F = ¥2DCo/Cf ,/Cc/(Cc +Cf)
EJEMPLO 2-3:

Continuando con el mismo ejemplo del lote econdmico se tiene que:
D=4.000 unidades /afo
Co= $2000/orden
Cc= $1600 /unidad-afio

Supongamos que el costo de faltante Cf= $1600/unidad

Entonces:

Q =,/2(4000)(2000) /1600 ,/(1600+1600)/1600 = (100) (1,41)=141 unidades

F =./2(4000)(2000) /1600 |@00/(1600+1600) = (100) (0,707) =70,7 unidades
IMAX = Q-F = 141-71= 70 unidades

CT/afo =
Dc+DCo+(Q-F) 2Cc+F?Ce= (4000)(2000)+4000(2000)+(141,4-1)2(4000) + (71)*(1600)
Q 2Q 2Q 1414 2(141,4) 2(141,4)

CT/afio = 8.000.000 +56.568.5+ 28.284.25+ 28.284.25 = § 8.113.137
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2.8 Casos especiales: Modelo de compra con descuento por
cantidad

Otra situacion tipica surge cuando se tiene la oportunidad de recibir un
descuento en la compra de una cantidad grande. Puede ser que el costo
de tener un inventario adicional quede mas que compensada reduciendo
el costo de compra. La forma mas directa de saber si se deben ordenar
cantidades grandes es comparar el costo total anual en inventario con
base en la cantidad econdémica y el precio base con la cantidad de
compra sugerida y el precio unitario con descuento. No se necesitan
férmulas nuevas, simplemente se aplican las que ya se describieron.

Esto puede hacerse de la siguiente manera:

1. Encuéntrese el tamano del lote econdmico con el precio base. Si el
tamafo del lote econdmico es mayor que la cantidad minima de
descuento, el problema esta resuelto. Simplemente se calcula otra
vez el lote econémico con el precio de descuento y se ordena esa
cantidad. Suponiendo que el lote econdmico con el precio base es
menor que el nivel de descuento, se procede con el paso 2.

2. Calculase el costo total anual con precio y lote econdmico base.
Calculase el costo total anual con precio y cantidad sugerida de
descuento.

4. Compare el costo total anual con precio y lote econémico base con
cada uno de los costos totales calculados para cada precio y cantidad
sugerida de compra asociada y escéjase aquel tamafio que
corresponda al menor costo total anual en inventario.

5. Calculase el ahorro entre la diferencia del costo total anual
correspondiente al precio base y lote econdmico con el costo total
anual si resultare menor con el precio de descuento y la cantidad

sugerida de compra.
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Si resulta que la cantidad de descuento es menos costosa, se debe

recalcular el lote econémico con el precio de descuento para comprobar

si se debe pedir mas que la cantidad minima.

En el caso de que existan precios de descuento multiples, el
procedimiento anterior debe repetirse para cada precio de descuento con

el fin de encontrar la cantidad que debe ordenarse de precio minimo.

EJEMPLO 2-4:
Supongase que el proveedor del ejemplo del modelo del lote econémico
ofrece un descuento del 5% si se ordenan 200 unidades o mas.

C= $2000/unidad

D= 4.000 unidades/afio

Co= $2000/orden

Cc= $1400 + (10%)($2000) =$1600/unidad/afio

Paso 1: Calcular Q, con precio Base
Q=
Q=
Q= /10000

Q = 100 unidades

Dado que Q< nivel de descuento (100 < 200), se sigue con el paso 2:

Paso 2: Calcular el CT/afio, con precio base y Q*

CT/afio=Dc+DCo+Q Cc = 4.000(2000) + 4.000 (2000) + 100 (1600) = $8.160.000

Q 2 100 2
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Paso 3: Calculase el Costo total anual con Precio de descuento y

cantidad de compra sugerida.

CT/afo
4000(2000)(0,95)+4000(2000)+200(1400+0,1*0,95*2000)=7600.000+40000+190000= 7830000
200 2

Como el costo Total anual con precio de descuento es menor que el
costo total anual con precio base y cantidad econdémica, se acepta el

descuento, comprando 200 unidades.

Paso 4: Calcular la cantidad econdmica con precio de descuento:

Q = /2(4000)(20 00)/1520 = 102,6 unidades

Esta cantidad es todavia menor que la cantidad minima de descuento por
tanto se ordenan 200 unidades ya que existe un ahorro = 8.160.000 -
7.830.000 = $330.000

2.9 Casos especiales: modelo de manufacturacion con faltantes.

Los supuestos de este modelo son iguales a las del modelo de
manufacturacion excepto que se permite déficit (faltantes). En la

siguiente figura se muestra esquematicamente este modelo:
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FIGURA 2-7
Donde:
Q: Cantidad 6ptima de compra (unidades)
M: Tasa de manufacturacién (unidades/ano)
F: Cantidad faltante o déficit (unidades)

D: Tasa de demanda (unidades/ano)

M-D: Tasa de Acumulacion (Unidades/afio)
IMAX: Inventario Maximo (unidades)

T: Tiempo planeado (1 afno)

t: tiempo de un periodo (dias)

ty tiempo de Manufacturacion (dias)

to: tiempo sin faltantes o sin déficit (dias)

t3: tiempo de faltantes (dias)

t4: tiempo de faltantes (dias)

De igual manera se define la ecuacion del costo total anual de inventario:
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CT/ano=  Costo de Manufacturar/ano + Costo de Preparacion/afio +

Costo de Conservacion/ano + Costo de Faltantes/afio

Dado que el tiempo por periodo y los tiempos sin y con faltantes se
consideran constantes se puede calcular el costo total anual como el
producto del costo de inventario por periodo por el numero de periodos

anuales, esto es:

CT/ano = Costo/Periodo x Numero de Periodos = C'x N
C'= Costo de Manufacturar/periodo + Costo de Preparar /Periodo +
Costo de Conservacion/Periodo + Costo de Faltantes/periodo

C'=Qc + Co + IMAX (t; + t,)Cc + E(ts+t4) CF
2 2
N=D , IMAX = Q(1-D/M)-F
Q
Realizando una serie de semejanzas de triangulos se tiene que:

t+t, = (Q (1-D/M) - F)(1/(M-D)+1/D)
ts+ty = F (1/(M-D)+1/D)
Reemplazando en la Ecuacion del Costo Total Anual de inventario

tenemos:

CT/afio = Dc + Co (D/Q) + Cc (Q(1-/DIM)-F)? (1/(1-D/M) +Cf (1/(1-DIM)F?
2Q 2Q

Para hallar los valores de las variables Q y F que minimizan la ecuacion
del costo total anual de inventario, se deriva parcialmente primero con
respecto a Q y luego con respecto a F se igualan las derivadas a cero (0)

y se combinan las dos ecuaciones resultantes, obteniéndose que :

Q= +2DCo/Cc(1-D/M) ,/(Cc +Cf)/Cf

F = J/2DCo/Cf+1-D/M|/Cc/(Cc+Cf)
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EJEMPLO 2-5:
Continuando con el mismo ejemplo que hemos venido manejando del
lote econdmico se tiene que:
D = 4.000 unidades /afno y la tasa de Manufacturacién
M=8000 unidades/afo
C= $2000/unidad (costo unitario de Manufacturacion)
Co= $2000/Corrida Costo de Preparacion/Corrida
Cc= $1600/unidad-afo
Supongamos que el costo de faltante Cf= $1600/unidad

Entonces:
Q= \/2(4000)(2000)/ 1600(1—(4000/ 8000)\/(1600 +1600 )1600
Q= (141,42) (1,4142)= 200 unidades

F = \/2(4()00 (2000 ) /1600 \/1—(4000/8000)\/1600 /(1600 +1600)

F = (100) (0,707) (0.701)=50 unidades
IMAX = Q (1-D/M)-F = 200(1-2000/4000)-50= 50 unidades

CT/afio = Dc + Co (D/Q) + Cc (Q (1-D/M)-FY? (1/(1-D/M) +Cf (1/(1-D/M))F?
2Q 2Q
CT/afio = 8.000.000+ 40.000+ 20.000 + 20.000 = $8080.000

2.10 Modelo con demanda probabilistica cuando no se conoce el
costo de faltantes.

En los modelos con demanda incierta o probabilistica se supone que se
conoce la distribucion de probabilidad de la demanda, pero que esa
demanda es impredecible en un dia 0 mes dado. Con frecuencia este es
el caso cuando se trata de una tienda, ventas industriales y la mayoria de

los servicios.
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La incertidumbre al predecir la demanda significa que siempre existe la
posibilidad de que haya faltantes, es decir, de quedar sin articulos en

almacén.

El riesgo puede reducirse teniendo un inventario grande, pero nunca
puede eliminarse. La tarea del administrador de inventarios es balancear

el riesgo de faltantes y el costo de existencia adicional.

En la mayoria de los sistemas de inventarios, el costo de quedar sin
articulos en almacén no se conoce con exactitud. En estos casos la
administracion debe tomar una decision subjetiva en cuanto al riesgo que
se correra. En los casos en que el costo de un faltante puede
determinarse, es posible obtener una politica 6ptima de inventario. Aqui,
se describird un modelo de cantidad fija de reorden con costos de

faltantes desconocidos.

2.11 Modelo con demanda probabilistica cantidad fija de reorden y
costos de faltantes desconocidos.

Es necesario calcular tanto la cantidad fija de reorden como el punto de
reorden. Para encontrar la cantidad fija de reorden, se usa el modelo
basico del lote econdmico. Los faltantes se ignoran y se supone que la

incertidumbre en la demanda es despreciable, con la demanda promedio.
Q=42DCo/Cc

Donde Q = Tamario del lote econémico en unidades

D =Demanda promedio en unidades por afio

Co= Costo de ordenar en $ por orden
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Cc = Costo de conservaciéon en $ por unidad por afo.

A Cantidad que se tiene

R = Punto
R de
3 renrdean
Q
L1 'Tiempo
L2 L3
FIGURA 2-8

Como los calculos del punto de reorden toman en cuenta el tiempo de

entrega, se esta a salvo al ignorar el tiempo de entrega para encontrar la

cantidad de reorden.

A una vez que se hace a un lado el tiempo de entrega, el problema se

parece mucho al modelo basico del lote econémico, minimizar la suma

de los costos de ordenar y de conservacion. Dado que las variaciones de

la demanda se promedian se puede calcular la cantidad econdmica con

esta demanda promediada.
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Para encontrar el punto de reorden no existe manera 6ptima cuando no

se conoce costo de faltantes.

En su lugar se utilizan los conceptos de inventario de seguridad y nivel
de servicio para hacer un juicio sobre el riesgo de faltantes aceptable.
También se toma en cuenta el hecho de que la posibilidad de quedar sin
articulos en almacén solo existe durante el tiempo de entrega:
consideremos la figura mostrada adelante. Cuando el nivel de inventario
esta arriba del punto de reorden, como antes de colocar el pedido R4, no
hay posibilidad de quedar sin existencias. Cuando el nivel baja del punto
de reorden, se coloca un pedido y comienza el periodo de entrega.
Solamente durante estos periodos (L4, Ly, L3) existen, posibilidades de
faltantes. Entonces para determinar el punto de reorden sélo es
necesario conocer la distribucion de la demanda durante el tiempo de

entrega. Esto se llama demanda del tiempo de entrega.

En la figura mostrada a continuaciéon se presenta un ejemplo de
demanda del tiempo de entrega. Aqui se muestra una distribucion normal
centrada en la demanda promedio del tiempo de entrega DdL , en donde
Dd es la demanda diaria promedio. Si el punto de Reorden se iguala a la
demanda diaria del tiempo de entrega, el inventario que se tiene en el
momento de recibir una orden sera cero , en promedio . Pero la mitad de
las veces sera mas cero y la mitad de las veces sera menos que cero, es
decir, habra faltantes. Como casi siempre una posibilidad del 50% de
quedar sin existencias es muy alta, se debe agregar un inventario de

seguridad.
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Probabilidad Dd = Demanda diaria promedio

L = Tiempo de entrega

Dd
FIGURA 2-9
En efecto, el inventario de seguridad se muestra en la figura siguiente. El

punto de reorden se incrementa para proporcionar mayor proteccion

A Cantidad que se

LIPENZVEN

R =
Punto de
B = Inventario de seguridad .
l Tiempo
L L2 L
2

1

contra los faltantes durante el tiempo de entrega. La formula para el
punto de reorden se convierte en:

FIGURA 2-10

R=DdL +B
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En donde: R = Punto de reorden

Dd = Demanda diaria promedio en unidades

L = Tiempo de entrega promedio en dias

B = Inventario de seguridad en unidades
La cantidad de inventario de seguridad estd basada en la decisidén
administrativa sobre el nivel de servicio. El Nivel de Servicio es la
probabilidad de tener un articulo en almacén cuando se necesite. La
administracion debe hacer un juicio intuitivo de cual debe ser esta
probabilidad, no puede derivarse matematicamente. Los niveles de
servicio en general varian del 80 al 99%. Esto significa que la posibilidad
de quedar sin articulos en almacén varia entre un 20y 1 %. Una vez que
se escoge el nivel de servicio, la cantidad de inventario de seguridad que

se necesita se encuentra como se muestra en la figura anterior.

Como en la tabla de la Distribucion Normal, se encuentra Z que
corresponde al nivel de servicio deseado. Asi, para un nivel de servicio

del 95%, Z = 1,64. El Inventario esta dado entonces por:
B=20
En donde B = Inventario de seguridad en unidades y o desviacion

estandar de la demandad del tiempo de entrega.

= 0,
Probabilidad NS = 95%

DdL= 50 | R = Punto de Reorden
Inventario de seguridad

FIGURA 2-11
Por ejemplo, en la figura anterior
B = (1,64) (20) = 32,8 0 33 unidades
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El punto de reorden es
R=DdL +B
R =(10) (5) + 33 = 83 unidades

Resumiendo el procedimiento para el modelo:

Encuéntrese la cantidad que debe ordenarse con el modelo del
lote econdmico basandose en la demanda promedio.

Determinese el inventario de seguridad con base en la
distribucién de la demanda del tiempo de entrega y seleccion intuitiva del
nivel de servicio.

Igualese el punto de reorden a la demanda promedio del tiempo

de entrega mas el inventario de seguridad.

EJEMPLO 2-6:

El proveedor de una bodega de Gran abastos es un almacén lejano. Con
pocas excepciones, la bodega puede abastecer cualquier articulo que se
pida en cualquier cantidad. Uno de los articulos que se vende, es el
aceite para cocina a base de soya. La demanda de aceite tiene un
promedio de cinco cajas por dia y se distribuye normalmente. El tiempo
de entrega varia un poco, con un promedio de tres (3) dias .La
desviacion estandar para la demanda del tiempo de entrega es de 3,9.
Los costos de ordenar se estiman en $15.000 por orden. El costo de
conservacion es de $1.000 por caja por afio. EI comerciante quiere un

98% de nivel de servicio en el aceite para cocina.

Para encontrarle la cantidad de reorden se necesita conocer la demanda
anual promedio. Si la tienda abre 6 dias por semana durante 50
semanas, entonces:

D = (5) (6) (50) = 1500 unidades /afio

También:
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Co = $15.000/orden
Cc = $1000/caja/afio

Entonces:

Q =4/2DCo/Cc = ,/2(1500)(15 000)/1000 =67 cajas

A continuacion se encuentra el inventario de seguridad , para un nivel de
servicio del 98%, se busca en la tabla Area bajo la curva Normal
estandar Anexo 2 y entramos que Z = 2,08; entonces el inventario de
seguridad es:
B =2Z0=2(2,08) (3,9) = 7,9 u 8 unidades
Por ultimo el punto de reorden es:
R =DdL + B = (5) (3) +8 = 23 unidades

El comerciante debera utilizar la siguiente politica: “Cuando el nivel de

inventario baje a 23 cajas, se debe ordenar 67 cajas”

2.12 Modelo con demanda probabilistica cuando si se conoce el
costo de faltantes.

Cuando los costos por faltantes se conocen, es posible optimizar tanto la
cantidad de reorden como el punto de reorden. El racionamiento basico
que respalda este procedimiento es el mismo que el que se usé para
desarrollar el modelo del lote econémico. Todos los costos de inventario
se expresan en términos de la cantidad que debe ordenarse y del punto

de reorden y después se minimizan y se suman.

La cantidad que debe ordenarse se calcula con el modelo basico del lote
econdmico con la demanda promedio, como se describié antes. En

realidad esto da una cantidad que debe ordenarse un poco menor que la
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6ptima. La razon es que los costos por faltantes tienden a aumentar el
tamano de la orden para reducir el numero de 6rdenes. Debe recordarse
que la posibilidad de faltantes ocurre sélo cuando se hacen los pedidos
(en el periodo de entrega); asi las probabilidades totales disminuyen si
hay menos ordenes. Pero es obvio que los costos de conservaciéon se
elevan si hay menos ordenes. El efecto neto es que el valor 6ptimo es

muy poco diferente del valor aproximado del lote econdmico.

Para encontrar el punto de reorden se aplica el concepto de costo
marginal. Cada vez que el punto de reorden se incrementa en 1 unidad,
el costo de conservacion aumenta y el costo por faltantes disminuye.
Debe haber un punto de cruce entre los dos costos que proporcione el
mejor punto de reorden. Esto ocurre cuando los dos costos marginales

son iguales.

Costo marginal de mantener = Costo marginal por faltante

El costo esperado de aumentar el punto de reorden en 1 unidad (costo
marginal de conservacion) es igual que el costo de conservacién (Cc)
multiplicado por la probabilidad de que no haya faltantes. (Cuando ocurre
un faltante no hay costo de conservacion). Si P representa la
probabilidad de que la demanda sea menor que el punto de reorden, es

decir de que no ocurran faltantes, para ser mas precisos:

DdL = Demanda promedio del tiempo del tiempo de entrega
R= Punto de reorden
P= Probabilidad (DdL< R)

Entonces el costo marginal de conservacion = CcPT
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El costo marginal de faltantes durante el periodo de entrega es igual que
el costo del numero de unidades que faltan multiplicado por la
probabilidad de un faltante, o sea:

(1-P)Cf

En donde Cf= Costo unitario por faltante.

Como puede ocurrir un faltante cada vez que se hace un pedido, el costo
anual por faltantes depende del nimero de 6rdenes. Con una demanda
anual D y una cantidad que debe ordenarse Q, el nimero promedio de
ordenes es D/Q, es decir,

Numero promedio de 6rdenes por afio= D/Q

Asi:
Costo Marginal por faltantes = (1 — P) CfD/Q

Igualando los dos costos marginales y resolviendo para P:
CcP= (1 - P) CfD/Q
CcP +PD/QCf = D/QCf

P=_ D/QCf
Cc +D/QCf

Probabilidad

P= CfD/Q
Cc+CfD/Q

DdL IR= Punto de Reorden de la demanda
del tiempo de entrega

FIGURA 2-12
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Esto da una probabilidad critica. Entonces el punto de reorden se
selecciona como se muestra en la figura. Con la distribucion de

probabilidad de la demanda del tiempo de entrega, se escoge R tal que:

Probabilidad (DdL< R) = P= __D/QCf
Cc +D/QCf

Ejemplo 2-7:

Cierto articulo de inventario tiene una demanda anual promedio de 5.000
unidades. Con base en 250 dias habiles por ano, la demanda diaria tiene
un promedio de 5000/250, 6 20 unidades por dia. El tiempo de entrega
varia, con un promedio de 2 dias. Se supondra que la demanda del
tiempo de entrega tiene una distribucion normal, con una desviacion
estandar de 6.3 unidades. Los costos de ordenar son de $2.000 por
orden, los costos de conservacion $2.500 por unidad por afio y el costo

por faltantes es de $1000 por unidad. Entonces:

D = 5.000 unidades por afo
Dd= 20 unidades por dia
L = 2 dias
Co=$ 2.000 por orden
Cc= $2.500 por unidad por afo
Cf=$1.000 por unidad
Para encontrar el tamafo de la orden, se ignoran los faltantes y se usa el

Modelo basico del lote econémico:

Q= +/2DCo/Cc =4/2(5.000)(2 .000)2.50 0) = .B000 =89.44

Después se encuentra la probabilidad critica:

P=_(D/Q)Cf =(5000/89.44)(1000) = 56.2 = 0.96
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Cc +D/QCf 2.500 + (5000/89.44)(1000) 2.500+56.2

Como la distribucién es normal, se sabe que: R=DdL +Zc

De la Tabla Normal del apéndice,

Por dltimo, R = DdL+ Zo =20(2) +1.75 (6.3) = 40+11 =51 unidades. Asi,
cuando el inventario baja a 51 unidades, se debe hacer un pedido de 89

unidades.

2.13 Modelo de periodo fijo de reorden.

Con los modelos de periodo fijo de reorden se determina un intervalo fijo
6ptimo para llevar a cabo las revisiones del inventario: Entonces, cada
vez que se hace un pedido se ordena la diferencia entre algun maximo y
la cantidad que se tiene. Se haran las mismas cuatro suposiciones que
se hicieron para el modelo basico del lote econdmico: demanda uniforme,
abastecimiento global, tiempo de entrega constante y costos constantes.
Bajo estas suposiciones se encontrara que el modelo de periodo fijo de
reorden optimo es el mismo que el modelo del lote econémico que se
encontré6 antes, excepto que este recibe el nombre de intervalo

econdmico de reorden.

Intervalo econdmico de reorden

En la Figura 1 se muestra el inventario que se tiene. El inventario
disminuye en respuesta a la demanda. Cuando se hace la revision se
coloca un pedido por la diferencia entre M (el maximo) y la cantidad que
se tiene. Al recibirse, el inventario se reestablece en su maximo. La

primera tarea es encontrar el intervalo 6ptimo de reorden (T).
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El método para encontrar t es el mismo que se empled para encontrar el
modelo del lote econdmico: se minimiza el costo total anual de inventario.
Como se tienen las mismas suposiciones, puede aplicarse la ecuacion
del costo total anual: CT/afio = Dc +D/QCo +Q/Cc

Unidades Nivel hasta el que se ordena
Ml T T
i i i Figura 2.13-1.
L bel . L Tiempo
FIGURA 2-13

Seria mejor tener T en lugar de Q. Esto puede arreglarse sustituyendo t=
Q/D
o] Q=tD
Entonces costo Total anual de inventario:
CT/afno= Dc+ DCo/tD + tDCc/2
CT/ano= Dc +Col/t +t{DCc/2

Este costo se minimiza cuando el periodo de reorden es:
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t= /2Co/DCc

En donde: t= Intervalo econémico de reorden en arios
D= demanda anual en unidades
Co= Costo de ordenar en pesos por orden

Cc= Costo de conservacion en $ /unidad /afio

Para completar el modelo es necesario encontrar M, el maximo. Este se
conoce como el punto hasta el que se ordena. Dicho nivel depende del
tiempo de entrega. Logicamente, las revisiones periddicas se deben
programar con tiempo suficiente para permitir que se haga un pedido y
que se reciba antes de quedarse sin articulos en el almacén, Esto
significa que M debe ser igual que la cantidad que se usa a través de un
periodo mas una cantidad igual que la demanda del tiempo de entrega.
Entonces:
M=tD +LD =D (t+L)

En donde: t= Intervalo econémico de reorden en afos

D= Demanda anual en unidades

L= Tiempo de entrega en afos

Nétese que t, D y L deben tener las mismas unidades de tiempo

Ejemplo 2-8:

Consideremos el fabricante que necesita 4.000 piezas de ensamble
para el proximo afio del primer ejemplo del lote econdmico. El costo de
las unidades es de $2.000 cada una. Se dispone en la localidad con un
tiempo de entrega de 5 dias, pero el costo de ordenar para el fabricante
es de $2000 por orden. El costo de conservacion es de $1400 al afio por
almacenamiento, mas el 10% por unidad por afio por el costo de
oportunidad del capital. ¢ Cuantas unidades debe ordenar el fabricante
con el fin de minimizar los costos totales de inventario?

De los datos suministrados se tiene:
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D =4.000 unidades/aino
Co = $2000/orden
Cc = $1400+ (10%) ($2000) = $1600/unidad/afio
L =5 dias
Aplicando la Ecuacién: t= =
t= 0.025 afos
Para convertirlo en dias:
t= 365(0.025)= 9,125 dias
El punto hasta el que se ordena es:
M= D (t+L)
M= (4000) (0.025+5/365) =155 unidades

2.14 Modelo probabilistico de compra con periodo fijo de reorden.

Con un modelo de periodo fijo de reorden se verifica el balance de
inventario a intervalos fijos de tiempo y se coloca una orden por la
diferencia entre el balance que se tiene y el punto hasta el que se
ordena. Como el periodo de revisién es fijo, puede ocurrir un faltante en
cualquier momento durante el periodo de revisiéon, como se muestra en la
Figura 2-14.

Cantidad que se tiene  Periodo de revision

4 T —pe— T
M p=m====mmog s e
Q
Jicoll )/(4000)(1600)
IGURA 214
E \4 E Inventario de
N N DNl oo sequidad___
|, e— |, ' Tiempo

Tiempo de entrega
variable
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Esto es bastante diferente de los dos modelos anteriores, en los que los
faltantes podrian ocurrir sélo durante un periodo de entrega. Como
resultado, el inventario de seguridad debe ser mayor, si se quiere

proporcionar el mismo nivel de servicio.

El modelo que se presenta se supone que tiene una distribucion normal,
la demanda del tiempo de entrega se distribuye normalmente y los costos
de faltantes no se conocen. Para encontrar el periodo 6ptimo para
ordenar, se ignora toda incertidumbre y se aplica el modelo de intervalo
economico de reorden visto. Después se aplica el concepto de nivel de
servicio determinado administrativamente para encontrar el punto hasta

el que se ordena.

Célculo del periodo de reorden.

Ignorando la incertidumbre puede aplicarse la ecuacion hallada para

encontrar el intervalo econémico de reorden en los modelos
deterministicos: t= v 2Co/DCc

En donde: t= periodo de reorden (afos)
D= Demanda promedio (unidades/afo)
Co = costo de ordenar ($/afio)

Cc= Costo de conservacion ($/unidad/afio)
Céalculo del punto hasta el que se ordena.
Cuando se estudia el modelo de periodo fijo de reorden con demanda y

tiempo de entrega constantes, se encontré que el nivel hasta el que se

ordena es igual que la demanda durante el periodo para ordenar mas la
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demanda del tiempo de entrega. Rescribiendo la ecuacion de M para

convertir todo en dias:

M = Dd (t+L)
En donde M = Punto hasta el que se ordena (unidades)
Dd = demanda promedio diaria (unidades/dia)
L = Tiempo de entrega promedio (dias)

t = Periodo de reorden (dias)

Esta ecuacion se utiliza en el caso de demanda y tiempo de entrega
inciertos. Lo unico que se debe agregar es el inventario de seguridad

para reducir el riesgo de faltantes (ver Figura).

Cantidad fija de Periodo de revision
reorden

N

_____ Nivel de
\ Reabastecimiento

©) Tiempo

Figura 2-15

Con la misma légica que se presentd antes, se escoge un nivel de
servicio NS o probabilidad de tener existencias. Esta probabilidad se usa,
entonces, con la distribucion de la demanda para encontrar la cantidad

de inventario de seguridad.
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Pero, ¢Qué distribucion de demanda se usa? Con el modelo de cantidad
fija de reorden se us6 la demanda del tiempo de entrega. Sin embargo,
ahora pueden ocurrir faltantes en cualquier momento del periodo.
Entonces se necesita la distribucién de la demanda del periodo de

revisidon, como se muestra en la figura siguiente:

Probabilidad

Dat Demanda (unidades)

Figura 2-16

Suponiendo que la demanda del periodo de revisidbn se distribuye
normalmente, se usa el nivel de servicio para leer la tabla normal
estandar (apéndice B) y encontrara el valor correspondiente de Z.
Entonces:

B= Inventario de seguridad = Zo

En donde o= desviacion estandar de la demanda del periodo de reorden.
Asi el punto hasta el que se ordena esta dado por:
M= Dd(t+L) +B
=Dd (t +L) +Zo

En la Figura 2-17 se muestra esto en un diagrama. Por conveniencia, la
distribucion esta centrada en Dd (t+L) y no en la demanda promedio del

periodo de revision.
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95%
Probabilidad Nivel de Servicio
Dd= 10 unidades

T=45 dias
L =5 dias
6=100 unidades
~—
500 " Unidades
Dd (t +L) ,
i Inventariode |
' seguridad E
Figura 2-17

Con los numeros que se muestran en el apéndice B, para un nivel de
servicio de 95%: Z=1.64 M= Dd (t+L) +Zoc = (10) (45+5) + (1.64)(100)
= 500+164= 664 unidades

Ejemplo 2-9:

El ejemplo se refiere al distribuidor de aceite de soya para cocina visto
anteriormente, con una demanda promedio de 5 cajas por dia, distribuida
normalmente. El tiempo de entrega tenia un promedio de 3 dias. El costo
de ordenar era de $15.000 por orden y el costo de conservacién de
$1.000 por unidad por afio. El vendedor deseaba un nivel de servicio del
98%.

Para encontrar el periodo de reorden, se basa la demanda anual en un
afio de 300 dias habiles:

Demanda anual = D = 300(5) = 1500

Con la Férmula: t=42Co/DCc = 4/(2)(1.5)/(15.000)/(1000)=0.045 afios
En dias habiles: t= (0.045) (300)= 13 dias
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Entonces el periodo de revision debe ser, mas o menos 13 dias habiles.
Después, para encontrar el punto de hasta el que se ordena, se
encontrara primero el inventario de seguridad. Para esto se necesita la
desviacion estandar de la demanda del periodo de revision, que no era
un dato dado en el ejemplo primero. Se supondra que esta es de 9
unidades con base en los datos historicos. Para un nivel del 98%, el
apéndice B da Z= 2.08.

B=Zc

B=(2.08) (9)= 18.7 6 19 unidades
El punto hasta el que se ordena es:

M=Dd (t+L)+B

M= (5) (13+3)+19

M= 99 unidades
La politica de inventario es revisar el balance cada 13 dias habiles. Se
debe hacer un pedido por la diferencia entre 99 unidades y el balance en

el momento de la revision.

El inventario de seguridad que se necesitdé aqui fue de 19 unidades,
mientras que solo se requirieron 8 unidades para el modelo de cantidad

fija de reorden.

2.15 Analisis de inventario ABC - Ley de Pareto

La clasificacion es la etapa esencial en una administracion sana de
inventarios: La empresa, segun sus necesidades, adopta ciertos criterios
a este respecto, entre los cuales se pueden mencionar la tasa de
rotacion, el objeto, la utilizacion, el valor del consumo anual, etc. La
clasificacion por el método ABC es utilizada en las empresas que desean

ejercer un minimo de control sobre sus inventarios.
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Este método consiste en reagrupar los articulos del almacén ya sea con
base en el gasto anual promedio de cada articulo (costo de compra y
gastos generales), o con base en la inversion anual para cada uno. Se
procede a esta clasificacion una vez que se han identificado los articulos
de almacén y que los ficheros de utilizacion han sido establecidos y

mantenidos durante un ciclo completo de operaciones.

Enseguida se describen las etapas de su elaboracion:

Los articulos se clasifican en orden decreciente o creciente, tomando
como base el gasto anual o inversion anual.

Se suman los valores de todos los articulos del almacén. El resultado
representa la inversion total anual.

El valor de cada articulo se convierte en porcentaje del total de la

inversion anual.

Los articulos se reparten en tres grupos: A, By C, asi:
e El Grupo A, que representa entre el 70% y el 80% del consumo
anual total en $, contiene entre el 10% y el 20% de los articulos.
e El Grupo B, que representa entre el 15% y el 20% del consumo
anual, contiene del 30% al 40% de los articulos.
¢ El Grupo C, que representa entre el 5% y el 10% del consumo

total, contiene del 40% al 50% de los articulos.

Ejemplo 2-10:

En la tabla siguiente se muestra la inversién anual para diez articulos

hallados en almacén. Clasifiquelos por el método ABC.



Sistemas y Modelos de Inventarios 83

N° de
Articulo | 23 39 | 43 42 47 56 61 74 88 102
Costo
anual |150.000 | 800 | 4.250 | 950.000 | 250.000 | 15.000 | 2.250 | 75.000 | 750.000 | 130.000
SOLUCION:
Etapas a) y b): Etapa c)
Numero Costo Anual Porcentaje
42 $ 950.000.00 40,8
88 750.000.00 32,1
67 250.000.00 10,7
23 150.000.00 6,4
102 130.000.00 5,6
74 75.000.00 3,2
56 15.000.00 0,6
59 8.000.00 0,3
43 4.250.00 0,2
61 2.220.00 0,1
TOTAL: $2.334.500.00 100,0%

Etapa d):




84 Sistemas y Modelos de Inventarios

INVERSION INVENTARIO
GRUPOS 5570 PORCENTAJE ] PORCENTAJE
N° ARTICULO
ANUAL % %
A $1.700.000.00 72.9 42 88 20
B 530.000.00 22,7 47,23,102 30
C 104.500.00 4.4 74.,56,59 43 61 50

Puede observarse que un gran numero de articulos (40% a 50%) no

constituyen mas que un pequefio porcentaje (5% al 10%) del costo anual.

Esto se hace con el objeto de:

e Oirientar los esfuerzos del administrador en la elaboracion de la

politica y los procedimientos de control de inventarios.

¢ Permite repartir el presupuesto y el tiempo del personal en funcion

del valor de los diferentes articulos en almacén.

2.16 Aplicaciones: Modelos de inventario

Modelo del Lote Econémico

3 La Tienda de Paco hace un pedido por semana para proveerse de

los para consumos regulares. Un producto, la salsa California,

parece tener una demanda uniforme de 10.000 botellas cada afo.

La Tienda de Paco que el costo anual de conservacion es el 20% y

el costo de ordenar es $20.000 Los costos de la tienda son $8.000

por botella. ; Cual es la cantidad éptima de reorden?

4 Si la demanda de un articulo es uniforme de 20.000 unidades por

afio y los costos de ordenar son de $5000 con un costo de
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conservacion de $500 por unidad por afio, jcuantas unidades seran
ordenadas cada vez? j Cuantas ordenes se haran en un afo? ¢Cual

es el costo total anual de inventario?

Para el Campeonato Local de Béisbol las pelotas de béisbol tienen
una demanda de 80 pelotas por semana. La Liga paga $15.000 por
cada pelota y estima el costo anual de conservacion en un 20% del
valor del inventario promedio. Se lleva 2 semanas recibir una orden
y cuesta $4.000 procesarla. ;,Cudl debe ser el punto de reorden?

¢ Cuantas pelotas debera ordenar la Liga cada vez?

Ferreteria El Rey almacena una cuchilla para cortadoras de pasto
que le sirve a muchos modelos de cortadoras. La cuchilla se vende
por $5.000 y le cuesta a la ferreteria $3.750. Durante el invierno el
negocio es bueno con una demanda estable de 100 cuchillas mes.
La Ferreteria estima sus costos de reorden en $4000 por orden y
sus costos de conservacién en un 20% del valor del inventario
promedio. El tiempo de entrega para cada orden es una semana.

Formulese una politica de inventario para la Ferreteria el Rey

basandose en un modelo de cantidad fija de reorden.

¢, Cual seria el costo de inventario total anual para la firma si la

demanda permaneciera a 100 por mes todo el afo?

Un fabricante utiliza 10.000 unidades al afio de un articulo que
cuesta $2.667 cada uno. El tiempo de entrega es de 5 dias y una
orden cuesta $800. El costo de conservacion se estima en un 15%
del valor del inventario promedio. Usando un modelo de cantidad fija
de reorden:

a) ¢Cuantos articulos deben ordenarse cada vez?

b) ¢Cual es el punto de reorden?
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c) ¢Cual es el costo anual de inventario?
Una firma compra $ 80.000.000 anual de un articulo particular. El
costo de conservaciéon es 10% del valor del inventario promedio y el
costo de ordenar es $10.000 por orden. ;Cual es el valor en pesos

que debe ordenar la firma? s Cuantos pedidos hara durante el ano?

Lamparas Gloriben vende 80 unidades al mes de una lampara
especial. La lampara cuesta $20.000. El tiempo de entrega de las
ordenes es de 2 semanas Yy el costo de la orden es $10.000. Los
costos de conservacion se estiman en $2000 por unidad por afo,
mas el 5% del valor del inventario promedio. Se emplea un modelo
de cantidad fija de reorden.

¢ Cual es la politica de inventario que debe seguir Gloriben?

¢, Cual es el valor del inventario promedio?

¢, Cual es el inventario maximo?

¢, Cual es el costo anual de inventario?

Lamparas Gloriben del ejercicio 7 hace un estudio de sus costos de
inventario y encuentra que su costo de ordenar tiene un 100% de
error; en realidad es $5.000 y no $10.000 ;,cual debe ser la politica
de inventario de Lamparas Gloriben con el costo de ordenar
corregido? Cémo porcentaje, ¢ cual fue el aumento en el costo anual

de inventario debido al error?

Supdngase que la demanda de un articulo es de 1000 unidades por
mes con un costo de conservacion de $10.000 por unidad por afo.
El costo de ordenar es $6.000 por orden.
Encuéntrese el tamano del lote econémico y el numero de
6rdenes por ano.

Encuéntrese el costo total anual de inventario.
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Encuéntrese el tamano del lote econémico y el numero de
ordenes por afo si los costos de ordenar son $4.000, $6.000,
$8.000 y $10.000.

Para comprobar que tan sensible es el modelo del lote econémico
a los errores en las estimaciones de costos, encuéntrese el costo
total anual de inventario para cada uno de los costos de ordenar
en c). Supéngase que cada uno de estos esta equivocado y que

el costo total real de ordenar es $6.000.

Modelo de Reabastecimiento Uniforme o
Modelo de Manufacturacién

Muebles El Roble produce una mesa de comedor en Guayacan
solido a un costo de $100.000.00. La compaiiia vende 2.500 mesas
cada afio, aunque tiene capacidad para producir 5.000 unidades
anuales. Cuesta $40.000.00 poner en marcha la linea de
produccion. Los costos de conservacion de los bienes terminados
son del 10% por unidad por afo.

¢,Cuantas mesas se deben hacer en cada corrida de produccion?

¢,Cuantas corridas de produccion se deben realizar al ano?

A partir de los siguientes datos determinese la longitud 6ptima de
cada corrida de produccién y el numero de corridas por afio:

Demanda/afo: 12.500 unidades

Tasa de produccion: 25.000 unidad/afo
Costo fijo: $100.000.00
Costo conservacion: 20%/unidad/ afio

Costo produccion: $100.000.00/unidad
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Un fabricante produce un articulo a una tasa de 4.000 por afio. El
costo fijo es $200.000.00 y se lleva 3 dias poner en marcha la linea.
El costo de conservacion de un articulo en inventario es $30.000.00
por afo. Si la firma vende 3.000 unidades por afio.

¢, Cual es la longitud 6ptima de una corrida de produccion?

¢, Cual es el punto de reorden?

¢, Cual es el costo anual de inventario?

Algunos articulos llegan a inventario y salen de inmediato con una

tasa de produccion uniforme. Estos reduce los costos de inventario.

Para atender esto, usense los siguientes datos:

Demanda: 5.000 unidades
Tasa produccion: 12.500 unidades
Costo Fijo: $1.000.000.00

Costo conservacion:  $100.000.00/unidad/afio

Encuéntrese la cantidad 6ptima de produccion y el costo anual de
inventario suponiendo abastecimiento uniforme.
Repitase (a) suponiendo abastecimiento global ;Cémo se comparan

los resultados?

Modelos de Compra y Manufacturacion con Faltantes (Déficit)

16 El departamento de reparaciones de una nueva distribuidora

almacena en general solo 2 6 3% de las reparaciones disponibles.
La mayoria de los clientes entienden esto y no les importa esperar
las partes de 6rdenes especiales. Supdngase que un distribuidor

almacena un tipo particular de chapa de puertas. La chapa cuesta
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$5.000. EIl distribuidor vende 100 cada afio, ya que se usan en
varios modelos. El costo de ordenar normal es de $4.000. Si un
cliente pide una chapa cuando no se tiene en almacén, se incurre
en un costo de faltante de $1.000 por unidad. Si el costo de
conservacion es $2.000 por unidad por afo, ¢cual es la cantidad

Optima de reorden? ; Cual es el nivel maximo de inventario?

“‘Repuesto de la Costa” fabrica una amplia variedad de repuestos de
reemplazo para automdviles usados. Como produce tantas partes,
prefiere esperar hasta tener suficientes érdenes antes de poner en
marcha la linea de produccién para cualquiera de ellas. Como los
faltantes deben esperar, Repuestos de la Costa estima que hay un
costo por faltantes de $20.000 por unidad por llevar el registro. Por
ejemplo, se lleva 30 minutos con un costo de $100.000 iniciar la
linea para ensamblar bombas de gasolina. La firma produce 20.000
unidades por afio. Su costo de conservacién del inventario es $5.000
por unidad por ano.

¢ Cual debe ser su politica de inventario?

Colchones Relax produce 1.500 unidades anuales de un modelo
especial de Colchon. Cuesta $50.000 y un dia echar a andar la
linea de produccion para este colchon. La firma estima su costo de
conservacion en $20.000 por unidad por afio. Llevar un registro de
faltantes cuesta 10% por unidad.

a) ¢,Cuantas unidades debe producir la firma en cada corrida?

b) ¢ Cual es el costo total cada afo por inventario?

¢Cuanto ahorra al afio la compafiia anterior (ver problema 16) al
permitir faltantes? Para hacer la comparacion encuéntrese el costo

anual de inventario si no se permitieran faltantes.
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20 La demanda de un articulo de una determinada compafiia es de

21

18.000 unidades/ano, y la compania puede producir ese articulo a
una tasa de 3.000 unidades por mes. El costo de organizar una
tanda de produccién es de $500 y el costo de almacenamiento de
una unidad por mes es de $0.15, se permiten faltantes y el costo de
una unidad agotada es de $20 por afio. Determine:

a) La cantidad éptima que debe manufacturarse

b) El nUmero de unidades agotadas

c) El inventario maximo

d) El costo total anual en inventario

e) El tiempo de manufacturacion

La demanda de un articulo es de 1.000 unidades por mes, y se
permite déficit, puede manufacturarse a una tasa de 4.000 unidades
por mes. Si el costo unitario de produccion es de $1500, el costo de
preparar una tanda de produccion de $600, el costo de tenencia de
una unidad es de $200 por afio y el costo de déficit de una unidad es
de $1000 por afo, determinar:

a) La cantidad éptima que debe manufacturarse

b) ElI nUmero permitido de unidades agotadas

c) El costo total anual éptimo

d) El numero de tandas de produccion

e) El tiempo entre tandas de produccién

f) El tiempo necesario para fabricar la cantidad 6ptima

g) La duracion del déficit

h) El inventario Maximo

Modelo de Compra con Descuento por Cantidad



Sistemas y Modelos de Inventarios 91

22

23

24

Almacén La Isla actualmente ordena partes usando el modelo del
lote econdmico para minimizar sus costos. El proveedor ha ofrecido
un 1% de descuento si la Aba-Nikos ordena por mes. Dados los

datos siguientes, ¢;Debe aceptar la oferta Aba-Nikos?

Uso anual: 62.500

Costo de ordenar: $10.000 por orden

Costo conservacion: 20% /unidad/ano

Precio: $1.000/unidad (sin descuento)

Almacén El Buzo almacena cloro en cartuchos de 4 libras para
usarse en clorinizadores automaticos. De marzo a octubre las
ventas promedian 300 cartuchos al mes. El Buzo paga $6.000 por
cada uno con un tiempo de entrega de 2 semanas. Su costo de
conservacion se estima en el 15% del valor del inventario promedio
anual. Estima su costo de ordenar en $5.000 por orden. Han
ofrecido al Buzo un descuento del 5% si ordena mensualmente.

Ignorando el descuento ¢ cual es la politica de inventario que debe

seguir la compafia?

¢, Cuanto ahorraria ordenando una cantidad suficiente para recibir

el descuento?

Marina Yates comercializa Motores fuera de borda. Cierto modelo
cuesta a la compafia $100.000 cada uno y tiene un tiempo de
entrega de dos semanas. Las ventas son estables de un Motor por
semana durante todo el afio. Los costos de ordenar son de $5.000
por orden y los costos de conservacion ascienden a un 10% del
valor del inventario promedio en el afio. Marina Yates actualmente
ordena y conforma al modelo del lote econdmico, pero le han

ofrecido un 10% de descuento si ordena por lo menos 15 unidades.
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¢, Cuanto ahorraria la compania al afio si ordena lo suficiente para

recibir el descuento?

Un distribuidor de articulos marinos compra tanques de gas al
fabricante a $12.000 cada uno. El fabricante ofrece un 5% de
descuento en ordenes de 50 6 mas y 10% de 100 6 mas. El
distribuidor estima sus costos de ordenar en $5.000 por orden y los
de conservacion en $10.000 por unidad por afo. El distribuidor
compra 300 tanques por afo. ¢ Cuantos tanques debera ordenar

cada vez?

Una Compafia desea establecer una regla de administracion de
inventarios para un producto cuyo consumo anual se eleva a
$250.000.000.00. Después del estudio detallado de sus principales

registros contables, se ha colectado la siguiente informacion:

o Costo unitario
$ 2500
. Alquiler almacén : $ 250/unidad
o Costo de preparacion de un pedido : $
21.500/pedido
Seguro de los inventarios : 10 % de su valor
o Costo de recepcion : $ 20.000/pedido
o Gastos postales : $ 500/pedido
o Pérdidas por deterioro 2%
Falta de ganancia en intereses :10 %
Calcule:

a) El costo de ordenar y conservacion por unidad
La cantidad econdémica a pedir.
La cantidad por ordenar, considerando la hipotesis de los
siguientes descuentos por cantidad:
1a9.999 $2500 por unidad
10.000 a 19.999 $2400 por unidad
20.000 6 mas $2350 por unidad
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Modelo con Demanda Deterministica con Periodo Fijo de

Reorden, Costos de Faltantes Desconocidos

27 Galeria Real vende un articulo de consumo que tiene un promedio
de ventas de 10 unidades por dia. Los pedidos solo pueden hacerse
cada tercer dia y se reciben tres después. La galeria quiere
mantener un nivel de servicio del 99%. Si la desviacion estandar de
la demanda del periodo de reorden es de 15, ;Cual debe ser el

punto hasta el que se ordena?

28 Giloriben trabaja diferentes floreros de cristal. Las 6érdenes se hacen
cada mes, con un promedio de tiempo de entrega de dos meses. Si
la demanda del periodo de reorden tiene desviacion estandar de 4.
a) ¢Qué punto hasta el que se ordena dara un nivel de servicio de
987
b) Establezca la politica de inventario considerando el hecho de que

el periodo de reorden que el tiempo de entrega.

Modelo con Demanda Deterministica con Periodo Fijo de

Reorden, Costos de Faltantes Conocidos

29 Dados los siguientes datos, encuéntrese la cantidad de reorden y el
punto de reorden:
Demanda anual: 100.000 unidades
Costo de ordenar: $12.000 por orden
Costo de conservacion: $60.000 por unidad /afio
Costo por faltante: $10.000 por unidad

Tiempo de entrega promedio: 3 dias
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Demanda diaria promedio: 400 unidades
Supdngase que la demanda del tiempo de entrega esta distribuida

normalmente con una desviacion estandar de 35 unidades.

30 Libreria El plagio vende una amplia variedad de libros de pasta dura

sobre muchos temas. La libreria esta dividida en areas por materias,
de manera que puedan agruparse los libros similares. Considere,
por ejemplo el area de historia. La libreria tiene 15 pies de espacio
en las repisas en que pueden colocarse 200 libros sobre historia. El
plagio piensa que los libros sobre historia, con algunas excepciones,
se compran por impulso y que las ventas se pierden si se dispone de
muy pocos libros. La libreria estima este costo por faltantes en
$3000 por cliente de libros de historia, siempre que tiene menos de
10 libros. En promedio, vende 400 de estos libros al afio. Los costos
de ordenar son altos, ya que debe hacerse una seleccion de titulos,
promediando $15.000 por orden. El costo de conservacion es de
1200 por libro por afio. De la experiencia pasada se sabe que la
demanda del tiempo de entrega es de 40 libros en promedio con una
desviacion estandar de 10, normalmente distribuida.

a) ¢,Cuantos libros de historia se deben ordenar cada vez?

b) ¢ Cual debe ser el punto de reorden?

c) ¢ Cual es el nivel de servicio que debe proporcionarse?

Modelo con Demanda Probabilistica
Cuando no se Conoce el Costo de Faltantes
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El proveedor de la tienda de un gran comerciante es un almacén
lejano. Con pocas excepciones, el almacén puede abastecer
cualquier articulo que se le pida en cualquier cantidad. Uno de los
articulos que se vende es el aceite de motor para automoviles. La
demanda del aceite tiende a un promedio de 5 cajas por dia y se
distribuye normalmente. El tiempo de entrega varia un poco, con
promedio de 3 dias. La desviacion estandar para la demanda del
tiempo de entrega es 3.9. Los costos de ordenar se estiman en
$15.000 por orden. El comerciante quiere un 98% de nivel de

servicio en el aceite de motor.

La tienda abre 6 dias por semana durante 50 semanas al afio.

Determine la cantidad de reorden y el punto de reorden.

32 Un productor de Microcomputadoras compra una unidad de

procesamiento central de un solo chip por $15.000 cada uno. Segun
los planes de produccion, se necesitan 10.000 unidades durante el
préximo ano, pero esto dependera de las ventas. En realidad, la
firma piensa que la demanda estara distribuida normalmente con un
promedio de 10.000 unidades.

El gerente de abastecimientos hace planes basandose en un tiempo
de entrega promedio de 9 dias, una demanda diaria promedio de
10.000 dividida en 300 dias habiles, o 33 unidades por dia y un nivel
de servicio del 99%.

Los costos de ordenar son de $30.000 por orden, mientras que los
costos de conservacion son de $3.000 por unidad por afo. La
demanda del tiempo de entrega tiene una desviacién estandar de 15

unidades.
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33

34

35

36

Encuentre el punto de reorden del inventario y la cantidad que debe

ordenarse.

Encuéntrese el punto de reorden para un articulo que tiene una
demanda de tiempo de entrega distribuida normalmente con media
de 70 y desviacién estandar de 8, cuando se desea un nivel de

servicio del 90%.

Un articulo tiene una demanda promedio de tiempo de entrega de 40
unidades (con distribucion normal) con una desviacion estandar de
7. Se desea un nivel de servicio del 95%. Encuéntrese el punto de

reorden.

La demanda del tiempo de entrega para un articulo tiene un
promedio de 65 con desviacion estandar de 8(y distribucion normal)
¢ Cual es el inventario de seguridad necesario para proporcionar solo

un 5% de posibilidad de quedar sin existencia?

Quimica Colombia produce un compuesto quimico de limpieza en
tres localidades, después lo manda a uno de sus ocho almacenes
regionales. El compuesto se envia en envase de 50 kilogramos.
Cada almacén espera mantener un nivel de servicio a sus clientes
del 95%.

El almacén de Quimicos Barranquilla estima un costo de ordenar de
$5.000 y sus costos de conservacion en $4.000 por envase por afo.
La demanda de este almacén tiene un promedio de 1.000 envases
por afo. La demanda del tiempo de entrega se distribuye
normalmente, con media de 20 y desviacién estandar de 5.

Formulese una politica de inventario para este articulo.
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Una tienda de articulos marinos almacena tanques de oxigeno. Un
tanque de un una marca de mucha aceptacion tiene venta promedio
de 500 unidades por afio. El tanque cuesta $65.000 y se vende por
$75.000 La tienda trata de mantener un nivel de servicio del 95%.
Los costos de conservacion promedian anualmente el 20% del valor
del inventario, mientras que cada orden cuesta $5.000. La demanda
del tiempo de entrega tiene una distribuciéon normal con media 10 y
desviacion estandar de 3. Con un modelo de cantidad fija de

reorden, formule la politica de inventario que se debe usar.

La Enlatados de La Costa importa sardinas enlatadas desde el Peru,
junto con muchos otros productos de mar. Las sardinas se compran
en cajas de 24 latas y se venden bastante bien, con un promedio de
15 cajas por afo. El gerente hace pedidos de 5 cajas cada vez,
debido a que el tiempo de entrega es largo (casi siempre cuatro
meses). El pedido se hace cuando se abre la ultima caja. Si la
demanda del tiempo de entrega tiene un promedio de 3 cajas con
una desviacion estandar de 2 cajas. ¢, Cual es el nivel de servicio que

proporciona Enlatados de la Costa?

Modelo con Demanda Probabilistica

Cuando si se Conoce el Costo de Faltantes
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39 Dados los siguientes datos, encuéntrese la cantidad de reorden y el

punto de reorden:
Demanda Anual: 100.000 unidades
Costo de ordenar: $12.000 por orden
Costo de conservacion: $60.000 por unidad /afio
Costo por faltante: $10.000 por unidad
Tiempo de entrega promedio: 3 dias
Demanda diaria promedio: 400 unidades
Supoéngase que la demanda del tiempo de entrega esta distribuida

normalmente con una desviacion estandar de 35 unidades.

40 Libreria El plagio vende una amplia variedad de libros de pasta dura

sobre muchos temas. La libreria esta dividida en areas por materias,
de manera que puedan agruparse los libros similares. Considere,
por ejemplo el area de historia. La libreria tiene 15 pies de espacio
en las repisas en que pueden colocarse 200 libros sobre historia. El
plagio piensa que los libros sobre historia, con algunas excepciones,
se compran por impulso y que las ventas se pierden si se dispone de
muy pocos libros. La libreria estima este costo por faltantes en
$3.000 por cliente de libros de historia, siempre que tiene menos de

10 libros. En promedio, vende 400 de estos libros al afio.

Los costos de ordenar son altos, ya que debe hacerse una seleccion
de titulos, promediando $15.000.00 por orden. El costo de
conservacion es de $1.200.00 por libro por afio. De la experiencia
pasada se sabe que la demanda del tiempo de entrega es de 40
libros en promedio con una desviacion estandar de 10, normalmente
distribuida.

a) ¢,Cuantos libros de historia se deben ordenar cada vez?

b) ¢ Cual debe ser el punto de reorden?
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c) ¢ Cual es el nivel de servicio que debe proporcionarse?

Modelo con Periodo Fijo de Reorden, Demanda Probabilistica

y Costos de Faltantes Desconocidos

41 Galeria Real vende un articulo de consumo que tiene un promedio
de ventas de 10 unidades por dia. Los pedidos sélo pueden hacerse
cada tercer dia y se reciben tres dias después. La galeria quiere
mantener un nivel de servicio del 99%. Si la desviacion estandar de
la demanda del periodo de reorden es de 15, ;Cual debe ser el

punto hasta el que se ordena?

42 Gloriben trabaja diferentes floreros de cristal. Las 6rdenes se hacen
cada mes, con un promedio de tiempo de entrega de dos meses. Si
la demanda del periodo de reorden tiene desviacion estandar de 4.
a) ¢Que punto hasta el que se ordena dara un nivel de servicio de
987
b) Establezca la politica de inventario considerando el hecho de

que el periodo de reorden que el tiempo de entrega.

Andlisis abc: Ley de Paretto

43 Los siguientes articulos han sido registrados en el fichero de una

compania, asi como su costo anual de compra:
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NO

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Cadigo S27 P28 N46 W33 M72 M65 | S25 P16 021 P12
Costo
anual 64.000 | 2.400 | 74.000 | 28.000 | 216.000 | 7.400 | 56.000 | 38.000 | 16.200 | 130.000

a) Clasifique estos articulos segun el método ABC

b) Indique el valor monetario y el porcentaje de cada clase

c) Calcule la cantidad econémica a ordenar del articulo P36,

cuyo costo unitario es de $2000 y su costo de ordenar

$5000/pedido y el costo anual de conservacion es de $500

por unidad.
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Objetivos
e  Conocer e identificar los tipos de costos que se dan en los

sistemas de colas de espera.

e Conocer e identificar las estructuras tipicas de los sistemas
de colas de espera.

e Conocer y aplicar los supuestos y las ecuaciones para los
modelos para estudiar los sistemas de colas de esperas.

e Formular y aplicar los modelos de sistemas de colas de
espera para encontrar la capacidad de servicio que minimiza

el costo del sistema.

3.1. Introduccién alateoria de colas.

Objetivos

Tener que esperar en una cola es una experiencia cotidiana que
normalmente se considera desagradable. Esperar en un ascensor,
esperar el pedido en un restaurante o en la cola de un banco es una
confrontacion con la pérdida de tiempo .No es facil esperar
pacientemente en la cola de un supermercado. Si la espera es
demasiado larga, las personas se vuelven irritables e inquietas, llegando

en varios casos a que los temperamentos se ofusquen.

Aun sea desagradable esperar, es facil observar que el proporcionar
suficiente capacidad de servicio para eliminar la espera seria costoso.
Pensemos en ¢cuantas cajeras se necesitaria en un banco o en un

supermercado para eliminar las colas? (aun si esto fuera posible, todavia
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se tendria que esperar mientras se proporciona el servicio). Es claro que
se necesita algun tipo de balanceo o compromiso para que el tiempo de

espera no sea muy largo y el costo de servicio no sea muy alto.

El problema del administrador es determinar que capacidad o tasa de
servicio proporciona el balance adecuado. Este seria un problema
sencillo, si cada cliente llegara a una hora fija y el tiempo de servicio
también fuera fijo. Los sistemas de lineas de espera son sistemas

probabilisticas o aleatorios.

Con experiencia y sentido comun, muchos administradores encuentran
un balance apropiado entre los costos de espera y de servicio sin
elaborar ningun tipo de calculo. Por ejemplo el administrador de un
supermercado actua intuitivamente para agregar personal en las cajas
cuando las colas se hacen muy largas. El administrador de un
restaurante planea tener mas meseros alrededor de las horas de las
comidas, guiandose por la experiencia. No obstante, en ocasiones en
que la intuicion necesita ayuda, como cuando va de por medio una
inversion sustancial de capital o cuando el balance apropiado no es

evidente, el analisis cuantitativo es Util en estas situaciones.

Una cola es una linea de espera y la teoria de colas es una coleccion de
modelos matematicos que describen sistemas de lineas de espera
particulares o sistemas de colas. Los modelos sirven para encontrar el
comportamiento del estado estable, como la longitud promedio de la
linea y el tiempo de espera promedio para un sistema dado. Esta
informacion, junto con los costos pertinentes, se usa entonces, para

determinar la capacidad de servicio apropiada.
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3.2. Costos de los sistemas de colas

Un sistema de colas puede dividirse en sus dos componentes de mayor

importancia, la cola y la instalacién de servicio.

FIGURA 3-1: SISTEMA DE COLAS

CoLA
LLEGAD A5 S
IR ST AL AT
DI=CIPLIMA DE LA COLA, OE SERYICIO

Las llegadas son las unidades que entran al sistema para recibir el
servicio, siempre se unen primero a la cola; si no hay linea se dice que la
cola esta vacia. De la cola las llegadas van a la instalaciéon de servicio
de acuerdo con la disciplina de cola, es decir, de acuerdo con la regla
para decir cual de las llegadas se sirve después. El primero en llegar
primero en ser servido es una regla comun, Una vez que se completa el
servicio, las llegadas se convierten en salidas.

Ambos componentes del sistema tiene costos asociados que deben

considerarse.

Costo de espera

Esperar es estar inutil. Es desperdicio. Significa que algun recurso esta
inactivo cuando podria usarse en forma mas productiva (o agradable) en
otra parte. De hecho, representa un costo de oportunidad. Cuando los

camiones esperan inutiles en una cola de un muelle de carga y descarga,
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se pierde su productividad, es dinero que se pierde y no puede
recuperarse.

Cuando los clientes esperan en la cola de un banco, el costo de espera
es indirecto. Es cierto que no se hace ningun pago cuando un cliente
disgustado se va porque la cola es demasiado larga, pero el banco paga
esta espera de otra manera. Los clientes se quejan quitando tiempo a los
empleados .Dejan de venir, causando que se pierdan oportunidades de
ganancia. Si el problema continua, podrian hacer que banco quiebre.
Este costo intangible es tan real como cualquier dinero que se saca del

bolsillo.

Cuando el costo de espera es medible, como en el caso de los camiones
en el muelle de carga y descarga, los calculos son directos. Pariendo de
la nébmina y otros gastos contables puede encontrase el costo por hora:
como el costo de espera casi siempre es proporcional al tiempo de
espera, puede expresarse como el costo de espera por hora multiplicado
por la longitud promedio de la linea:
Costo total de espera = CwL
En donde: Cw = Costo de espera en $ por llagada por unidad de tiempo y

L la longitud promedio de la linea.

Si por ejemplo, el costo de un camion que espera en la linea es de
$ 100.000/por hora (incluyendo conductor y ayudantes) y en promedio
hay cuatro camiones esperando, entonces el costo de espera total es de
$ 400.000 por hora.

Con frecuencia es dificil dar una cantidad en pesos para el costo de
espera de los clientes que estan en una linea.
Existen dos formas de manejar el costo intangible del tiempo de espera

de los clientes. Una es pedir a las personas con conocimiento que
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estimen el valor promedio del tiempo de un cliente, tomando en cuenta
los factores psicolégicos y competitivos de la situacidén. Después casi
siempre se supone linealidad (es mas facil) y se usa la férmula anterior
para encontrar el costo de espera total. El segundo método tiene un
enfoque indirecto que establece un tiempo maximo de espera para el
cliente promedio, este se usa después para determinar la capacidad del
servicio. Co este punto de vista por supuesto, todavia existe el costo de

espera pero no se usa en forma explicita.

Costo de servicio

Determinar el costo de servicio es mas sencillo, en concepto, que
determinar el costo de espera. En la mayoria de las aplicaciones se
tratara de comparar varias instalaciones de servicio, dos cajeras en un
banco contra tres, una brigada de cuatro contra cinco, una caja de una
tienda contra dos. En estos casos, sOlo se necesitan los costos
comparativos o diferenciales. Por ejemplo, si se quiere saber cuantas
cajas de autobanco deben tener personal, sélo se necesitan los costos
de personal. Por otra parte, si la pregunta es cuantas cajas se deben
instalar, entonces se necesitan los costos de instalacion y los de

operaciéon de cada ventanilla.

3.3 Sistema de costo minimo

Tan indeseable como pueda ser la espera, puede ser menos costoso que
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FIGURA 3-2
proporcionar un servicio mas rapido. Desde un punto de vista global, se

quiere que el sistema que comparado con los demas, tenga el costo total
mas pequeno, incluyendo el costo de servicio y el costo de espera. Esto
se muestra en la figura a continuacion:

Para tasas bajas de servicio, se experimentan largas colas y costos de
espera muy altos. Conforme aumenta el servicio, hay un ahorro
sustancial en el costo de espera, aunque los costos de servicio
aumenten, ya que el costo total del sistema disminuye. Sin embargo,
finalmente se llega a un punto de disminucion en el requerimiento. Mas
alla del punto de costo minimo, el aumento en el costo del servicio cuesta
mas que los ahorros consecuentes con el costo de espera. Entonces el

objeto es encontrar el sistema de costo minimo.

3.4 Estructuras tipicas de Colas

Las llegadas pueden ser personas, cartas, carros, incendios, ensambles

intermedios en una fabrica, etc.

Tabla 3-1 ejemplos de sistemas de colas
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. INSTALACION DE
SITUACION LLEGADAS COLA SERVICIO
Aeropuerto Aviones Aviones en Pista
carreteo
Aeropuerto Pasajeros Sala de espera Avion
Cia. Telefénica Numeros Llamadas Conmutador
marcados
Lavado de carros | Autos Autos sucios Mecanismo de
lavado
Hospital Pacientes Personas Hospital
enfermas
Cartas de oficina Nlotas de Cartas por escribir | Secretaria
dictado
Carga de Camiones Camiones en Muelle de carga
camiones espera

Noétese que en cada situacion soélo fluye un solo tipo de articulo a través

del

homogéneas.

sistema. Las llegadas vienen de una misma poblacion, son

Permitiendo que varien de numero de colas y el numero de servidores,

pueden hacerse los diagramas de cuatro tipos de sistemas mostrados a

continuacion:

FIGURA 3-3

a) UNA LINEA Y UN SERVIDOR

LLEGADAS i i
AS ] cola | SERVIDOR i SALIDAS
b) UNA LINEA: MULTIPLES SERVIDORES
i » SERVIDO S
i » SERVIDO >
LLEGADAS_ SOA [ i
! ‘ »| SERVIDO >
! SALIDAS |
| » SERVIDO >

________________________________________________________
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c) VARIAS LINEAS, MULTIPLES SERVIDORES

! > COLA » SERVIDOR |———>
! SALIDAS
LLEGADAS [ coLa » SERVIDOR |1 »
: > COLA » SERVIDOR |———»
d) UNA LINEA, SERVIDORES SECUENCIALES
LLEGADAS SALIDAS

SERVIDOR COLA SERVIDOR |—»

A 4

A 4

A 4

El primer sistema que se muestra se llama un sistema de un servidor y
una cola y puede describir un lavado de carros automaticos o un muelle
de descarga de un solo lugar. El segundo, una linea con multiples
servidores, es tipico de una peluqueria o una panaderia en donde los
clientes toman un numero al entrar y les sirven cuando les llega el turno.
El tercer sistema, es aquel en que el servidor tiene una linea separada,
es caracteristico en los bancos y tiendas de autoservicio. Para este tipo
de servicio pueden separarse los servicios y tratarlos como sistemas
independientes de un servidor y una sola linea. Esto seria valido si se da
poco intercambio entre las colas, como en las ventanillas de autobanco.

Cuando el intercambio es sencillo y ocurre con frecuencia, como dentro
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del banco, la separacioén no seria valida. El cuarto sistema, una linea con

servidores en serie, puede describir una fabrica.

3.5 Modelo de un servidor y una Cola

Este modelo puede aplicarse a personas esperando en una linea para
comprar boletos para el cine, a mecanicos que esperan obtener las
herramientas de un expendio o a trabajos de computadora que esperan
tiempo de procesador.

Es uno de los modelos mas antiguo, mas sencillos y mas comunes de la
teoria de colas. Se analizan las suposiciones necesarias para este

modelo.

3.5.1 Llegadas

Se supone que las llegadas entran al sistema de manera completamente

aleatoria: No tiene horario, es impredecible en que momento llegaran.

De otra manera mas formal, esto significa que la probabilidad de una
llegada en cualquier instante de tiempo, es la misma que en cualquier
otro momento. Esto equivale a decir que el niumero de llegadas por
unidad de tiempo tiene una distribuciéon de Poisson. La suposicion de

llegadas aleatorias es valida para una infinidad de sistemas reales.

Comportamiento de las llegadas. La mayoria de los modelos de colas
asumen que un cliente que llega es un cliente tolerante. Los clientes
tolerantes son gente o0 maquinas que esperan su turno para recibir el
servicio y no se intercambian entre las lineas. Desafortunadamente, la

vida se complica por el hecho de que se sabe que la gente se frustra o
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deserta. Los clientes que se frustran se niegan a unirse a la linea de
espera debido a que es demasiado larga y no se adapta a sus
necesidades o intereses .Los cliente desertores son aquellos que entran
a la fila pero que se vuelven impacientes y la dejan sin completar su
transaccion. En realidad, ambas situaciones uUnicamente sirven para

acentuar la necesidad de la teoria de colas y el analisis de las lineas de

espera.
Probabilidad = P(x) = e ~*A*
A x!
A
] 0.25 __|
0.25
0.20
020 — o —
E S 015
= 0.15 — 3 1
S g 0.10
3010 — © 005 |
o a
O 0.05 — —
I N . | I N .
| T T T TT v 11 T T i
0123456789 X 01234567891011 X
Distribucioén para A =2 Distribucién para A= 4

Figura 3.4 Dos ejemplos de Distribucién de Poisson para
tiempos de llegada

3.5.2 Cola

En este modelo se considera que el tamafio de la cola es infinito. Es

cierto que todas las colas tienen limites en el tamario, pero este limite no
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desanima o evita las llegadas, puede ignorarse. La disciplina de la cola

es primero en llegar primero en ser servido sin prioridades especiales.

4 Probabilidad de que el servicio tome mas de x minutos

S = numero promedio de servicios por minuto

A;ipmr\r\ nromedin de corvicin da 20

Probabilidad (para intervalos de 1

Wnn nramedin de cervicin de nina hara

v

| | | T 1 | |
30 60 90 120 150 180

Tiemnn de corvicin (minntnc)

También se supone que las llegadas no pueden cambiar lugares en la

linea o dejar la cola antes de ser servidas.
3.5.3 Instalacion de servicio

Se supone que un solo servidor proporciona el servicio que varia
aleatoriamente. En particular, el tiempo de servicio .sigue una distribucion
exponencial. De hecho esto se deriva de la suposicion de que las salidas
son completamente aleatorias, la misma suposicién que se hizo para las

llegadas.

Figura 3.5 Dos ejemplos de distribucion exponencial negativa para
tiempos de servicio
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3.5.4 Salidas

No se permite que las unidades que salen vuelvan a entrar de inmediato
al sistema. Si bien esto sucede en ocasiones en sistemas reales, es muy

raro. Si sucediera con frecuencia, afectaria la distribucion de las llegadas.

3.5.5 Notacion de Kendall Lee

D.G. Kendall sugirié de una notacién de utilidad para clasificar la amplia
diversidad de los diferentes modelos de linea de espera que se han
desarrollado. La notacion de Kendall, de tres simbolos es como sigue:
A/B/K

Donde:

A: indica la distribucion de probabilidades de las llegadas

B: Indica la distribucion de probabilidades de tiempos de servicio

¢ K: Indica el numero de canales

Dependiendo de la letra que aparezca en la posicion A o B, se puede
describir una amplia variedad de sistemas de linea de espera. Las letras
que comunmente se utilizan son:
M: Designa una distribucion de probabilidad de Poisson para las llegadas
o distribucion de probabilidad exponencial para el tiempo de servicio.
D: Designa el hecho de que las llegadas o el tiempo de servicio es
deterministico o constante.
G: Indica que las llegadas o el tiempo de servicio tienen una distribucion

de probabilidad general, con media y varianza conocida.

Caracteristicas de operacion
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Las caracteristicas de operacion son medidas de lo bien que funciona el
sistema. En la mayoria de las aplicaciones de lineas de espera, el
estado estable es de primera importancia. Los estados transitorios, como
el de echar a andar y apagar el sistema, no se analizan. Las longitudes
de las lineas de espera y los tiempos de espera se calculan en

promedio. La derivacion llega a los resultados siguientes:

3.5.5.1 Modelo de una sola linea, un servidor, llegadas Poisson,

tiempos de servicio exponenciales —-M/M/1

Cola:
*  Longitud promedio de la linea Lq = __A?
S(S-A)
e Tiempo de espera promedio Wg=Lg=_A
A S(S-A)
Sistema:
e Longitud promediode lalinealLs=Lg+A=_A_
S S-A
Tiempo de espera promedio=Ws=Lg=_1_
A S-A
Utilizacién de la instalacion U = A
S
Probabilidad de que la linea exceda a n: P(Ls>n) = (A) n+1

S
En donde:

A = Tasa promedio de llegada por unidad de tiempo

S = Tasa promedio de servicio por unidad de tiempo

Para entender como se utilizan las férmulas, considérese el siguiente

ejemplo
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Ejemplo 3-1 ejemplo de un hipermercado
Imaginemos un Hipermercado como muchas cajas de salida. Supdngase
que los clientes llegan para que se les marque su cuenta, con una tasa
de 90 por hora y que hay 10 cajas en operacion .Si hay poco intercambio
entre las lineas, puede tratarse este problema como 10 sistemas
separados de una sola linea, cada uno con una llegada de 9 clientes por
hora, para una tasa de servicio de 12 clientes por hora.
Dados A =9 clientes/hora

S =12 clientes/hora
Entonces:

Lg=_A* = (9% =225clientes
S(S-A) 12(12-9)

Wqg=_A = 9 =0,25 horas 6 15 minutos
S(S-A) 12(12-9)

Ls=_A =_9 =3clientes
S-A 12-9

CANAL A

—O— O\
El cliente se va después

O O O De surtida su orden

CANAL B

Linea de espera |

~O—0|—
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FIGURA 2-5
Ws= 1 = 1 =0,33horas 620 minutos
-A 12-9
U 9=0,75675%

=A=
S 12

1
P (Ls>n) = (A/S) "= (9/12) ¥+ =

=0, 32

Entonces, para este ejemplo, el cliente promedio espera 15 minutos
antes de ser servido. En promedio hay un poco mas de dos clientes en
la linea o tres en el sistema. El proceso completo lleva un promedio de
20 minutos. La caja esta ocupada el 75% del tiempo y finalmente, el 32%
del tiempo habra cuatro personas o mas en el sistema o tres 0 mas

esperando en la cola.

3.5.5.2 Modelo de linea de espera de maultiples canales, con
llegadas Poisson y tiempos de servicio exponencial M/M/k

k= Numero de Canales o instalaciones de servicio (en este grafico A y B)

Po = 1

k=n
Z(A/S)n/n! + ((A/S) k/k!)(kS)/ (kS-A))
n=0

Cola:

Longitud promedio de la linea = Lq =Po.(A/S)kAS/(K-1)!(kS-A)?

Tiempo de espera promedio Wq = Lg/A
Sistema:

o Longitud promedio de lalinealLs =Lg + A
S
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o Tiempo de espera promedio = Ws =Lg

A
. Utilizacion de la instalacion Pw =_A (Probabilidad que una unidad
tenga que esperar) S

Probabilidad de n unidades en el sisteman<k Pn = ((A/S)n/n!).Po
Probabilidad de n unidades en el sistema n >k
Pn = Po.(A/S)n/(k)k(n-k)

A = Tasa promedio de llegada por unidad de tiempo

S = Tasa promedio de servicio por unidad de tiempo

k = Numero de canales
Para comprender como se utilizan las férmulas, considérese el siguiente
ejemplo:
En un negocio que vende hamburguesas, papas fritas, refrescos y
malteadas, asi como otros productos especiales y postres; su duefio esta
preocupado pues los métodos que utiliza para atender a los clientes
estan dando como resultado tiempos de espera excesivos. Aplique los
conceptos y modelos para ayudar a solucionar el problema del negocio.
Le suministran lo siguiente:
Tasa media de Llegada A =0.75 clientes por minuto y una tasa media de
servicio S = 1 cliente por minuto.
La operacién del canal del negocio de Comidas rapidas que actualmente
opera con un solo canal se puede expandir a un sistema de dos canales,
abriendo un segundo canal; es decir k=2. Calculase los parametros para

este sistema.

3.5.5.3 Modelo de linea de espera de un solo canal, con llegadas
Poisson y tiempos de servicio arbitrarios M/G/1

Probabilidad de que no existan unidades en el sistema Po =1-A/S
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Numero promedio de unidades en la linea de espera Lq = A? o*+(A/S)?
2(1-AIS)
Numero promedio de unidades en el sistema Ls =Lq +A/S

Tiempo promedio que utiliza la unidad en la linea de espera Wq = Lg/A

Tiempo promedio que la unidad ocupa el en sistema Ws=Wq
+1/S

Probabilidad de que una unidad que llega tenga que esperar servicio

Pw = A/S
Para comprender como se utilizan las férmulas, considérese el siguiente
ejemplo:
Un solo empleado maneja las ventas de un almacén. Las llegadas de los
clientes son aleatorias y la tasa promedio de llegadas es de 21 clientes
por hora, es decir A = 21/60=0.35 clientes por minuto. Un estudio del
proceso del servicio muestra que el tiempo promedio del servicio es de
dos minutos por cliente, con una desviacion estar de o =1.2 minutos. El
tiempo medio de minutos por cliente muestra que el empleado tiene una

tasa de servicio S = 1/2 o sea 0.50 clientes por minuto.

3.5.5.4 Modelo de linea de espera de un solo canal, con llegadas
Poisson y tiempos de servicio constantes M/D/1

Probabilidad de que no existan unidades en el sistema
Po=1-A/S

Numero promedio de unidades en la linea de espera
Lg=__(A/S)
2(1-A/S)
Numero promedio de unidades en el sistema
Ls =Lq +A/S

Tiempo promedio que utiliza la unidad en la linea de espera
Wq = Lg/A

Tiempo promedio que la unidad ocupa el en sistema
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Ws= Wq +1/S

Probabilidad de que una unidad que llega tenga que esperar servicio
Pw = A/S
Para comprender como se utilizan las formulas, considérese el siguiente

ejemplo:

Los clientes llegan a una maquina automatica vendedora de café a una
tasa de cuatro por minuto, o sea A =4 Clientes/min.; siguiendo una
distribucion de Poisson. La maquina de café sirve una tasa de café a

una tasa constante de 10 segundos, o sea S =6 /min.

3.5.5.5 Modelo de linea de espera de un solo canal, con llegadas
Poisson y tiempos de servicio exponencial y poblacion finita M/M/1
poblacion finita

Probabilidad de que no existan unidades en el sistema:

Po= N 1
S(NV(N-)1)(A/S)n
n =0

Numero promedio de unidades en la linea de espera
Lqg = (1-Po)(N-(A +S/A)

Numero promedio de unidades en el sistema
Ls=Lq + (1-Po)

Tiempo promedio que utiliza la unidad en linea de espera

Wq =Lg/ (N-1)A
Tiempo promedio que la unidad ocupa el en sistema

Ws=Wq + 1/S
Probabilidad de n unidades en el sistema n=0,2,3...

Pn = Po.N!/(N-n)!(A/S)n.
Para comprender como se utilizan las férmulas, considérese el siguiente

Ejemplo 3-2
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Una industria manufacturera tiene un grupo de seis maquinas idénticas;
cada una trabaja un promedio de 20 horas entre averias, por lo que la
tasa media de reparacion A =1/20 = 0.05 maquinas por hora. Las averias
siguen una distribucion de Poisson y una sola persona atiende la
reparacion para las 6 maquinas y su tiempo de servicio se distribuye
exponencialmente con media

S =1/2 = 0.5 maquinas por hora.

3.6 Evaluacién del sistema cuando se conoce el costo de espera

La naturaleza de los costos de servicio influye en el método para

VACw/Cs

3.6.1 Cuando el costo de servicio es una funcién lineal de la tasa de
servicio

encontrar el sistema de menor costo.

Si el costo de servicio es una funcion lineal de la tasa de servicio, puede
encontrarse una solucion general para la tasa 6ptima de servicio:

CT=CwLs+CsS=CwA _+CsS
(S-A)
Derivando esta ultima expresion del costo total del sistema con respecto

a S e igualando a cero tenemos:

-CwA +Cs=0, luego S=A+
Para aplicar una solucién general, se necesita una tasa de servicio que
pueda variar de manera continua, lo cual muy pocas veces ocurre en la

practica.

Por ejemplo en un supermercado no tiene sentido hablar de partes

fraccionadas de una caja, las cajas se agregan en unidades completas,



Lineas de espera — teoria de colas 121

de una en una. Similarmente un departamento de reproduccién puede
tener opcién de escoger entre varias copiadoras con capacidades

distintas, pero no dispone de capacidades Intermedias.

3.6.2. Cuando los costos de servicio varian en forma escalonada.

Cuando los costos de servicio cambian en forma escalonada, se usa la
técnica de prueba y error para encontrar el sistema de menor costo. Se
calcula el costo total para cada tasa de servicio, después para el
siguiente y asi sucesivamente. Esto se continia hasta que se encuentra
un limite inferior o un minimo tal que al aumentar o disminuir las tasas de
servicio da costos totales mas altos. Este procedimiento puede parecer
laborioso, pero casi nunca lo es, casi siempre se puede encontrar el
minimo en tres o cuatro pruebas.

Para los sistemas con servidores multiples, en general, lo que se desea
es saber cuantos servidores se deben tener. En otros casos, las tasas de
servicio pueden variarse con equipo o personal adicional. En los

supermercados se agiliza el servicio poniendo un empacador en la caja.

EJEMPLO 3-3: Tamafio de una brigada

Se esta estudiando un muelle de carga y descarga de camiones para
aprender como formarse una brigada .El muelle tiene espacio soélo para
un camién, asi es un sistema de un servidor. Pero el tiempo de carga o

descarga puede reducirse aumentando el tamafio de la brigada.

Supongase que puede aplicarse el modelo de un servidor y una cola
(llegadas Poisson, tiempos de servicio exponenciales) y que la tasa

promedio de servicio es un camion por hora para un cargador. Los
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cargadores adicionales aumentan la tasa de servicio proporcionalmente.

Ademas supodngase que los camiones llegan con una tasa de dos por
hora en promedio y que el costo de espera es de $20.000 por hora por
camién. Si se le paga $5.000 por hora a cada miembro de la brigada,

¢,Cual es el mejor tamafo de ésta?

En resumen se tiene:
A = 2 camiones /hora
S =1 camién /hora/persona

Cw = Costo de espera = $20.000 hora/camién

Cs = Costo de servicio = $ 5.000/hora/persona

Ahora sea k el niumero de personas en la brigada. Se busca k de tal

forma que la suma de los costos de espera y de servicio se minimice.
Costo Total = CwLs + kCs

Nétese que se usa la longitud de la linea del sistema, porque el camion

esta inutil tanto si espera como si esta siendo servido.

Las pruebas que se deben iniciar con tres miembros, ya que uno o dos

no podrian compensar la tasa de dos camiones por hora. Para una

brigada de tres, la tasa de servicio es de tres camiones por hora y

puede encontrarse Ls con la ecuacion:

Ls=_A = 2 =2camiones
S-A 3-2

Costo Total (3) = (20.000)(2)+(3)(5.000)=$55.000
Para una brigada de cuatro:

Ls = 2 =1camion
4(1) -2

Costo Total = (20.000)(1) +(4)(5.000) = $ 40.000
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El costo es menor, por tanto se sigue adelante con una brigada de cinco:

Ls=_2 =0,67 camiones
5(1) -2

Costo Total = (20.000) (0,67) + (5)(5.000) = $ 38.333

Este todavia es menor, se prueba con una brigada de seis:

Ls = 2 =0,5camiones
(6)(1)-2

Costo Total = (20.000)(0,5)+ (6)(5.000) = $40.000

Como este costo es mayor que el de la brigada de cinco, se rebaso el
limite inferior de la curva de costo, el tamafio 6ptimo de la brigada es de

cinco.

3.7 Evaluacion del sistema con costos de espera desconocidos

Existen muchas situaciones en que el administrador no puede dar un
valor en pesos al costo de espera por una sencilla razén, no tiene una
forma razonable de estimar costos ;Cual es el costo de espera en un

banco? ¢ En una tienda o supermercado? ¢ En un restaurante?

En lugar de estimar el costo de espera, el administrador puede
especificar un promedio minimo de espera o de longitud de la linea. Esto
establece un limite superior para Wq el tiempo de espera en la cola (o
para Lq, longitud de la linea de la cola). Con este limite superior puede
encontrarse la tasa de servicio necesaria para cualquier tasa de llegada

dada; aunque este método no proporciona un sistema 6ptimo, si da un
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disefio que estd de acuerdo con las especificaciones de la

administracion.

EJEMPLO 3-4 Restaurante de comidas rapidas

Considérese un restaurante de comidas rapidas con un menu limitado. El
restaurante se esta disefiando para que todos los clientes se unan a una
sola linea para ser servidos. Una persona tomara la orden y la servira.
Con sus limitaciones la tasa de servicio puede aumentarse agregando

mas personal para preparar la comida y servir las érdenes.

Esto constituye un sistema de un servidor y una linea. Si las llegadas y
las salidas son aleatorias, puede aplicarse el modelo de una cola.
Supdngase que la administracion quiere que el cliente promedio no

espere mas de dos minutos antes que se tome su orden. Esto se expresa

como:
Wq = 2 minutos

Supongase también que la tasa maxima de llegada es de 30 6rdenes por

hora.

Se sabe que: Wq=__A

S(S-A)

Rearreglando términos se tiene que:

S(S-A) = A /Wq S?-AS-A/Wq =0

Esta es una ecuacion cuadratica. La solucion es:

S=A2+ A/4+AW =302 + \[(30)2/4+30/0,33
=15+33,54=48,5 6rdenes

Para cumplir los requerimientos, se necesita una tasa de servicio de casi

50 ordenes por hora. Si por ejemplo, una brigada de cinco puede
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manejar 45 6rdenes por hora y una de seis puede procesar 50 por hora,

entonces seria necesario tener la brigada de seis.

3.9 Aplicaciones modelos de colas de espera

1. a) Para el modelo de un servidor y tiempo de espera exponenciales,
use una tasa de servicio de 40 por hora para calcular Lg, Wq,

Ls, Ws y U para tasas de llegadas de 10, 20, 30 y 39 por hora.

b) En una misma grafica, dibuje Ws y U. 4A qué conclusiones se

puede llegar sobre el uso adecuado de los servicios?

2. La mayoria de los administradores de supermercados responden al
crecimiento excesivo de las colas en las cajas agregando un
empacador en la caja. Esto es realmente econdmico ?Supdngase
que el agregar un empacador eleva la tasa de servicio de 20 a 30
clientes por hora y que la tasa de llegada es de 15 clientes por hora.
Si la empacadora gana $ 3.000 por hora vy el tiempo de espera del

cliente se evalua en $ 5.000 por hora ¢ Cual es la conclusién?

3. Manufacturas Barranquilla tiene un departamento de herramientas a
donde acuden los operarios en busca de algunas herramientas
especiales. Los operarios solicitan el servicio a una tasa promedio de
20 veces por hora. se requiere un promedio de 4 minutos para
procesar la solicitud de un operario. La paga de los operarios es de $
5.000 por hora y la de los empleados del departamento de
herramientas es de $ 3.000 por hora. Si aumentando el nimero de

empleados se logra reducir en forma proporcional el tiempo de
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servicio. ;Cuantos empleados deberan contratarse para el

departamento de herramientas?

Reparaciones e Instalaciones de la Costa trabaja las 24 horas del dia,
7 dias a la semana en reparaciones de plomeria. Las llamadas de
los clientes llegan con una tasa de 10/dia. Pepe piensa que un
plomero por turno puede atender 12 llamadas diarias, por supuesto
los tiempos de servicio varian. Pepe se pregunta si debe agregar un
ayudante, el cual le elevaria su capacidad a un promedio de 15
llamadas diarias. Su plomero gana $ 3.000/hora y tendra que pagar la
mitad de esta cuantia al ayudante. Si Pepe estima que el tiempo que
esperan los clientes hasta que el plomero llega tiene un costo $

3.000/hora. ¢ Debe agregarse el ayudante?

El supermercado La Comprita estd tratando de evaluar un nuevo
sistema de bandas para cajas que aumentaria su tasa de servicio de
12 a 15 clientes/hora. La administracion sabe que los clientes llegan
con una tasa promedio de 10 clientes/hora. La Comprita evalua el
tiempo de espera de clientes en $ 4.000/hora. ¢Si la nueva banda

agrega $ 5.000/hora a los costos de operacién, debera comprarse?

La tienda de abarrotes ABC esta tratando de determinar la tasa de
servicio que se necesita en las horas pico. Qué tasa de servicio es
necesaria si se supone una linea, un servidor, llegadas Poisson,
tiempos de servicio exponenciales y una tasa promedio de llegada de
sus clientes de 80 clientes/hora.

43.7La espera promedio (incluyendo servicio) se debe exceder de

2,4 minutos,
43.8La espera promedio (en la cola) no debe exceder de 2,4

minutos
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7. El restaurante El Patio Costeno esta estudiando la instalaciéon de una
ventana de servicio a los autos para aumentar sus ventas. Como
parte de la planeacion, la administracion quiere saber qué tasa de
servicio se necesitaria durante las horas pico. Se espera que los
clientes lleguen cada 15 segundos en promedio y se desea que el
tiempo de espera promedio en el sistema no sea mayor de 15
minutos. Si la tasa de llegada y de servicio se distribuyen suponiendo

una Poisson. ;Qué tasa de servicio se necesita?

8. Ladrillera del Norte actualmente emplea a un trabajador cuya tarea
consiste en estibar los ladrillos que salen de la empresa en un
camion. Un promedio de 24 camiones por dia 6 3 por hora llegan a la
puerta de carga, de acuerdo con la distribucion de Poisson. El
trabajador los estiba a una tasa de 4 camiones por hora, siguiendo
aproximadamente la distribucion exponencial en sus tiempos de
servicio.

La empresa cree que anadiendo un segundo estibador de ladrillos
mejorara sustancialmente la productividad de la empresa. Se estima
que una brigada de dos personas en la puerta de carga doblara la
tasa de carga, de cuatro camiones por hora a ocho camiones por
hora. Analice el efecto de este cambio en la linea de espera y
compare los resultados con aquellos encontrados para un trabajador.
¢, Cual es la probabilidad de que haya mas de tres camiones

recibiendo la carga o esperando?

9. Los choferes de los camiones que trabajan para la Ladrillera del
Norte (ver problema 1) ganan como promedio $2000 por hora. Los
estibadores de ladrillos reciben aproximadamente $1500 por hora.
Los choferes de los camiones que esperan en la cola o en la puerta

de carga estan recibiendo un salario pero estan productivamente
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10.

11.

ociosos e incapaces de generar ingresos durante ese tiempo.
¢, Cuales serian los ahorros por hora en los costos, para la empresa

asociada, empleando dos cargadores en lugar de uno?

Ladrillera del Norte esta pensando en construir una segunda
plataforma o puerta para acelerar el proceso de la estiba en sus
camiones de ladrillos. Este sistema, segun ellos, sera aun mas
eficiente que contratar otro cargador para ayudar en la primera
plataforma (como en el problema 1).

Supdngase que los trabajadores de cada plataforma podran ser
capaces de cargar cuatro camiones por hora cada uno, y que los
camiones continuaran llegando a una tasa de tres por hora.
Después, aplique las ecuaciones apropiadas para encontrar las
condiciones de operacién de la nueva linea de espera. ¢Es acaso
este nuevo sistema mas rapido que los otros dos que se

consideraron?

Debido a un reciente incremento en el negocio, una secretaria de
cierta empresa legal tiene que transcribir 20 cartas por dia en
promedio (asuma una distribucién de Poisson). A ella le toma
aproximadamente 20 minutos transcribir cada carta (asuma una
distribucion exponencial). Suponiendo que la secretaria trabaja ocho
horas por dia:
a. ¢Cual es la tasa de utilizacion de la secretaria?
b. ¢Cual es el tiempo promedio de espera antes de que la
secretaria transcriba una carta?
c. ¢Cual es el numero promedio de cartas que esperan ser
transcritas?
d. ¢Cual es la probabilidad de que la secretaria tenga mas de

cinco cartas que transcribir?
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12. Al principio de la temporada de futbol, la taquilla de la oficina de
boletos se ocupa mucho el dia anterior al primer juego. Los clientes
llegan a una tasa de cuatro cada 10 minutos, y el tiempo promedio
para realizar la transaccién es de dos minutos.

a. ¢Cual es el numero promedio de gente en la linea?

b. ¢Cual es el tiempo promedio que una persona pasaria en la
oficina de boletos?

c. ¢Cual es la proporcion de tiempo que el servidor esta

ocupado?

13. Una linea de la cafeteria de la Universidad es una instalacion de
autoservicio donde el estudiante selecciona los articulos que desea,
luego hace una sola linea para pagar al cajero. Los estudiantes llegan
a una tasa de aproximadamente cuatro por minuto, de acuerdo con
una distribucién de Poisson. El unico cajero toma cerca de 12
segundos por cliente, siguiendo una distribucién exponencial.
¢, Cual es la probabilidad de que haya mas de dos estudiantes en el
sistema? ;Mas de tres estudiantes;, Mas de cuatro?
¢, Cual es la probabilidad de que el sistema esté vacié?
¢, Cuanto tiempo tendra que esperar el estudiante promedio antes de
llegar al cajero?

¢, Cual es el nUmero esperado de estudiantes en la cola? 4 Cual es el
numero promedio?

¢, Si se anade un segundo cajero que trabaja al mismo ritmo),  Cémo
cambiarian las caracteristicas de operacién calculadas en (b),(c),(d) y (e).
Suponga que los clientes esperan en una sola linea y se dirigen al primer

cajero disponible.
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14. Los clientes llegan a una maquina automatica vendedora de café a
una tasa de cuatro por minuto, siguiendo una distribucién de Poisson.
La maquina de café sirve una taza de café a una tasa constante de
10 segundos.
a. ¢Cual es numero promedio de clientes esperando en la
linea?
b. ¢Cual es el nUmero promedio en el sistema?
c.;,Cuanto tiempo espera una persona promedio en la linea

antes de recibir servicio?

15. Un mecanico ofrece cinco taladros a un fabricante de laminas de
acero. Las maquinas se descomponen en un promedio de una vez
cada seis dias de trabajo, y las descomposturas tienden a seguir una
distribucion de Poisson. El mecanico puede manejar un promedio de
un trabajo de reparacion por dia. La reparaciones siguen una
distribucion exponencial

a. ¢Cuantas maquinas esperan el servicio, en promedio?
b. ¢Cuantos taladros se encuentran trabajando, en promedio?
c. ¢Cuanto tiempo se reduciria el tiempo de espera si se

contratara un segundo mecanico?

16. Los técnicos monitorean un grupo de cinco computadoras que
controlan una instalacién de manufactura automatizada. Toma un
promedio de 15 minutos (distribuidos exponencialmente) ajustar una
computadora que presenta un problema. Las computadoras trabajan
un promedio de 85 minutos (distribuidos por Poisson) sin requerir
ajustes.

¢,Cual es el numero promedio de computadoras que esperan ser
ajustadas?

¢,Cual es el numero promedio que esta siendo ajustado?
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¢,Cual es el numero promedio de computadoras que no estan en

estrado de trabajar?

17. Pepe Ganga de Barranquilla tiene aproximadamente 300 clientes
comprando en su almacén entre las 9:00 A.M. y las 5:00 P.M. los
sabados. Para decidir cuantos cajeros mantener abiertos cada
sabado, Pepe Ganga considera dos factores: el tiempo de espera del
cliente (y el costo asociado de esperar) y los costos del servicio al
emplear cajeros adicionales. Los empleados cajeros son pagados a
un promedio de $2000 por hora. Cuando solo uno esta de guardia, el
tiempo de espera por cliente es de aproximadamente 10 minutos (o
1/6 de una hora); cuando dos empleados estan en servicio, el tiempo
promedio de registro es de 6 minutos por persona; 4 minutos cuando
tres empleados estan trabajando; y 3 minutos cuando 4 empleados
se encuentran en guardia.

Pepe Ganga ha conducido encuestas de satisfaccion del cliente y ha
sido capaz de estimar que la tienda sufre aproximadamente $3000
en ventas y confianza pérdida por cada hora de tiempo que el cliente
pasa esperando en las lineas de la salida. Utilizando la informacion
anterior, determine el niumero 6ptimo de cajeros que se deben tener
en servicio cada sabado, con el fin de minimizar el costo total

esperado de Pepe Ganga.
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Capitulo 4

El Proceso de Simulacion
Montecarlo
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Objetivos:

e Conocer y aplicar los pasos en el procedimiento de simulacion.

e El proceso de simulacion Montecarlo, numeros aleatorios,
numeros indice, validaciéon del modelo.

e Como generar valores de una variable aleatoria, mediante el
proceso de Montecarlo, como llevar a cabo la simulacién, como
llevar a cabo una simulacion manual, y como interpretar los
resultados.

e Simulaciones a través del Excel.

En la descripcidn de un sistema por medio de un modelo, encontramos
casos en que el sistema es demasiado complicado para describirlo 0 que
el modelo, una vez deducido, no permite una solucion analitica. En estos
casos, la simulacién puede ser un instrumento valioso para obtener la
respuesta de un problema particular. Hay diversas clases de simulacion;
por ejemplo los modelos de escala de aviones que se ensayan en un
tunel de viento, el circuito eléctrico empleado para describir un circuito
hidraulico, y la descripcion de un sistema mediante un modelo
matematico. En esta ultima clase de simulacién se manipula el modelo
matematico de algun sistema real y se observan los resultados. Entonces
estas manipulaciones y observaciones se utilizan para hacer
deducciones con respecto al sistema real. Si el modelo involucra
muestreo aleatorio a partir de una distribucién de probabilidad el

procedimiento se denomina "Simulacion Montecarlo".

4.1 EL proceso de Montecarlo: Dos ejemplos
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A través de un ejemplo puede enfocarse mejor el método de simulacién

Montecarlo.

EJEMPLO 4-1: Se supone que la demanda diaria de un producto puede
expresarse mediante la siguiente distribucion y se desea generar un
patron de demanda para 10 dias.

Distribucion de la demanda

0.30

0,25

0.15 0,15

0,10

0,05

01 2 3 45

Demanda, dias

Primer paso: Establecer la Funcion de Distribucién Acumulativa - FDA

Distribucion acumulativa de la demanda

1.00

0.85

0.60

0.30

0.15
0.05

0 1 2 3 4 5 Demanda, Dias
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Segundo paso: Formar la Tabla de numeros indice. Los numeros indice
se originan de una manera que puedan reflejar la probabilidad de los
diferentes valores de la variable (por ejemplo la demanda) y la secuencia
de numeros debe ser cerrada.
Los numeros de digitos empleados en los numeros indice debe ser igual
al numero de cifras decimales empleadas en las probabilidades en los
diferentes valores de la variables.
El numero de digitos usados en los numeros aleatorios debe ser igual al
numero de digitos usados en los numeros indice.

NUMEROS INDICE

Demanda/dia | NGmeros indice

00-04

05-14

15-29

30-59

60-84

A (WIN|~|O

85-99

Una pregunta ordinaria: ;De donde se obtiene la distribucion de
probabilidad de una variable?

Generalmente se obtiene a partir de datos histéricos o a partir de datos
estimados. Si se emplean datos histéricos evidentemente se supone que
los datos del pasado describen apropiadamente el futuro. Si se cree que
esta exposicion no es correcta, es necesario atenerse a los datos

histoéricos.

Los numeros aleatorios se obtuvieron a partir de una tabla de niumeros
aleatorios. Cuando se utiliza esta tabla se puede comenzar en cualquier
punto de la tabla y seguir en cualquier direccion. Lo importante es "no
preferir los nUmeros aleatorios".

Numeros aleatorios: 14, 74, 24,87, 07, 45, 26, 66, 26,94
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SIMULACION:
NUMERODEPRUEBA| 1|2 (3|4 |5|6|7|8|9](10
Numero Aleatorio 1474|2487 |07 |45|26 (66|26 |94
Demanda simulada 114125132425
Ejemplo 4-2:
0.40
] 0.50
0.30 0.30
_‘ 0.25 0.25
150200250 1 2 3
Distribucion de Tiempo de
la demanda Anticipacion

Se supone que se desea simular la demanda durante el tiempo de

anticipacion.

Asignando numeros indice a las distribuciones de tiempo de anticipacién

y de la demanda se obtienen los resultados mostrados seguidamente.

Distribuciones acumulativas:

Demanda Tiempo de
anticipacion
Demanda Probabilidad Tiempo Probabilidad
acumulada acumulada
150 0.3 1 0.25
200 0.7 2 0.75
250 1.0 3 1.00
Demanda Numeros
Unidades/semana indice
150 0-2
200 3-6
250 7-9
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Tiempo de Numeros
Anticipacién, semanas indice
1 00-24
2 25-74
3 75-99

El primer paso consiste en generar un nimero aleatorio para el tiempo de

anticipacion. Utilizando este tiempo de anticipacion, la demanda durante

cada semana del tiempo de anticipacion, se determina generando
diferentes numeros aleatorios para cada semana.
Simulacion de la demanda
durante el tiempo de anticipacion
I\IT"ieArIneact)oc;ieo Tiempo de Ne 1° Ne 2° Ne 3° | Demanda
PRUEBA anticigacién anticipacion | Aleat. | Sem. | Aleat. | Sem. | Aleat. | Sem | total
1 68 2 3 200 1 150 - - 350
2 89 3 5 (200 4 |200| 2 |150 350
3 10 1 3 200 - - - - 200
4 40 2 4 |200| 6 | 200 - - 400
N

4.2 Aplicaciones de la Simulacién

1. Las llegadas a la taquilla de un cine durante la media hora

anterior a la hora de inicio programada tiene la distribucion que se

da enseguida. Aplique el método Montecarlo para generar las

primeras 20 llegadas.
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Tiempo entre

llegadas,

segundos Probabilidad
20 0.30
40 0.25
60 0.15
80 0.15
100 0.10
120 0.05

¢ Cual es el tiempo promedio entre llegadas para la distribucion
dada? ;Y para las llegadas generadas?

2. Un equipo de estudiantes visitd una cafeteria de autoservicio
durante la hora de almuerzo para reunir datos sobre las tasas de

llegadas. Sus datos mostraron:

Tasa de llegadas
Clientes/minutos | Frecuencia

2 12

4 18

6 21

8 20

10 17

12 12

Genérense las primeras 20 llegadas, incluyendo la hora de
llegada para cada uno. Si existen llegadas multiples dentro de un
minuto, deben quedar igualmente espaciadas durante el intervalo

de 1 minuto.

3. La demanda semanal de articulos en inventario tiene la
distribucion que se muestra enseguida. Genérese la demanda de

10 semanas con la técnica de MonteCarlo.
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Demanda
Unidades Probabilidad
10 0.10
15 0.15
20 0.30
25 0.25
30 0.20

4. Los datos empiricos de la demanda semanal de la marca X se
muestran enseguida. Con la técnica de MonteCarlo, simulese la
demanda semanal para las siguientes 13 semanas. Muéstrense
los intervalos de los numeros indice que se usen y los numeros

aleatorios seleccionados para cada semana.

NUmero de semanas
Demanda que serecibe esta
demanda
100 10
300 21
500 32
700 15
900 10
1100 8
1300 4

5. La Oficina de Direccion del Transito Distrital de Barranquilla
quiere experimentar con varios métodos de control de trafico una
interseccion especifica. Par esto necesita simular la llegada de los
autos a la interseccion. El conteo del trafico real en la interseccion

dio los siguientes datos:

Tiempo entre
llegadas
segundos Probabilidad | Direccién Probabilidad
5 0.30 Norte 0.50
10 0.25 Sur 0.30
15 0.20 Este 0.15
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20 0.15 Oeste 0.05
25 0.05
30 0.05

Genérense las primeras 10 llegadas a la interseccion incluyendo

tanto el tiempo de llegada como la direccién. ;Qué suposicion se

debe hacer para generar las llegadas?

6. Pedro tiene dos maneras de llegar a su trabajo. Puede: a)

tomar el autoblus o b) manejar hasta un estacionamiento vy

después caminar a su oficina. Con la distribuciéon que sigue (el

tiempo esta en minutos), simulese 10 viajes para cada alternativa:

Evaluense los resultados.

Muéstrese el proceso de MonteCarlo y los numeros aleatorio.

En autobUs ala oficina | En autobUs al estacionamiento
Tiempo | Probabilidad Tiempo Probabilidad
20 0.45 15 0.40
25 0.20 20 0.35
30 0.15 25 0.15
35 0.10 30 0.10
Caminando a la oficina
Tiempo Probabilidad
2 0.20
3 0.65
5 0.15

6. Jaimito y Pedrito estan tratando de desarrollar un juego de béisbol

para nifios disefado para dos jugadores (un lanzador y un

bateador).El lanzador puede escoger uno de cuatro lances: bola

rapida, bola baja, curva o cambio de velocidad. El bateador puede

seleccionar uno de tres bateos: rapido, normal o lento. Integrado
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al juego pero desconocido para los jugadores, se tendra la

siguiente tabla de resultados fijos:

Lance
Bateo Cambio de
Bola rapida Bola baja Curva velocidad
Rapido Home run Out Out Doble
Normal Out Doble Sencillo Out
Lento Out Out Out Triple

Cada jugador obtiene tres outs y marca carreras so6lo cuando hay
corredores en bases.
Si Jaimito batea primero y se juegan cinco entradas ¢quién

ganara?

Utilice una hoja de calculo para simular el lanzamiento de dados.
Utilice la funcion BUSCAR, para seleccionar el resultado de cada
dado. Coloque el numero del primer dado en la columna A, y el
segundo dado en B. Muestre la suma en la C. Repita la
simulacion para 1.000 lanzamientos de los dados. 4Cual es su

estimacion de simulacién de la probabilidad de que salga un 77?

Con base, en la experiencia, el tiempo necesario para terminar un
examen universitario de estadistica esta normalmente distribuido
con media de 42 minutos y una desviacion estandar de 8. Una
clase tiene 70 estudiantes. Utilice una hoja de calculo para
simular los tiempos de terminacion del examen para los 70
estudiantes. ¢Cuantos estuantes estaran todavia trabajando,

cuando el profesor detenga el examen a los 50 minutos?

Michelin ha producido una nueva llanta, con una vida media

estimada de 40.00 millas. La administracion cree que la
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10.

desviacion estandar es de 5.000 millas y que la duracion en millas
de la llanta tiene una distribucién normal. Utilice una hoja de
calculo para simular las millas obtenidas de una muestra de 400
llantas. Coloque las millas corridas de la celda A2 a A401 en su
hoja de calculo.

a. Utilice= CONTAR.SI (A2:A501;">40.000”) en cualquier celda
libre de la hoja de calculo para contar las llantas que duren mas
de 45.000 millas. ¢ Cual es su estimacion del porcentaje de llantas
que excedan de 45.000 millas?

b. Utilice= CONTAR.SI (A2:A501;"<32.000”) para encontrar la
cantidad de llantas que alcanzan una duracion inferior a 32.000
millas, y a continuacion encuentre la cantidad con menos de
30.000 millas y con menos de 28.000 millas.

c. Si la Administracién deseara publicar una garantia de duracion
en millas de la llanta, de manera que aproximadamente 10% de
las mismas tuvieran una duracion lo suficientemente baja como
para calificar y tener derecho a garantia. ;Qué duracién de las
llantas, considerada en el literal b) recomendaria usted para la

garantia?

En la preparacion de la proxima temporada navideha La
Compania KIKO TOY ha disefiado un nuevo mufieco llamado
Freddy. El costo fijo para la produccién es de 100.000 dolares. El
costo variable incluyendo materiales, mano de obra y costos de
embarque es de 34 ddlares por mufieco. Durante la temporada de
ventas de Navidad, KIKO vendera los mufiecos a 42 ddlares cada
uno. Si KIKO produce mufiecos en exceso, los excedentes se
venderan en enero a través de un distribuidor, quien esta de
acuerdo en pagarle a KIKO 10 ddlares por unidad. La demanda

de juguetes nuevos durante la temporada de ventas navidefas es
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extremadamente incierta. Los prondsticos existentes incluyen
ventas esperadas de 60.000 munecos, con una desviacion
estandar de 15.000. Se supone una distribucion de probabilidad
normal como una buena descripcién de la demanda.

a. Disefie una hoja de calculo para simular las ventas de Freddy
con base en una cantidad de produccion de 60.000. Utilice 500
ensayos de simulacién, ¢Cual es su estimacion de la utilidad
promedio asociada con la cantidad de produccion de 60.000
mufiecos?

b. Antes de tomar una decision final sobre la cantidad ha producir,
la administracién ha solicitado un analisis de una cantidad de
produccion mas fuerte, de 70.000 unidades y de una mas
conservadora, de 50.000 unidades. Lleve a cabo su modelo de
simulacién con estas dos cantidades a producir. Cual es la
utilidad promedio asociada con cada una de ellas? ¢ Cual seria su
recomendacion sobre la produccion de Freddy?

c. Suponiendo que la administracion de KIKO adopta su
recomendacién, ¢ Cual seria la probabilidad de un faltante de
inventario, es decir, de una carencia de mufecos durante la

temporada?

Utilice hojas de calculos para desarrollar sus propios modelos de
simulacion de linea de espera de un cajero y de dos cajeros. para
un nuevo negocio que supone tiempos de llegadas
uniformemente distribuidos entre 0 y 4 minutos. Los tiempos de
servicio se espera sean normales, con una media de 2 minutos y
una desviacion estandar de 0.5 minutos.

a. Simule la operacion de este sistema para 600 clientes con un
cajero. ¢Cual es su juicio sobre la capacidad de operar este

nuevo negocio con un solo cajero? ;Qué le pasa al tiempo de
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espera promedio de los clientes cerca del fin del periodo de
simulacion?

b. Simule la operacién de este sistema para 600 clientes
utilizando dos cajeros. ¢,Cual es el tiempo promedio de espera de
los clientes?;,Cual es su recomendacién para la operacion de los

cajeros?

El modelo de linea de espera de Burger Done estudia el tiempo
de espera de clientes en su restaurante de comida rapida. El
sistema de linea de espera de Burger Done tiene un promedio de
0.75 llegas por minuto y una tasa de servicio de un cliente por
minuto.

a. Utilice una hoja de célculo para simular la operacién de esta
linea de espera

Suponiendo que las llegadas de los clientes siguen una
distribucion de probabilidad de Poisson, los tiempos entre
llegadas se pueden simular con la formula de celda — (1/A) *LN
(ALEATORIO ()) donde A=0.75. Suponiendo que el tiempo de
servicio sigue una distribucién de probabilidad exponencial, los
tiempos de servicio se pueden simular utilizando la férmula:
—J*LN (ALEATORIO ()), donde p=1. Ejecute la simulacién de
Burger Done para 500 clientes. ¢ Qué tiempo de espera promedio,
muestra su modelo de simulacién?

b. Suponga que el tiempo de servicio se describe de una manera
mas precisa, mediante una distribucién de probabilidad normal,
con una media de 1 minuto y una desviacién estandar de 0.2
minutos. ¢Cual es el impacto de esta modificacién en el tiempo

promedio de espera?
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Capitulo 5

El Proceso de las
Cadenas de Markov
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Objetivos

e Como reconocer una cadena de Markov

e CoOmo se describe una cadena de Markov en una matriz de
transicion o un diagrama de estado.

e Como calcular las probabilidades del estado transitorio

e Como calcular las probabilidades del estado estable utilizando
el método de suma de flujos, el método de sumas matriciales
o a través de las funciones en Excel.

e Como aplicar el analisis de Markov.

Algunas situaciones empresariales se pueden modelar describiendo
clases o estados separados, de manera que el sistema esté en un solo
estado cada vez y que el cambio entre estados sea probabilistica. Los
procesos de Markov se pueden analizar para encontrar el
comportamiento futuro a corto y a largo plazo, una vez que se ha

especificado el proceso.

5.1 Probabilidades de Transicion

Una forma para describir una cadena de Markov es con un diagrama de
estados, como el que se muestra en la Figura N° 5-1. En ésta se ilustra
un sistema de Markov con cuatro estados posibles: S1, S2, S3 y S4. La
probabilidad condicional o de transicion de moverse de un estado a otro
se indica en el diagrama. Para simplificar la notacion se utilizan
subindices para el estado actual y el siguiente. Es decir, P14 = P (S4/S1).

Las flechas muestran las trayectorias de la transicién como son posibles.
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Nétese que no aparecen algunas trayectorias como la de S2 a S3. Su

ausencia significa que estas trayectorias tienen probabilidad de

ocurrencia igual que cero.

P31
< P33
(81\ ) o S 2)
~ 4 P13 \.._/
P12 P, Pss P4
v P42 o
S ). \ St bP44
FIGURA N° 5-1

5.2 Matriz de Transicion

Esquematizar el caso anterior a través de una matriz, se puede ver a
continuacion, notese que como existen cuatro estados posibles, se
necesitan 4x4 =16 probabilidades

TABLA 5-1
S1 | S2 | S3 | S4 | TOTAL
S1 0 Pi2 | P 0 1

82 P21 O 0 F>24
S3 P31 0 P32 P34
S4 0 F>42 I:,43 F>44

S N S N RN

Ahora que se sabe como presentar los datos, squé puede hacerse? Un

analisis util es pronosticar el estado del sistema después de 1, 2,3 0 mas



150 El Proceso de la Cadena de Markov

periodos. Esto se llama analisis de transicién, debido a que es a corto

plazo y estd enfocado a periodos cortos.

5.3 Calculo de la probabilidad del estado estable

Las cadenas de Markov poseen una propiedad notable en cuanto a que tienden
a aproximarse a lo que se llama estado estable. Considérese los dos ejemplos
anteriores de analisis de transicién. En el sistema de los dos estados, P(S1)
resultdé ser 0.75 al principio y después 0.625, 0.567, 0.531 y 0.516. Estas
probabilidades se mueven hacia un limite. En forma analoga, en el sistema de
tres estados puede observarse que P(S1), por ejemplo, adquiere los valores
0.3, 045, 0.53, 0.565 y 0.58. Despues de unos cuantos ciclos mas, las
probabilidades de estado comienzan a asentarse o estabilizarse. Cuando una
cadena de Markov ha llegado suficientemente lejos como para estar cerca de
estos limites, se dice que ha alcanzado un estado estable. Ademas, estos

limites son los mismos, independientemente del punto de partida del sistema.

Una maquina que produce piezas puede estar ajustada o desajustada.

Si esta ajustada, suponga que la probabilidad de que esté ajustada al dia
siguiente es de 0.7 y que la probabilidad de que no esté es 0.3. Si la
maquina estd desajustada, la probabilidad de que este ajustada al dia
siguiente es 0.6 y la probabilidad de que no esté es de 0.4. Si el estado 1
representa la situacion de que la maquina esta ajustada y el estado 2
representa el caso en que esta desajustada, las probabilidades de
cambio son las que se indican en la Matriz 1. Observe que la suma de las

probabilidades de una fila es 1.
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A | Ajustada [No ajustada
De (estado 1)| (estado 2)

Ajustada (estado 1) 0.7 0.3

No ajustada (estado 2)) 0.6 0.4

Considere ahora el estado de la maquina en el tercer dia. La probabilidad
de que la maquina se halle en el estado 1 el tercer dia es: 0.7x0.7 +
0.3x0.6 =0.67

En el Excel se da una funcion MMmult. o sea multiplicacién de Matrices:

RESULTADOS
De A Ajustada(1) ajusgza(Z)

Ajustada (1) 0,70 0,30
No ajustada(2) 0,60 0,40
Estado Uno 0,70 0,30
Tercer Dia 0,67 0,33
Cuarto Dia 0,67 0,33
Quinto Dia 0,67 0,33
Sexto Dia 0,67 0,33
Séptimo Dia 0,67 0,33
Octavo Dia 0,67 0,33
Noveno Dia 0,67 0,33
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Aplicacién en excel: formulas

De A Ajustada(1) No ajustada(2)

Ajustada (1) 0,70 0,30
No ajustada(2) 0,60 0,40
Estado Uno 0,70 0,30
Tercer Dia =MMULT(D17:E17;$D$15:$E$16)| =MMULT(D17:E17;$D$15:3E$16)
Cuarto Dia =MMULT(D18:E18;$D$15:$3E$16)| =MMULT(D18:E18;$D$15:$E$16)
Quinto Dia =MMULT(D19:E19;$D$15:3E$16)| =MMULT(D19:E19;$D$15:$E$16)
Sexto Dia =MMULT(D20:E20;$D$15:$3E$16)| =MMULT(D20:E20;$D$15:$E$16)
Séptimo Dia =MMULT(D21:E21;$D$15:$E$16)| =MMULT(D21:E21;$D$15:$SE$16)
Octavo Dia  |=MMULT(D22:E22;$D$15:$E$16)| =MMULT(D22:E22;$D$15:5E$16)
Noveno Dia |=MMULT(D23:E23;$D$15:3E$16)| =MMULT(D23:E23;$D$15:5E$16)

Estado estable: Las cadenas de Markov poseen una propiedad notable

en cuanto a que tienden a aproximarse a lo que se llama Estado estable.

En el sistema de dos estados P (1) “Ajustada” resultd ser 0.70 al principio

y después 0.60, 0.67. Estas probabilidades se mueven hacia un limite y

después de unos cuantos ciclos mas, las probabilidades de estado

comienzan a asentarse estabilizarse. Cuando una cadena de Markov ha

llegado lo suficientemente lejos como para estar cerca de estos limites,

se dice que ha alcanzado un estado estable.

5.4 Método de la suma de flujos

Este método esta basado en el concepto de que todo lo que entra debe salir. El

.75

0.25 0.25

-«

©

0.75

FIGURA 5-2
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diagrama de estado se utiliza para presentar los flujos. En la Figura 5-1 se

muestra de nuevo el ejemplo anterior de dos estados. Para cada estado puede
escribirse una ecuacion tal que para el estado k se cumpla: pikP (si) = X
pikP(Sk). Observando el estado S1 en la Figura 5, ponga atencion sélo en las

flechas entre los estados.

Para los flujos que llegan se tiene:
2pikP (si) = Z p21 P(S2) =0.25p (S2)

Para los flujos que salen, se suman las probabilidades de transicion a todos los
otros estados. En este caso solo hay una, 0.25. Asi la ecuacién para S1 es
0.25P (S2)=0.25P (S1)
De igual manera, el flujo hacia adentro para el estado S2 es 0.25P (S1) y el flujo
hacia fuera es 0.25P (S2).Esto da para S2
0.25P (S1)=0.25P (S2)
El hecho de que estas dos ecuaciones sean iguales es una coincidencia. Pero
no son independientes; asi se necesita una relacion mas:
P(S1)=P(S2)=1
Esto proporciona tres ecuaciones con dos incognitas que pueden resolverse
por eliminacién. El resultado es:
P(S1)=P(S2)=0.5

El procedimiento no cambia en los sistemas con mas estados. Considérese el

0.4 06

FIGURA N° 5-3

ejemplo con tres estados que se dio antes y que se muestra en la Figura N° 6.

Para el estado S1 se tiene:



154 El Proceso de la Cadena de Markov

0.1P (S2) + 0.1P (S3) = (0.3+0.3) P (S1)
Para el estado S2

0.3P (S1) +0.3P (S3) = (0.1+0.1) P (S2)
y para el estado S3

0.3P (S1) +0.1P (S2) = (0.1+0.3) P (S3)
Al poner todo esto junto se tienen cuatro ecuaciones:

-0.6P (S1) +0.1P (S2) +0.1P (S3) =0 (Ec.1)
0.3P (S1)-0.2P (S2) +0.3P (S3) =0 (Ec. 2)

0.3P (S1) +0.1P (S2) - 0.4P (S3) =0 (Ec.3)

P (S1)+P(S2) +P(S3)=1 (Ec4)
Cuando se resuelve un conjunto de ecuaciones como este, la Ultima ecuacién
no puede eliminarse. Si se usan solo las primeras tres, al final se tendra una
identidad ya que no son independientes. Una manera de resolver es por
eliminacion:

P (S1) =1/6P (S2)+1/6(S3)

0.3(1/6P (S2) +1/6(S3)) +0.1P (S2)-0.4P (S3) =0

1/6P (S2) +1/6(S3) + P (S2) +P (S3) =1
Sumando términos semejantes resultan dos ecuaciones con dos incognitas:

0.15P (S2) -0.35P (S3) =0

1.17P (S2) +1.17P (S3) =1
Después puede eliminarse P (S3) multiplicando la primera ecuacién por
1.17/0.35 y sumando las dos ecuaciones:

(1.17/0.35)(0.15)P (S2) -1.17P (S3) =0

1.17P (S2) +1.17P (S3) =0

1.67P (S2) =1

P (S2)=0.6
Con este resultado se encuentra P(S3) :

1.17 (0.6) +1.17P (S3) =1

P (S3) =0.26
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Por ultimo se sustituyen los valores en la ecuacion de PS1:
P (S1)= 1/6(0.6)+1/6(0.26) = 0.14

5.5 Aplicaciéon: cambio de marca.

Las compras de los consumidores estan influidas por la publicidad, el precio y
muchos otros factores. Con frecuencia un factor clave es la ultima compra del
consumidor. Si por ejemplo, alguien compra un refrigerador marca X y le da un
buen servicio, quedara predispuesto a comprar otro refrigerador marca X. De
hecho una investigacién de mercado puede determinar el grado de lealtad a la
marca encuestando a los consumidores. En términos de una cadena de
Markov, los resultados de la investigacion son las probabilidades de transicién
de seguir con la marca o de cambiar.
En la Figura 6 se muestra un ejemplo de cadena de Markov para el cambio de
marca. En este ejemplo la marca A es la marca de interés y la marca B
representa todas las demas marcas. Los clientes son bastante leales, el 80%
de ellos son clientes que repiten. La oposicion conserva el 70% de sus clientes.
¢ Qué informacion puede obtenerse con el analisis de Markov? Con el analisis
de transicion puede descubrirse que tan probable es que un cliente cambie
después de cierto numero de ciclos. Pero el analisis del estado es el mas util.
El promedio a la larga del estado A es el porcentaje de mercado que puede
esperar recibir la marca A. Asi, conociendo el grado de lealtad a la marca entre
los clientes, puede predecirse el porcentaje de mercado para el producto o
Servicio.
Las ecuaciones de estado estable para el ejemplo de la Figura 6 son:

P (A)=0.8P (A) +0.3P (B)

P (B)=0.2P (A) +0.7P (B)
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0.8 A:
Marca A Marca B
A
| Marca A 0.2
De
03 0.2 Marca B 0.3 0.7
| v
B FIGURA 5-4

0.7
P(A)+P (B) =1
La solucion al sistema de ecuaciones es:
P(A)= 0.6

P (B)=0.4
La marca A capturara a la larga el 60% del mercado y las otras marcas tendran

40%. Esta informacion puede ser util en muchas formas. Una de ellas es el
evaluar las diferentes estrategias de publicidad. Esta publicidad puede estar
dirigida a los clientes actuales en un esfuerzo para incrementar la lealtad a la
marca. De otra manera, puede dirigirse a los compradores de otras marcas con
el fin de persuadirlos para cambiar. ; Como debe asignarse un presupuesto de
publicidad entre estas dos alternativas? El analisis de Markov puede
proporcionar una respuesta si se dispone de cierta informacién adicional. Por
ejemplo, si cada incremento de un punto porcentual en el mercado aumenta las
ganancias $50.000, el presupuesto de publicidad es $ 100.000 y esto podria
aumentar la lealtad a la marca a 85% o incrementar el cambio a la marca a un
35%; el problema puede resolverse como sigue:
Si se dirige a los clientes de la marca A:

P (A)=0.85P (A) +0.3P (B)

P (B)=0.15P (A) +0.7P (B)

P(A)+P (B) =1

Resolviendo:
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P(A)=0.75

P (B)=0.25
Si se dirige a los otros compradores:

P (A)=0.8P (A) +0.35P (B)

P (B) =0.2P (A) +0.65P (B)

PA+P (B)=1
Resolviendo:

P(A)=0.64

P (B)=0.36
El dirigir la publicidad a los clientes actuales traera el mayor incremento en el
porcentaje de mercado, 15 puntos: ;Vale la pena? La ganancia seria
15x$50.00 = 750.000 con sdlo un gasto de $100.000.

5.6 Cadenas Absorbentes

Para quedar clasificado como cadena absorbente, un sistema debe
cumplir dos requisitos: debe tener un estado absorbente y debe poder
alcanzar ese estado. Un estado absorbente es aquel del que no puede
salirse. Esto puede observarse facilmente en la matriz de transicion,
porque un estado absorbente tiene una probabilidad de transicidon hacia
si mismo de uno y cero hacia todos los demas estados. El ejemplo que
se muestra a continuacion representa una cadena con dos estados

absorbentes:

S1| S2 | S3 | S4

S1104]103]02] 0.1

S2| 0 1 0 0

S3|01)01 |06 ] 0.2

S41 0 0 0 1
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ESTADOS ABSORBENTES

5.7 Matriz fundamental y calculos asociados

Siempre que un proceso de Markov tenga estados absorbentes, no
calcularemos las probabilidades del estado estable, ya que cada una de
las unidades finalmente terminaran en alguno de los estados
absorbentes. El calculo de las probabilidades de los estados absorbentes
requiere la determinacion y el uso de lo que se conoce como una Matriz
Fundamental. En el ejemplo que sigue, se muestra el calculo de la matriz
fundamental y la determinacion de las probabilidades de los estados
absorbentes.

Se empiezan los calculos dividiendo la matriz de las probabilidades de

transicion en las siguientes cuatro partes:

1.0 Jo.0Jo.0] 0.0
»— | 0.0]10]0.0] 0.0
0.4]o0fo0.3] 03
0.4 [0.2]0.3] 0.1
o | 1.0]00]00]00
0.0[1.0]o0.0]0.0

R Q

Donde:
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04 0.0
0.4 0.2

Q=03

3
Se puede calcular una matriz N, llamada MATRIZ FUNDAMENTAL,

utilizando la férmula siguiente: N = (I-Q)-1

Donde | es una Matriz identidad, el superindices -1 representa la inversa
de la matriz (I-Q).
Todos estos calculos, los podemos realizar a través del Excel.

Célculos de la Matriz Fundamental N

0.0 03|03 0.7 1.67 | 0.56 0.89 | 0.11

)Q 10| | [ & : 7| o3 N=(-Q) |~ : NR

0.0 | 1.0 03] 0.1 0_3 C.9 0.56 | 1.30 0.74 | 0.26

La Matriz inversa de (I-Q) o sea N= (I-Q)-1, se puede calcular con la
funcion “MINVERSA” de Excel

N= Matriz Fundamental férmulas Excel y calculos

Si para la matriz desarrollada se puede concebir como la operacion de
las cuentas por cobrar a través de un proceso de Markov, podemos
considerar periodos o0 sucesos semanales, con délar que aparece en
alguno de los siguientes estados:

Estado S1: categoria de pagado

Estado S2: categoria de cuentas malas

Estado S3: categoria de 0 a 30 dias de antigliedad

Estado S4: categoria de 31 a 90 dias de antigliedad

ANALISIS DE LOS RESULTADOS: La primera hilera del producto NR es
la probabilidad de que un ddlar de antigliedad de 0 a 30 termine en cada
uno de los estados absorbentes. Asi, vemos que existe una probabilidad

de 0.89 de que un ddlar de la categoria de 0 a 30 dias finalmente quede
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pagado y una probabilidad de 0.11 de que se convierta en cuenta

incobrable, igual andlisis se hace para la segunda hilera

5.8 Cadenas Ergddicas

Una cadena ergddica describe matematicamente un proceso en el cual

es posible avanzar desde un estado hasta cualquier otro estado.

Un caso mas restringido de cadena ergddica, es una cadena regular.

Una cadena regular se define como una cadena que tiene una matriz de
transicién P la cual para alguna potencia P tiene unicamente elementos
positivos (diferentes de cero). Utilizando la misma matriz de transicion, la
forma mas sencilla de verificar si una cadena es regular consiste en
elevar sucesivamente al cuadrado la matriz hasta que todos los ceros
sean eliminados o hasta que se desarrolle un patron que demuestre
obviamente que por lo menos un cero nunca podra eliminarse. Se puede
afirmar que todas las cadenas regulares son ergdédicas pero lo contrario

no necesariamente es cierto.

Ejemplo 1]| Ejemplo 2
0,210,3]10,5|| 1/4 | 3/4
Matriz de Transiciébn | 0 | 0 | 1 1 0

110
Potencia par: P2 =)
0,5/0,1]0,4 |113/16] 3/16 Regular por tanto es
No es regular, por
tanto k No pes 1,0(0,0{ 0,0 (| 1/4 | 3/4 ERGODICA
ERGODICA 0200305
P3 P3

Potencia impar

0,5(0,2] 0,3 ||25/64|39/64

0,2(0,3]0,5(13/16] 3/16
0,5[0,1]1 0,4
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5.9 Aplicaciones Cadenas de Markov

1. El centro de computo de La Universidad Autbnoma sufre paros de las
computadoras. Supongamos que los ensayos de un proceso de Markov
asociado se definen como periodos de una hora y la probabilidad de que
el sistema esté en un estado de operaciéon o en estado de paro se base
en el estado del sistema durante el periodo anterior. Los datos historicos

muestran las siguientes probabilidades de transicion:

HACIA
De OPERANDO | DETENIDO
OPERANDO 0.90 0.10
DETENIDO 0.30 0.70

a. Si el sistema inicialmente opera, ;Cual es la probabilidad de que el

sistema esté detenido en la siguiente hora de operacién?

b. ¢Cuales son las probabilidades de un estado estable del sistema en

el estado de operacién y en el detenido?

2. Un problema importante de transito en la salida de Barranquilla implica
que el transito intenta cruzar el rio Magdalena hasta Santa Marta
utilizando la carretera interdepartamental. Supongamos que la
probabilidad de que no haya retraso por transito en un periodo, en
funcién de ninguno en el periodo anterior es de 0.85 y que la probabilidad

de encontrar un retraso de transito en un periodo, dado uno en el
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anterior, es de 0.75. El transito se clasifica en estados de retraso o de no
retraso, y el periodo considerado es de 30 minutos.

a. Suponga que usted es un conductor que sintoniza el sistema de
transito por radio y recibe un informe de un retraso, ¢Cual es la
probabilidad de que para los siguientes 60 minutos (dos periodos) el
sistema esté en un estado de retraso? Note que esta es la probabilidad
de que esté en retraso durante dos periodos consecutivos.

b. ¢Cual es la probabilidad de que, a la larga, el transito no esté en

estado de retraso?

3. Mercafacil es mas pequefia que Merkosto o que Mercatodo. Sin
embargo, la comodidad de Mercafacil, con un servicio mas rapido y con
bomba de gasolina para los automdéviles, se puede esperar que atraiga a
algunos de los clientes que actualmente hacen salidas de compras
semanales ya sea a Merkosto o a Mercatodo. Suponga que las

probabilidades de transicion son como sigue:

HACIA
DE Mercafacil | Mercatodo | Merkosto
Mercafacil 0.85 0.10 0.05
Mercatodo 0.20 0.75 0.05
Merkosto 0.15 0.10 0.75

a. Calcule las probabilidades del estado estable para este proceso de
Markov de tres estados.

b. ¢ Qué penetracién en el mercado tendra Mercafacil?

4. Coltefinanciera tiene dos clases de antigliedades para sus cuentas por
cobrar: (1) las de una antigliedad de 0 a 30 dias y (2) las de 31 a 90 dias
de antigledad. Conforme la empresa opera hacia el futuro, podemos

considerar cada una de las semanas como un ensayo de un proceso de
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Markov, con un délar que aparece en alguno de los siguientes estados
del sistema:

Estado 1: categoria pagado

Estado 2: categoria de cuenta mala

Estado 3: categoria de 0 a 30 dias de antigliedad

Estado 4: categoria de 31 a 90 dias de antigiiedad

Suponga que es apropiada la siguiente matriz de transicion.

1.0]0.0] 0.0 | 0.0
0010 0.0 | 0.0
P=[05[00[025025
05[0.20.05] 025

Si Coltefinanciera tiene 4.000 dolares en la categoria de 0 a 30 dias y
5.000 ddlares en la de 31 a 90 dias, ¢ Cual es su estimacion del monto de

cuentas incobrables que sufrira la empresa?

na empresa grande reunio informacion de las razones por las que los
administradores de nivel medio como los que tienen antigiedad
abandonan la empresa. Algunos de los administradores finalmente se
retiran, pero otros abandonan la empresa. Algunos de los
administradores finalmente se retiraran, pero otros abandonan la
empresa antes de su retiro por razones de tipo personal, incluyendo
puestos mas atractivos en otras empresas. Suponga que es aplicable
la siguiente matriz de probabilidad de transicion de un afo, con los
cuatro estados de los procesos de Markov: el retiro, abandono antes
del retiro por razones personales, permanencia como otro

administrador medio o permanencia como administrador sefior.
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RETIRO ABANDONO | ADMINISTRADOR | ADMINISTRADOR
PERSONAL MEDIO SENIOR

RETIRO 1.0 0.0 0.0 0.0
ABANDONO

0.0 1.0 0.0 0.0
PERSONAL
ADMINISTRADOR

0.03 0.07 0.8 0.1
MEDIO
ADMINISTRADOR

0.08 0.01 0.03 0.88
SENIOR

a. ¢ Qué estados pueden considerarse absorbentes? ¢, Por qué?

b. Interprete la probabilidad de transicién de los administradores medios.
c. Interprete la probabilidad de transicion de los administradores senior.
d. ;/Qué porcentaje de administradores medios actuales finalmente se
retirard de la empresa? ;Qué porcentaje abandonara la empresa por
razones de tipo personal?

e. Actualmente la empresa tiene 920 administradores: 640 medios y 280
senior. ;Cuantos de estos finalmente se retiraran de la empresa?

¢, Cuantos abandonaran por razones particulares?

6. La administracion de la CIA de refrescos POSTOBON cree que la
probabilidad de que un cliente adquiera COLA o el competidor mas
importante de la empresa, COCA COLA, esta basada en la compra mas

reciente. Suponga que son apropiadas las siguientes probabilidades de

transicion:
De Hacia
COLA | COCACOLA
COLA 0,9 0,1
COCACOLA| 01 0,9
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a. ¢Cual es la probabilidad de que este cliente adquiera Red Pop en su
segunda compra?

b. ¢ Cual es la penetracion en el mercado a largo plazo para cada uno de
estos dos productos?

c. Red Pop planea una campafa publicitaria para aumentar las
probabilidades de transicion de los clientes de COCA COLA. La
administracion cree que la nueva campafa aumentaria 0,15 la
probabilidad de que un cliente cambie de COCA COLA a COLA. ;Cual
es el efecto proyectado de la campana de publicidad en la penetracion de

mercado?

7. Una causa de la detencion en un centro de computo que sufre paros
de las computadoras, fue rastreada hasta una pieza especifica de
hardware. La Administracién cree que pasar a un componente diferente

de hardware dara las siguientes probabilidades de transicion:

Hacia
De Operando | Detenido
Operando 0,95 0,05
Detenido 0,60 0,40

a. ¢Cuales son las probabilidades, en estado estable, de que el sistema
esté en estado de operacion o detenido?

b. Si el costo del sistema detenido por cualquier periodo se estima en
500 ddlares (incluyendo utilidades y pérdidas debido al tiempo de parado
y al mantenimiento) ¢ Cual es el costo de punto de equilibrio del nuevo

componente de hardware, con base en un periodo de tiempo?

7. Los datos reunidos acerca de importantes areas metropolitanas
seleccionadas de la parte este de Estados Unidos muestran que

2% de los individuos que viven dentro de los limites de la ciudad
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se mudan a los suburbios en un periodo de un afio, en tanto que
1% de los individuos que viven en los suburbios se mudan a la
ciudad en un periodo de un afo. Responda las siguientes
preguntas, suponiendo que este proceso queda modelado por un

proceso de Markov con dos estados: ciudad y suburbios.

a. Prepare la matriz de probabilidades de transicion

b. Calcule las probabilidades del estado estable

c. En un area metropolitana especifica, 40% de la poblacion vive
en la ciudad y 60% vive en los suburbios. ¢Que cambios en la
poblacion resultan de las probabilidades de estado estable para

esta area metropolitana.

9. Los patrones de compra para dos marcas de pasta de dientes se

pueden expresar como un proceso de MarKov con las siguientes

probabilidades de transicion:

Hacia

De Colgate | Colinox
Colgate | 0,90 0,10
Colinox | 0,05 0,95

a. ¢ Qué marca aparenta tener mas clientes leales? Explique
b. ¢Cual es la penetracion de mercado proyectada para ambas

marcas?

10. Dada la siguiente matriz de transicion con los estados 1 y 2 como

estados absorbentes, ;Cual es la probabilidad de que las unidades en

los estados 3 y 4 terminen en cada uno de los estados absorbentes?

1,0

0,0

0,0

0,0

0,0

1,0

0,0

0,0

0,2

0,1

0,4

0,3

0,2

0,2

0,1

0,5
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11. Caribefla de Palmeras es propietataria de un terreno de 5000
palmeras. Cada ano Caribefia de Palmeras le permite a los detallistas
seleccionar y cortar arboles para la venta a clientes individuales.Caribefia
protege los arboles pequefios (por lo general de menos de 4 pies de alto)
de manera que estén disponibles para venta en anos futuros.
Actualmente estan clasificados 1500 arboles como protegidos, en tanto
que los 3500 restantes estan disponibles para corte, quizas no sean
seleccionados sino hasta en afos futuros. Aunque la mayoria de los
arboles que no se cortan en un afo viven hasta el siguiente, todos los
afios se pierden pinos enfermos.

Al estudiar la operacion de las palmeras caribefias como proceso de
Markov con periodos anuales, definimos los cuatro estados siguientes:

Estado1 Cortado y vendido

Estado 2 Perdido por enfermedad

Estado 3 Pequefio para corte

Estado 4 Disponible para cortar, pero no cortado ni vendido
La siguiente matriz de transicién es apropiada:

1,0/00/0,0]0,0
p= 0,0/10]0,0]0,0
01/02]05]0,2
04/01]00]0,5

¢, Cuantos de los 5000 arboles del vivero se venderan y cuantos se
perderan?
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12. En la siguiente matriz de probabilidad de transicion se resume la

informacion del progreso de los estudiantes universitarios en una

universidad particular:

Graduado | Abandona Peﬂ De~2 De~3 De~4

1°ano ano ano ano

Graduado 1,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Abandona 0,00 1,00 0,00 0,00 0,00 0,00
De 12 afo 0,00 0,20 0,15 0,65 0,00 0,00
De 22 afio 0,00 0,15 0,00 0,10 0,75 0,00
De 32 afio 0,00 0,10 0,00 0,00 0,05 0,85
De 42 afio 0,90 0,05 0,00 0,00 0,00 0,05

a) ¢ Qué estados son absorbentes?

b) Interprete la probabilidad de transicién de un estudiante de
segundo ano.

c) Utilice Excel para calcular las probabilidades de que un
estudiante de segundo afio se gradue o abanddnelos estudios.

d) En un discurso de bienvenida a 600 alumnos de nuevo ingreso,
el rector les pide que se den cuenta que aproximadamente 50%
de los presentes no llegara al dia de graduacion. ¢Un andlisis de
los procesos de Markov apoya la declaracion del rector?
Expliquee) Hoy, la universidad tiene 600 estudiantes nuevos; 520
de segundo; 460 de tercero y 420 de cuarto. ¢ Que porcentaje se

graduara de los 2000 estudiantes de la universidad?
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