ANEXO

RESOLUCION MODELO DESCENTRALIZADO
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Al. Resolucién Modelo Descentralizado
A.2 Consumidores:

Max Blncy, +yIn(a, + A°™) + (1 + 9]£"U(ﬁ Incy,, )+ yln(aml) + A[(::HIJD

sa cy, + 85+ M= Wy
czfﬁ—l) = (1 +f‘(r+ 1))51
4’4([+1) = (1 - b):’It + bfl - P! + ({LMI
‘4[ = dy + fl;‘on?
W' > 0;u <0

/ Lo T r_
w, >0 u, <0, lim,_ u. = oo

El problema del consumidor queda totalmente definido con el siguiente

lagranjiano:

/ “\ Ca
. = (t+1)
L=|flncy, +yln(a, + AP™) + (1 + 6)¢ 1J{\,.‘3111 Coeepy yln[a[“u + A[ij“l] ))} + At[clt + Trroon +m; - wt}

CPO:

L p N At
662(“1} (1+6)ca ey 1+1gsn (1.2)

oL 1+ 8]_1}/(16:@

Fr +4: =0
m; [A[_t+1] + a(t-{_ljj (13)
dL €2
—_— =C1f +—[t+l] +mt_wt - 0
d A 1+ 7@y (1.4)
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(1+resn)
C =
0T (1+0) s

(1.5) en (1.4)

c =(1+9)(W — my)
Yot (1.6)
_ (M)
C2iy = 2+ 0) (wy — my) w.7)
. Wy — My
T 2+0) (1)
(11)y(13)
wy B

(1+6)(1+m(Agy *apen)

Recordando que:

(1 —b)a, + b\—{ — ek + om,

di+1) =

(1+n)
Tenemos:
oy c, =(1+ 8){(1 + n]A[(fi”l] +(1-hb)a, + ba_ ek + (umr}
B Ne (1.9)
(1.6) en (1.9)
wy [1 + 9) g —_ com bA a
? 2+ 0) (we=mg)|=(1+06) (1+nA,5+(1-Dbla +Fr - ek + wm,
2+46 . A
[wt (298 ;},}ﬁ[m +m)A + (1= bla, + B - eka
me =
(2+6) % +1

(1.10)

Ahora obtendremos el equilibrio Nash-Cournot para el nivel mt

reemplazando: A" = Aoy — A1) g (1.10).

g €=

(rue'mif + IJ)
oyl . - -z
(1+8) , en el caso de considerar una tasa de depreciacion de 1.




([2 + G)E + 1Jmf = W — w{(l + H](A(Hl) - a(Hl)] + (1 - b]ar + b—;l - ekf}
Y wy Ne (1.11)
De nuevo se recuerda que:

(1 —b)a, + Zf\—q — ek + omy
(1+n)

dir+1) =

Tengo:

B (2+6)B _ bA .
22+0)—+1mr=w - Nyl (1 -b)a: + — - ek, + wm; |- wm;
Y wy N;

- UZ:U—E)JB[N(MJ[U - b)a, + 24 ekfﬂ

t

([2 +0) ]E/ + 1} +(2+6) % Ny = 1) (1.12)

La ecuacion (1.12) es el nivel de mt individual, que escoge de manera no
cooperativa, cada uno de los consumidores en el tiempo t. Sus caracteristicas son

las siguientes:

dm; dm; dm; dm; dm; dm; dm;
> 0; > 0; = > 0; < 0; — < 0;
dw,  dkf T d(ek?) d(p,)  dd, d4A T dN;

A.3. Firmas:

Cada firma representativa maximiza su beneficio, que esta dado por:

maxL§1 _Q)Kf —w L — 1K, L=1
K L: (1.13)

FALy K)=Li “Kf = Lf(K/L) = Lf ) =k (1 1)
k>0= f(k)>0,f'(k)>0,f"(k) <0

Inad 0)=0; lim f'(k) = +o; lim f'(k)<1
nada  f(0) (klgrllnf(J +w(kjrpw]f()<
CPO:

Fr (Kn Lr) =W FK(KO Lr) =T

En términos per-cépita:



ke - ke(@k" ™ = we; (1 - @)k{ = we(q 15)

(a-1) _
ak, 7 =Ty 16)

A.4. Equilibrio del mercado de bienes:

El equilibrio del mercado de bienes requiere que la demanda de bienes en
cada periodo sea igual a la oferta, o alternamente, que la inversion sea igual al
ahorro:

Kie+1) = Ke = Nese (1) - Ke

En términos per-capita:

(1 +n)kesq = St(-)(]_.]_?)

Reemplazando (1.8) en (1.17) tenemos:

(1+n)kes = [Wr A

2+0 }(1.18)

A.5. Dinamicas y estado estacionario:

Comportamiento del capital:

Reemplazo (1.12) en (1.18)

_p _
W, - (:U—},]ﬁ[wm)([l - b)a+ 24 - ekfﬂ
Wr - -
(e+of 1)+ 2+ 050y -1
k +1 = -
i (1+n)(2+6) (1.19)
Ahora, reemplazo (1.15) en (1.19):
(1 - ikt - o N0 - b+ B - ek )
(1- a)kta - B . B
(=05 1]+ 2+ 05 e -1
keiq =

(L+n)Z+6) (1.20)

(21

[}

(1-a)ig|[(2+ f;r]f, F1]4 (24 0)(Nyary - 1) |- (1 - @)k -
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v

BT . 3 -
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(1-aie((2+ 08 + 1)+ 2+ O - 1) (1 - )k - —r”[rvm (1- b)ac + B - et |

k,
(L+n)(2+ S}I_.|_(2 + 9)%+ 1)+(2+ 9)? (Ngsny - 1]!

Akpoy =hesr ~ b =

kt+1 - H[ki:; ﬂiij(lZZ)

Evolucién del medioambiente:

(1-Db)a; + E;\T_A - ekf + wm,
t

A+ =

(1+n) (1.23)

Reemplazo (1.12) en (1.23)

2+ 6
[1—b)at+v—ek§‘ +w
t

[N(M, (1-b)a, + bd _ ope H

[(2+G]ﬁ+1)+[2+9]ﬁw{c+1j 1)
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(t+1) (1+n) (1.24)
—-a)k® w a ——e 2
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Aagn = agen —ac = \ ) i

(1+n)
[((2 + 9)]—'6 + 1.] +(2+ )Ny - 1))[(1 ~B)a:N, + bT? - ek;’m) + [wa(l —ape -2 +y9],5' Nt[N[m](u ~b)as + % - ek;’]]

A1y = — Qg

[(% + 1) +(2+6) % (Nge=1y — 1))(1 +n)N;
ag-1) = O(ke, ac)q 25)

Crecimiento Poblacional:

Ne=(1+n)Ng+y (1.26)

A.6. Estado estacionario:

Se considera una poblacion estacionaria N, con una tasa de crecimiento

cero (n=0). En estado estacionario, se tiene: @t @r+1=a" y kesy = ke = k7,

Ahora, se recuerda la ecuacion y se reformula en términos del estado

estacionario:



(L +mage1y — (1 - bla, — 5 +ekf

my =

2 (1.27)
a* - (1-bla" - B¢ + e
e = ® 2(1.28)

Se sabe, por definicion, que b estd entre 0 y 1. Entonces, si se considera
una poblacion —N estacionaria- suficientemente grande se tiene que:

bA

%

Para un valor de 4 , que sea cercano a los niveles de consumo per-
capita. Se debe recordar, que por la definicion del indice ambiental, 4 puede

tomar cualquier valor no negativo.

El modelo esta caracterizado por un sistema de dos ecuaciones en
diferencia de primer grado, no lineales.
Para encontrar su estado estacionario tendremos un sistema de dos

ecuaciones no lineales, en las variables a* y k*.

En estado estacionario, reemplazamos (1.15) y (1.28) en la ecuacion
(1.18), que caracteriza al capital y se tiene:

-k _[“* - (1- I;;)a" +€k*a:|

2+6) . (1.29)

Se reordenan los términos:

k*

- w(l-a)k™ -ba” -ek™
- (2+6)w

(2+0)wk™ =w(1-a)k™ -ba" -ek™

Tenemos:

% No se debe confundir la variable a*, que es la calidad ambiental en términos per-capita con el parametro
a que es la participacion del capital dentro del producto.

3 Esta aproximacion permite tener una solucion analitica, ya que en caso contrario el capital estacionario
estara dado por un polinomio del tipo: @k ™“+¢k" +u=0:0<a<1 Egdecir, se requeriria establecer un
valor numérico para el pardmetro a y utilizar métodos numéricos. Efectivamente, se realizan simulaciones
numéricas del modelo. El error de la aproximacion de la solucion aqui presentada es decreciente en N,
creciente en b y en - . Claramente, es una muy buena aproximacion si consideramos que la poblacién
puede ser arbitrariamente grande, mientras que los otros parametros no.



(2+0)wk” =k"[w(l-a)-e]-ba" (1 30

Ahora, se toma la ecuacidén que caracteriza al medioambiente (1.23) y

junto a las ecuaciones (1.15) y (1.12), se obtiene:
(1- )k - (2+ 9)6

N((1-b)a" - ek™)
[ |

a =(1-b)a -ek™ +¢ 7 7
[[2+9)7+1]+(2+9]?[N—1) (@.31)

Se reordena los términos:

b{f[z vty 1]+(2+ ol w- 1)};" -
y ) y

B

_ek*a[‘ﬁ[z +6) ; + l-‘| +(2+ Q]E[N - 1):|+ u)|:[l -a)k

a_ L2 it pyar - ek‘”)ﬂ
wy

Se prosigue:

B

bU[Z rof 1| r2+o2w- 1)}1* =
y ) y

_(2+8)BN(L-b)a"
wy

) ek"“ﬂx[z . g]g , 1| L2+ o) % (N - l]} + {w(l -a)+ @}kta

Ahora se tiene:

b[f"(z Py B
y

" 1"|+(2+9];(N—1)}n* -

_ (2+6)BN(1-b)a" +[m[l . e(2 + e]mf

_ {[[2“9) +1|+[2+9) (N - 1]ﬂ
wy

bU[Z ; e)% P12 e}% -1+ 9]5‘?:{1 - b)}n“ -

e(2 + 68)AN

_ [m(l —a)+ - e{{(z +6) g + 1"\ +(2+8) % (N - l}ﬂk'”

[[2 +F9)ﬁ (N-b)+ b[(Z T’)ﬁ . 1ﬂa* _

- [w{l —a) + w - e[{{Z " e)§+ 1"\ L2+ 9]%@1 - 1}ﬂk*"

[N (2 J;SJ’G + bi|ﬂ'* = ..




= [m[l —a)+ {@ 2+ 3)% 1]+ (24 9}%[3«1— l]ﬂk“"

Se obtiene asi:

{N@ + b}a* = [m{l -a)- e}c*“

a’ = k‘”[[m{l -a) - e]/{Nw + bﬂ
y (1.32)

Se reemplaza (1.32) en (1.30):

.. . (2+6)p
(2+0)wk” =k a{w[l -a)- e:|— k ”b|:[cu[1 -a) - e]/i:N » + bﬂ

Se ordena los términos:

. e (2+6)p
(2+8)wk =k {m[l -a)-e- b[[m{l -a) - e]/{N , + E;IH

Se obtiene el polinomio:

1 o -a-afw =R ]| -erau
kK wll-a)-e-b[w(l-a)-e]l/|N +h|||-(2+8)wk =0
y (1.33)

Se extrae factor comun:

[w(1-a)—e]
[Nw + E;}

k9 w(l-a)-e-b ~ 2+ wk D | =
Y

Directamente, se obtiene un estado estacionario:

kK=0;a =0

Se trabaja con los corchetes y con un poco de manipulacién algebraica se

tiene el segundo estado estacionario:

[w(1-a) -e]
[NM ‘ b}

w(l-a)-e-b ~2+6)wk't D=0

4
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[w(1—a) —e]

w(l-a)-e-b - = (2 + O)wk* 19
v 208 b}
}I’ e
_ 1
(1-a)
[w(1l-a)-e]
w(l-a)-e-b——7F——F%—=
OB | b}
2+ 0w

LT RO e

o [Nw + b}(z + O)w

(1.34)
Para que este estado estacionario exista y sea diferente de cero, se

requiere que @(1 — @) >e

Ahora, reemplazo (1.34) en (1.32):

(2+0)8 T
VT ot-a - 0 gg
[N S bJ[Z +0)w [N Z2OF, b}
(1.35)

Es claro que si k* existe —es positivo-, a* sera positivo, ya que se cumple

o(l —a)>e

Reordenando los términos tenemos:

- [ NBlw(l - @) -] TT®
[V + 6)B + yblo

o [ NB[w(l -a) -¢e] J0-a| [w(l-a)-e]
[

LIN@Z +6) + bylw | [N (2 +V9],B . b}

Esta solucion puede ser directamente extendida al caso en que la existe

un factor tecnologico 7 que multiplica a la funcion de produccion:

11




1
TN w[bj(l ) - s} (-

K=
2+0
[N% 4 b}[z + 8w
2+6)8 o
. ™ v cu[l—a}—e} fw(l - a) - €]
[N (2 T‘W s b}(z + O)w [N (2 fjﬁ + b}

A.7 Dinamica local

El modelo se puede caracterizar por dos ecuaciones en diferencias de
primer grado en dos variables. Este sistema es no lineal, pero sus dindmicas

pueden analizarse localmente con una aproximacion lineal:

keo1 = H (ke a:)(1.36)
g1y = U(Ke, @e)(q 37y

ke =k _ | 911 d12 k(r—‘l]_k*

a,—a dz1 dz2|ag-pn-—a (1.38)
dH(k", a") dH(k", a*)
app = T; diz = T
Tt t
_9U(k",a")  9U(k", a")
T T
aip diq
a1 dpp

Ahora se procede a obtener las derivadas parciales y se obtiene:

12




(2 ;S]ﬁ Neak @1

_0H(k',a)  (1-a)ak @Y (1-a)ak @V

apy

dki (2+6) [2+8)[[2+8]]—€N+1)_(2+6]([2+9]%N+1j
_O0H(k, a) a1 (2+60)pN((w(1 - a) -e))
aqp = Ok =a ﬁ
¢ a)y([2+6‘)]—/N+ 1) (1.39)
MKk, @) NpR+6)(1-b)
12 — -
da (2 + ejmy[(z . 9]%1\: . 1)
oM k", a”) NB(1-b)
dpz = Ja = 5
¢ my((Z +O)FN+ lj (1.40)
IV, a) ak(a—l)(-e][[Z +0) %N + 1] we(1 - a)k(eD 2+ 9)%1‘\;’6&’!{(‘*’”
dzy = - = - + +
KL [(2+9)§N+1] ([2+6)€N+1) [(2+9)§N+1)
o2 = 200D _ e (00 =)
[[2 +9)7N+ 1J(1.41)
vk, a*) . [1—b][2+9]gN
GzzzT:[l—b]‘ B
¢ [(2 +0) N+ 1)
o = d0(k", a’) _ (1-5)
22 = ==
Ja; [[2+8)€N+1J(1 )

Las dinamicas del modelo cerca del estado estacionario (k,a), queda

determinado por la siguiente matriz:

| ak“DEN((w(1 - a) - e) NB(1-b)
wy[i(Z +9)€N+ 1] wy((2+ﬁ]§N+ 1)
7| @k 0 e) (1-h)
{:(2+9)€N+1) ((2+9)§N+1]

Ahora caracterizamos la matriz:

Tr]=ay +ax

(1.43)
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_ ak " DBEN((w(1 - a) - e)) . (1-b)
wy((2+9]]€N+ 1) [[2+9)€N+1)

Det] = ai1-az —apz-dxn

Tr]
(1.44)

ak @ VAN((w(1 - a) - €)) (1-b)
Det] = 7 . 7
(uy[[2+€]]—,N+ 1] [[2+6]7N+ 1]

Np(1-b)  (ak“ D(w(l-a)-e))

wy((2+9]€N+lJ ([2+9]§N+1j

Det] = 0(1.45)"

El polinomio caracteristico tiene dos autovalores o eigenvalores:”

P(u)=u* —Tu+D
/L!l = TI‘J
=0

El caso no-hiperbolico requiere que el valor absoluto de cualquier de los
autovalores sea igual a 1 (de La Croix & Michel, 2002). En primer lugar,

reemplazamos Kk estacionario en la traza (1.44) y se iguala a 1:

a(NPR+O)+by)+(1 — by

(2+ )N +7) )
_(NBR+O) +by)
(Q+O)pN+by)

1

Por la forma de la funcion de produccion escogida, este caso estd
excluido del dominio del parametro « : 0 <« <1, Alternamente, igualamos la

trazay se igualaa-1:"

a(NPR+ ) +by)+(1—b)y

@+ 0N+ 1) !

14



B.1

_—NBR+O)+(2— by
 (NBQR+6)+by)

Este caso también queda descartado. Ahora, debido a #1 = I'rJ g

menor a 1 en valor absolutoy #2 = O también, el modelo es localmente estable.
Alternamente, se puede analizar las dinamicas en base a la traza y determinante

de J (de La Croix & Michel, 2002). Una condicidn necesaria y suficiente es:
1+D| > |T], |D]| <1

La matriz J cumple con esta especificacion. Ahora podemos determinar
gue el modelo es localmente estable.
Simulaciones numeéricas

Modelo descentralizado basico

Las simulaciones numericas muestran diferentes tipos de convergencias,
para ciertas combinaciones de parametros. Se adjunta la hoja electronica en

Excel, para reproduccion de las simulaciones. Se presentan algunos resultados:

Los parametros que se van a utilizar tienen la siguiente nomenclatura:

15



Q A~ s 53 9 T 0o o0 < ®m -
* % o)

a(0)
N(0)
k(0)
Ae

factor tecnoldgico

Preferencia por consumo

Preferencia por ambiente

Velocidad de estabilizacion natural
grado de contaminacion del producto
impaciencia por consumir
participacién del capital en el producto
crecimiento poblacional

eficiencia de abatimiento ambiental
capital estacionario

ambiente estacionario

ambiente per-capita inicial

Poblacién inicial

capital inicial

indice de valoracién ambiental natural

Varios de los parametros utilizados no se han fijado para reproducir las

caracteristicas de una economia real. Esto se deja para trabajos futuros. Se

recuerda sin embargo, los rangos determinados para cada uno de ellos en el

capitulo IV. Para los parametros microecondmicos estandar se han fijado de

acuerdo a parametros estandar de la literatura de generaciones traslapadas
(Blanchard & Fischer, 1989; de La Croix & Michel, 2002). Para el parametro de

grado de contaminacion de la economia se utiliza como proxy la eficiencia

energética del Ecuador en algunos casos (Falconi, 2002). La poblacion se fija en

un nivel estacionario, debido a que el problema poblacional es complejo y

requiere ser endogenizado. El objetivo de este ejercicio es mostrar la

complejidad de las dinamicas del modelo y caracterizar el tipo de convergencias.

Caso 1:

16



T 1
Be 0.5
Y 0.1
b 0.9
e 0.59
p 0
a 0.33
n 0
w 1
k* 0.007505246
a* 1.50019E-14
a(0) 50
N(0) 1E+11
k(0) 0
Ae 100

Ademas, se demuestra que para un valor arbitrariamente alto de
poblacion estacionaria, el estado estacionario analitico -derivado en el capitulo

IV- tiene un error cercano a cero. Como se puede ver en la siguiente tabla:

a* 1.50105E-14 -0.05734%
k* 0.007505245 0.00001%

Donde se presenta el estado estacionario calculado desde la
especificacion derivada en el capitulo 1V y ademas el error relativo, que es

cercano a cero.

Ahora se presenta, los resultados de la solucion centralizada para los

mismos valores de los pardmetros, y con un R de cero, o de regla de oro:

R 0.0000000000
k* 0.0505235552
a* 0.0144353016 -

Esta economia sobre-acumula capital fisico y sobre-degrada el

medioambiente. No es eficiente en términos de Pareto.

17



La convergencia de las trayectorias para kt y at se observa en el siguiente

gréfico:

A 5°

40

at

—-a(t)

20

0,5 10
0 lﬁLL-ﬂ-—.vW 0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

15 \\ 30 & —e—k(t)

La convergencia de kt es no monotdnica y muestra un pico que
corresponde a una generacion que aprovecha de su posicién inicial para tener un
alto nivel de consumo a costa del bienestar de las deméas. Se debe recordar que
cada t, representa 20 o 30 afios. En este caso se puede observar que las primeras
generaciones que tienen poco capital y una dotacion alta de ambiente, explotan
el medioambiente de manera excesiva. Esto les permite aumentar sus ingresos y
aumentar su capital, sin embargo, esto disminuye permanentemente el nivel de
calidad ambiental e inclusive el capital de las siguientes generaciones. Este,
podria ser el caso de un boom de recursos naturales. Al tener muchos recursos
naturales y poco capital, se obtienen ingresos de la explotacién de los recursos
pero esto no es sostenible en el largo plazo. La economia descentralizada es
incapaz de utilizar la alta dotacién de ambiente para convertirla en capital fisico.
Asi, una economia con mas recursos naturales serd mas inequitativa a nivel

intergeneracional que otra con pocos recursos naturales.

Una curva de Kutznets ambiental no puede ser derivada directamente,

debido a la naturaleza discreta, con tiempos de 30 afios. Sin embargo, la variable

18



mt sigue este patron. Cuando la economia tiene bajo capital es negativa, al
aumentar el capital disminuye. Esto coincide con el hecho de que ciertas
variables como la deforestacion, disminuyan al aumentar la riqueza de la
economia. A largo plazo, se mantiene la tendencia de una menor degradacion
que inclusive se convierte en mantenimiento ambiental. No obstante, el nivel
total de calidad ambiental baja permanentemente, debido a la contaminacion que
es directamente proporcional a la produccion. Posible extensiones, pueden
incluir un parametro e enddgeno, que sea funcion del progreso tecnoldgico. Esto

se observa directamente en la simulacion en la hoja electronica.

trayectoria temporal del consumo

1,0000

0,3000

0,6000 — 4 : = =

0,4000 —/
0,2000 4

n,oooo:ﬁ' S R R T S 0 5 B BT

1234567 8 9101112131415161718192021222324

t

—4—clt —l—c2t C

trayectoria temporal del ahorro

0,1400
0,1200 @

0,1000 !\
£
\0-0-4-4-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0

0,0800

1
0.0600 I
I
l

0,0400 —¥ ok

0,0200

0,0000 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
12345678 9101112131415161718192021222324

t

Las trayectorias temporales o dinamicas del consumo y del ahorro siguen
el mismo patron que el capital fisico de la economia. Esto significa que las
primeras generaciones consumen mucho mas que las ultimas —y a expensas de
estas-. EI ahorro también sube pero este ahorro es insuficiente para mantener el
nivel de capital alcanzado por las generaciones que explotan el medioambiente.
Esta afirmacion puede ser observada en la trayectoria dinamica del capital que
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alcanza un nivel estacionario con un nivel menor a aquel de las primeras

generaciones.

Analisis de convergencia local:

Como sustituto del analisis de digrama de fase, que no es posible debido
a la complejidad de las dindmicas del presente modelo se utiliza una simulacién
con una hoja electronica. Debido a la naturaleza discreta del modelo de
generaciones traslapadas, este procedimiento nos proporciona una imagen muy

buena del funcionamiento del modelo (Shone, 2002).

Se parte del estado estacionario, es decir, fijando como condiciones

iniciales, los valores de estado estacionario:

T 1

Be 0.5

Y 0.1

b 0.9

e 0.59 .

P 0 trayectoria temporal

a 0.33 PS
n 0

w 1

k* 0.007505246 | &

a* 1.50019E-14

a(0) 1.50019E-14 0

N(0) 1E+11 0 0001 0002 0003 0004 0005 0006 0007 0,008
k(0) 0.007505246 "

Ae 100

Ahora se realizan pequefias perturbaciones cercanas al estado
estacionario:

1. Una perturbacion positiva del nivel de a(0)
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T 1

Be 0.5

Y 0.1

b 0.9

e 0.59 .

b 0 trayectoria temporal
a 0.33

n 0

w 1

k* 0.007505246 | &

a* 1.50019E-14

a(0) 2.50E-14 o

N(0) 1E+11 0,0075022 0,007518
k(0) 0.007505246 @

Ae 100

Converge de manera lineal.

2. Una perturbacion negativa del nivel de a(0)

T 1

Be 0.5

v 01 trayectoria temporal

b 0.9

e 0.59

p 0

a 0.33

n 0 -

w 1 <

k* 0.007505246

a* 1.50019E-14

a(0) 5.00E-15 0 '
N(0) 1E+11 0,0075022 0,007518
k(0) 0.007505246 Kt

Ae 100

Converge de manera lineal.

3. Una perturbacion positiva del nivel de k(0)

T 1
Be 0.5 .

Y 0.1 trayectorla tem poral

b 0.9

e 0.59

p 0

a 0.33

n 0 -

w 1 <

k* 0.007505246

a* 1.50019E-14

a(0) 1.50E-14 1,498E-14 -

N(0) 1E+11 0,0075052 0,0075052 0,0075052 0,0075052 0,0075052 0,0075052 0,0075052
k(0) 0.007505246 Kt

Ae 100

La convergencia es no monotonica, aun para un cambio de 1 en sexto
decimal. Para evitar, que la trayectoria sea generada por la naturaleza
aproximada de los célculos de la hoja electronica, debido a los niveles
cercanos a cero del nivel estacionario, se realiz un perturbacion mayor en

el tercer decimal:
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1
0.5

W —
o

M 0.1 trayectoria temporal
b 0.9

e 0.59

p 0

a 0.33

n 0 .

w 1| <

k* 0.007505246

a* 1.50019E-14

a(0) 1.50€-14 1,49€-14

N(0) 1E+11 0,0074 0,0076 0,0078 0,008 0,0082 0,0084 0,0086
k(0) 0.008505246 Kt

Ae 100

Es convergente, pero lo hace no monoténicamente. Es una dinamica no

lineal.

4. Una perturbacién negativa del nivel de k(0)

T 1

Be 0.5 H I

v o1 trayectoria tempora

b 0.9

e 0.59

p 0

a 0.33

n 0 ]

w 1

k* 0.007505246

a* 1.50019E-14

a(0) 1.50E-14 1,42E-14 -+ - : - - . ,
N(O) 1E+11 0,0064 0,0066 0,0068 0,007 0,0072 0,0074 0,0076
k(0) 0.006505246 Kt

Ae 100

Es convergente, pero lo hace no monoténicamente. Es una dinamica no

lineal.

Estabilidad global:

Bajo estos pardmetros la economia muestra gran estabilidad. Es
interesante notar que debido a las fuerzas contrarias que existen, un nivel
arbitrariamente alto de capital o medioambiente convergen al mismo estado
estacionario que uno bajo. Se debe notar que con especificaciones diferentes de
la funcion de utilidad y la de ahorro, se podria obtener varios estados
estacionarios, en cuyo caso, estas condiciones iniciales juegan un papel muy
importante(John & Pecchenino, 1994). Esta caracteristica se explica, debido a

que un alto nivel de capital produce un alto nivel de contaminacion. Es decir,
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degrada el medioambiente, esto exige gastos en mantenimiento ambiental, lo que
disminuye los recursos para ahorrar y que a su vez disminuye el nivel de capital
en el siguiente periodo, y asi consecutivamente, hasta alcanzar el nivel

estacionario. Esto se aprecia en los siguientes graficos:

T 1
Be 0.5
Y 0.1
b 0.9
e 0.59
p 0 trayectoria temporal
a 0.33 "
n 0 3
w 1 o8 /
k* 0.007505246 '
a* 1.50019€-14 | % "'”
" _—
a(0) 1 v
N(0) 1E+11 ‘ 0 /
k(O) 1 -0,2 0.2 0,2 04 0,6 0,8 1 1,2
Ae 100 K'

|

® 06 06 £ —e—k(t)

—malt)

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Debido a la escala, se pierden las caracteristicas no monoténicas cercanas

al estado estacionario.

Caso 2:
El presente modelo presenta bifurcaciones o cambios en la dindmica
estructural bajo ciertas combinaciones de parametros. Se presentan algunos

Casos:
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T 1
Be 0.1
Y 0.9
b 0.99
e 0.10
p 0.1
a 0.9
n 0
w 1
k* 0.090448129
a* 0.008140332
a(0) 1
N(0) 100
k(0) 0.08
Ae 20

% 0,085

01

0,095

0,09

12

0,075

04

02

\v/ N\
|

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

—o—K(t)
——a(t)

Si se tiene una participacion del capital muy alta, en este caso del 0.9, la

economia colapasa bajo ciertos niveles muy altos de capital y niveles bajos de

medioambiente. Esto significa, que en ese caso el dafio ambiental producido no

puede ser revertido por inversiébn ambiental. Es una curiosidad teoérica que

ilustra, como cambia la estrutura dinamica del modelo si cambian

parametros:

T 1
Be 0.1
Y 0.9
b 0.99
e 0.10
p 0.1
a 0.9
n 0
w 1
k* #INUM!

a* #INUM!
a(0) 0.0001
N(0) 100
k(0) 1E+33
Ae 1
Caso 3:

kt

1,2E+33

1E+33

8E+32

6E+32

4E+32

2E+32

-2E+32

0,00012

t 0,0001

+ 0,00008

I 0,00006

[~ 0,00004

I 0,00002

1i34567891011121314151517
0

——k(t)
—-a(t)

los

Como se determind en el Capitulo 1V, si el grado de contaminacion del

produccion es demasiado alto y la eficiencia del abatimiento ambiental es muy

baja —su radio e/w es igual a (1-a) o mayor, entonces la economia colapsa,

después de pocos periodos:
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3000 12000

o

0.1
0.9 2300 10000

0.5 2000
0.80 8000

01 1500

6000
)

1000 v o o
~—a(t)
1 I\ \ 4000
#INUM! 500 1

kt

A~ S 59T 0o <®-

*

)
*

#iNUM!
2000

a(0) 10000 1 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
N(0) 100000000 500
k(0) 1

Ae 1 -1000 -2000

En este caso, los agentes actian de manera similar al CASO 1,
explotando su alta dotacion de recursos naturales para aumentar su producto y su
consumo, pero debido a que la produccion es sucia —e es alto-, entonces la
economia colapsa. Esto se debe ver como una catéastrofe ambiental que conlleva
a una catastrofe econdmica. Se puede ilustrar esto con ejemplos de sequias
provocadas por excesiva deforestacién o por la destruccion de un ecosistema,
que afectan directamente la economia. Cabe mencionar, que el planificador
central puede evitar en este caso el colapso de la economia, aunque se tenga

niveles muy bajos de capital y calidad ambiental:

R 0.0000000000
k* 0.0098493029
a* 0.0005183867

El mismo e, puede generar un estado estacionario positivo si w es
suficientemente alto; es decir, la tecnologia de abatimiento —y el rendimiento

natural-:
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900 12000

800

10000

700
T 1
Be 01 600 8000
Y 0.9
b 05 500
e 0.30 < \ 6000 T  —e—kK(t)
p 0.1 400 ——
a 0.9 \
n 0 300 4000
w 3 \
k* 7.93651E-10 200
a* 2.14286E-16 I \ \ 2000

100
a(0) 10000 ! ! !
N(0) 100000000 01 o

k(0) 1
Ae 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

De nuevo la convergencia es no monotonica y tampoco es sustentable, ni

eficiente:
R 0.0000000000
k* 0.1215766546
a* 0.0191963163

En este caso se sub-acumula capital y se sobre-degrada el

medioambiente.

B.2  Modelo con crecimiento poblacional

Cuéndo se considera un crecimiento poblacional positivo, las dinamicas

son similares pero la economia tiende al colapso:

T 1

Be 0.9

Y 0.1

b 0.5

e 0.30

p 0.1

a 0.9 . 1 A f 10000

n 0.2

. Sl

k* #INUM! I
a* #iINUM! = [L——
a(0) 10000 | 2000

N(0) 1 e N

k(0) 1 ' ’

Ae 1 500 2000
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1600 12000
T 1 ]

1400
Be 0.6 T I\ 10000
Y 0.4
b 05 1200
e 0.30 8000

1000
p 0.1
a 0.9 £ 800 6000 & —e—k(t)
n 0.2 \ —m—a(y)
w 1 600
k* #iNUM! \ 4000
a* #iINUM! 400 \ \

2000

a(0) 10000 200
N(0) 1 \E
k(0) 1 0 0
Ae 1 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Esto nos dice, que si las preferencias son mas verdes con los mismos
parametros, en presencia de crecimiento poblacional, se puede lograr que

la economia exista por mas tiempo. Aun asi, colapsa.

0,08 1,2
T 1
Be 0.1 0,07 r\
Y 0.9 \ \ 1
b 0.5 0,06
e 0.30 \\ Fog
b 0.1 0,05
a 0.9 . .
02 | £ 0,04 06 % —e—kip
n ’ I \ \ ()
w 1 0,03
K H#INUM! I \ \ - os
a* #iNUM! 0,02
ko2
a(0) 1 001 1 \
N(0) 1
k(0) 0.01 0 o
Ae 1 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

En el caso optimista de gran limpieza de tecnologias y alta eficiencia de

abatimiento ambiental se tiene:

0,025 1,2
T 1 .
Be 0.1 0,02
Y 0.9
b 0.5 0,38
e 0.01 0,015 |
p 0.1
a 0.9 < 06 &  —e—k(t)
n 0.01 0,01 —Ea(y)
w 4 04
k* 0.001955978
a* 0.002296751

0,005 -+

0,2
a(0) 1
N(0) 1
k(0) 0.01 0 0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Ae 1
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En este caso con niveles extremadamente altos no se tiene un estado
estacionario como se observa del grafico, sino que el colapso puede demorarse

un periodo muy largo.

Crecimiento enddgeno:

El panorama presentado es poco optimista para mantener un crecimiento
sostenido en el tiempo, de manera descentralizada, sin embargo, una extension
para incluir externalidades positivas en la produccion o crecimiento enddgeno,

mejora las perspectivas:

6
T 20
Be 0.9 5
Y 0.1
b 0.2 R
e 100 | 4 l \ /\
p 0.3
a 01| 3 A ——k(t)
n 0

——a(t)

w 1 2 4
k* 2.319587629
a* 0.128865979

1 ) 4
"o ; #ymm-m
N(0) 2| 0+
k(0) 1 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
Ae 100

trayectoria temporal

2,5

1,5 \
0,5 \

En este caso, con un radio de 1 de e/w, la economia tiende a un
estado estacionario positivo. Sin embargo, las externalidades negativas generan

los ciclos —aun cuando N es bajo para disminuir las externalidades de la tragedia
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de los comunes-.Este resultado muestra que en los casos en los cuéles una
economia con crecimiento endogeno es sucia —w bajo y e alto-, no se puede
tener un crecimiento positivo ilimitado —como es el caso de los modelos estandar

de crecimiento endégeno-.

CASO 5:

En caso de que el radio e/w sea menor a 1 se pude tener el caso de un

nivel creciente de capital con un nivel positivo de medioambiente:

2500000 120

r 100

T
Be 2000000 L 2
Y 0.1
b 0.2 \ /, 80
e 030 1500000
0.3
i’ 02| = \ j F60 B —e—kit)
n 0 1000000 e —
w 1 [ 40
k* 9.8813E+122 \
a* 1.0977E+111 500000 1 20
k(-1) 0 ! :
a(0) 100
N(0) 1E+11 0 ]
k(0) 1 1234567 891011121314151617
Ae 100

Se puede observar que la externalidad positiva de la produccion mas que
compensa a las externalidades negativas de la contaminacion. Sin embargo, esto
no excluye que se haya lugar para mejorar la eficiencia de las trayectorias,
mediante politicas para incentivar las externalidades positivas y controlar las

externalidades negativas.

CASO 6:

Si se considera crecimiento poblacional y también crecimiento endégeno

tenemos:
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T 20| 800000
Be 091" 00000
Y 0.1 ,
b 0.2/ 600000
e 0.30 /
0 03| 500000
a 0.1 l
400000 —
n 02 } ko)
w 1| 300000 —alt)
k* 2.3799E+116 /
a* -5.833E+100| 200000 /
k1) 01" 100000
a(0) 2
N(0) 1 0 M
k(0) 1 123456 7 8 910111213 14151617
Ae 100

En esta economia se tiene niveles crecientes de capital y niveles estables
de medioambiente, aunque bajos. Sin embargo, a largo plazo la economia
colapsa. No obstante, a largo plazo no los parametros pueden cambiar y se puede
por ejemplo mejorar la limpieza de las tecnologias. Asi, se puede tener un
crecimiento siempre positivo, aln en presencia de externalidades negativas y de
crecimiento poblacional geométrico. De nuevo, este resultado no significa que se
pueda realizar mejoras de eficiencia mediante la intervencion estatal, que es la

principal intuicion del modelo bésico.

-2E+48

-4E+48

——a(t)
-6E+48

-8E+48

-1E+49

-1,2E+49

El modelo basico, no intenta explicar el crecimiento econémico de un
pais. Para hacerlo se debe incluir el crecimiento enddgeno con capital humano y
otras modificaciones. El objetivo principal es establecer que el crecimiento se ve
afectado por el medioambiente, y buscar las fuentes de ineficiencia y de
inequidad. Al incluir, el medioambiente se puede observar también que el
bienestar no sélo consiste en la riqueza econdmica sino en un medioambiente

sano. Ademas, se observo que una alta dotacion de recursos naturales no afecta
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el nivel de estado estacionario de una economia. Las primeras generaciones
tienen un mayor bienestar aprovechandose de las demas generaciones, debido a
su posicion privilegiada. Esto puede explicar de manera endogena los llamados
booms de recursos naturales que causan un auge econémico seguido de

contraccion de la economia.

C. Comando Central

C.1 Comando Central —considerando depreciacion- d es 1:

Max f} (1+ R]_t_l{u[clt, A +(1+ 9]_111(62“1, Atﬂ]}
t=0

(1.46)
Sujeto a*:
saa. KFL}® =K., +Ncy, + Ney, + M,

Ag-1) = (1 - b)Ar + bA - Py + oM,

Utilizando, la ecuacién paramétrica de la utilidad:
Max ¥ (1+ R]"t'l[ﬁln e, +yInde+ (1+6) ("1](,@111 oy +YIN Ay ﬂ
=0 : ’
a _ -
S.d. kf = kt+l + C]-t + Czt + ”It(l.47)

Ag+1) = (1 - b)A¢ + bA - Py + oM
Age1y = (1-Db)A; + bA -eN- ki +w- Nrnt(1.48)

Para solucionar el modelo, se reemplaza las restricciones en la funcion
objetivo. EI método utilizado aqui es similar al de Blanchard & Fischer (1989).
Por facilidad notacional, se expresara las condiciones de primer orden —CPO-, en

términos de la ecuacion general de la utilidad. Ahora:

vt [uley, |, Aey) + (1+0) ules, A1+ (1+R) u(ey, A) +(1+6) 'u(cy,, ,, Acay)] + oo

4 para el anélisis del comando central se considera el caso de 2 = O,Nt = N1 = N,
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= Uk —ke—cy | Mooy, Arq] + o
(14 6]"111[C2t, A)+(1+ R)_lu[kf —keer —Cpp — iy, Af] ¥

wt (L+R) 7M1+ 0) tules,,,, [(1 - b)Ac + DA - eN-kf + w-Nm]) + ...

Se deriva la funcion objetivo, para las variables de estado, kt y at y para

las variables de control ct y mt. Tenemos cuatro CPO:

Ar: (1+0)  uy(cyy, A + (1 +R) Mug(cy,, Al + oo

et (L+R) Y1+ 60) Mua(ca,, g0 Aee)(1-b) + (1 +R) Pup(ey,,,, Areg)(1-0) = 0 (1.49)
c2 + (1 +6) "us(es, A = (1+ R Musler,, A = 0(1 50)

ket —ug(er, |, Aecr) +(1+ R]_l[akf_ljul(clt, Ae) + ...
wt (L+R) 1+ 0 us(ey,, ,, Arer)(—eNaki™h) + ...

Wt (1 + R:)_zuz(clﬁlx Ar1)](-eNak{ ™) = 0(1.51)

me: —(1+R) Mui(er,, A) + (L +R) (1 +60) "uz(ca,, |, Aev1)(wN) + ...

oot (14 R) ua(cr, , Arer)(@N) = 0(q 59)

Ahora el sistema gqueda completamente determinado, para encontrar una
solucién, se utiliza la ecuacion logaritimica paramétrica, y las CPO quedan

determinadas asi:
La condicion (1.77):

1Y 1 ¥
A (1+0) P —+(1+R) —+ ..
(0 (R

Y
Ahl

BN S TC Y A SRR SRS S A )
+1

Ay

Un poco de manipulacion:
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i[’ y ¥ ]:_ 1 (_y@-b)  y(1-b)
A\(1+6) (1+R) A \(L+R)(1+6) (1+R)?,

At+ 1 [b - 1]

Ac (1+R)(153)

Reemplazando (1.81) en la restriccion medioambiental:

(b-1)

[1+R]At:(1ib)At+b‘Zl7PE+wMt

Ahora se tiene, la ecuacion centralizada para mt:

2+R

M, = |:[b - 1)A; (1+R)

A -bA+ Pt}/cu
En téminos per-capita:

(b-1)A 2+RA bA + P, /wN
me = - ———— A — W
‘ "1+R) " ’

2+R - «
my = {[b -1)A; - bA + eNk; }/wN

(1+R) (1.54)

dmg dm; dmy; dme
> U; H < 0; 3 0
d(P;) dA; dA

»

dN

El planificador central no respeta la eleccion de mt individual.

La condicién (1.78):

L

cgt:[l+6]'1£7[1+R)'l 0
Cae Cie
(1+6)
€l = T——="Ca
(1+R) (1.55)
La condicion (1.79):
ke : - p +(1+R) M(ak™™) 3 + o
C1e-1 C1t
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Y

—eNak® 1) + ...
At+l[ e )

wt(1+R) M1+ 07t

Y (CeNak®'y=0

wt(1+R)7? 2
t+1 (156)

La condicién (1.80):

4

me: —(1+R) ' —+(1+R)(1+6)" (wN) + ...
C1t Ari
it (1R 2L (wn) =0
At+1
B 1 1 (2+R+0)

S .
(1+R)cr  Arna (1+R)*(1+0)
wNy (2+R+0) |

B (1+0)(1+ R)_(1.57)

A1 = Cit|:

Usando (1.81) y (1.85):

A . [a}N}/(Z+R+€]}
© B O)(b -1 ](1.58)

Retomando (1.84):

B (k1B y(-eNak® 1) y(-eNak®™ 1)
ke : — + + + =0
c1e-1 Ce(L+R) A1+ R)(1+6) A q(1+R)?

Ahora sustituyo (1.85) en (1.84):

B . (ak® 1B . y(-eNaks™1) . y(-eNaks™)

. 2
c1e-1 (1 +R) flc[wTM %}(1 +R)(1+6) Clc[wTNV %}(l +R)’

B . (k)P . y(—eNak®™1) . y(-eNaki™1)

- 0

=0

=0

B, (ak{MB  yCeNaki™  y(eNaki™) 0
_ + =
c1e-1 cue(1+R) Cltl:wTM (2+R+ 9]:| Flt[wgy %}[l +R)
B ) i [qkf_l)ﬁ . y(—eNntkf"l) .\ y[—eankf_l)
€1¢-1 ¢l (1+R) [“’TNV (2+R+ 9)} [wTNV %}[1 +R) (1.59)

Ahora tomo la ecuacion (1.59):
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)8 _ ;B a—1 (a) N e)
Clr—1  Clio1 (ak{ (1 +R))

1 (a’k“l(m_e))
! o(l1+R) (1.60)

Reemplazando (1.60) en (1.55), se tiene:

(k=1 553

€2, =C1r—1

I+60)  (161)

C.1.2 Estado estacionario y regla de oro —considerando depreciacion- d es 1:
Se realiza el analisis de estado estacionario en (1.87):
Cf; C;; k' =cy; 005 k
B 1] (k™ Hp . y(-eNak®™ ) y(-eNak® 1)

— +

p+ (ak® 1B N y(-eNak® 1) . y(—eNak® 1) o
(1+R) wNy wNy (2+R+6)
e [ lem
a-1 _ a-1 _ a-1
B+ Pak s y(—eNak® ) y(—eNak® ") 0

- +
(1+R) [“’T"‘F”[zmmﬂ [“’g*’ [Z(I‘E;)Q)J(um

Bak™ !t (-eBak™!) _

B (1+R) w(1+R)

—,G+ ka: lﬁ(m 6’]

w(l+R)
B4R+ aket P@ )
w
w[1+R]_ a1
—[w—e] = ak
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Obtenemos la siguiente condicién, que establece que el rendimiento
marginal del capital —tasa de interés-, en estado estacionario. Esta es la regla de

oro modificada. Cabe notar que si R es igual a cero, es la regla de oro del capital:

QO _ e = flkero)
(w-e) (1.62)

Cabe notar que la regla de oro no esta totalmente determinada pues falta
la condicion de la calidad medioambiental. Ahora se prosige obteniendo el

capital estacionario que cumple con la regla de oro modificada:

[w[l + R]:|cr_ll

alw —e)

{ﬂ.’(m - e) }Tla _
w(l+R) B

(1.63)

La existencia de este estado estacionario se garantiza si w >e:; esta
condicion es similar a la condicidn de existencia en el caso descentralizado y
muestra los limites que impone la introduccion de variables ambientales al
modelo de generaciones traslapadas. En el caso de que @ = ¢, tenemos un capital

estacionario de cero - kK = 0-, una solucion trivial.

Ahora se analizara el efecto del descuento intergeneracional en el nivel

de capital estacionario:

ﬁ 1 (cr[w—e]}l_aﬂ ale - w)
dR 1-alw(1+R)| w(1+R)} 164

dk
—<O,w>e
dR
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El caso de R cero o equidad intergeneracional, nos da el capital dorado,
que garantiza la sostenibilidad débil del modelo. En el caso de que todas las
generaciones sean consideradas como iguales por el planificador central -R

igual a cero-, tenemos el capital dorado -Koro.-:

1
[M}l_ﬂ — 'l{oro; R=0

w (1.65)

Para caracterizar la era de dorada de la economia se debe establecer el

nivel dorado del medioambiente. Ahora se recuerda (1.82):

. 2+R - «
my = [b - 1]Arm -bA+ é,’f\”v('r wN

Se reemplaza (1.86) en (1.82):

wNy(2+R+0)| 2+R
P(1+6)(b-1)|(1+R)

~ wNy[2+R+6ﬂZ+R_-+ a}/
H Ba+6) Ja-gr ATeNKeN

my =| (b =1)cy,

-bA+ eNk[ }/mN

(1.66)

En estado estacionario (1.83):
(1+R)
Cy = C;
2 (1 + 9) 1

Ademas en la restriccion:

k“=k+cy+cx+m

Ahora reemplazo (1.95), (1.83) en la restriccion, en estado estacionario:

wNy(2Z+R+0)]2+R ;5 «
(1+R) [C B+ 0) }(1+RJ“*’A+QM‘}

(1+0) " wN

=0

-k +k+c +

¢ = y(2+R+8)
© pL+0)
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1+ B LB ) 2

wN

(1+[1+R]+ (2+R]J
(1+6) "~ (1+R)) (1.67)

[k“[%] ke b—ﬂ

c1 =

La ecuacion (1.96) caracteriza el consumo de los jovenes en estado

estacionario, en el comando central. Es directo derivar el consumo de los viejos:

e |KEE9 -k

Cy = — " -
(1+6) +[1+R]+ (2+R)
(l (1+6) S (1+ R]J (1.68)

La calidad ambiental estacionaria se obtiene reemplazando (1.67) en
(1.57):

oNy (2+R+6) ]

/:1=Cl

En términos per-cépita en el estado estacionario®:

[ (*5¢) —k+ 2] | ony 2+R+0)

4=
(1+R) | < (2+R)
(1+58+558) | £ A+OA+R)
w—e b4
o e) k] ey eer+0)

(1+R) |, [7+R+®)]2+R\ | B (1+ O)1+R
(1+(1+6)+[,6(1+6’) ](HR)) pd+ox )(1,70)

Esta ecuacion determina el nivel estacionario del comando central, para

la calidad medioambiental per-cépita.

> No se debe confundir el superindice a —alpha- que es la contribucion del capital al producto de la
variable a, que es el estado estacionario per-capita del nivel de calidad ambiental. Se debe tener cuidado,
por la similitud de los caracteres utilizados.
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_ [k“(%)—k+j)—}_‘i,] oy (2+6)
R (e N )

(1+6) £A+6)

(1.71)

La era dorada de la economia, queda determinada por el nivel de capital

dorado y calidad ambiental dorada, asi:

alw - Q)}l—a ko

w

ka(w_e)kerA oy .
i @ oN ||f+2y

C.2  Comando central sin depreciacion

Max f} (1+ R]_t_l{u[clt, A +(1+ 9]_111(62“1, Atﬂ]}
t=0 (1.72)

Sujeto a’;
sa. K+ Kf‘Lﬁ'“ = Kes1 + Ney, + Neg, + Mf(1.73)

Ag+1) = (1 -b)Ar + bA - P + wMe (1 74

Utilizando, la ecuacion paramétrica de la utilidad:

Max f (1+R 't'l[ﬁln ci, +yInA . +(1+6) ("1](/3111 Coayy * yInAg.q ﬂ
t=0 ' /

saa. ke+k{ =k teoy teg Me (1.75)

Ag+1) = (1 - b)Ar + bA - Py + oM
A+ = (1-Db)A; + bA -eN- ki +w- N"nf(l.76)

6 para el analisis del comando central se considera el caso de 72 = O,Ny = N¢y1 = N,
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Para solucionar el modelo, se reemplaza las restricciones en la funcion
objetivo. EI método utilizado aqui es similar al de Blanchard & Fischer (1989).
Por facilidad notacional, se expresaréa las condiciones de primer orden —CPO-, en

términos de la ecuacion(1.72). Ahora:

ot [uley, |, Aeoy) + (1+60)Mules,, A+ (1+R) Muley, A+ (1+6) tuley,, |, Aeet)] + ..
= tulke gtk ke -y — Mg, Apq]
wot (L+0) My, A) + (L+R) Mulke + k= ey — €3y — My, A] + oo

et (Lt R (1 +0) ules,,,, [(1-D)A; + bA—eN-kf + w-Nm]) + ...

Se deriva la funcion objetivo, para las variables de estado, kt y at y para

las variables de control ct y mt. Tenemos cuatro CPO:

A (1+ 9)_1112[C2t, A+ (1+ R]_lug(clt, A+ ...

A (L R) (14 6) Mus(ez,, g Aead)(L D) + (14 R) Pugley,, 0 Aeen)(1- D) = 0(1.77)
e, i (14 6‘)'1u1(62t, Ad) - (1+ R]'lul(clt, Ae) = 0(1.78)

ket —us(cr, ;o Aeor) + (L +R) (L + akf ug(cq,s A + o
et (L+R) 1+ ) ua(ey,, ,, Ace)(—eNaki ™) + ...

wt (L+ R) Pua(en,, ,, Aee)](-eNaki™) = 001 79)

me: —(1+R) 'ui(cr,, A+ (L+R) (1 +60) 'ua(ca,, ,, Aes1)(@N) + ...

(14 R]_zug(th, Ars1)(wN) = 0(1_80)

Ahora el sistema queda completamente determinado, para encontrar una
solucion, se utiliza la ecuacion logaritimica paramétrica, y las CPO quedan

determinadas asi:
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La condicion (1.77):

1 Y Y
A:(1+0) T+ (1+R) 1=+ ..
e (1+6) Ag( JA

t

...+(1+R)’1(1+9]’1ry1(1—b)+(1+R]’2r}/1(1—b) -

Un poco de manipulacion:

il’ y v ]:_ 1 [ ya-b  y@-by
A\ (1+6) (1+R)) A \(1+R)(1+6) (1+R)*

Atsq _ [b B 1]
A: (1+R)(181)

Reemplazando (1.81) en la restriccion:

(b-1)

(1+R]At=[1—b]At+bA—Pt+wMt

Ahora se tiene, la ecuacion centralizada para mt:

2+R

M, = [[b - 1]At [l + R]

A -DA+ Pt}/m
En téminos per-capita:

(b-1A 2+RA bA + P, [/wN
me = - — A —DbA+ (@)
‘ "(1+R) " ‘

2+R
me = {(b -1)A: *

LA a
1+R bA + eNk, }/wN

(1.82)

dmg dm; dmy; dme
>0 < 0; <0 =0
d(P;) dA; dA dN

El planificador central no respeta la eleccion de mt individual.

La condicion (1.78):



L

Cit

C2t1[1+9]_1£—[1+R)_1 0
-2t

(1+6)
C1e = 7 €2y
(1+R) 7 (1.83)

Esta ecuacidn, muestra como el planificador asigna el consumo entre las

generaciones que estan viviendo en el mimo tiempo t.
La condicion (1.79):

F +(1+R)M(1+ mkt“’"l)cﬁ ¥

C1t-1 1t

Y

t+1

kt:_

et (L+R) 1+ 9)‘1A (-eNak®™ 1) + ...

Y (—eNak&Y) =0
Ara (1.84)

et (1+R)?
La condicion (1.80):

Y
At+1

me: - (L+R) ! — (1+R)'(1+6)* (wN) + ...
-1t

(1t R)-ZA—”l (@N) =0
£+

g1 1 N (2+R+60)
A+R) e At " (1+R)*(1+8)
wNy (2+R+6)

B (1+6)(1+ R)_(1.85)

At = C1t|:

Usando (1.81) y (1.85):

A e [wN}/(2+R+G]}
©Mpa o)k - 1(1.86)

Retomando (1.84):
B (1+akf 1B y(-eNakf™) y(—eNak®™1)
+ + + =
C1e-1 cie(1+R) A1 (1+R)(1+6)  Aa(1+R)?

Ahora sustituyo (1.85) en (1.84):

k(:_
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B . (1+akf )P y(-eNeaks™") y(—eNeaks™") o

e (1+R wNy (2+R+6) wNy (2+R+0) -
cre-r Ci(1+R) 1{ 5 7(1+9)[1+RJ(1+R)[1+9] clt[ 3 7[“6)(“}?)}{“;;]2

B . (1+aks B . y(-eNaks™1) . y(-eNekF™H) o

1e-1 1(1+R wNy (2+R+0) wNy (2+R+0) 5
c c1:(1+R) Clt|: B m}(l+ﬁ')(l+@] Cltli B m}{1+}{]

B +(1+akf'l]ﬁ+ y(-eNak®™) y(-eNak® ™) o
B 1|(rak™B  yCeNaki™)  y(eNaki™)
Cre-1 €| (L+R) wNy Ny (2+R+0)
g erra] [ rem (1.87)

Factorando y reordenando los términos:

p 1[ B, e B0

C1t-1  Cat

k
(1+R) ° w(1+R) }(1.88)

cie | Plw+akiH(w-e))
g - w(1+R)

C1t-1

{[w +ak® Hw - e)]}
le = Cl t-1

Reemplazo (1.89) en la condicion (1.83):

_(w+(rkf"l[cu—e]]} (1+6)
1t-1 = C2
w(1+R) (1+R) ™

(@ + ak® Y (w - e))

w

j||‘:1 -1 = [l + 9]C2t

{(w +ak® Hw - e]]}
C1¢-1 = C2
(1+0)w

Ahora obtenemos la ecuacién que caracteriza la asigancién de consumo

entre los dos periodos de vida de la misma generacion:
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Cz21

( w - e))
(14 ket 2-9)

r

Cie-1 = Cz

(1+6)
(1.90)

Esta condicion, cambia en el comando central, respecto a la solucién
estandar del modelo de generaciones traslpadas sin medioambiente, ya que la
asignacion del consumo entre la juventud y la vejez no es equivalente a la

solucién descentralizada -(1.5)-".

Estado estacionario y regla de oro

Se realiza el andlisis de estado estacionario en (1.87):
ek =cien k

B_ 1 (1+ak"MB _yl-eNak™!) y(-eNak® 1)

g 6| (1+R) [0)16\7} (2+R+ 6]} [(’)g}’ %}[1 +R)

{1+“k“71]5+ y(-eNak® ) .\ y(-eNak® ) 0
(1+R) [%W{“R*@ﬂ [“’T‘P‘W%}[um
B Pak*t  y(-eNak*™') y(-eNak*')
-p+ + + - tE— =0
(1+R) (1+R) [% (2+R+ 9]} [o;\h (2(11?5)9)}(1 +R)
~ B w1 Plw-e)
Prasn ™™ wain
~B(1L+R)+f +ak™ 1Flw-e) =0
w
~BR+ ak“t plw—e) =0
w
wR _ IIi_’(‘,lzx—'].
w-e

" Cuando se iguala la tasa de interés con el producto margina del capital en t, la condicion de primer orden
del problema de la firma, en el modelo estandar de generaciones traslapadas se respeta la desicién
descentralizada.
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Obtenemos la siguiente condicidn, que establece que el rendimiento
marginal del capital —tasa de interés-, en estado estacionario. Esta es la regla de

oro modificada®:

wR

=ak® " = fkoro
- T g

Cabe notar que la edad de oro no esta totalmente determinada pues falta

la condicion de la calidad medioambiental. Ahora se prosige obteniendo el

capital estacionario que cumple con la regla de oro modificada:

{ wR :|a—{1:k
alw - e)

[MJ— L

wR (1.92)
w>e, R>0k>0
w=e k=0

La existencia de este estado estacionario se garantiza si w >e:; esta

condicion es similar a la condicién de existencia de un estado estacionario no

trivial, en el caso descentralizado - o(l-—a)>e_

Ahora se analizara el efecto del descuento intergeneracional en el nivel
de capital estacionario:

dk 1 [a(w- e)}%« ale - w)
dR 1-al R wR?> (1.93)

8 Con un poco de algebra se demuestra que si e es igual a cero, o no hay contaminacion, entonces tenemos
la regla de oro es f"{x™ 1 = &, que es idéntica a la regla de oro en el modelo de generaciones traslapadas
sin medioambiente. Este resultado se debe a que la version del modelo de generaciones traslapadas sin
medioambiente es un caso especial en el cual no existe contaminacién —lo que es imposible-.
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dk
—<:w>e

dR

En el caso de que todas las generaciones sean consideradas como iguales
por el planificador central —-R igual a cero-, tenemos el capital dorado de equidad

intergeneracional -Koro-:
koro = 0.R =0 (1.94)

Esta solucion no es trivial, ya que la economia se convierte en una

economia de cosecha. EI consumo y la calidad medioambiental son positivos.

Para caracterizar la era de dorada de la economia se debe establecer el

nivel dorado del medioambiente. Ahora se recuerda (1.82):

2+

(ng) - bA + eNerW/(UN

m; = ([’b - 1A,

Se reemplaza (1.86) en (1.82):

wNy(2+R+0)| 2+R
P(1+6)(b-1)|(1+R)

-bA+ eNk[ }/mN

me ‘ (b= 1)y,

_[ {wNy[Z +R+6)| 2+R
- 1

A1+ 0) J(1+R)_bA+€Nk }/wN

(1.95)

En estado estacionario (1.83):
(1+R)

Cy =
ST (+6)

Ademas, en la restriccion:

]

k+k=k+ci+c+m
Ahora reemplazo (1.95), (1.83) en la restriccion, en estado estacionario:
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[ (ONRIRIO 2R g, eNk“}

(1+R) p(1+6) |(1+R)

k% +cq+ L+ =0
(1+0) wN

¢ = y(2+R+8)

T p(+0)

1[‘ SR SRRy ,;] bA
(1+6) (1+R), w/
k) + 24

1+ [1+R) [2+R]
( [1+9] [1+R]]

C'l =

(1.96)

La ecuacion (1.96) caracteriza el consumo de los jovenes en estado

estacionario, en el comando central. Es facil derivar el consumo de los viejos:

a W — bA
(R [”f % e“m}
Cz_[l_l_e](l {1+R]+ (2 + RN

(1+6) ) (1.97)

La calidad ambiental se obtiene de la ecuacion (1.85):

o wNy (2+R+0) |
'[ﬁ (1+6)(1+R)

_ [wNy [2+R+9]}
g (1+6)(1+R) (1.98)

@ bA
[k [W E’]erN} (ﬂ (2+R+6)
(1+R]{V(2+R+9]1(2+R]]V (1+6)(1+R)
(1+6) B(1+0) |(1L+R),

a =

/1 +
(\ (1.99)

La identidad (1.99) determina el nivel estacionario del comando central,
para la calidad medioambiental per-capita. La condicién de existencia es la

misma del capital estacionario. Se tiene, el nivel de calidad ambiental que

satisface la regla de oro modificada. Es dificil determinar el efecto de R sobre el
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nivel de calidad ambiental per-capita’. Sin embargo, la ecuacién (1.98) es
idéntica a la solucidn de la era dorada. Entonces se puede tener directamente la
segunda condicién, para caracterizar totalmente la era dorada de la economia
donde se tiene el mayor nivel de consumo y calidad ambiental que no afectan el

consumo de las demas generaciones —cuando R es cero-:

(3 +ov] o+

doro = ; :
1 7(2+6) +
(1 +(1+H)+[,'3(1+6)]2) p(1+0)

[ “(““’) +CT\]OV

aOi'O -
p+2y (1.100)

La era dorada de la economia, con equidad intergeneracional perfecta,

queda determinada por el nivel de capital dorado y calidad ambiental dorada, asi:

kowo=0R=0
[k“(u) + £]0);/

a _ @ oN
oroe 18 10y
r
A <A

oro

2(b — 1N4 — b4
m= ( ) N<O0
w

cir+ec= —m

(1+60) o
2+ 9&)( n)

cl1 =

(—m)

1
22+ 0
Este resultado dice, que un planificador central que da igual peso a cada

generacion, dadas las tecnologias, restricciones y preferencias -y sin

depreciacion-, en un modelo de generaciones traslapadas, establece una

% Se realizan simulaciones numéricas para diferentes combinaciones de parametros.
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economia de cosecha en estado estacionario. Es decir, hay lugar para politicas
extremas de decrecimiento o simplemente no se debe acumular capital’®.

Regla de oro verde o edad de oro

Se debe encontrar los niveles mantenibles de manera indefinida para los

cuales se maximiza la utilidad —en estado estacionario-. Ahora, el problema se

establece asi:

Max U

Max[u(cy, A) + (1 + 6) tu(c,, A)]
Sujeto a:
(1-0)k+f(k)=k+ci+cy+m
f(k)=0k+cy+co+m
bA=bA-eN-k®+w-Nm

Se utiliza la técnica del Lagranjiano:

L=Tu(cy, A) + (1 +6) tu(cs, A)] +A(bA-bA +eNf(k) - wN(f(k) - 6k - ¢; - 62]](1.101)

CPO:
9L _ 9L _ 0L 9L
dey, ' de, 0k oA

L
— =uy(c1, A) + wNA =0
dey (1.102)

oL

— = (1+60)  uy(cy, A)+wNA=0

dc, (1.103)

aL
— = AeNf'(k) —AwNf'(k) + AwN6 =0; 6 = 0,1
— = AeN (k) - AwNf (19 w100

L
— = LA+ (1+0)7! JA)+Ab =0
EY us(cy, A)+ (1 +6) uy(cy, A) + (1.105)

19°Es claro que poblaciones de la Amazonia o de Africa, viven en economias de cosecha. Estas economias
son claramente mas igualitarias y son sostenibles. Pero son también mas pobres y vulnerables al ataque de

otras poblaciones.
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daL
a7~ (bA-DbA +eNf(K) - wN(f(k) =Sk —c1 - c2)) = 0(1.106)

Utilizando las condiciones (1.102) y (1.103):

ui(ey, A) = (1+60) " uy(en, 4)(1.107)

De (1.104) tengo la condicion:

AN(ef'(k) -wf'(k) + w8) =0; 6§ =0,1

Los dos casos considerados en esta investigacion son la ausencia de

depreciacion y la depreciacion total del capital. Ahora manipulando los

términos:

(ef (k) —wf'(k) + w6) = 0
(@ -e)f'(k) = w8; 6 =0,1

wd

;0=0,1

(1) J
e (w—e) (1.108)

La condicién (1.108), para los dos casos considerados se transforma en:

flk)=0;6=0 (1.109)

fl)=———=i5-1

(w-e) (1.110)

Ahora tomamos la condicion (1.102) y la sustituimos en (1.105):

_ uy(c1, 4)
us(cy, A) + (1 +60) Yus(cy, A)-———bh =0
2(c1, A) + ( ) uz(ca, A) N (1.111)
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Se establece que cualquier economia —modelo- que en estado
estacionario, cumpla simultaneamente con (1.107), (1.108) y (1.111), satisface la

condicion de la regla de oro verde o edad de oro.

Las condiciones (1.107) y (1.108) son cumplidas por el comando central
y son directamente observables en las condiciones de primer orden, cuando R es
cero o0 no hay descuento intergeneracional. La condicion (1.111) requiere utilizar
una funcidn de utilidad especifica, para poder observarla. Utilizando la funcion
logaritmica utilizada a través del presente trabajo se tiene:

B
wNbcy

Yav@+ey-=
A4 (1112)

Reordenando los términos se obtiene:

ywb (2 + 6)
“TB (1ve) ﬁ‘(1.113)

La condicién (1.113), es cumplida por el comando central en sus
condiciones de primer orden —mt-, cuando R es cero — y para cualquier valor de
la tasa de depreciacion-. Ahora, queda demostrado que la unica solucién que
cumple la regla de oro verde o edad de oro es el comando central sin descuento

intertemporal —R es cero-.

Andlisis de 6ptimo paretiano:

Por la anterior discusion, y suponiendo la convexidad de la frontera de

pareto, tenemos:
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E.l

¥ (Keens Geen) 3R > 0 = Keen = Kaes; Gcen = Adtes (1 19 4y1

Debido a que la proposicion (1.114) es de tipo universal, se requiere un
contraejemplo®?, para probar que es falsa:

3 (Reons Gcen) - para un R >0 = Keon # Kes: Geen * ddes (1 115

Demostracion para el caso de total depreciacion:

La mejor asignacion es la correspondiente a la regla de oro, o R el
comando central cudndo R es cero. Se demuestra que la asignacién dorada

domina a la descentralizada.

Para que la asignacion descentralizada sea éptimo en el sentido de pareto
debe cumplirse que:

kcen = kdes; Qeen = Ades

Cuéndo el comando central considera un R de cero, es decir, llega a su

nivel dorado en estado estacionario.

Se considera el caso en que Keen = Kdes . Esta condicion es suficiente
para el caso estandar sin medioambiente. Sin embargo, en este caso falta la

segunda condicion de medioambiente para la era dorada.

. [ NB[w(1 - ) - ] Tl]
des " [N(2 + 0)B + yb]w

w

1
[a[w — e]}l—a ki R= 0

1 para todo solucion centralizada, existe un R positivo o cero, tal que la solucién descentralizada es igual
a la centralizada. Esto es una reformulacion del los dos teoremas del bienestar. Si se cumple esta
proposicién, la asignacion descentralizada estara sobre la frontera de Pareto.

12Ya que la negacion de una proposicion universal es una proposicion existencial.
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kg

€5

= kor'o

Tenemos que:

1
alw - e) e ~ { NB[w(1 - a) - €] Jﬁ
w L[N +6)B +yblw

Lo que no se puede excluir, dado el rango de los parametros. Es decir, la
economia descentralizada puede alcanzar el nivel dorado de capital. No obstante,
falla al cumplir la segunda condicién de la regla de oro verde o era dorada:

Se demuestra asi, por contradiccion o reduccion al absurdo:

Uorg = Udes

| 0= —e]
Ages = Kies
2+op
[N y +b]

kt}es = Koro
* ka [U)[l - ﬂ] - 6}]
Ages = Koro
[N (2+6)p N b}
|4
Ta
0. - alw-e) [w(1-a)-e]
w [N (2 +V6')ﬁ . b}
‘W —e bA| wy
oro =| Koro —k+—
. { L w ] ' wN | B+ Z}J

‘W — e pA| wy
iz il

[w(1l-a)-e]
(2+09)p
[Ni}, + b}
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{ka (re) ) JPA| oy |l | [0(l-a) €]
oro oro OUN 8+2}’ — “oro |:N (2 +y6)ﬁ+b:|

~ Raro ~ Roro - W
p+2y [N(2+y6')8+b} wN| B+ 2y

[ka [u] wy ¢ | [w(l-a)-e] | DAl wy

T I A e
)~ Koro B+2y oro [N(2+6)B+b} wN| B+ 2y
y

oro p+2y ~ Toro [Nw+b:| wN| B+ 2y

ka

aro
.

[[u] Ci-a| WY e | [@(1-a)-e] bA| wy

@ [[W—P)_[({(OJ—E’] wy e [w(1l-a)-e] bA| wy
oro w ﬁ + 2}" oro |:N (2 +V6'][)J + b} wN ﬁ + 2}/

[(1 p{][ 9] Loy | 1 [w(l a) —e] ~ E wy
om B+2V oro (2 +8]6 :| wN ﬁ+ 2}"
[( (1- «](W - f’) wy _51 [w[l —a) - e]
Koro ﬁ+2y wN B+2y Koro [2+9Jﬁ+b}
Y

(1- (r](w—e)] wy bA [ wy [w(1-a)-e]
[[ B+2y wN{,8+2y y 208 +b}
Y (1.116)

Ueen ¥ Ades

Acen 2 Udes

Queda demostrado, que la asignacion descentralizada de estado
estacionario no es optimo de pareto, pues se sobredegrada el medioambiente o se
submantiene el medioambiente. Esto ocurre por las externalidades e

imperfecciones de mercado.
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Para mostrar el efecto de la tragedia de los comunes sobre la eficiencia de

la economia descentralizada se tiene que:

Ages = O,N — o

(== e

a
Qoro = Koro

Lo mismo ocurre para el caso de que la impaciencia por consumir hoy

tienda al infinito. Esto significa que se da un peso de cero al futuro.

Qeen > Oges, N — o0, 8 — o

Estos casos extremos, sirven para ilustrar que una poblacion grande y una
impaciencia alta afectan negativamente a la eficiencia de la economia y reducen

el nivel de calidad ambiental hasta su nivel de cero.

Para demostrar que un gobierno de vida corta 0 un mecanismo de
cooperacion intrageneracional que elimine la tragedia de los comunes, aun
cuando la impaciencia por consumir hoy sea cero; es incapaz de alcanzar el

Optimo de pareto se tiene —de (1.116)-:

(1-a)(w-e) wy bA[ wy y[ew(l - a) - e] o
[[ @ Hﬁﬂ}’}w[ﬁﬂ}/}{ [28 + yb] W.N—lﬁ—o

Qeen > Ages, N — 1,686 = 0

E.2 Demostracion para el caso sin depreciacion:

La mejor asignacion es la correspondiente a la regla de oro, o cudndo R

€s cero:
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kcen = 'I(des; Ueen = Udes

La primera parte de esta condicion requiere que:

o [N/i’[m(l —a) - e]]ﬁ

s | [NQ+ 0) B + yble
k:en = O’R =0
kges = 0

0 [N,B[a)(l ) e|ia
|INQ+ &)+ yblo

Esto esta permitido dentro del rango de los parametros. Ahora, la
segunda parte de la condicién requiere que:

Ueen = ddes

[(1 — a) — e]
[N (2+f);5‘ . b]

kdes =0 Ahes = 013

x  _ 1%a
Ajos = Ade&

Pero se tiene:

2 T R =04y =0
WA 3 = VYalteen —

Ueen =

Aeen F Ades

Queda demostrado que la asignacion en estado estacionario del modelo
descentralizado, no es Optima en el sentido débil de pareto.

F. Analisis de equidad intergeneracional

13 |_a solucién trivial descentralizada de estado estacionario.
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Una funcién de bienestar especial, permite ver las actitudes sobre la
equidad, ajustando un solo parametro es la funcion de elasticidad constante de
sustitucion —CES-; o también conocidad como de aversion relativa al riesgo, en
este caso aversion a la desigualdad —-CARA-. Es fécil mostrar, que la solucion
del planificador central desarrollada aqui, cuando R es cero, es equivalente al
caso de una funcion de bienestar social CES o CRRA, cuando la elasticidad o
alternativamente la aversion a la desigualda tiende a cero. Si la aversion a la
desigualda es infinita este tipo de funcion se transforma en la funcion de
bienestar de Leontief. Este tipo de funciones de bienestar social —Leontief, ha

sido utilizada como una interpretacion del principio de equidad rawlsiana.

Se parte de una funcién de tipo CES. Ahora el problema queda definido
asi:

oo

(1-p)
Max )] [u(clt, A)+(1+ 9]_11,4'[6‘2“1, AHQ}
t=0

sa. ke + ki =keq+eg, voy vy

Ags1=(1-Db)A; + bA-eN- ki + w- Nmy,

Si desarrollamos la sumatoria de la funcién de bienestar objetivo

obtenemos la siguiente serie:

et [uler, s Aeor) + (1 +60) Mules,, AP + [u(cy,, A+ (1+6) tulcs,, ,, AU 7P+

De manera analoga al problema del comando central utilitarista, se
procede a sustituir las restricciones en la funcion objetivo y se obtiene las

condiciones de primer orden:

Ae: (1-p)U 5 (1+0) M ua(ea,, A + (1 - PV, Pua(en,, Ae) +(1.117)
v+ (L=p)U (1 + 0) Muz(cs,, » Aee1)(1=D) + (1= p)U P uz(cy,, s Aee)(1-D) = 0

o+ (1= PV, (14 0) M (e Ad) = (1= p)U s (e A) = 0 19

ke: — (1 —p]U{f’lul(clt_l, A1)+ (1-p)UP(1+ ak® Yuy(ec1,, Ar) + ...
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et (L=p)UP(1+60) " uz(ca,, ,» Aeet)(—eNaki™h) + ...
-+ (1 —P]Ur_fluz(clﬁlr Ar+1]][—9Nﬂ’k3_l) = 0(1,119)

me: (1-p)U;Puy(ey,, A+ (L-p)U,P(1+ 6‘]'1113(62“1, A1) (wN) + ...

(1 —p]Ut_fluz (€141, Atr1)(wN) = 0(1120)

En el caso en que el parametro p sea cero, tenemos que las condiciones
de primer orden de este problema; son idénticas a las condiciones de primer
orden del comando central utilitario cuando R es igual a cero —R=0-"*. Esta
afirmacion se puede observar de manera directa al reemplazar en las condiciones
de primer orden de este problema®™. Este resultado, implica que una en estado
estacionario, la economia que garantiza la equidad —en un sentido de utilitarista-
entre generaciones, es decir, que resulta de la solucion del problema cuando la
aversion a la desigualdad es cero, es precisamente la regla de oro y ademas

soluciona el comando central cuando R es cero —es eficiente-°.

En el caso de que la aversion a la desigualdad sea infinita. En este caso se
considera que niveles bajos de estos dos acervos pueden implicar una amenaza
para la existencia de los individuos. La funcién de bienestar de Leontief ha sido
utilizada para implementar el principio de la equidad rawlsiana a nivel
intergeneracional (Mas-Collel, Whinston, & Green, 1995; Arrow, 1973; Pezzey
& Toman, 2002; Solow, 1974).

La funcion de Leontief es un caso limite (Mas-Collel et al., 1995):

W= f Utl_p =min(U;) ® p - »
t=0 (1.121)

1 Esto incluye tanto el caso con depreciacion total o sin depreciacion.
> Todos los términos Ut-1, Ut, Ut-1, desaparecen de las CPO. Los términos (1-p), desaparecen también.
18 Estos resultados son ciertos en el caso de una poblacién estacionaria N.
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Ahora tomo la ecuacion (1.118) y reordeno los términos:

e 1 (1-p)UF (1 +60) uy(ez,, A = (1~ p)U; Puy(ey,, Ar)
U2 (1+6)  ui(ca,, A) = U us(cy,, Ae)

uy(c2,, At) U
ul(CltJ At] ‘

1 1
ui(ca,, As) 7P 7P
|:Ut_—pl[1 T 9]—1 M} - |:Ut P}
ul(clt:At)

U’ (1 +6)7*

10
| =5
L uilea,, Ar]}‘ 2 = U,

Ut_l[[1+9]_ 1 (cn, 20

U-1 = Un P = (1 129)

La condicion (1.122), implica que el nivel de utilidad debe ser el mismo
para todas las generaciones. Es decir, se tiene perfecta igualdad
intergeneracional. Las demas condiciones de primer orden quedan indefinidas
pues implican operaciones con cero e infinito. La maximizacion de un funcion
social de tipo Leontief, que es equivalente a una preferencia extrema del
planificador por la equidad intergeneracional, requiere que la utilidad
intergeneracional se mantenga constante. Una solucion directa implica aplicar el

caso limite para la solucion general de la CES".

Una economia con una alta dotacion de capital y recursos naturales puede
ser igualitaria y tener altos niveles de consumo. Claramente, este enfoque no nos
dice nada sobre como se acumuld el capital en primer lugar. Si la economia tiene
un nivel bajo de capital y recursos naturales estara atrapada en bajos niveles de
consumo y calidad ambiental*®. En el presente modelo, un mayor nivel de capital

produce mas contaminacion, por este motivo el planificador tiene que ajustar la

7 Este es un problema complejo que no se intentara solucionar, por la presencia del infinito tanto en la

sumatoria como en los términos de la sumatoria. Algunos términos de las CPO quedan indefinidos.

8Como posibles ejemplos, podemos a los paises europeos que han combinado sistemas de mercado con
alta acumulacidn de capital en una parte de su historia, para luego implantar sistemas de seguridad social

que tienen como objetivo mejorar la equidad.
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inversion y mt hasta alcanzar un estado estacionario y mantener a la economia

permanentemente en ese nivel.

Max min(U;) (1.123)

sa. ke + kS =keoq +cq, + 0 + Mg
_ s qgl-e :
W=3U "=mn(lU) ©p->ow»

Se define la funcion de utilidad del ciclo de vida de la generacion nacida

en el tiempo t —Ut-:

U, = [u(cy,, Ac) + (L +60) u(es,, ,, Are1)]

Uy = Ut

Uequidad = [5111 Cie ; yIn At +(1+6) tfl](ﬁ-ln 2y + VI A1) ﬂ
Se estudia solo el estado estacionario:

Cit = Cj, 1=1,2

Ar =4 = 4;

Se recuerda la ecuacion de movimiento del medioambiente:
Agin) = (1-Db)A; +bA—eN-ki +w-Nm, Ay = Az = 4Ae

bA. - bA +eN-kf
w-N

=m;
Oki + k' =kspq 1+ +my

bA. - bA +eN - kf

5l(r+kf:-1(t+1 +C1 +Cp +

w-N
Skt+kf(1—£\}—kt+1 :Cl—i-(?z—i-M
SNy w-N
ke + (1= =) < ke ey by s A DA
Y w-N
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Sk k“(l e } . bAF - ble
t ——l—kis1 =€+ + ———
£ LT w-N (1.124)

. #

Esta ecuacion, es la ecuacion de movimiento del capital que mantiene

fijos los niveles de consumo y de medioambiente.

El estado estacionario de este problema se encuentra, resolviendo la

siguiente ecuacion:

- bA. - bA

5k+k“[i1—£;}—k=cl+c2+w

Esta poliniomio no lineal no tiene solucion analitica directa, para el caso

de que el capital se deprecie totalmente,”® se pueden realizar simulaciones

numéricas. Pero en el caso de que el capital no se deprecie, se tiene:

e bA. - bA
k“[l——]:cl+c2+—
W, w-N
e bA, - bA
ka[l_ZJ:Cl-i_Cz-l-W
‘w— e bA. - DA
e R
cL+c +—'b‘4*'_b;1
ka_ 1 o2 (J)'N
- [w—e
w
bA. - bA
:w(cl +52]+€T
(w-e)

19 En este caso, d es la depreciacion neta, que es distinta a la d de la regla de oro: d_neta=(1-d_bruta)
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-1
bA. - bA |*

w(cy +63) + N

(w-e)
(1.125)

El nivel de capital estacionario esta dado por (1.125). En este caso se
toma como exogeno al nivel de consumo y al nivel de medioambiente. Cuando
el planificador central llega a este nivel de capital, se mantiene. Como podemos
ver, en esta economia perfectamente igualitaria, el capital debera cubrir los
niveles de consumo y mantenerse en tal nivel que el medioambiente se mantenga

en el nivel Ae.

Para saber la eficiencia de esta asignacion, se observa:

y o, bAe - bA
krz _ Cq Co —w' N
(F55)

1
{n:[w — E]}l—a CkiR=0

w

=

8
=

T w
- :km'o;R:O
_ﬂ’[w—e]}

oro ?

@ }zak“'l R=0

(w-¢)
kOI'O |: bi{lt: - EJ'A:|
=lcp+o + N
a w: (1.126)
k® = {Cl + 0o+ LAS _ bA] a ;,;1
w-N (1.127)

De la condicion (1.126), se demuestra que la asignacion igualitaria es
alcanzable o posible. De (1.127), se infiere que aunque Ae sea fijada en el nivel

dorado de la economia, la asignacidn igualitaria puede no ser eficiente.
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G.

Andlisis de sostenibilidad ambiental

Para completar, la discusion desde la sostenibilidad débil, se utiliza el
tratamiento de Chichilnisky (1997). Chichilnisky (1997), prueba que una funcion

de utilidad que cumple con estas caracteristicas, tiene la siguiente especificacion

W ({u,}) = Au, +limu,
ST (1 198),

Esta funcion de bienestar social, requiere que se solucione como dos

problemas separados. La primera parte es idéntica al problema centralizado, que

ya se se resolvid. La segunda parte, requiere que se maximice el lime, sujeto a
las trayectorias posibles —dadas por el primer problema-. Esto implica, que se
encuentre los niveles mantenibles de manera indefinida de los argumentos de
U(c,A) (Beltratti, Chichilnisky, & Heal, 1993). Esto es analogo a encontrar la

regla de oro de capital y del medioambiente:

Max lim U;

t—oo

Max U

Max[u(cy, A) + (1 +6) *u(c,, A)]
f(k)=0k+ci+cy+m
bA=bA-eN-k®+w-Nm

Entonces, la Unica asignacion que satisface estos dos problemas
simultdneamente, es la suma no descontada de las utilidades intergeneracionales.
Es decir, la asignacion del comando central cuando R es cero. Ahora queda
demostrado que la economia descentralizada no es sostenible, pues no puede

alcanzar la asignacion del comando central no descontada. También, se
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demuestra que la solucion descentralizada sin descuento intertemporal es
sustentable y es equitativa. Esta conclusion, sobre la equivalencia de
sostenibilidad, equidad y eficiencia, no puede generalizarse para cualquier
especificacion funcional de la utilidad y de la produccion (Beltratti et al., 1993;
Chichilnisky, 1997).

Extension del modelo descentralizado con crecimiento enddgeno:

El modelo con crecimiento endégeno, debe ser visto como una versién
dinamica del modelo AK. En este caso, la tecnologia dependera del capital del
periodo anterior. Esto puede ser interpretado, como buenas practicas
industriales, difusion de conocimiento y otro tipo de externalidades positivas a la
produccion. EI cambio fundamental en el modelo descentralizado estd en el

problema de la firma:

Fi(t, L K) = tLY " KS = tLf(Ki/Ly) = Lf (k) = Tk?
T=1 k[

fi(T k) = Tk = T_ktl__lakf
ke 1=k =k

filt. k) =17k

Las condiciones de primer orden del problema de maximizacion del

beneficio sujeto a los costos y la funcion de produccion son:

cpo Fi(t, Ky L) =wy Frlt, Ky Le) =1t
tk? - the(a)k ™ = wy; (1 - a)Tk? = wy
(1-a)(r k" )k =w

a(t k=R <,
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Ahora, las ecuaciones que determinan el equilibrio dinamico, se
modifican asi®:

L v 0B i)
(1 - a)(c ke - & wy]’@ N(m][‘(l—b)aﬁ%—ekg

Lirjsralmey -1

(1+n)(2+80)

(1-a@)(e ke -

(2+86)

kt+l =

cteara RFOP[ s 2 o teana)
(1-aye-ki-ogs - L wy)'B_N(ﬁu[‘[l—b)nt+bv‘il—er L=k ﬂ
[(z+9)§+1)+(2+9],—€(N@+1]—1]

\

(1-b)ac+ 24— oo il okt +
t

Arpsq) =
(e=1) (1+n)

El factor T_, sirve para poder escalar al modelo. Se puede fijar en

- =1 sin pérdida de generalidad. La tecnologia se ha endogenizado. Este
problema es matematicamente complejo —ecuaciones en diferencias de segundo
grado, no lineal-. Para ver los resultados numéricos, refererise al apéndice B de

simulaciones numeéricas.

20 Estas ecuaciones son las que se utilizan en las simulaciones de la hoja de calculo electrénica de Excel.
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