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Capitulo |

LOGICA MATEMATICA

Aristdteles nasceu em Estagira em 384a.C. e faleceu
em Calcis (Eubea), em 322a.C. Estudou com Platdo durante
vinte anos e lecionou na Academia que Platdo fundou.

Depois de viajar por varios paises, voltou a Atenas,
onde abriu uma escola de Filosofia, que competiu com
seriedade e exito com a Academia de seu mestre.

Esteve bastante ligado com Alexandre o Grande (356-
323a.C.), de quem havia sido conselheiro, razéo pela qual, a
morte de este, teve que abandonar Atenas, onde ndo pode
mais ingressar.

Aristoteles

Avristoteles representa 0 ponto maximo da ciéncia e

filosofia classica, as quais contribuiu como pensador

excepcional e como pesquisador audacioso e sistematico. E dai que praticamente

todas suas obras estdo relacionadas com a ciéncia da natureza, além da logica, da

metafisica, da ética, da politica, da retérica e da poética, algo assim como uma
enciclopédia do saber de sua época.

1.1 EVOLUCAO DA LOGICA
1.1.1 Introducéo.

Podemos pensar a l6gica como o estudo do raciocinio correto. O raciocinio é
0 processo de obter conclusdes a partir de suposi¢des ou fatos. O raciocinio correto
é¢ o raciocinio onde as conclusdes seguem-se necessaria e inevitavelmente das
suposicdes ou fatos.

A logica procura estudar as coisas da mente, e ndo as coisas reais. Por
exemplo, quando dizemos: arco-iris bonito, sol distante, praia suave sdo
classificacdes que damos as coisas. Aplicamos ldgica na filosofia, matematica,
computacdo, fisica entre outros.

Na filosofia para determinar se um certo raciocinio é valido ou ndo, pois uma
frase pode ter diferentes interpretacGes, ndo obstante a ldgica permite saber o
significado correto. Nas matematicas para demonstrar teoremas e inferir resultados
corretos que podam ser aplicados nas pesquisas. Na computacdo para determinar se
um determinado “programa” é correto ou ndo, na fisica para obter conclusbes de
experimentos. Em geral a l6gica aplicamos nas tarefas do dia-dia, qualquer trabalho
que realizarmos tem um procedimento logico.

A lbgica é somente mais uma teoria do pensamento; Aristételes é considerado
o criador da légica, porem o nome “ldgica” veio bem depois. No inicio ela ndo tinha



um nome. Para Aristoteles, a ldgica seria um modo a ser usado para as pessoas
poderem raciocinar com seguranca (evitando errar).

Observe um exemplo da légica dedutiva de Aristoteles:
L] Todo planeta é quadrado.
Ll A Terra é um planeta.
L] Logo, a Terra é quadrada.

E l6gica dedutiva pelo fato que ao comecar com algumas informacgdes, pode-
se chegar a uma conclusdo (deduzir!); esta investigagdo é chamada de Silogismo.

Esta l6gica néo se preocupa com o fato de a Terra ser quadrada, mesmo que se
saiba que ela é redonda. Pouco importa, ela aceita a informacdo que lhe foi dada.
Mas exige que o raciocinio esteja correto. Preocupa-se com a forma: A = B, entdo,
B = A. Ela ndo presta atengdo ao contetdo: A ou B podem ser planetas, burros,
plantas, etc. Por isso, esta l6gica é formal (de forma) e dedutiva (de deducdo).

A nossa logica formal dedutiva funciona assim: a partir de uma seqiiéncia de
oracles verdadeiras chegamos a uma conclusdo verdadeira; a l6gica sempre utiliza
uma linguagem exata (simbolos, sinais). Isso simplifica e facilita seu estudo.

Avristoteles também elaborou a argumentagéo ldgica indutiva.
. A baleia, 0 homem e o cdozinho sdo mamiferos.
. A baleia, 0 homem e o cdozinho mamam.
. Logo, os mamiferos mamam.

Ou seja, de enunciados singulares chegamos a um universal.

Mais tarde, Bacon e Stuart Mill aprofundaram esses ensinamentos e dividiram
a légica em trés areas:

1. Formal: Aquela que acabamos de explicar.

2. Transcendental: Esta ldgica estuda as condigfes que ddo base ao nosso
conhecimento. Kant explicou que o intelecto tende a colocar todo em
ordem, cada tijolinho no lugar. Alias, cada pessoa ja possui uma ldgica
natural ao interpretar e classificar o que ela vivencia.

3. Matemética: Os filésofos desenvolveram a légica matemética ha pouco
tempo (Frege, Pea no, Russell e outros). Ela origina férmulas de outras
formulas, é puro raciocinio. S0 regras e mais regras inventadas, como
jogos de cartas.

Hegel, no entanto, achava que a logica referia-se ao pensamento e a realidade;
disse que:

“todo o que é racional é real, e todo o que é real é racional”.

A lbgica é uma ciéncia, uma arte, um jogo; todo se passa como em um
tabuleiro de xadrez.

Mas vejamos também um outro tipo de légica, a que considera a verdade (o
conteldo). Ela considera o desconhecido, a divida, a opinido, a certeza.

E chamada de I6gica material. Ela ndo aceita o fato se alguém diz que a Terra
é quadrada. Temos alguns conceitos nesta ldgica:



= “Ignoréncia” é a falta do conhecimento.

Ll “Duavida” é a indecisdo entre uma afirmagdo e uma negacédo.
Ll “Opiniao” € uma opgédo que envolve a divida.

Ll “Certeza” é um firme apego a verdade.

A verdade pode gerar muita discussdo e barulho. Afinal, como podemos saber
0 que é mesmo a verdade? Os “céticos”, por exemplo, acham que nido podemos
afirmar nada; pois todo é incerto.

Ja quem segue o dogmatismo considera que a razdo humana pode conhecer a
verdade. E ha muitas outras posi¢des sobre a verdade: positivistas, idealistas e
outras.

O importante é saber que a verdade varia conforme 0s muitos sistemas
filoséficos. Isso pode ser poético. Existem verdades e a logica utiliza a que deseja
utilizar. A légica material defende a verdade na qual acredita de perigos como o

s

“sofisma”.
“Sofisma” é um raciocinio errado com a aparéncia de verdadeiro, tem a
inten¢do de conduzir ao erro; observe o raciocinio:
. Maria Alice é bonita.
. Maria Clara é bonita.
. Logo, todas as Marias sdo bonitas.

Vocé ja imaginou o que seria se ndo existisse l6gica nas coisas? J4 imaginou
se nada fizesse sentido? Hoje, a l6gica é fundamental em nossa sociedade. Dizemos
que ela estd na informatica, no ensino, na matematica, na medicina, etc.

Logo, o resumo de todo isto, é que podemos considerar como sendo vélida a
seguinte definicéo.

Definicdo 1.1 Ldgica.

Define-se ldgica como “a ciéncia da argumenta¢do, prova, reflexdo ou
inferéncia”. Ela lhe permitird analisar um argumento ou raciocinio e deliberar
sobre sua veracidade. A ldgica ndo é um pressuposto para a argumentacdo, é claro;
mas conhecendo-a, mesmo que superficialmente, torna-se mais fécil evidenciar

argumentos invalidos.
1.1.2 Evolugéo da ldgica.
1.1.2.1 Periodo Aristotélico (+390a.C.a +1.840d.C.)

A historia da ldgica tem inicio com o filésofo grego Aristételes de Estagira
(384 - 322a.C.) (hoje Estavo) na MacedoOnia. Aristoteles criou a ciéncia da légica
cuja esséncia era a teoria do silogismo (certa forma de argumento valido). Seus
escritos foram reunidos na obra denominada “Organon" ( “Instrumento da Ciéncia").
Na Grécia, distinguiram-se duas grandes escolas de ldgica, a:

= Peripatética que derivava da escola fundada por Aristoteles, € a;
= Estoica fundada por Zendo (326-264a.C.).



A escola Estdica foi desenvolvida por Crisipo (280-250a.C.) a partir da escola
Megéaria fundada por Euclides, (seguidor de Soécrates). Segundo Kneale (“O
Desenvolvimento da légica”), houve durante muitos anos certa rivalidade entre os
Peripatéticos e os Megérios, isto talvez tenha prejudicado o desenvolvimento da
l6gica, embora na verdade as teorias destas escolas fossem complementares.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) merece ser citado, apesar de seus
trabalhos terem tido pouca influéncia nos 200 anos seguidos e s6 foram apreciados e
conhecidos no século XIX.

1.1.2.2 Periodo Booleano (+ 1840 a + 1910)

Inicia-se com George Boole (1815-1864) e Augustus de Morgam (1806-1871).
Publicaram os fundamentos da chamada Algebra da légica” respectivamente com
“Mathematical Analysis of Logic”" e “Formal Logic”. Gotlob Frege (1848-1925) um
grande passo no desenvolvimento da l6gica com a obra “Begriffsschrift” de 1879. As
idéias de Frege s6 foram reconhecidas pelos l6gicos mais ou menos a partir de 1905.
E devido a Frege o desenvolvimento da ldgica que se seguiu. Giuseppe Peano (1858-
1932) e sua escola com Burali Forti, Vacca, Pieri, Padoa, Vailati, etc. Quase toda a
simbologia da matematica se deve a essa escola italiana.

1.1.2.3 Periodo Atual (1910-...)

Com Bertrand Russell (1872-1970) e Alfred North Whitehead (1861-1947) se
inicia o periodo atual da ldgica, com a obra “Principia Mathematica”. David Hilbert
(1862-1943) e sua escola alemd com Von Neuman, Bernays, Ackerman e outros. Kurt
Godel (1906-1978) e Alfred Tarski (1902-1983) com suas importantes contribuicdes.
Surgem as ldgicas ndo-classicas: N.C.A. da Costa (Universidade de S&o Paulo) com
as logicas paraconsistentes, L. A. Zadeh (Universidade de Berkeley-USA) com a
légica ““fuzzy" e as contribuicdes dessas légicas para a Informatica, no campo da
“Inteligéncia Artificial” com os “Sistemas Especialistas”.

Hoje as especialidades se multiplicam e as pesquisas em ldgica englobam
muitas &reas do conhecimento.
1.2 UMA CLASSIFICACAO DA LOGICA
1.2.1 Légica Indutiva.

Util no estudo da teoria da probabilidade, ndo ser4 abordada.

1.2.2 Légica Dedutiva.

Que pode ser dividida em:

- Légica Classica: Considerada como o nlcleo da I6gica dedutiva. E o que
chamamos hoje de “Cdlculo de predicados de primeira ordem” com ou
sem igualdade e de alguns de seus subsistemas. Trés principios (entre
outros) regem a logica classica: Da identidade. Da contradi¢do; e. Do
terceiro excluido os quais serdo abordados mais adiante.

] Légicas Complementares da Classica: Complementam de algum modo a
l6gica classica estendendo o seu dominio. Estas sdo: l6gica modal, l6gica
dedntica, l6gica epistémica entre outras.



Ll Légicas N&o-classicas: Assim caracterizadas por desconsiderar algum ou
alguns dos principios da ldgica classica. Sendo estas: l6gica paracompleta
e légica intuicionista (desconsideram o principio do terceiro excluido);
l6gica paraconsistente (desconsidera o principio da contradi¢do); logica
ndo-alética (desconsidera o terceiro excluido e o da contradi¢do); logica
ndo-reflexiva (desconsidera o principio da identidade); l6gica
probabilistica, légica polivalente, l6gica fuzzy entre outras.

1.2.3 O que a légica néo é.

Vale fazer alguns comentarios sobre o que a ldgica néo é.

Primeiro: A légica ndo é uma lei absoluta que governa o universo. Muitas
pessoas, no passado, concluiram que se algo era logicamente impossivel
(dada a ciéncia da época), entdo seria sempre literalmente impossivel.
Acreditava-se também que a geometria euclidiana era uma lei universal;
afinal, era logicamente consistente. Mas sabemos que tais regras geométricas
ndo sdo universais.

Segundo: A légica ndo é um conjunto de regras que governa o comportamento
humano. Pessoas podem possuir objetivos logicamente conflitantes. Por

exemplo:
. Pedro quer falar com o Coordenador do Curso de Matematica.
" O Coordenador é Carlos.
" Logo, Pedro quer falar com Carlos.

Infelizmente, pode ser que Pedro também deseje, por outros motivos, evitar
contato com Carlos, tornando seu objetivo conflitante. Isso significa que a
resposta l6gica nem sempre é praticavel.

1.2.4 O que é a l6gica matematica?

Tem-se tentado caracterizar a matematica ao longo dos tempos, quer quanto a
seu contetdo, ou a sua forma e métodos; acontece que a matemdtica constantemente
estd evoluindo com novas teorias, assim é mais proveitoso caracterizar estes
conhecimentos matematicos quanto & natureza de seus conteldos.

No inicio do século XIX tentou-se caracterizar as mateméaticas como uma
ciéncia da quantidade, embora esta concepcdo ainda perdure na mente da maioria das
pessoas esta errada. Com o desenvolvimento de novas teorias como, por exemplo:
Teorias algébricas ou de ordens; estruturas topolégicas, a moderna teoria da medida,
a teoria dos conjuntos, etc. Todas estas novas teorias foram se impondo de modo
natural, de modo que a fines do século XIX muitas disciplinas matematicas sdo
denominadas pela idéia de estrutura de tal modo que desde que N. Bourbaki!
comecou a publicar seu tratado Eléments de Mathématique em 1939, a matematica é
concebida como a ciéncia das estruturas.

*Nicolas Bourbaki (1936- ..): Seu nome esta escrito em grego, sua nacionalidade ¢
francesa e sua histdria muito curiosa [9]. E um dos matematicos mais influentes do
século XX, existem muitas lendas sobre ele



Os ldgicos profissionais preferem desenvolver e aplicar a 16gica matemética a
defini-la, mas, quando instados, encaram sua atividade como relativa essencialmente
a um ou a outro dos aspectos seguintes:

Aspecto explicativo: A ldgica matematica é um sofisticado instrumento da
analise e ulterior formalizacdo de fragmentos dos discursos coloquiais das
ciéncias, em particular na matematica (competindo parcialmente com a
linguistica geral).

Aspecto calculativo: A ldgica matematica considerada como instrumento do
calculo formal destinado a substituir a argumentacao indutiva e formal que
consiste na:

a) Demonstracdo de uma proposicdo q a partir de certas hipoteses p?
b) N&o demonstracdo de g a partir de p?
c¢) Indecibilidade do problema da demonstrabilidade de q a partir de p?

Os ramos da légica matematica, organizam-se pelo seus aspectos em cinco
ramos com suas especificagdes préprias interligados entre sim a saber: i) Teoria da
demonstragdo; ii) Teoria dos conjuntos; iii) Teoria dos modelos; iv) Teoria da
computabilidade; v) Ldgica matematica intuicinista/construtivista.

1.3 ENUNCIADOS. PROPOSICOES

Todos nés usamos a ldgica no dia-dia, as vezes sem nos darmos conta disso.
Exemplo 1.1

Seu pai lhe diz:

“Se vocé tirar dez em Fisica e Matematica, lhe darei um
presente. Vocé sabe que ndo basta tirar 10 apenas em Fisica ou apenas
em Matematica. Para ganhar o presente, é necessario tirar dez nas duas
disciplinas”.

Se por outro lado ele dissesse:

“Se vocé tirar dez em Fisica ou Matematica, lhe darei um
presente; ai bastaria tirar dez em uma das matérias”.

Esse foi um exemplo simples da utilizacdo da l6gica. Muitos outros poderiam
ser listados.

O que os matematicos fizeram foi dar um aspecto matematico a logica, além
de aprimoré-la. Mas a idéia fundamental é antiga.

As, pessoas, em geral, pretendem raciocinar agir “logicamente”, no dia-dia,
nos estudos, falando de politica, futebol, de seus projetos ou do futuro da
humanidade.

No entanto, a légica que fundamenta os raciocinios e as agdes raramente é
explicada ou submetida a criticas. Ela é incorporada de forma inconsciente a partir,
sobretudo, do aprendizado da lingua natural e parece tdo bem partilhado por todos
que poucos se julguem carentes de ldgica ou considerem necessario estuda-la.
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Por outro lado, é muito frequente ouvirmos dizer que estudar matematica
desenvolve o raciocinio I6gico. Apesar de esta relagdo ndo ser totalmente certa, a
percepcdo da estreita relacdo entre a matematica e logica, entre a logica e linguagem,
entre a linguagem e o pensamento contribui bastante para esclarecer muitas razées
pelas quais estudamos certos assuntos sobre todo matematica.

Na linguagem natural utilizamos frases de varios tipos:
Declarativas:
Ll Fredy é escritor.
=  Todos os gatos sdo pardos.
= Existem estrelas maiores que o Sol.

Imperativas:

Ll Segure firme!
Ll N&o faca isso.
] Procure a entrada.

Interrogativas:

] Quando seré a prova de Fundamentos?

= Quantos peruanos trabalham na Coordenagdo de Matematica?
Exclamativas:

= Que loira bem gelada!

= Parabéns a vocé!

Ndo serdo objeto de estudo as sentengas imperativas, interrogativas ou

exclamativas.
1.3.1 Nocéo de raciocinio.

A nocdo de raciocinio esta presente em todos os estudos da légica

Freqlientemente quando falamos de légica, pensamos em razdo. Segundo a
definicdo de nossa linguagem, a razdo é a faculdade que tem o ser humano de
avaliar, julgar e ponderar idéias universais.

Entendemos como raciocinar ao fato de utilizar da razdo para conhecer, para
julgar da relacdo das coisas. Assim, raciocinio é o ato ou efeito de raciocinar.

O raciocinio argui as premissas que inferem resultados exatos e coincidentes
com elas, e pretende, no melhor dos casos, ser o resultado de um processo organico
de “iss0” que chamamos cérebro humano.

1.3.2 Nocdo de verdade.
O método que usamos para saber se uma situacdo é verdadeira é o que

chamamos de linguagem veritativo, é a parte da linguagem classico que utiliza os
termos de verdade, falsidade, etc.
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Existe duvidas entre os mesmos especialistas, quais as regras que se deve
utilizar em nossa prépria linguagem. Por isso ndo deveremos desvalorizar ou negar o
critério que tem as pessoas em comum do conceito de verdade. Ao perguntar a uma
pessoa 0 que é verdade? Com certeza serd uma pergunta bastante dificil de
responder, isto devido ao fato que o conceito de verdade é uma tarefa de anélise
filoséfica e ndo de levantamento de dados.

Para a verdade, ndo existe um critério geral que a obtenha como aplicavel a
todos os casos, porém que sdo sempre parciais e confiaveis.

Estamos interessados somente na pergunta do verdadeiro aplicado a o que
dizemos, e ndo a objetos, pessoas, etc. Deste modo a verdade sim podemos defini-la
e teorizar-la. Ndo depende de conhecimentos necessarios (embora sim vice-versa)

Definicdo 1.2 Enunciado.
Um enunciado é qualquer frase ou oragao.
Exemplo 1.2

a) A Lua é um satélite da Terra.
b) 3+2=1+4

c) Xx+3=5

d) Sdcrates é o mestre de Platéo.
e) 8 é um numero primo.

f) O rio Parané.

Aqui estamos utilizando o conceito de identidade, expresso pelo simbolo de
igualdade ( = ); isto é claro no exemplo b). Nos enunciados a), d) e e) o “é” ndo ¢
predicativo como quando dizemos “Sécrates é mortal”, mas sim um “é idéntica a . .
., podendo escrever na forma:

a) A Lua =um satélite da Terra.
d) Socrates = mestre de Platdo.
e) 8 = um numero primo.

1.3.2.1 Classificacd@o da pergunta: O que é verdade?

1°. Quais sdo os enunciados que sdo verdadeiros ou falsos?
Aqui, os enunciados sdo os portadores da verdade.

2°. Que tém que acontecer para que um enunciado seja verdadeiro?
Aqui se pede uma defini¢cdo de um enunciado verdadeiro.

3°. Como temos certeza que o enunciado é verdadeiro?

Aqui se pergunta pelo conhecimento. Pergunta-se como averiguar se um
enunciado é verdadeiro e onde o critério de verdade é um processo.

Em nossas investigagfes sobre a linguagem natural, interessa-nos aquela que
alcanca uma compreensdo mais clara de suas estruturas légicas e traduzi-las
posteriormente para uma linguagem matematica.
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Consideremos inicialmente as frases declarativas, ja que elas podem ser
classificadas como verdadeiras ( v ) ou falsas ( f ); estas sentencias na matematica
sdo chamadas de proposigao.

Definicdo 1.3 Proposicéo.

Proposicdo é todo enunciado que exprime um pensamento de sentido
completo, isto é, aquele pensamento que admite um, e somente um, dos valores:
verdadeiro (v ) ou falso ( f).

Conclui-se que, as proposicdes devem satisfazer os dois principios
fundamentais:
1. Uma alternativa sé pode ser verdadeira ou falsa.
2. Uma alternativa néo pode ser verdadeira e falsa.

As proposicdes denotam-se com as letras mindsculas p, q, r, s, t, ...,
também chamadas de varidveis proposicionais.

Exemplo 1.3
a) p: O ndmero 2 é menor que 3. (v)
b) q:v3 <= (v)
C)r:7-1=2+4-5 (f)
d) s: A Terra é uma estrela. (f)
e) t: Existem prefeitos que sdo honestos. (v)

Portanto, as proposigfes sdo sentencas declarativas afirmativas (expressdo de
uma linguagem) da qual tenha sentido afirmar que seja verdadeira ou que seja falsa.

= A lua é quadrada. (f)
= A neve é branca. (v)
= Matemaética é uma ciéncia. (v)

Definicdo 1.4 Axioma.

Define-se axioma, como uma proposi¢do que se admite como verdadeira
porque dela se podem deduzir as proposi¢des de uma teoria ou de um sistema légico
ou matematico.

A lbégica matemética adota como regras fundamentais do pensamento os dois
seguintes axiomas.

Axioma 1.1 Do terceiro excluido.

Toda proposi¢do, ou é verdadeira ou é falsa; isto é, verifica-se sempre um
destes dois casos e nunca um terceiro.

Axioma 1.2 Da ndo contradicéo.
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Uma proposicao nao pode ser verdadeira e falsa ao mesmo tempo.

Assim, a l6gica matematica é bivalente.
1.3.3 Enunciados abertos.

Se, na proposi¢do p : 5 > 4 substituimos o nimero 5 pela letra x, temos que a
expressdo x > 4, o qual é chamado de enunciado aberto, pois, dependendo do valor
numérico que assume a varidavel x podemos atribuir valores de verdade ( v ) ou
falsidade ( f).

Exemplo 1.4

S&o enunciados abertos.
a) x é primo de José.
b) x<y+z

c) x-7=8

Observe que os enunciados abertos sdo de muita importancia na matematica,
pois quase a totalidade de enunciados mateméticos (problemas) utilizam uma ou mais
variaveis.

1.3.4 Composigao de proposicdes.
1.3.4.1 Proposi¢do composta.
Ao utilizarmos a linguagem, combinamos idéias simples, ligamos proposicdes

através de conectivos que permitem obter outras proposicdes.

A composi¢do de proposi¢des consiste em, dadas uma ou duas proposicdes,
obter uma nova proposicdo mediante o uso de palavras, denominadas conectivos
l6gicos.

S3o0 conectivos logicos as palavras “e”, “ndo”, “ou”, “se, . . . entdo”, “. . . se,
e somente se, . ..”

Uma proposi¢ao simples, também é chamada de “proposicdo atdmica” e as
proposi¢cdes compostas de “proposi¢ao molecular”.

O valor de verdade de uma proposicdo composta é determinado pelo valor de
verdade de cada uma das proposi¢cdes simples e de modo como elas estdo ligadas
(pelo conectivo-l6gico) para formar a proposi¢do composta.

Os parénteses () que servem para denotar o “alcance” dos conectivos; sdo
chamados de simbolos auxiliares.

1.3.5 Conectivos logicos.

1.3.5.1 Negacéo. ~

Ja dissemos que uma proposi¢do p pode ser verdadeira ou falsa, ndo havendo
outra possibilidade.
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Alfred Tarski? foi um dos maiores l6gicos de todos os tempos, criador da
teoria dos modelos (moderna teoria semantica).

A negacdo de uma proposicdo p escreve-se ~p e se l&: “ndo p” ou “é falso
que p”, ou “ndo é verdade que p” e; & outra proposicdo que nega se cumpra a
proposicao p.

A negacdo de uma proposicdo, ndo afirma que aconteca o contrario, a Tabela
1.1 mostra o valor verdade para a proposicdo p.

Tabela 1.1: Negacdo da proposicéo p

Exemplo 1.5

Suponha a proposi¢do p: 12 é um numero impar; logo a proposicdo ~ p: N&o
é verdade que 12 seja namero impar.

Observe que ~ p somente nega p, e ndo afirma o oposto de aquilo que afirma.
Exemplo 1.6

Suponha a proposi¢do p: Lima é a capital do Perd (v).

~p : Lima ndo é a capital do Perd (f).

~ p : Ndo é verdade que Lima é a capital do Peru ().

Exemplo 1.7

Seja a proposicdo p: Maria é bonita, logo ~ p : Ndo é verdade que Maria seja
bonita.

A proposi¢do ~ p ndo afirma que Maria seja feia, pois do fato ser bonita ao
fato ser feia existem outras possibilidades:

Bonita outras possibilidades feia

Discutir o seguinte exemplo:
Exemplo 1.8 Paradoxo3 da frase.

2 Alfred Tarski (1902-1983), autor de um dos primeiros livros de introducdo a l6gica
moderna.

® Uma declaracdo essencialmente contraditéria baseada em um pensamento vélido de
suposicdes logicas.
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Seja a proposigdo: p: “Esta frase é falsa”.

Se p é(f), entdo ~ p: Ndo é verdade que esta frase ¢ falsa. E uma frase
verdadeira.

Se p é(v),entdo ~ p: Nao é verdade que esta frase é falsa, também é uma
frase verdadeira.

Observacéo 1.1
a) Negar uma proposicdo p ndo é apenas afirmar algo diferente do que p afirma,
ou algo com valor l6gico diferente.
Por exemplo, a proposicédo.

g: Lima é a capital de Pert ( v ), ndo é a negacdo de p: Brasilia é a capital
de Pera ( f).

b) Sendo verdadeira uma proposigédo p, a sua negagéo é falsa e vice-versa; como
conseqliéncia, a negacdo da proposicdo ~ p afirma o mesmo que p, isto é, a
negacdo da negacdo de p é logicamente equivalente a p. Escrevemos ~ ~ p
=p (= lé-se; “logicamente equivalente”).

1.3.5.2 Conjuncgéo A.

Chama-se conjuncéo das proposicdes p e g & proposicao representada por p A
g, cujo valor légico é verdadeiro ( v ) somente quando as duas proposigdes p e q
sejam ambas verdadeiras, e; é falsa ( f ) nos demais casos.

A notacdo p A g se lIé p e g, e o valor légico é definido pela seguinte tabela-
verdade.

p q pAq
v Y (v)
v f (f)
f v (f)
f f (f)

Tabela 1.2: Conjuncdo depeq

A Tabela 1.2 prevé todas as possibilidades para o valor l6gico de uma
proposicdo composta a partir dos valores légicos das componentes e dos conectivos
légicos, é chamada tabela-verdade da proposicdo composta. O conectivo légico A
traduz a idéia de “simultaneamente”.

E conveniente diferenciar entre o “e” que usamos na determinagdo da
conjungdo p e q o “e” na utilizagdo da linguagem do dia-dia. O mesmo texto
permitira diferenciar um do outro. Assim por exemplo quando se diz: “Seja a
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proposi¢ao p e q” entende-se claramente que o “e” estd determinando sua fungéo
logica; no outro caso quando se diz: “Sejam as proposi¢Ges p e q” fazemos uso do
“@” no sentido da linguagem do dia-a-dia.

Exemplo 1.9

a) “Curitiba encontra-se em Sdo Paulo” e “Sdo0 Paulo tem uma populagéo
predominantemente latina”. Esta proposi¢do ¢é falsa ( f ), pois as duas
proposicdes simples sdo falsas. Trata-se de uma proposi¢do composta falsa
( f), uma vez que a primeira proposicdo é falsa (independente do valor
l6gico da segunda proposi¢édo)

b) “Platdo era grego” e “Pilatos romano”. Esta proposi¢do é verdadeira ( Vv ),
pois as duas proposic¢des simples sdo verdadeiras.

Exemplo 1.10

Consideremos p:2+8>5¢e q:8>6, entdo, temos as quatro
possibilidades:

2+8>5 A 8>6 ... esta proposi¢do compostaé (Vv)
2+8>5 A 8<6 ... esta proposi¢do composta é (f)
2+8<5 A 8>6 ... estaproposi¢do composta é (f)
2+8<5 A 8<6 ... estaproposi¢do composta é (f)

1.3.5.3 Disjuncéo inclusiva v.

Chama-se disjuncéo das proposi¢les p e q a proposi¢cdo composta p v g, cujo
valor logico é falso ( f ), quando ambas as proposi¢cdes p e q sejam falsas; e, nos
demais casos é verdadeira (Vv )..

A notagdo p v q se Ié p ou q e o valor légico é definido pela seguinte tabela-
verdade:

p q pvqg
v Y (v)
v f (v)
f Y (v)
f f (f)

Tabela 1.3: Disjunc¢éo inclusivadepe g

Mostra-se na Tabela (1.3) todas as possibilidades de ocorrer na proposicao
composta p v g.
Exemplo 1.11

Se p: 4+7=11 e q:15-3 =12 entdo temos as quatro possibilidades:
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4+7=11 v 15-3=12 ... esta proposi¢do composta é (V)

4+7=11 v 15-3=#12 ... esta proposicdo composta é (v)
4+7+11 v 15-3=12 ... esta proposicdo composta é (v)
4+7+11 v 15-3 =12 ... esta proposi¢do composta é ( f)

Discuta o seguinte exemplo:

Exemplo 1.12 Paradoxo da existéncia de Deus.
Mostre que Deus existe.
Demonstragdo

Sejam as proposi¢des: p: “Deus existe”; e q: “esta frase é falsa”; logo p v q:
“Deus existe ou esta frase é falsa”.

Suponhamos ao menos uma das proposicdes seja verdadeira, logo a frase p v
g é verdadeira.

Para o caso que simultaneamente p e g sejam falsas, entdo a frase p v q é
falsa. Como q é falso entdo pela Tabela (1.3) segue que p v q é verdadeira.

Portanto Deus existe.
Observagéo 1.2

Na linguagem do dia-a-dia, a palavra ou tem dois sentidos:
1°. p: Mério é motorista ou professor.
2°. q: Carlos é gatcho ou paulista.
Da proposi¢do p podemos obter as proposi¢des: “Mdrio é motorista”, assim

como “Mdrio é professor”, podendo ser ambas verdadeiras entdo temos que “Mario é
motorista e professor”.

Mas na proposicdo q, temos as proposi¢des “Carlos é galcho”, e a outra
“Carlos é paulista” sendo verdadeira somente uma de elas que exclua o valor
verdade da outra; ndo ¢é possivel ocorrer “Carlos é gaiicho e paulista”.

Na proposi¢do p, a disjuncdo é inclusiva; e, na proposi¢do q a disjuncdo é
exclusiva.

O simbolo v indica o conectivo légico exclusivo e sua tabela-verdade indica-
se na Tabela (1.4).

pvq

q

v (f)
f (v)
\"
f

(v)
()

Tabela 1.4: Disjunc¢édo exclusivade peq

- < < | T
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1.3.5.4 Condicional =.

Chama-se proposicdo condicional das proposi¢cdes p e g (nessa ordem) a
proposicdo composta p = g, cujo valor ldgico é falso ( f ), quando p seja verdadeiro
e g falso, nos demais casos a proposicao é verdadeira (v ).

p q pP=q
v \ (v)
v f (f)
f \ (v)
f f (v)

Tabela 1.5: Condicional depe q

A notagdo p = g se I&: se p, entdo g. Seu valor l6gico é definido pela tabela-
verdad Tabela (1.5).

Na proposi¢do p = g, a proposicdo p é chamada de antecedente (hipéteses) e a
proposicdo g de conseqiiente (tese).

Exemplo 1.13

Sejam as proposi¢bes p: 3 + 2 =5 e q: 3 <5, entdo temos as quatro
possibilidades:

Se 3+2=5 = 3<5 .. . esta proposicdo composta é (v ).
Se 3+2=5 = 325 .. . esta proposicdo composta é ( )

Se3+2 #5 = 3<5 ... esta proposi¢do composta é (V).
Se3+2 #5 = 325 ... esta proposi¢do composta é (v ).

As proposi¢des condicionais sdo importantes na matematica, e tem varias
maneiras diferentes de enuncia-las, assim por exemplo, p = podemos entender
como uma das seguintes formas:

p implica g.

p é condicdo suficiente para q
Para que p € necessario que q.
q é condicdo necessaria para p
Se p, também q.

q cada vez que p

q se p.

q sempre que p.
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Toda implicagcdo estd associada a outras trés proposi¢les, elas sdo: a
reciproca, a inversa e a contra-reciproca.

Suponha temos a proposicdo composta: p = q. Podemos obter outras
proposi¢des compostas relacionadas com p e g, sendo estas de muita utilidade na
teoria da demonstragao.

Reciproca: q = p.

Inversa: ~p = ~qQ.

Contra-reciproca: ~q= ~p.
Exemplo 1.14

Escreva a reciproca, a inversa e contra-reciproca de cada uma das seguintes

proposicdes:

i)Se7-7=0,entdo 7 =7.

i) Se a termina em zero, entdo a é multiplo de 2.

iii) Se x =y, entdo x +y & par.

Solugéo (i)
Temos p:7-7=0e q:7=7,aproposicdo é da forma p = q.
Reciproca: Se7=7,entdo7 -7 =0. édaforma:q=p
Inversa: Se7-7=0,entdo 7 #7. é daforma: ~p=>~q
Contra-reciproca: Se7=7,entdo 7-7#0 é daforma: ~q= ~p.
Solucéo (ii)

Temos p : aterminaem zeroe : aé multiplo de 2, a proposi¢do é da forma
p=q.

Reciproca: Se a é mualtiplo de 2, entdo a termina em zero.

Inversa: Se a ndo termina em zero, entdo a ndo é maltiplo de 2.

Contra-reciproca: Se a ndo é multiplo de 2, entdo a ndo termina em zero.
Solugéo (iii)

Temos p:Xx=y e q:x+y é par.

Reciproca: Se x+y é par, entdo x = y.

Inversa: Se x # Yy, entdo x+y ndo € par.

Contra-reciproca: Se x+y ndo é par, entdo x #y.
1.3.5.5 Bicondicional <.

Chama-se proposicdo bicondicional das proposicGes p e g a proposicdo

composta p < g, cujo valor légico é verdade ( v ) quando p e q sdo ambas
verdadeiras ou ambas falsas; e, é falsa ( f ) nos demais casos.
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A notagdo p < q se Ié: p se, e somente se*, g; o valor légico é definido pela
seguinte tabela- verdade ( Tabela 1.6):

p q p<=q
v v v
v f f
f % f
f f %

Tabela 1.6: Bicondicional de p e q

Uma proposicdo bicondicional obtém-se por definicdo como a conjuncdo de
uma condicional e sua reciproca; isto é p < q é equivalentea (p =q A q=p).

1.3.6 Argumento: Indutivo. Dedutivo.

Nosso principal objetivo sera a investigacdo da validade de “argumentos”.
Argumentar é apresentar uma proposicdo como sendo uma conseqiiéncia de uma o
mais proposicdes.

Definigdo 1.5. Argumento.

Chamamos de argumento a um conjunto de proposi¢cBes operadas por
conectivos logicos, as quais uma proposi¢cdo é a conclusdo e as demais sdo
premissas®.

Isto é, um argumento é constituido pelas proposi¢bes pi, pz2, . . ., Pn
chamadas premissas, nas quais nos baseamos segundo os conectivos légicos para
garantir uma proposi¢do q chamada concluséo.

Os argumentos estdo tradicionalmente divididos em dedutivos e indutivos.
Defini¢éo 1.6 Argumento dedutivo.

Diz-se que um argumento é dedutivo quando, sendo suas premissas
verdadeiras, a conclusdo é também verdadeira.

Premissa: “Todo homem é mortal”.
Premissa: “Jodo é homem”.
Conclusao: “Jodo é mortal”.

4 A frase “se, e somente se” é devida a A. Tarski.
5 Cada uma das proposic¢ées de um silogismo que serve de base a concluséo.
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Esses argumentos serdo objeto de estudo para a compreensdo de teorias
matematicas.

Definicéo 1.7. Argumento indutivo.

Diz-se que um argumento é indutivo quando, a verdade das premissas nao
basta para assegurar a verdade da conclusao.

Premissa: “E comum apds a chuva ficar nublado”.
Premissa: “Esta chovendo”.
Concluséo: “Ficara nublado”.

As premissas e a conclusdo de um argumento, formuladas em uma linguagem
estruturada, permitem que o argumento possa ter uma analise légica apropriada para
a verificacdo de sua validade.

1.3.7 Tabela-verdade de uma proposi¢do composta.

Dadas varias proposi¢des p, g, r, ... podemos combina-las pelos, conectivos
légicos ~, A, v, =, < econstruir proposi¢des compostas, tais como:
P(p,a):~pA(p=0)
Qp.N:(p=~nvr
R, rs)y:(p=~sArnv~sa(pe~9)
Observagdo 1.3
1° Se vocé tiver n proposicdes simples, o namero de linhas que resultam de
todas as combinacdes de verdade ( v ) e falsidade (f) é 2".

Assim, caso numa tabela verdade estivermos trabalhando com trés
proposicdes simples, entdo teriamos nessa tabela-verdade 2% = 8 linhas.

2° Uma proposicdo composta, também é chamada fungéo-verdade.

3% Se vocé tiver n proposicdes simples, entdo existem 27{2”n} proposicdes
compostas diferentes.

Por exemplo, dadas as proposic¢des p e g, entdo podemos obter 2/{2/2}= 2/4
= 16 proposigOes compostas diferentes a saber:

pva pagq pP=9q Ppv~q p=0p pep ~pa~q ~p Vv~qQ
pvp pP<q pa~q ~pAQ P&~ PA~NP ~PA~P PSP
1.3.8 Construcdo de uma tabela-verdade.

Suponha temos a construir a tabela-verdade para a proposi¢do P(p, q) : ~ (p
v ~ (), logo teremos a considerar o seguinte roteiro da Tabela (1.7):
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a) Forma-se em primeiro lugar, o par de colunas correspondentes as duas
proposicdes simples p e g (coluna 12.);

b) logo em seguida forma-se a coluna para ~ g (coluna 22.);
c) depois forma-se a coluna para p v ~ g (coluna 32.);

d) finalmente a coluna relativa aos valores logicos da proposi¢do composta P(p,
q): ~(pv~aq) (coluna 42).

P g ~q pv~q ~(pv~a0)

vV Vv f v (f)

v f v v (f)

fv f f (v)

ff v Y (f)

12 28 3 42,
Tabela 1.7:

Também podemos considerar o seguinte roteiro Tabela (1.8):

a) Formam-se as primeiras colunas correspondentes as duas proposi¢des simples
p e q (coluna 1”a);

b) em seguida a direita, traga-se uma coluna para cada uma dessas proposicgdes e
para cada um dos conectivos que figuram na proposi¢do composta dada
(colunas 2”a, 3"a e 4”a);

c) logo, em certa ordem, completam-se essas colunas, escrevendo em cada uma
delas os valores légicos correspondentes, no modo abaixo indicado (coluna

57a).
Pa| ~(p v ~ Q)
vV Vv fv (v) fv
v f fv (v) v f
fv v f (f) fv
ff f f (v) v f
12 52 2@ 42 32 2@
Tabela 1.8:

Os valores ldgicos da proposicdo composta dada encontram-se na coluna
completada escrita por Gltimo (5%).

Exemplo 1.15
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Construir tabela-verdade da proposicéo: P(p, q) :~(p A Q) v ~(q < p)

Solugéo

Utilizando o roteiro sugerido temos:

P g ~ (P A~ 0 v ~ @ < p
vV Vv f Y v v f f Y, vV Vv
Y, f Y, Y f f Y Y f f v
f Y, Y, f f v Y Y v f f
f f v f f f v f f v f
12 42 22 3 2¢  ba 42 28 32 28
Exemplo 1.16

Construir tabela-verdade da proposicdo: P(p, q):(p A~q) = (~p Vv ~0Q).

Solugéo

Utilizando o roteiro sugerido temos:

PAa|(pr~q) = (~pv~0q)
VAR f (v) f
v f \ (v) v
fv f (v) v
ff f (v) v

18 22 12

Problema 1.3.1

Num determinado prédio existem 4 andares. Ocupados por: um advogado, um

construtor, um contador e um dentista. H& no prédio: um condicionador de ar, uma
geladeira, um radio e um televisor. Trabalha também o seguinte pessoal: um sécio,
um encarregado de relagdes publicas (atendente), uma secretaria e um “office-boy”.
Chamam-se Alberto, Benedito, Camargo e David, mas aqui ndo estdo relacionados
na ordem de profissdes acima citada. Sabendo-se que:

1.

2.
3.
4

O que ocupa a 1°. andar tem um “office-boy”;
no 3°. andar existe um radio;
0 advogado e o construtor trabalham préximos;

0 construtor nunca passa pelo andar do dentista, mas Alberto tem que
passar pelo andar de Benedito, quando vai falar com a secretaria;

David tem sua sala um andar depois do contador;
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9.

a sala onde tem a secretaria, fica acima da sala de Benedito e embaixo do
que tem a geladeira;

0 advogado possui um condicionador de ar;

na sala onde existe o televisor, seu proprietario tem um encarregado de
relacbes publicas, que namora a secretéria;

o construtor trabalha no andar embaixo do contador;

Quem é quem?

Solugéo

Recomenda-se para a solucdo de problemas deste tipo uma tabela de

dupla entrada como mostraremos a seguir.

Apbs da anélise com os dados do enunciado chegamos a seguinte conclusdo:

Andares Empregados  Eletronicos Profissdo Nome
1°. Office-boy Cond. de ar Advogado Alberto
20, Encarregado Tv Construtor Benedito
30, Secretéaria Réadio Contador Camargo
40, Socio Geladeira Dentista David

Assim temos de acordo com a tabela completada acima:

Advogado de nome Alberto, tem um ““office boy", um condicionado de ar
e ocupa a primeira sala;

O construtor tem um encarregado das relacdes publicas, dispbe de Tv,
ocupa a segunda sala e seu nome é Benedito;

O contador tem uma secretéria, um radio, ocupa a terceira sala e seu nome
é Camargo;

O dentista tem um s6cio, uma geladeira ocupa a quarta sala e chama-se
David.

Problema 1.3.2

Miguel, Pedro e Humberto tém duas ocupag¢Bes cada um, motorista,

contrabandista, pintor, jardineiro, barbeiro e musico.

A wDd e

Dados:

O motorista ofendeu o musico rindo do seu cabelo comprido;
0 musico e o jardineiro s6 gostavam passear com Miguel;

o0 pintor comprou do contrabandista um reldgio da Suica;

0 motorista paquerava a irméa do pintor;
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5. Pedro devia cinco mil reais ao jardineiro;
6. Humberto venceu Pedro e ao pintor jogando xadrez;
Que ocupagdo tem Miguel?
Solugéo

E melhor resolver considerando uma tabela com todos os dados de dupla
entrada e descartando possibilidades de ndo ocorrer X, como mostramos a seguir.

Motor. Mdsico Contra. Barbe. Jardine. Pintor
Miguel X X X Ok. X X
Pedro X Ok. X X X X
Humberto Ok. X X X X X

Observando o quadro concluimos que Miguel é o barbeiro.
Problema 1.3.3

Ap6s lancar trés dados sobre a mesa, Rodrigo somou 0s nimeros das suas
faces superiores e encontrou o0 nimero 10. Em seguida, ele multiplicou os mesmos 3
nimeros e encontrou como resultado 30. Qual o produto dos numeros das faces
inferiores desses dados?

Observacdo: Num dado, a soma dos numeros de 2 faces opostas é sempre
igual a 7.

Solucéo

Como o produto dos 3 numeros das faces superiores é igual a 30, estes 3
numeros s6 podem ser 1,6 e5o0u 2,3 e 5, jaque 30 =2 x 3 x 5 e que 0s nimeros nas
faces de um dado ndo sdo maiores que 6. Das 2 possibilidades que enunciamos
apenas a que é composta pelos numeros 2, 3 e 5 tem a soma dos 3 nimeros iguais a
10. Encontrado que os numeros das faces superiores sdo 2, 3 e 5, de imediato se
chega aos numeros das faces inferiores: 5, 4 e 2, respectivamente. Assim, o produto
procurado é 5 x 4 x 2 = 40.

Problema 1.3.4

Mario mente as segundas, tercas e quartas-feiras, e fala a verdade nos demais
dias da semana. Paula mente apenas as quintas, sextas e aos sabados. Num certo dia,
foram feitas as afirmag¢des: por Mario, “ontem foi meu dia de mentir”; por Paula,
“ontem foi também meu dia de mentir”. Qual o dia da semana em que foram feitas
estas afirmagdes?

Solugéo

Note que se Mario e Paula fazem a mesma afirmacdo, ou ambos falam a
verdade, ou ambos mentem, ou um deles fala a verdade enquanto o outro mente. Mas
ndo ha dia da semana em que ambos mentem, o que nos leva a descartar esta
hipétese.
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Para ambos falarem a verdade, o Unico dia possivel de isso acontecer é no
domingo, ja que nos outros dias da semana, um dos dois, ou Mario ou Paula, mente.

Resta entdo que um falou a verdade enquanto o outro mentiu. Mas se um deles
falou a verdade quando disse que ontem foi dia de mentir, entdo esse dia s6 pode ser
quinta-feira ou domingo.

Como j& vimos que domingo é um dia impossivel de ambas as afirmacdes
ocorrerem, o dia da semana em que foram feitas estas afirmacdes foi quinta-feira.
Problema 1.3.5

A cada dois anos no periodo de 1858 a 1864 nasceu um compositor famoso.
Claude Debussy nasceu na Franca, Gustav Mahler nasceu na Austria, Giacomo
Puccini nasceu na Italia e Richard Strauss na Alemanha. Debussy ndo era o mais
velho, Puccini era 2 anos mais velho que Mahler, Strauss era mais novo que
Debussy. Descubra o ano no qual nasceu cada compositor.

Solugéo
Antes de tudo, vamos identificar as 3 afirmagdes que o enunciado nos trouxe:
i) Debussy ndo era o mais velho.
ii) Puccini era 2 anos mais velho que Mahler.
iii) Strauss era mais novo que Debussy.

Por (ii). concluimos que Puccini nasceu e logo em seguida (2 anos depois)
veio Mahler. Como Strauss era mais novo que Debussy (iii) mas Debussy néo era o
mais velho (i), Debussy ndo pode ter nascido antes de Puccini, pois neste caso seria
0 mais velho de todos. Dado isto, a Unica alternativa que ha é a seguinte: primeiro
nasceu Puccini, em seguida Mahler, depois Debussy e por fim Strauss.

Problema 1.3.6 Malba Than.

Trés pessoas num bar fizeram uma despesa que importou em R$9,00 para cada
uma, totalizando R$27,00. Todavia, cada uma deu ao gar¢gom R$10,00. Por falta de
troco, este devolveu R$5,00. Destes, tiraram-se R$3.00, que lhe deram como gorjeta.
Entdo, como sobraram R$2,00?

Solucéo

Os R$2,00 correspondem ao abatimento feito pelo gargom.
Problema 1.3.7

Trés estudantes, Alberto, Bernardo e Carlos tem por namoradas a Ana, Beatriz
e Claudia, ndo necessariamente nessa ordem. Em uma festa & que assistiram estas
seis pessoas compraram rifas de precos diferentes cada uma. Cada pessoa comprou
tantos boletos como reais gastou essa mesma pessoa por rifa.

Alberto comprou 23 rifas mais que Beatriz e Bernardo comprou 11 mais que
Ana. Cada homem gastou 63 reais mais que sua namorada. Qual era o nome da
namorada de cada um?

Solugéo
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Suponha um homem compra m boletos a m reais cada um; logo ele gastou m?
reais.

De modo analogo, suponha cada mulher compra n boletos a n reais cada um;
logo ela gastou n? reais.

Da relagdo m?-n? = 63 segue que (m+n)(m-n) = 63 e como 63 = 1 x 63 = 3 x
21 = 7 x 9, pode acontecer:
m+n = 63 m+n =21 m+n =9
m-n=1 m-n =3 m-n=7
g De onde obtemos trés pares de valores parame n: 32 e 31, 12 e 9 por ultimo
e 1.

Como Alberto comprou 23 boletos mais que Beatriz, e Bernardo 11 mais que
Ana, entdo:

Alberto =32 Ana =1
Bernardo =12 Beatriz =9
Carlos =8 Claudia =31

Portanto os casais sdo: Alberto casado com Claudia, Bernardo casado com
Beatriz e Carlos casado com Ana.

Pequeno dicionario de heuristica.

Analogia: E uma espécie de semelhanca. Objetos semelhantes coincidem uns
com os outros em algum aspecto; objetos analogos coincidem em certas
relacdes de suas respectivas partes.

Considere a incognita: Este é um velho conselho. Corresponde ao ditado latino
respice finem, isto é, olhe para o fim.

Condicionante: E uma das principais partes de um problema a demonstrar.

Corolério: E um teorema que se demonstra facilmente pelo exame de outro
teorema que se acaba de demonstrar. A palavra é de origem grega e sua
traducdo mais literal seria “galarddo” ou “recompensa”.

Decomposicdo: Decompde-se o todo em suas partes e recombinam-se as partes
num todo mais ou menos diferente.
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Exercicios 1-1

Das frases seguintes, assinale quais sdo proposigfes, atribuindo-lhes o valor
l6gico correspondente:

1. Per0 e Brasil.

2. Brasil foi campedo mundial de futebol em 1982.

3. As diagonais de todo paralelogramo sdo de comprimentos iguais.
4. O triplo de 6.

5. Que horas sdo?

6. Todo quadrado é um retangulo.

7. (a+b)?=a%+0p?

8. -2<-5

9. As diagonais de alguns paralelogramos sdo de comprimentos iguais.

10. senx=seng+x)

= n(n+1)
2

11, 1+2+3+... +

12. Quadrados e triangulos.

13. 0,5 e 5 séo raizes da equagio x° - 25x = 0

14. 1+3+5+7+9+... (2n-1) =n?

15. Todo triangulo é um poligono.

Sejam as proposi¢des: p : A vaca foi para o brejo; q: O boi seguiu a vaca.
Forme frases na linguagem natural, que correspondam as proposi¢des seguintes:

1. ~p 2. ~q 3. paq 4. pvq
5. ~pnrg 6. pv~gq 7. ~(pra) 8. ~(pva)
9. ~p v~{(q 10. ~p:a~qQ 11. ~(~Qq) 12. p=qq

Considere as proposicdes: p : Esta frio; q: Esta chovendo. Traduzir para a
linguagem natural as seguintes proposicgdes:

1. ~p 2. pAq 3.pvyg 4. p<q
5. p=>~q 6. pv~q 7. ~pAa~q 8. pe~q
9. (pAr~0)=p 10. ~pe~q 11. ~(~a) 12. ~(~p)=q

Considere as proposicdes: p : Pedro é alto; q: Pedro é jogador de basquete..
Escreva em forma simbdélica cada uma das seguintes proposicdes:
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10.

11.

. Pedro ndo ¢ alto.

. Pedro nédo é jogador de basquete.

. Néo é verdade que Pedro ndo seja alto.

. Néo é verdade que Pedro é jogador de basquete.
. Pedro é alto e jogador de basquete.

. Pedro é alto ou jogador de basquete.

. Pedro é alto e ndo é jogador de basquete.

. Pedro nédo é alto e é jogador de basquete.

© 00 N o OB~ W N P

. Pedro nédo é alto ou ndo é jogador de basquete.

10. N&o é verdade que, Pedro é alto e jogador de basquete.

11. N&o é verdade que, Pedro é alto ou jogador de basquete.

12. N&o é verdade que, Pedro ndo ¢ alto ou ndo é jogador de basquete.
13. Pedro néo é alto, nem jogador de basquete.

Sejam: p: Londres é a capital da Inglaterra. q: A torre Eiffel situa-se em
Londres. r: O meridiano de Greenwich passa por Londres.

Traduza para a linguagem natural cada uma das proposi¢Ges abaixo e
determine o respectivo valor légico:

1. ~p 2.qAr 3. ~pvr 4. ~q
5 pvq 6. ~qA~p 7. ~r 8:pvr
9. ~qv~p 10.pAq 11. ~gaAp 12. ~(pAQ)

Determine todos os valores logicos para a proposicdo ~ p A g a partir dos
valores l6gicos de p e q.

Construa a tabela-verdade para cada uma das seguintes proposigdes:
1. ~(prQ) 2. ~pv~aqQ.
Mostre que a proposigdo p A g A ~(q € uma contradicéo.

O verso da uma folha é a pégina oposta a que se observa. Que pagina
corresponde ao verso do verso da pagina que se observa?

O avesso de uma blusa, é o lado contrario ao que se vé. O que é o avesso do
avesso do avesso da blusa? O que é o avesso do avesso da blusa?

Traduzir para a linguagem simbdlica as seguintes proposi¢cdes matematicas:
.Sex>0entdoy =3

.Sex+y =6 entdo z<0.

.Sex=6 ou x=5,entdo x*-11x +30=0.
.Sex?-11x+30=0entdox=6 ou x=5

.Sez>5entdox=#1 e x #2.

o 01 B~ W N

.Sey=4ex<yentdo x <5.
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12.

13.

14.

15.

16.

Determine a reciproca, inversa e contra-reciproca de cada uma das seguintes
proposi¢des condicionais.

1. Se V ¢ paralelo a W entdo W é paralelo a V.
2. Duas retas se interceptam se ndo sdo paralelas.

3.Se o Oscar se licenciar ele vai procurar emprego ou inscrever-se num curso de
mestrado.

4. Se a Virginia se licenciar e se inscrever num curso de mestrado entdo a sua
licenciatura ndo é de Matematica.

5. Se a Virginia se licenciar com boa média em Matematica ela vai ter uma
bolsa para se inscrever num curso de mestrado.

6. Aprovar em Algebra é uma condicio necessaria para o Belo se licenciar.

7. Uma condicgdo suficiente para um tridngulo satisfazer o Teorema de Pitgoras
é ser um tridngulo retangulo.

8. Uma condi¢do necessaria para dois triangulos serem semelhantes é que
tenham lados iguais.

9. Um triangulo é eqlilatero sé se os seus trés angulos sdo iguais ou 0s seus trés
lados séo iguais.

10. Trés pontos estdo sobre a mesma circunferéncia sé se ndo forem colineares.
Quem tem olhos azuis?

Em um grupo de trés pessoas duas delas tem olhos escuros e a outra olhos
azuis, as pessoas que tem olhos escuros mentem, e a pessoa de olhos azuis
sempre diz a verdade. Em uma conversa cada uma diz:

Marta: Eu tenho olhos azuis.

Clara: Marta mentiu quando disse ter olhos azuis.
Rita: Clara é quem tem olhos azuis.

Assinale uma conclusdo correta.

Uma pessoa pode ser boa ou ruim. A mesma pessoa pode ser estudante o
trabalhadora. Mas esta pessoa é estudante e ruim. Logo esta pessoa ndo pode
ser: a) Estudante e trabalhadora; b) Boa e trabalhadora; c) Trabalhadora e ruim.

Trés senhoras, Dona Branca, Dona Rosa e Dona Violeta, passeavam pelo
parque, quando Dona Rosa disse:

“Nao é curioso que estejamos usando vestidos das cores branca,
rosa e violeta, embora nenhuma de nés esteja usando vestido de cor
igual a seu proprio nome”.

“Uma simples coincidéncia, respondeu a senhora com o vestido
violeta”.

Qual a cor do vestido de cada senhora?

Considere a Terra como uma esfera perfeita e imagine a menor corda de
comprimento entorno do Equador. Corta-se essa corda em um ponto, adicione-
se a ela um metro linear de corda e coloque-a novamente entorno do Equador.
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Existird uma separacdo entre o Equador e a corda aumentada, entorno de toda a
Terra (ver Figura 1.1). O Equador da Terra mede aproximadamente 40 000 km.

Equador dalararya
Corda com um Corda com um
Figura 1.1 Figura 1.2
1 1 Intuitivamente, de quanto é essa  separagdo

aproximadamente? (S6 se pede uma resposta aproximada, segundo a intuicao) .
a) Menos de 1mm. b) Entre Imm. e 2cm. ¢) Pouco mais de 15cm.

17. Considere uma laranja e imagine a menor corda de comprimento entorno do
equador da laranja. Corta-se essa corda em ponto, adicione-se a ela um metro
linear de corda e coloque-a novamente entorno do equador. EXxistira uma
separagdo entre o equador da laranja e a corda aumentada, entorno de toda a
laranja (ver Figura 1.2)

Intuitivamente, de quanto é essa separagdo aproximadamente? (S6 se pede
uma resposta aproximada, segundo a intuicdo)

a) Mais de 60cm. b) Entre 60 cm e 19cm. ¢) Menos de 16cm.

18. Sd&o apresentadas trés caixas a vocé. Somente uma delas contém ouro, 0 outras
duas estdo vazias. Cada caixa tem uma pista sobre seu conteldo s6 uma
mensagem esta contando a verdade as outras duas estdo mentindo.

O ouro O ouro O ouro esta

ndo esta aqui ndo esta aqui na segunda caixa

Qual caixa tem o ouro?
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1.4 TAUTOLOGIA

Os conectivos logicos, do mesmo modo que servem para construir proposigdes
compostas a partir de proposi¢des simples, também sdo utilizados para obter
esquemas l6gicos muito mas complexos a partir de proposi¢des compostas.

Em geral ~ é o conectivo de menor hierarquia, logo seguem v e A, esses
conectivos tem a mesma hierarquia; logo = é o de maior hierarquia. Porem, cada
conectivo pode ser de maior hierarquia, quando o indica o parénteses de colecéo.

Lembre que os parénteses () servem para denotar o “alcance” dos conectivos.
Exemplo 1.17

Se a lua é quadrada e a neve é branca entdo a lua ndo é quadrada. Na
linguagem simbodlica escrevemos: pAgq= ~p.

A lua ndo é quadrada se, e somente se, a neve é branca. Na linguagem
simbolica escrevemos: ~p < q

Dada uma proposi¢cdo composta, os valores-verdade de esta proposi¢do séo os
que correspondem aos valores do conectivo de maior hierarquia presente na
proposicao.

Exemplo 1.18

Aférmula pvqgv~r=p=~qdeve ser entendida como: ((p v q) v (~T))
=(p=(~a)

Defini¢do 1.8 Tautologia.

Chama-se tautologia toda proposi¢do composta quando, depois de procurar a
Gltima coluna de sua tabela-verdade achamos somente a letra (v ).

De outro modo, tautologia é toda proposicdo composta P(p, q, r, ...) cujo
valor légico sempre é verdade ( v ), quaisquer que sejam os valores logicos das
proposicdes simples p,q,r,. ..

Exemplo 1.19

Determine a tabela-verdade para proposicdo: P(p,q): ((pv a) A ~q) = p.

Solugéo
pPa |[((pva) A~ ~q) = p
Y} % f f Y Y
v f % \ v Y Y
fv % f f Y f
ff f f v Y f
1° 3° 2° 5° 4°
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Para obter a tabela-verdade seguimos o seguinte roteiro:
1°. Aplicamos o valor-verdade da disjungdo para as proposicdes p e q.
2°. Aplicamos a negagdo a proposicao g.
3°. Aplicamos a valor-verdade as colunas 1° e 2°.
4°, Escrevemos novamente valor-verdade para a proposicéo p.
5°. Aplicamos o valor-verdade da implicagdo as colunas 3° e 4°.

Observe-se nesta proposicdo composta que o conectivo da implicacdo é o de
maior hierarquia e na 5% coluna todas as linhas tem o valor-verdade ( v ), logo a
proposicdo é uma tautologia.

Exemplo 1.20
A proposicdo p v ~ p é tautologia.

p ~p‘pv~p

Y f (v)
f Y (v)

Definicdo 1.9 Contradicéo.
Chama-se contradi¢do toda proposi¢cdo composta quando, depois de procurar
a Gltima coluna de sua tabela-verdade achamos somente a letra ( f).

De outro modo, contradi¢do é toda proposicdo composta P(p, q,r, ... ) cujo
valor légico sempre é falso ( f ), quaisquer que sejam os valores ldgicos das
proposicdes simples p, q,r, ... .

Portanto, P(p, q,r, ...) é uma tautologia se, e somente se, ~P(p,q,r, ...)é
uma contradicdo.

Definig¢do 1.10 Contingéncia.

Chama-se contingéncia toda proposicdo composta quando, depois de procurar
a ultima coluna de sua tabela-verdade achamos uma mistura de linhas com a letra (
v)ou (f).

De outro modo, uma contingéncia é toda proposi¢cdo composta que ndo é
tautologia nem contradicdo. As contingéncias também sdo chamadas de proposicdes
contingentes ou proposi¢des indeterminadas.

Exemplo 1.21

A proposigdo p A ~ p é uma contradigdo.

p ~p‘p/\~P

v f (f)
f v (f)
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Exemplo 1.22

Determine a tabela-verdade para a proposi¢do: P(p):~((pvp)<p)

Solugéo
P ~ ((pvp) & Pp)
Y (f) VVV Y v
f (f) fff f
60 10 30 20 50 40
Portanto, a proposicdo: P(p) : ~((p v p) < p) é uma contradicdo.
Exemplo 1.23

Determine a tabela-verdade para a proposi¢ado: P(p, q,r):~((pA g)A~T)

Solucéo
Observe que o conectivo de maior hierarquia é ~ .
Par| ~ ((pra) A ~T)
VVV| V v (f) f
vvf f v (v) Y
v fv \ f (f) f
v ff \ f (f) Y
fvv \ f (f) f
fvf \ f (f) Y
ffv| v f (f) f
fff v f () v

Portanto, a proposicdo: P(p, q, r): ~((p A q) A r) é uma contingéncia.
1.4.1 Tautologias elementares.

1. Leis da equivaléncia.

@ pep ... reflexiva.
b)) (pea)= (@eop) .. . simetria.
© (pegd A @enN)=>pP T ... transitividade.

2. Lei do terceiro excluido.
pv ~p
3. Lei do silogismo hipotético.

(= Da@=n)=@FE=0r
4. Lei do silogismo disjuntivo.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

((pva)a ~p) = ¢
Lei do absurdo.

@ (~qa=((® ~ ~p)= ¢ 0 ~a=((P A~p) =1

© (~a=p A (~a=~p) =1

Lei de ndo contradicgéo.

~(P A~ ~p)

Lei comutativa.

(a) Paraaconjuncdo: (p AQ)<(qQ A p)

(b) Para a disjuncéo: (pv q)< (qvp)

(c) Para a bicondicional: (p < q) < (q < p)

Lei associativa.

(a) Paraaconjungdo: (p A(Q A N)< (P AQ) AT)
(b) Para a disjungdo: (pv(qQvn)<(Evqg v
Lei distributiva.

@ (pa(@vn)e(Prgvparn)

b)y pv@an)e((pvaa (pvr))

Leis de Morgan.

@ ~(ra)e(~pv~a) (b) ~pva)=(~p A~0)
Dupla negagéo.

~(~pep

Adicéo.

p=(pva)

Simplificacéo.

(@ (prg)=p () pva)=p
Modus Ponens.

(P= a)Ap) =9

Modus Tollens.

(~a= ~p)rp)=7

Idempotente.

(@ (pvp)ep (b) (pAp)=p
Transposicdo (ou de contraposi¢éo).
(=0 o (~q= ~p)

Implicacdo material.

P=q=(-pva)
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19.

20.

21.

22.

Equivaléncia material.

@ pPeag)eo(P=>9)A0@= p)

0 peag)eP Adq)vii~pa~a)
Dilema construtivo.
((p=DA(r=8)A(pvr)= (qvs)
Dilema destrutivo.

((p=aA(r=8)A(~qv ~8))=(~pv~T)
Exportacéo.

@ ((prg)=>nN<epE=>@=r)

B)((pr AP2 A ... APD)=NS(PLAP2 A ...

1.4.2 Implicacéo ldgica.

Definicdo 1.11

Dizemos que uma proposicdo P(p, q, T,

A Prn-1) = (pn=7T))

. . . ) implica, logicamente outra

proposicdo Q(p, g, r, . . . ) se, sempre que P(p, q, r, . . . ) seja verdadeira ( v ), entdo
Q(p, g, r,...)também é verdadeira (v ) .

P(p. @) = Q(p. q)

\Y

Exemplo 1.24
Sejam P(p, @): ~pv g e Q(p, d): p= g, temos que:
Pq ~pvq p=4q Pq
vV Vv v v vV Vv
v f v f
fv v v fv
ff v v ff

Logo a proposicdo P(p, q) implica logicamente a Q(p, q).

Exemplo 1.25

Mostre que a proposicdo P(p, q):p = (p A Q)

proposicdo Q(p, q):p = Q.

implica logicamente a

P(p. @) = Q(p. q)

Solugéo
pq p=({M A0 p=q pq
vV Vv v v vV Vv
v f v f
fv Y, Y, fv
ff Y, Y, ff
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Exemplo 1.26

Determine se a proposi¢cdo R(p, q): p = q implica logicamente a proposicéo
S(p, a):pv~aq.

Solugéo
pq pP=q pv~q P g | P(p a)=Q(p.q)
vV Vv v v vV Vv Y
v f v f
fv \% f fv f
ff \% \% ff \%

Observe a terceira linha da tabela-verdade, a verdade de R(p,q) ndo implica a
verdade de S(p,q).

Portanto a proposicdo R(p, q), ndo implica logicamente a proposigdo S(p, q).

Propriedade 1.1

A proposicédo P(p1, pz2, . . ., pn) implica logicamente a proposicdo Q(p1, p2, . . .
, pn), se e somente se a condicional P(p1, p2, . . ., pn) = Q(p1, P2, . . ., pn) €
tautologia.
Demonstragao

Condicdo necesséria. (=)

Se P(p1, p2, . . ., pn) implica logicamente a proposi¢do Q(p1, p2, . . ., Pn),
entdo ndo ocorre que os valores na mesma linha da tabela verdade sejam
simultaneamente (v ) e ( f) nessa ordem; logo a valor verdade na coluna da tabela da
proposicdo P(p1, p2, . . ., pn) = Q(p1, P2, . . ., pn) somente é (v ), assim esta
condicional é tautologia.

Condicdo suficiente. ( <)

Se a condicional P(p1, p2, . . ., pn) = Q(p1, P2, . . ., pn) é tautologia, isto é na
Gltima coluna de sua tabela-verdade temos somente a letra ( v ), entdo ndo ocorre
que os valores simultaneos correspondentes a mesma linha sejam (v ) e ( f) nessa
ordem. Portanto a proposi¢do P(p1, pz, . . ., pn) implica logicamente Q(p1, p2, . . .,
Pn).

Exemplo 1.27

Mostre que a proposicdo p implica logicamente a proposicdo g em cada um
dos seguintes casos:

n _ 3
a) p:m>2; Dtan— = —
) pim q 6 3
b)p:senﬁzﬁ q: V8 > 32
3 2
¢) p:12 é maltiplo de 4; q :6 é divisivel por 2.
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Solugéo (a), (b), (c)
A proposicdo p é verdadeira; q verdadeira; logo p = q é verdadeira; assim p
implica logicamente a proposicéo q.

1.4.3 Equivaléncia logica.

Definicdo 1.12

Dizemos que uma proposicdo P(p, g, r, . . . ) é logicamente equivalente a
outra proposi¢do Q(p, g, r, . . . ), se a tabela-verdade destas duas proposi¢des sdo
idénticas.

Indica-se que a proposicdo P(p, q,r, ... ) é equivalente a proposicdo Q(p, q,
r,...)comanotacdo P(p, gq,r,...)<Q(p, q,1,...)

Observe que, no caso das proposi¢bes P(p, q,r,...)eQ(p, g, r,...) ambas
serem tautologias ou contradi¢des, entdo sdo equivalentes.

Exemplo 1.28
As proposicoes P(p,q): p = p A ge Q(p,q): p= g sdo equivalentes.

Com efeito, observe a tabela-verdade.

P4 p=p Aq pP=4q
vV Vv v v
v f f f
fv v f
ff v v

Exemplo 1.29
As proposicdes R(p,q): p < ge S(p,q): (p = q) A (g = p) sdo equivalentes.
Observe a tabela-verdade.

P9 p=4q P=9A(@=p)
vV Vv v v
v f f f
fv f f
ff v v

Logo as proposi¢des R(p,q) e S(p,q) sdo logicamente equivalentes.
Exemplo 1.30

Consideremos a proposi¢cdo p = g assim como sua reciproca q = p, sua
inversa ~ p = ~ ¢ e sua contra-reciproca ~ q = ~.

Da seguinte tabela-verdade:
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Pa|p=>p ~q=~p g=p ~p=~(Q
vV Vv % \% \% v
v f f f \% v
fv Y \% f f
ff Y \% \% \

Podemos observar que as proposicdes p = e ~q = ~p sdo logicamente
equivalentes, assim como as proposi¢cbes g = pe ~p = ~d.

Exemplo 1.31
Suponha estamos a demonstrar que:
“Se x2 é nimero impar, entdo x é nimero impar”.

Podemos considerar a proposicdo p: x2 é nimero impar, e @: X é nimero
impar entdo temos que verificar a validade da proposicdo p = q. De o fato serem as
proposicdes p = q e ~q = ~ p logicamente equivalentes sera suficiente mostrar
que:

“Se x ndo é numero impar, entdo x"2 ndo é numero impar”.

Definicdo 1.13

a) Chama-se negacdo conjunta das proposi¢cGes p e q a proposicdo ~p A ~q,
e denotamos p ¥ q.

b) Chama-se negagédo disjunta das proposices p e q a proposicdo ~p v ~q, €
denotamos p T q.

Da Definicdo(1.13) resultaque: a) pygqe~p A~q, e b) pTge~pv

Exemplo 1.32
Determine a tabela-verdade da proposicdo: (p+q) T (p Tq).
Solucéo
Pa|plg T (e Ta
vV Vv f (v) f
v f f (v) \
fv f (v) \
ff v (f) \
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Exercicios 1-2

Analisar os seguintes enunciados e:
1. Determine quais sdo proposigoes.
2. Determine quais sdo enunciados abertos.
3. Determine quais ndo sdo nem proposi¢cdes nem enunciados abertos.
4. Determine o valor verdade das proposigoes.
(@) 7+12=19
(b) Vocé é estudante de matematica?
(c) 15<4
(d) x+4=10
(e) Cantor revolucionou o pensamento matematico.
(f) x-2<8

(g) Cantor, Burali Forti e B. Russell estudaram o problema dos paradoxos na
matematica.

(h) x+y<?2

(i) x éengenheiro.

(j) Pedro é engenheiro ou Pedro é matematico,
(k) x+2=5 se, e somente se, X =4

(1) Escute com atencdo.

(m) Todo retangulo é um quadrado.

Sejam as seguintes proposicdes: p: 3+5 =5 e : 8-3 = 5. Traduzir para a
linguagem do dia-a-dia as seguintes proposic¢es:

1. ~p 2. paq 3. pvq
4. g<q 5 p=>~g 6. pv~qQ
7. ~p A~qQ 8. pe~g 9. p A~q=>1p

Considere as seguintes proposi¢des: p: Jorge é médico, q: Jorge é dentista, r:
Pedro é engenheiro.

1. Escrever cada uma das seguintes proposi¢des em forma simbélica:
(a) Jorge é médico e Pedro é engenheiro.
(b) Se Jorge é médico ou Pedro é engenheiro, entdo Jorge ndo é dentista.
(c) Jorge ndo é médico, porem Pedro ndo é engenheiro.
(d) Se Pedro é engenheiro e Jorge ndo é dentista, entdo Jorge ndo é médico.
2. Escrever em forma de oragédo o significado das seguintes proposigdes:
1. pa~q 2. (~pvQ)=>r 3. pe~q
4.1 =(pva) 5. ~p=qe=(pPv~a) 6.~p =>pva)
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10.

Para cada uma das seguintes proposi¢des, elimine os parénteses segundo as
convengdes:

L (pva)=(~p)ar) 2. pe((Gavras)= (p =q)

3. (~p)e@v((~nN=79) 4 (P Ar(~a)ar)vs)=((~p)vr)
Verificar quais as férmulas é: tautologia, contradi¢do ou contingéncia.

1. ~p=p~rgq 2. (p=9)=@=>nN=(( =71

3. (p=a)n(@ =p) 4. p A(~pva)

5. (p =20 (~p A~0) 6. ~(p =>pvaq)

Sejam as proposigfes p: Pedro é rico e q: Fredy é feliz. Traduzir para a
linguagem corrente as seguintes proposicdes:

1. p=>q 2. pv~qQ 3. pe~q

4. ~g&p 5 ~~q 6. ~(~pv~qQ)

7. pAa(pvagep 8. (pva)=p 9. (pv~q)eo~pa~q
Verificar as seguintes tautologias:

1. pvpep 2. ~(~p)ep 3.(pvgvrepv(gvrn)
4. (p AQ)=>q 5. papep 6. (PArg)Arspa(qar)
7. (p AG)=p 8. pa(pvag)ep 9. ~(pvag)o~par~(

10. p =>pvr 11. pv(p ArQ)ep 12 ~(prg)e~pv~(Q

1. pAa(gvne(p Ag)vip AT 14. (~q=>p A~p)=7q

15. pv(g ane((vaalpvn
Verificar se o conjunto de proposi¢des da cada item é tautologia:

1. Pedro é bom e Pedro é ruim acarreta que Paris é a capital de Chile. Brasilia é
a capital do Brasil ou Brasilia ndo é a capital de Brasil.

2. Se Alberto é materialista, Alberto é ateu. Se Alberto ¢é ateu, entdo Alberto é
materialista.

3. Se Jodo ndo encontrou Pedro ontem, entdo, ou Pedro é o assassino ou Joao
morreu. Se Pedro ndo é o assassino, entdo Jodo ndo encontrou Pedro ontem e
0 assassinato foi a meia noite. Se o assassinato foi a meia noite, entdo, Pedro
€ 0 assassino ou Jodo morreu. Pedro é o assassino.

Mostre que, se p e p = ¢ sdo tautologias, entdo q é tautologia. Sugestdo: Supor
que g ndo seja tautologia.

Mostre que:

1. qimplica logicamente p = q.

2. g implica logicamente p A q < p.

3. p< ~q ndoimplica logicamente p = q.
4. pndo implica logicamente p A Q.

5. p v qndo implica logicamente p.
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11.
12.
13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

Mostrar que: (X=y v X<4)AX24)=>x=Yy
Mostrar que: (X 20 = X=y)AX 2zy)=>x=0

Mostre que as proposi¢fes p e ( sdo equivalentes em cada um dos seguintes
Casos:

1. p: 2+6=8 q: (2+6) 2=64

2. p: seng =1 q:cosg:O

3. p: 3°=1 qg: n <4

4. p: xéimpar q: x+2 é impar®.

5 p:ralb g:-bla

6. p: allb g: blla

7. p: O triangulo ABC é retangulo em A q: BC?= AB2 + AC?

Exprimir a bicondicional p < q em funcdo dos conectivos légicos A, v e ~.
Mostre mediante tabela-verdade as seguintes equivaléncias ldgicas:

1L pa(pva)ep 2. pv(p rg)ep

3. (e (pva)=(p= q) 4 ((p=avpe=nN<@(E=(@vn)
5. (p=2ga=n)<=®E=(@Ar) 6. pe(pPrg)e=(p= 0)

Mostre que as proposi¢des: x =5 v x>3 e ~ (X <3 A X =05)ndo séo
equivalentes.

Prove que os trés conectivos ~, v e A podemos escrever em funcdo do
conectivo ¥ do seguinte modo:

L. ~pe(pip 2. pvge@Eygl(p da
3.prge@ipi@ila

Prove que os trés conectivos ~, v e A podemos escrever em fungdo do
conectivo T do seguinte modo:

1L ~p=((@Tp 2. pvae@(eTp)T@Ta)
3.pArge@TagTe Ta

Determine a negacdo ldgica das seguintes proposicdes:

. Estudo l6gica, ou esta prova é facil.

. N&o estudo ldgica, e esta prova nédo é facil.

. Se vocé se comportar bem entéo, levo vocé ao circo.

. Se vocé ndo se comportar bem entdo, ndo levo vocé ao circo.
. Se vocé se comportar bem entéo, néo levo vocé ao circo.

o 01 B W N P

. Se comporte bem e ndo levo vocé ao circo.

¢ Lembre que a defini¢cdo de nUmero par ou impar somente é para inteiros Z
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7. 3<x

>

8. “ser branco’

20. Resolva o seguinte enigma:

21.

Um viajante pede a mao da filha do sultdo. Para té-la o sultdo diz ao viajante:

“Destas cinco escravas, vocé tem que deduzir a cor dos olhos da
segunda e da terceira. As cinco terdo os olhos vendados de forma que
vocé ndo seja capaz de vé-las. Trés tém olhos verdes, duas tém olhos
azuis”.

“As de olhos verdes sempre mentem, as de olhos azuis sempre

>

dizem a verdade. Vocé pode fazer somente trés perguntas para elas”.
“Ah! esqueci, se vocé comete um engano, vocé morrerd por sua
insoléncia”.

Viajante : De que cor sdo seus olhos?

Escrava 1: bla, bla, bla . . . (responde em um idioma incompreensivel para ele)

Viajante : Que falou tua companheira?

Escrava 2: Ela falou que tem olhos verdes.

Viajante : Que falhou a primeira e de que cor sdo os olhos da segunda?
Escrava 3: A primeira diz ter olho azul, e a segunda tem olho verde.
Concluséo : O viajante caso com a princesa.

Tenho trés pares de sapatos: Si, Sz e Ss3; um par preto, um par é marrom e 0
outro é branco, ndo necessariamente nesta ordem. Somente uma das afirmacdes

é verdadeira: i) S1 é preto; ii) S2 ndo é preto; iii) Ss ndo é branco.
Quais as cores dos sapatos Si, Sz e Sz nessa ordem?
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1.5 ALGEBRA DE PROPOSICOES

Trata-se nesta secdo de um conjunto de operagBes légicas que podemos
realizar, com a utilizacdo dos conectivos da conjun¢do, disjuncdo, negacdo,
implicacéo e bicondicional.
1.5.1 Propriedades da conjung&o.

Consideremos p, g, r, s et proposi¢des simples, entdo o conectivo légico da
conjuncdo satisfaz as seguintes propriedades:

a) pApep .. .idempotente.

b) p Ageqgap ... comutativa.

c) (prg)AaTresp A(Q AT ... associativa.

d) p At< p sempre que t verdadeira (v) ... propriedade de p
e)p As<s sempre ques falsa (f}) ... propriedade de s

Demonstracéo (a)

Na seguinte tabela-verdade observe que as linhas das proposicées p A p e p
sdo idénticas, e a bicondicional p A p < p é uma tautologia.

p ‘ pAp < p
v v (v) v
f f (v) f

Assim, tanto, p A p quanto p sdo proposi¢des logicamente equivalentes.
Demonstracgéo (b)

Com efeito, observando as colunas da tabela-verdade para as proposi¢des p A
geq A p mediante o conectivo < obtemos uma tautologia.

Pq pAq < anp
vV Vv Y (v) v
v f f (v) f
fv f (v) f
ff f (v) f

Logo, tanto, p A g quanto g A p sdo proposigdes logicamente equivalentes.
Demonstragao (c)

Temos que a tabela-verdade para a proposicdo (p Agq) AT < pA(qQAar)é
uma tautologia.
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pqr (PAQ) AT = pA(QAarT)
V VYV v (v) \
vvf f (v) f
v fv f (v) f
v ff f (v) f
fvyv f (v) f
fvf f (v) f
ffv f (v) f
fff f (v) f

Fica mostrado que, tanto (p A q) A r quanto p A (q A r) sdo proposigdes
logicamente equivalentes.

Demonstracéo (d) (Propriedade da identidade).

Somente no caso das proposicdes t verdadeira (v ) e s falsa ( f) temos que as
proposicdes pAat = pepaA s = psdo tautoldgicas.

Com efeito, temos as tabela-verdade seguintes:

pt‘p/\t = o] ps‘p/\s = S
vV Vv Y, Y, v vV Vv f Y, f
fv f Y, f fv f Y, f

Estas propriedades exprimem de t e s sdo respectivamente o elemento neutro
e 0 elemento absorvente da conjuncéo.

Exemplo 1.33 Propriedade idempotente.
i) XxX#3 A X #3 < X # #3

i) a<8 A a<8 < a<s8

Exemplo 1.34 Propriedade comutativa.
i) X#7 A X=5 & x=5 AXx #7
i) a26 A a<15 < a<1l5 A ax=6

iii) y<6 A y21l <o 1<y A y<6

Exemplo 1.35 Propriedade associativa.
i) (X #7A X=5)A x<12 & x #7 A (x=5 A x<£ 12)

ii) (@26 A a<l5)A a#7 < a26 A (@a<15A a =#7)

Exemplo 1.36 Propriedade da identidade.
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i)a=#3 A Ja] 20 < a #3

i) X #3 A [X|<-2 & [x|<-2
1.5.2 Propriedades da disjungao.

Sejam p, g, r, s e t proposi¢des simples, entdo o conectivo logico da
conjuncdo satisfaz as seguintes propriedades:

a) pvpep .. .idempotente.

b) pvgeqyvp ... comutativa.

c) (pvygvrepv(qvr) ... associativa.

d) pvtet sempre que t verdadeira (v) ... propriedade de t
p vs< p sempre que s falsa () ... propriedade de p

Demonstragao (a)

Na seguinte tabela-verdade as proposi¢bes p v p e p sdo idénticas, e a
bicondicional p v p < p é uma tautologia.

p ‘pr < p

v ’ v (v) v
v (v) v

Demonstragéo (b)

Com efeito, observando as colunas da tabela-verdade para as proposi¢bes p v
geqgvp mediante o conectivo < obtemos uma tautologia.

pq pvq < qgvp
vV Vv Y (v) v
v f v (v) v
fv v (v) v
ff f (v) f

Demonstragao (d)

Somente no caso das proposic¢des t verdadeira (v ) e s falsa ( f) temos que as
proposicdes pvt<tepvs < psdo tautoldgicas.

Com efeito, temos as tabela-verdade seguintes:

pt |pvt < t p s pvs =S p
vV Vv v (v) v v f Y (v) v
fv v (v) Y ff f (v) Y
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Estas propriedades exprimem de t e s sdo respectivamente o elemento
absorvente e o elemento neutro da conjuncéo.

Demonstragéo (c)

Temos que a tabela-verdade para a proposicdo (pv q)vr<pv(qvr)éuma
tautologia.

par |[(pvagwvr = pv(gvr)
V VYV v (v) v
vvf v (v) v
v fv v (v) v
v ff v (v) v
fvyv v (v) v
fvf v (v) v
ffv v (v) v
fff f (v) f

Exemplo 1.37 Propriedade idempotente.

i) x#3 v Xx#3 o x #3

i) a<8 v a<8 < a<8
Exemplo 1.38 Propriedade comutativa.

i) x#7 v x=5 & x=5vx #7

ii) a6 v a<l1l5 < a<1l5 v a=>6

iii) y<6 v y>21 < 1<y v y<6
Exemplo 1.39 Propriedade associativa.

i) (X #7 v x=5)v x<12 & x=5v (x#7 v x <12

ii) (@26 va<ls)v (@a#7) < a<lb v (a26 v a=T7)
Exemplo 1.40 Propriedade de identidade.

i)a=#3 v Jal<-1 < a #3

i) X #3 v X2 < x| 2
1.5.3 Propriedades da disjungdo e conjungao.

Sejam p, g e r proposi¢des simples, temos as seguintes propriedades:

1. Absorgdo.
@ palpvaep
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B pvip Arg)ep
2. Propriedade distributiva.
@ pa@vnePagy (par)
) pv@anespEvaa(pvn
3. Negacao.
(@ ~(~p)ep
4. Leis de Morgan.
@ ~(pP rg)e(~pv~a)
) ~(pvae~paA~a
. Demonstracdo da propriedade de absorgdo.
Demonstragao (a)

Temos a seguinte tabela-verdade para as proposicées pA(pvq) e p

Pa|pa(pva < p
vV Vv Y (v) v
v f Y (v) v
fv f (v) f
ff f (v) f

Observe que a bicondicional p A (p v q) < p € tautologia, logo as
proposicdes p A (p v q) e psdo logicamente equivalentes.

Demonstragao (b)

De modo anélogo, temos a seguinte tabela-verdade para as proposi¢fes p v (p
AQ) ep

Pag|pv(pra) < p
vV Vv Y (v) v
v f Y (v) v
fv f (v) f
ff f (v) f

A bicondicional p v (p A q) < p é tautologia, logo as proposicdes p v (q A
r) e p sdo logicamente equivalentes.

. Demonstracdo das Leis de Morgan:
Demonstracéo (a) e (b)
Observe a tabela-verdade para a bicondicional:
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PA|~(pra < ~pv~q( Pg [~(pva) = ~p A~(Q
AR} f (v) f vV Vv f (v) f
v f v (v) v v f v (v) f
fv v (v) v fv v (v) f
ff v (v) Y ff Y (v) v

Nas duas tabelas temos tautologia; logo as proposi¢cdes indicadas sdo
logicamente equivalentes.

As demais demonstracdes é exercicio para o leitor.

Propriedade 1.2 Negacdo da condicional.

Tem-se que a negagdo da proposicdo p = q €é logicamente equivalente a
proposicdo p A ~Q.

Demonstragao.
Com efeito, a mostrar que (p = Q) < ~p v . Observe a tabela-verdade:
Pa | p = q < ~pvq
vV Vv Y (v) v
v f f (v) f
fv Y (v) v
ff Y (v) v

Por outro lado, a negacgdo da proposicdo p = q € a proposi¢do ~ (p = (),
istoé~(p=> gJeo~CHp vy ~~pA~qep A~

Portanto, ~(p=> q)<p A~ Q.

Propriedade 1.3

A negacdo da proposicdo p < g é logicamente equivalente & proposicdo (p A
~aqv(~p A Q).
Demonstracéo.

Com efeito temos que p < g é logicamente equivalente a proposicdo (p = q)
A (Q = p), isto da seguinte tabela-verdade.

Pa| (pe=a) < (p=ana(@=p
vV % (v) v
v f f (v) f
fv f (v) f
ff % (v) v
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Logo aplicando as regras de Morgan, temos que ~(p= q) < ~((p=>09) A
@=p)=~CFpva)v~(~avp=((p A~a V(s ~p)
Portanto, ~(p=q) < ((p A~a) v (g A ~p)).

Observacéo 1.4

A condicional, p = q ndo satisfaz as propriedades idempotente, comutativa e
associativa.
Observagéo 1.5

A bicondicional p < q ndo satisfaz a propriedade idempotente, pois é obvio
que as proposi¢des p < p e p ndo sdo logicamente equivalentes.

A bicondicional satisfaz as propriedades, associativa e comutativa.

1.5.4 Método dedutivo.

Todas as condicionais e bicondicionais Idgicas, foram mostradas mediante a
utilizacdo de tabela-verdade. No que segue estas condicionais e bicondicionais
mostraremos pelo método mais eficiente chamado “método dedutivo”.

Neste “método dedutivo” sdo de muita importancia as equivaléncias relativas
a &lgebra de proposicdes; por exemplo, para a seguinte proposi¢do (p A q) = p,
temos:

((p ~rg)=>p)e(~P AgQvp) e . . . tautologia.
S rgvpe((~pv~avp e ... lei de Morgan.
S((~pv~qvp e (~pvp)v~q e .. . comutativa.
S(~pvp) v ~ge(Tv~q) e .. . tautologia.
S(Tv~q)eT . . . tautologia.

Portanto, (p A q) = p é logicamente verdadeira; é tautologia.

Observacéo 1.6

Denotamos com T as proposi¢fes logicamente verdadeiras (tautologias), e com
C proposicdes logicamente falsas (contradi¢do)

Exemplo 1.41

Mostre a implicagdo: ((p = q) A p) = (modus ponens) é logicamente
verdadeira.

Demonstracéo.
((p=a9Ap)=a < .. . hipotese.
< ((+~pva)a p)=0a) .. . tautologia.
< ((~pap)v(d Ap)=0q) ... distributiva.
<(Cv(g Aap)=0) ... contradig&o.
<(@Ap)=09 ... cancelamento.
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T . . . tautologia.

Portanto, ((p = gq) Ap) = p é logicamente verdadeira; é tautologia.
1.5.5 Redug¢do do namero de conectivos.

Foram estudados cinco conectivos logicos, entretanto podemos reduzir esse
nimero para dois, entendendo-se com isto que trés deles podem ser definidos em
funcdo de dois, confirmando-se para estas novas definicdes a mesma tabela-verdade
da proposicao original.

Propriedade 1.4
Entre os cinco conectivos légicos fundamentais: ~, A, v, =, < trés
exprimem-se em termos apenas dos seguintes pares:

a) ~ ev; b) ~ e ~; c)~e =.
Demonstragao a)

. prge~pa~~q)e~(~pv~ Q)

2°. p =>qe(~pva)

3. (pege(=ar@ =p)e(~p va)al~ qvp) <

S~ A~OA~@Aa~p)e ~((PAr ~a) v (@ A~p))

Demonstragao b)

1% pvage (~~pv~~q)e~(~p A~0)

2°.p =2qgepvae~(pP A~q)

. pege(=ar@ =2p)eo0EA~a A~ A0)
Demonstracéo c)

.prge~Epv~q))e~(p=> ~0)

2°. pvg e (~~pva e (~p=0)

FPPege(P=ar@ =p)e ~((p = 0= ~(q =p)
Observagéo 1.7

1°.  Os conectivos A, v € = nao se exprimem em termos de ~ e <

2°, O conectivo v exprime-se em funcdo unicamente de = pela equivaléncia
pvg < ((p =0 =09
3%, Todos 0s conectivos exprimem-se em termos de um dnico T ou .

Definicdo 1.14 Forma normal.

Diz-se que uma proposi¢do esta na forma normal (FN) se, e somente se,
quando muito, contém o0s conectivos ~, A e v.

Exemplo 1.42
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As seguintes proposic¢des estdo na forma normal (FN):
~pA~Qq, ~pv~q, (P Ag) v(~qvr)
Definicdo 1.16 Forma normal conjuntiva.

Diz-se que uma proposicdo esta na forma normal conjuntiva (FNC) se, e
somente se, sdo verificadas as sequintes condicdes:

a) Contém quando muito os conectivos ~, A € v;
b) ~ opera sobre as proposic¢des simples; e ndo tem alcance sobre A e v;
c) ndo aparecem sinais de negagao sucessivos como ~ ~ ;

d) v ndo tem alcance sobre A, ndo ha expressées do tipo p1 v (p2 Ap3).
Exemplo 1.43
As seguintes proposi¢Ges estdo na forma normal (FNC): ~pv ~q, ~p A(Q
Al (P VA A(~q v~T)
Exemplo 1.44

e SA(FNC)(~p va)a(rvsvp), ~p AQ pA~d Pp, ~q
) N&o sdo (FNC) ~p AqQ, ~~r1, pv(g A1), ~(PVvaQ)

Observacéo 1.8

Para todo proposicdo composta, é possivel determinar uma (FNC) a ela
logicamente equivalente. Para isso, usamos as seguintes regras:

a) Eliminando p = g por ~p v g e p & q mediante a substituicdo (~ pv q) A
(pv~aq).

b) Eliminando as negacOes repetidas e parénteses precedidos de ~ pelas regras
da “negacéo dupla” e de “Morgan” .

c) Substituem-se:
L pv(a Ar) por (pva)a(pvr)
2. (pArgvr) por (pva)a(pvr
Exemplo 1.45

Seja ~((pvag)a ~q)v(r A q); temos:

L ~((Pvaa ~agv(raq ... hipétese.

2. (~(vag)v~av(raq ... lei de Morgan

3. (~pAr~q)vag)v(r AQ) ... lei de Morgan, tautologia.
4. (~pva)Aa(~qva)v(raa) .. . tautologia.
5. ((kpva)a(~ava)vna(~pva)a(~ava)va)

... tautologia.
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6. (~pvavna(~gvagvna(~pvagvaa(~qvagvq)
Exemplo 1.46

Determine a (FNC) da proposicdo ~(((p v A ~ Q) v(q A r))
Solucéo
~(pva)a ~a)v(@ AaN)e(~Pvav~~aa(~gv~r)) &
S{(~pAa~avag)al~av~nN)<s (~pvaal~avaAa(~gv~r)

Propriedade 1.5

Uma forma normal conjuntiva (FNC) é tautoldgica se, e somente se, cada
elemento da conjuncdo é uma tautologia, isto é cada elemento equivale férmula
disjunta formada por p e a negagdo ~ p.

Demonstragao.

Efetivamente, se cada elemento equivale a formula de tautologia, entdo cada
elemento é tautoldgico e dai cada um equivale ap v ~ p.

Reciprocamente, se cada elemento equivalente é tautolégico p v ~ p, entédo, a
conjuncdo, que é a (FNC) é tautologia.
Definicdo 1.16 Forma disjuntiva.

Diz-se que uma proposicdo esta na forma normal disjuntiva (FND) se, e
somente se, sdo verificadas as seguintes condicdes:

a) Contém quando muito os conectivos~, A e v;
b) ~ opera sobre as proposi¢des simples; e ndo tem alcance sobre v e A ;
c) ndo aparecem sinais de negagdo sucessivos como ~ ~ ;

d) A ndo tem alcance sobre v, ndo ha expressdes do tipo p1 A (p2 v p3)

Exemplo 1.47
As seguintes proposicdes estdo na forma normal disjuntiva (FND): ~pv q, p
vi~a A, (pAa ~q vipAa~qg AT
Exemplo 1.48
o SéO(FND)pV(Q/\I’)V(~SAp), p, ~pvp, ~Qq ~pvqy
e N&osdo (FND) ~ ~p, ~ (pva), par (Qvr).

Para todo proposicdo composta, é possivel determinar uma (FND) a ela
logicamente equivalente. Para isso, usamos as seguintes regras:

a) Substituem-sep = qpor ~pvgep<qpor(~vag A (pv ~0q)
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b) Utilizando a lei de Morgan, elimina-se o conectivo da negagdo ~ que
precede ao parénteses.

c¢) Eliminam-se as negativas multiplas.
d) Substituem-se:
pA(@vnpor(paa)v(p A
(pva)arnpor(pag)v(p Ar)
Exemplo 1.49

Determinar a (FND) da proposi¢do: (p = q) A (0@ = p).
Solucéo
(r=a r@=p)=~pva)r ~aqv((~pvaAap <
S((~par ~dv@a ~avi~p Ap)vip AQ)

Exemplo 1.50
Determinar a (FND) da proposi¢do: ~((pva) A ~q) v (r A Q).
Solucéo
1. ~((pvaA ~q)v(rAQ) ... hipotese.
2. ~(pvg v ~~qv(r AQ) ... lei de Morgan.
3. (~pA ~aqvagv(r Aq) ... lei de Morgan.

Propriedade 1.6

Uma férmula normal disjuntiva é contradicdo se, e somente se, cada elemento
é equivalente a férmula conjunta p com sua negacdo ~ p.

Demonstracéo

De fato, se cada elemento equivale ap A ~ p entdo, a disjuncdo da (FND) é
contradigéo.

Reciprocamente, se a (FND) é contradigdo, entdo cada elemento da disjungédo
é contradigdo e dai, cada elemento é equivalenteap A ~p.
Observacéo 1.9

1. Toda proposicdo pode ser levada para uma (FN) equivalente pela
eliminacdo dos conectivos = e <.

2. Existem duas espécies de (FN) para uma proposi¢do: a forma normal
conjuntiva (FNC) e a forma normal disjuntiva (FND).

3. Uma mesma proposicdo pode ter mais de uma (FNC) ou (FND).
1.5.6 Principio de dualidade.

Seja P uma proposigdo que s6 contem os conectivos ~, A e v. A proposigédo
que resulta de P trocando cada conectivo A por v, cada v por A é chamado de dual
de P e denotado por P'.

55



Propriedade 1.7

Se P e Q sdo duas proposicBes equivalentes que somente contem 0s
conectivos ~, A e v, entdo as suas duais respectivas P1 e Qi também sédo
logicamente equivalentes.

Exemplo 1.51

. Da equivalénciap A (p v q) < p, deduz-se pelo principio de dualidade,
a equivalénciapv (p A Q) < p.

e Anpartirde (p A ~p)vg< qdeduz-se, pelo principio de dualidade que:
(pv ~prdeg

Pequeno dicionario de heuristica

Definicdes: De termos sdo descri¢cdes de seus significados por meio de outros
termos que se supde sejam bem conhecidos.

Os termos técnicos em matemaética sdo de duas categorias: Uns sdo aceitos
como termos primitivos e ndo se definem (ponto, reta, plano, elemento,
conjunto, etc). Outros consideram-se como termos derivados e sdo
definidos normalmente (bissetriz, circulo, parabola, etc).

Diagnoéstico: E um termo técnico em educacdo, com o significado de
caracterizacdo mais rigorosa do aproveitamento do aluno.

Equacionamento; E como traducdo de um idioma para outro. Esta comparagéo
usada por Newton na sua “Arithmetica Universalis”, pode contribuir para
estabelecer a natureza de certas dificuldades muitas vezes encontradas na
solugdo de um problema.

Heuristica: Ou heurética era 0 nome de um certo ramo de estudo, ndo bem
delimitado, pertencente a ldgica, & filosofia, muitas vezes delineado mas
raramente apresentado com detalhes

Idéia brilhante: E uma expressdo coloquial que significa um stbito avango no
sentido da solucéo.
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Exercicios 1-3

Sabendo que as proposi¢fes p e ¢ sdo verdadeiras e a proposicdo r falsa,
determinar o valor légico (v ) ou ( f) das seguintes proposigdes:

L(pdaya@?T ~n 2.((eTayv@drnt@e ip
3.~pT~a) = ((qinip)

Traduza cada uma das frases para a linguagem do calculo proposicional; atribua
letras as proposicdes atdmicas e use conectivos e parénteses.

1. O Pedro e a Maria véo a escola.
. Se 0 Pedro sai com a Maria entdo o Jorge néo.
. O Pedro sai com a Maria ou o Jorge sai com a Maria, mas ndo ambos.
. O Pedro passa a Logica s6 se estudar.

2
3
4
5. O Pedro ndo passa a Logica a ndo ser que faca o trabalho de casa e estude.
6. O Pedro inscreveu-se em Ldgica, mas a Maria néo.

7. O Pedro ndo passa a Logica se ndo fizer o trabalho de casa nem estudar.

8

. N&o é verdade que Pedro passe a Légica desde que faca o trabalho de casa e
estude.

©

. Uma condic¢do suficiente para Pedro passar a Ldgica é que ele estude e faca o
trabalho de casa.

10. Nem o Pedro nem a Maria gostam do Jorge.

11. Se o Pedro ndo estudar e fizer o trabalho de casa entdo ele ndo passa a
Logica.

12. Se o Pedro e a Maria trabalharem a um ritmo constante entdo néo ha perda
nem ganho de eficiéncia quando trabalham juntos.

13. Se perder o minha “Besta” chego 10 minutos atrasado, assumindo que o
préoximo vem a tabela.

14. Hoje vamos ao parque desde que o carro ndo se estrague e ndo chova.
15. Se Légica é dificil o Pedro e a Maria s6 passam se estudarem.

Mostre as propriedades comutativa e associativa da bicondicional.
Determine as regras de Morgan para trés proposicdes.

Determine a negacdo de cada uma das seguintes proposicdes:

1. E falso que ndo esta nublado ou que esta frio.

2. Néo é verdade que o pai de Pedro é chileno ou que a mée é boliviana.
3. Néo é verdade de Maria estuda Matematica, mas ndo Agronomia.

4. Nédo é verdade que os precos estdo aumentando e que as vendas estdo
diminuendo.

Mostre as seguintes propriedades:
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10.
11.
12.
13.

14.

15.

16.

Ipa@vne @ argvp An 2. ~(~p)ep
3.pv(@anep@Evaa (pvr)

Sejam as proposigdes: p : chove, e q : faz frio. Consideremos
P(p, q) : Se chove, entdo chove ou faz frio.

Q(p, q) : Se chove e ndo chove, entdo, ndo é verdade que se faz frio entdo
chove.

Mostre que P(p,q) < Q(p,q)

Sejam as proposi¢des: p : Pedro estuda, e q : Carlos danga. Consideremos
P(p, q) : Néo ¢ verdade que, Pedro estuda e Carlos danca.

Q(p, q) : Se Pedro estuda, Carlos ndo danca.

Mostre que P(p,q) < Q(p,q)

Sejam as proposicBes: p : o quadrado é retangulo e q : o quadrado é
paralelogramo. Consideremos

P(p, q) : Se o quadrado ndo é retdngulo, entdo, ele ndo é paralelogramo e se ele
é retangulo, entdo, é paralelogramo.

Q(p, q) : Néo é verdade que: O quadrado é retangulo e ndo é paralelogramo ou o
quadrado ndo é retangulo e é paralelogramo.

Mostre que P(p,q) < Q(p,q)

Definir =, < e A apartirde~ e wv.

Definir A, v e < apartirde~ e =.

Definir = e < em fungéo do simbolo de Sheffer {; idem para o simbolo 7.
Simplificar as proposigdes:

L ~(~p = ~0) 2. ~(pvav(~paq) 3.~ (pv~p)
4. ~(~pv~0q) 5. (= Aa(~p=0) 6. (pva)a~p
7. ~(~pnrq) 8pr(p=>a)A(p=>~0)

Determinar a (FNC) equivalente para as seguintes proposi¢oes:

1L pe@v~n 2. p=q 3.(p =9 (~q =>~p)
4. ~~p =>~q 5. ~p =>~q 6. (p > <(~q9 =p)

7. pvq 8. ~(pnra) 9. ~(~prg)=>~rvyg
10. pAQ 11. ~ (pvq) 12. pArg@)v(@ar)=s
Determinar a (FND) equivalente para as seguintes proposicges:

1. ~p =q 2. p=q 3. ~(~pArg)=>~5Aq

4. ~p =>~q 5. paAq 6. ~((Pva)a ~a)v(g Ar)
7. ~(pva) 8. ~(p ~Q) 9. P A v(rAg=~s
10. ~(p AQ) Vv 11. pv~qg 12. ~~~p AQ)=>~(~pVvDQ)

Demonstrar as equivaléncias:
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17.
18.

19.
20.

21.

22.

23.
24.

25.

26.

27.

1. pa(pva)ep 2.pv(p Agq)ep
Demonstre a equivaléncia: (p = q) < ((PTp) TETP) T(@Ta)
Usar o método dedutivo para demonstrar o seguinte:

lL.pa~p =4 2. (p= q) =2qepvq
3. p=2nNvi@=>nepAaAq=r 4. p=>pArgep =1
5. p=>gA(p =>rNep =>q Aar 6. ~ p=>peop

Demonstrar: (p T q) < ((pyp)L@da)d((pip)d(aia)

Determine uma forma normal conjuntiva (FNC) equivalente para cada uma das
seguintes proposicdes:

1. p=>q 2. ~p&ep 3. pe~p

4. pTq 5. pTp 6. pT~p

7. ~pAQ) v g 8. (pr~p)Y(@r~0q) 9. pv~p

10. plq 11 (pv~p)Y(@v~q) 12. ~p¥(qyvp)
13. pTa)ep 4. (~~pT~a)¥(r=~p)

Determinar uma forma normal disjuntiva (FND) equivalente para cada uma das
seguintes proposicdes:

1L ~(~pv~0q 2.~ (p =>0) 3.(p=>0a)A~p

4. ~(p vq) 5. (p= g v~p 6.~ (p AQ)

7. py~p 8. po~p 9. pTq

10. piq 1. pTp 12. ~pTp

Determine os duais das seguintes proposicdes.

1.~ p =qnar 2. ~p=qv~p 3. ~pA~(@Arn=>s
4. ~pAr(gQ=>r) 5. ~(p<0) 6. q =>(Pvrn

Qual ¢ a negagdo logica de “Todo céo late?”

Mostre que, se P(p, q) é uma (FNC) tautoldgica se, e somente se, ~ P(p, q) é
contradigdo.

Sugestdo: Use a condigdo para que (FNC) seja tautologica.

Mostre que, P(p, q) = Q(p, q) é tautoldgica, nas condi¢cdes do problema
anterior, entdo ~ Q(p, q) = ~ P(p, q) é tautoldgica.

Sugestdo: Lembrar que (P(p, ) = Q(p, q)) = ~ P(p,a) v Q(p, q)

Mostre que se P*(p, q) obtém-se de P(p,q), pela troca dos conectivos A e v e
negagdo dos atomos, entdo P*(p,q) <~ P(p, Q)

Num povoado de uma cidadezinha da Amazdnia, foi celebrado um juizo no qual
sdo trés os acusados, um de eles o culpado sempre mente e o0s outros dois
sempre dizem a verdade.

Um deles ndo fala o portugués e o juiz decide considerar como intérprete a 0s
outros dois acusados.
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28.

29.

O juiz interrogando ao primeiro que ndo fala portugués pergunta: é vocé
culpado? e os interpretes dizem:

O segundo: O acusado falou que néo é culpado.

O terceiro: O acusado falou que sim é culpado.

Pergunta-se quem é o culpado?

a) O primeiro. b) O segundo. c) O terceiro.
Resolver o seguinte enigma:

Na audiéncia:

O inspetor Nyko tinha costume de ir a audiéncia para observar os juizos. Deste
modo o inspetor testava sua capacidade de raciocinio. Um dos casos com os que
ele se encontrou foi o seguinte:

Temos quatro acusados A, B, C e D. Aconteceram os seguintes fatos:
e  Se A é culpado, entdo B era seu cumplice.
e  Se B é culpado, entdo o bem C era o cumplice ou bem A é inocente.
e Se D éinocente, entdo A é culpado e C é inocente.
. Se D é culpado, também o é A.
Pergunta-se: Quem sdo 0s inocentes e quem os culpaveis?

Os ovos de galinha sdo mais baratos do que os de perua.Ndo tenho dinheiro
suficiente para comprar duas dlzias deovos de galinha; logo:

a) Tenho dinheiro suficiente para comprar uma duzia de ovos de galinha.
b) Nao tenho dinheiro para comprar duas dlzias de ovos de perua.
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Miscelanea 1-1

Substituindo ~“m" por “p" na palavra “mapa”. O resultado é:
a) papa b) mama ) pama
Se trocarmos “p” por “m” na palavra “mapa”. O resultado é:

a) papa b) mama ) pama

Traduza cada uma das frases para a linguagem do célculo proposicional; atribua
letras as proposigdes atdmicas e utilize conectivos e parénteses.

1.

Se duas retas sdo coplanares uma condigdo necessaria e suficiente para serem
paralelas é que ndo se interceptem nem coincidam.

. Se Q é um quadrilatero entdo Q é um paralelogramo se os seus lados opostos
sdo paralelos e iguais.

. Se a aplicagdo f é continua no intervalo (a, b) entdo f tem um maximo em
[a,b] ou f ndo é continuaem ae b.

. Uma condigdo suficiente para a aplicagdo f ter um méaximo em [a, b] é que f
seja continua em (a,b) e que f seja continua em ambos a e b.

. Se f' esta definida num intervalo (a,b), uma condigdo necessaria e suficiente
para f ser crescente em (a, b) é que f' seja positiva em (a, b).

. Uma condicdo necessaria e suficiente para f' ser positiva em (a,b) é que f'
esteja definida em (a, b) e f seja crescente em (a,b).

. Se A é uma aproximacdo de | obtida pelo método do trapézio entdo se f" >0
para ?

. Se 3 e 4 forem substituir x e y, respectivamente, na desigualdade 2x+y <
x+3y obtemos a desigualdade 10 < 15.

. Se V,, V,, V, sdo trés vetores de R® aplicados na origem, entdo o conjunto
{Vv,, V,, v, } é linearmente independente se os trés vetores estdo no mesmo
plano.

Traduza cada das oragfes dos seguintes exercicios, em uma declaracdo no
calculo proposicional.

1
2
3
4
5
6

. Toda menina boa merece fruta.

. Meninos bons sempre merecem fruta.

. Algumas vacas ndo sdo passaros e alguns sao.

. Algumas vacas sdo passaros mas nenhuma vaca é pessoa.
. Alguns nimeros sdo maiores que dois; outros ndo sao.

. Todo nimero menor que 6 também sdo menores que 600.

Determine a negagdo ldgica das seguintes proposigdes:

1

2.

. Ser branco

3<X
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. Todo céo late

. Se vocé se comportar bem entéo, levo vocé ao circo.
. Se eu estudo ldgica, esta prova é facil.

. Eu estudo légica, e esta prova nédo é facil.

. Estudo logica, ou esta prova é facil.

. Ndo estudo légica, e esta prova nédo é facil.

© 0O N o o1 b~ W

. Se esta prova esta dificil entdo, reprovo em Fundamentos.

10. 3+5 #6 < 5 #6-3.

11. Se esta prova est4 facil, aprovo em Fundamentos.

Sejam A, B conjuntos e seja w um objeto tal que w ¢ A n B, entdo:

a) wgAewgB b)wgAe(wegBouweB) c¢) weg Aou weg B.

Um nlmero estd formado pelos digitos: 1, 3, 4, 6, 7 e 8 ndo necessariamente
nessa ordem. O numero 7 esté depois do 1; 0 3 e 4 ndo sdo vizinhos do 1 nem do
7. O nimero 4 e 0 1 ndo sdo vizinhos do 6; o 6 esta depois do 8. Pergunta-se:
qual é o nimero procurado?

Foi cometido um delito, os suspeitos sdo Andrés Arnaez, Bonifacio Benites,
Carlos Corso e Dario Diaz. Na defesa Arnaez diz que no momento do fato
esteve com Carlos e Benites. Bonifacio diz que no momento do fato esteve com
Corso e Andrés. Carlos diz que esteve com Dario. Por dltimo, Diaz diz que
esteve com Andrés.

Se duas afirmacdes coincidem, entdo sdo verdadeiras. Pergunta-se quais s&o 0s
culpaveis? Sabe-se que no maximo duas pessoas cometeram o delito.

Cinco avides Xavantes sdo identificados por letras de cores diferentes. Cada um
dos avides apresenta uma variagdo. Todos os pilotos fumam marcas de cigarros
diferentes ou cachimbo ou charuto, e praticam esportes distintos.

e 0 aparelho do coronel Milton tem letras vermelhas e fica proximo do que
tem letras amarelas;

. o radio transmissor do tenente Walter estd em pane;

. o piloto do avido com letras verdes fica a direita do avido com letras
marrom;

. 0 major Rui pratica nataco;

. 0 piloto do avido com letras verdes e adora pesca;

e 0 piloto que fuma charuto estd com o altimetro desregulado +20 pés;
. o piloto do avido com letras amarelas fuma “Continental”

e 0doavido com letras vermelhas joga “golf”;

e 0 aparelho do capitdo Pedro é o da extrema esquerda;

. o0 piloto que fuma “Minister”, voa ao lado do avido que estd com a pressao
do sistema hidraulico caindo;
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10.

11.

12.

13.

o piloto que fuma “Continental” voa ao lado do piloto que estd com a
bussola desviada 5 graus a mais;

o piloto que fuma ““Hollywood" pratica equitacéo;
o0 brigadeiro Washington fuma cachimbo;
0 capitdo Pedro voa ao lado do avido com letras azuis;

o que se dedica a equitagdo, ao voar, ¢ vizinho do que pratica “golf”.

Pergunta-se:

1.

Qual o piloto que pratica ténis?

2. Qual o avido cujo motor estd com a temperatura subindo?

Quem é o atleta?

Em um bar encontram-se quatro amigos, cujos nomes sdo: Mario, Marcelo,
Rafael e Eduardo. Estes por sua vez sdo atleta, futebolista, operario e
engenheiro, ndo necessariamente nessa ordem. O atleta é primo de Mario, é o
mais jovem de todos e sempre vai ao cinema com Marcelo. Rafael que é mais
velho de todos é vizinho do futebolista, que por sua vez é milionario. Mério que
é demasiado pobre e tem cinco anos menos que o engenheiro.

Quem é a esposa de Jodo?

Os nomes das esposas de Pedro, Pablo, Jodo e Roméo sdo Carmem, Rosa, Ana,
Maria, ndo necessariamente nessa ordem.

Pablo e sua esposa se dirigem a praia e encontram Roméao e Pedro

com suas respectivas esposas. Logo falam

Carmem: Ol4, faz muito tempo que nos esperam?.

Ana: N&o, chegamos faz pouco tempo. Viram a Rosa no caminho?

Pedro: (interrompendo Ana) Olha querida, ela esta vindo.

Em uma escola privada seis mestres ddo aulas do primeiro ao sexto ano.

Seus nomes por ordem alfabética sdo: Abel, Carlos Diego, Laura, Mario e
Silvia.

O professor do sexto ano é o pai do quinto;

O do primeiro ano é sogro do quarto;

Laura em anos anteriores foi professora do terceiro ano, mas ndo é agora;

Abel é o noivo de Laura, Carlos tem 26 anos;

Mério é muito amigo do professor do sexto ano.

Qual o ano que cada um deles d& aulas?

José, Miguel, Jodo, Rosa, Maria e Diana, amigos e estudantes universitérios, se
encontram em uma festa.

Em um momento em que os seis estdo dangando resolvem fazer uma roda
composta por quatro deles e 0s outros no centro da mesma. Se trata de averiguar
com quem cada um estuda, se sabe que:
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14.

15.

16.

. Maria estd dangando com a pessoa que estuda matematica;
. Rosa encontra-se entre José e a pessoa que estuda engenharia;
e A pessoa que estuda quimica se encontra na frente da que estuda medicina;

. Miguel se encontra a direita de Diana e na esquerda da que estuda
medicina;

. Rosa é parente da pessoa que estuda economia;
Entdo: O que estuda cada um deles, se José ndo estuda fisica?

Kriztian mente as segundas, tercas e quartas-feiras, e fala a verdade nos demais
dias da semana. Karyn mente apenas as quintas, sextas e aos sadbados. Num
certo dia, foram feitas as afirmagoes:

Kriztian: “ontem foi meu dia de mentir”;
Karyn: "ontem foi também meu dia de mentir".
Qual o dia da semana em que foram feitas estas afirmagdes?

Se Vera disse a verdade, Roberto e Jalio mentiram. Se Julio mentiu, Regina
falou a verdade. Se Regina falou a verdade, Brasilia é banhada pelo mar. Ora
Brasilia ndo é banhada pelo mar, logo:

a) Vera e Roberto disseram a verdade.
b) Vera e Regina mentiram.

Quatro amigas vao ao teatro e uma delas resolve entrar sem pagar. Aparece 0
vigilante e quer saber qual delas entrou sem pagar.

“Eu ndo fui”, diz Gabriela.

“Foi a Graziela”, diz a Manuela.

“Foi a Daniela”, diz a Graziela.

“A Manuela ndo tem razdo”, diz a Daniela.

S6 uma delas mentiu. Quem néo pagou a entrada?
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Capitulo 11

TEORIA DA DEMONSTRACAO

Bertrand Artur William Russell descendente de uma
familia aristocratica, nasceu perto de Trelleck (Pais de Gales)
em 18 de maio de 1872 e faleceu em 2 de fevereiro de 1970
em Penrhyndeudraeth (Pais de Gales.

Foi um dos mais influentes matematicos, filésofos e
l6gicos que viveram no século XX. Um importante politico
liberal, ativista e um popularizador da filosofia. Milhdes de
pessoas respeitaram Russell como uma espécie de profeta da
vida racional e da criatividade. A sua postura em varios temas
foi controversa.

B. Russell

Ganhou de uma bolsa de estudos para estudar no
Trinity College Cambridge, foi aluno de Whitehead (1861-
1947) e distinguiu-se notavelmente em matematica e filosofia. Russell estudou
filosofia na Universidade de Cambridge, tendo iniciado os estudos em 1890.

Tornou-se membro do Trinity College em 1908. Pacifista, e recusando alistar-
se na Primeira Guerra Mundial, perdeu a catedra do Trinity College e esteve preso
durante seis meses. Neste periodo escreveu a Introdugdo a filosofia matematica. Em
1920, Russell viajou até a Russia, tendo posteriormente sido professor de filosofia
em Pequim por um ano.

Em 1950, Russell recebeu o prémio Nobel da Literatura "em reconhecimento
dos seus variados e significativos escritos, nos quais ele se bateu por ideais
humanitérios e pela liberdade do pensamento”.

Além de lecionar amplamente em universidades americanas, escreveu mais de
quarenta livros, entre matematica, l6gica, filosofia, sociologia e educacéo.

Foi contemplado com muitos prémios, como as medalhas Sylvester e De
Morgan Royal Society (1934), a Ordem de Mérito (1940) e o Prémio Nobel de
Literatura (1950). Duas atitudes corajosas e francas muitas vezes envolveram-no em
controvérsias. Durante a primeira Guerra Mundial foi desligado da Universidade de
Cambridge e preso durante quatro meses por seus pontos de vista pacifistas e por se
opor a conscricao.

Na década de 1960 liderou movimentos pacifistas pela proscri¢cdo das armas
nucleares e também acabou preso, embora por pouco tempo. Homem de espirito e
predicados extraordinarios faleceu em 1970 mentalmente licido e atento, a o0s
noventa e oito anos de idade.

Nasceu em 1872, no auge do poderio econdmico e politico do Reino Unido e
morreu em 1970, vitima de uma gripe, quando o império se tinha desmoronado e o
seu poder drenado em duas guerras vitoriosas, mas debilitantes. Até a sua morte, a
sua voz deteve sempre autoridade moral, uma vez que ele foi um critico influente das
armas nucleares e da guerra americana no Vietnam.
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2.1 ARGUMENTO
Intuitivamente, um argumento é:

“uma seqléncia concatenada de proposigdes com o fim de

>

estabelecer uma proposigdo definida chamada conclusdo”.

Nosso principal objetivo sera a investigagdo da validade de “argumentos”.
Argumentar é apresentar uma proposi¢cdo como sendo uma conseqiiéncia de uma o
mais proposicdes.

Definicdo 2.1 Argumento.

Chamamos de argumento a um conjunto de proposi¢fes operadas por
conectivos l6gicos, as quais uma proposicdo é a conclusdo e as demais séo
premissas’.

Isto é, um argumento é constituido pelas proposi¢ées pi1, pz, ..., Pn
chamadas premissas, nas quais nos baseamos segundo os conectivos ldgicos para
garantir uma proposicdo g chamada concluséo.

Os argumentos estdo tradicionalmente divididos em dedutivos e indutivos.
Nosso objetivo é o estudo dos chamados “argumentos dedutivos”, esses sd80 na
matematica aceitos por ser 0s mais precisos e persuasivos, provando categoricamente
suas conclusdes; porém esses tipos de argumentos podem ser validos ou nao-validos.

Entenderemos como argumento valido quando, da seqiiéncia concatenada de
proposicdes temos a certeza da verdade ( v ) da conclusdo, caso contrario quando a
conclusdo seja falsa ( f) entenderemos como argumento nao-valido.

2.1.1 Argumento: Dedutivo. Indutivo.
Os argumentos estdo tradicionalmente divididos em dedutivos e indutivos.

Definigdo 2.2 Argumento dedutivo.

Diz-se que um argumento é dedutivo quando, sendo suas premissas
verdadeiras, a conclusdo é também verdadeira.

Premissa: “Todo homem é mortal”.
Premissa: “Jodo é homem”.
Conclusdo: “Jodo € mortal”.

Esses argumentos serdo objeto de estudo para a compreensdo de teorias
matematicas.
Definig¢do 2.3 Argumento indutivo.

Diz-se que um argumento é indutivo quando, a verdade das premissas néo
basta para assegurar a verdade da concluséo.

Premissa: “E comum ap6s a chuva ficar nublado”.
Premissa: “Esta chovendo”.

7Cada uma das proposi¢des de um silogismo que serve de base a concluséo
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Conclusdo: “Ficara nublado”.

As premissas e a conclusdo de um argumento, formuladas em uma linguagem
estruturada, permitem que o argumento possa ter uma andlise l6gica apropriada para
a verificacdo de sua validade.

Argumentos dedutivos possuem trés estagios: premissas, inferéncia e
conclusdo. Antes abordar estes trés estdgios em detalhe, precisamos examinar 0s
alicerces® de um argumento dedutivo, lembrando a seguinte definigdo.

Definigdo 2.4 Proposicéo.

E uma afirmacdo que pode ser verdadeira (v ) ou falsa ( f ). Ela é o
significado da afirmacdo, ndo um arranjo preciso das palavras para transmitir esse
significado.

Por exemplo, quando dizemos:
“Existe um numero primo, par e maior que dois”.

estamos nos referindo a uma proposigdo falsa ( f ). Porém a mesma proposicdo pode
ser expressa de modo diferente, por exemplo:

“Um ndmero primo, par e maior que dois existe”.

ainda assim, continua sendo uma proposicdo falsa ( f ), observe que infelizmente é
muito facil mudar acidentalmente o significado das palavras apenas reorganizando-
as. A dicgdo da proposicdo deve ser considerada como algo significante.

E possivel utilizar a lingiiistica formal para analisar e reformular uma
afirmacéo sem alterar seu significado.

2.1.2 Premissas.

Os argumentos dedutivos sempre requerem um certo numero de “assuncgodes-
base”. Sdo as chamadas “premissas”; e é a partir destas premissas que 0s argumentos
sdo construidos. Isto é, as premissas sdo as raz8es para aceitar-se um argumento.
Entretanto, algo que é uma premissa no contexto de um argumento em particular,
pode ser a conclusédo de outro.

As premissas de todo argumento sempre devem ser explicitadas, esse é 0
principio do “audiatur et altera pars® “. A omissio das premissas comumente é
encarado como algo “suspeito”, e provavelmente reduzira as chances de aceitagdo do
argumento.

A apresentacdo das premissas de um argumento geralmente é precedida pelas
palavras: “Suponha que, . . .”; “E obvio que, . . .”; < ... se, e somente se, . . .” e
“Demonstre que, . . .”. E imprescindivel que o leitor concorde com suas premissas
antes de proceder com a argumentacao.

Utilizar em matematica a palavra “obvio” tem que gerar desconfianga, o que é
“obvio” para um leitor, pode ser demasiado complicado para outro. Ndo hesite em
questionar afirmagdes supostamente “Obvias”.

8 Base, fundamento, sustentaculo.
° Expressio latina que significa “a parte contraria deve ser ouvida”.
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2.1.3 Inferéncia.

Toda vez que existir concordancia sobre as premissas, 0 argumento procede
passo a passo através do processo chamado “inferéncia”.

Na inferéncia, parte-se de uma ou mais proposi¢des aceitas (premissas) para
chegar a outras novas. Se a inferéncia for valida (no sentido de ser tautolégica), a
nova proposi¢do também deve ser aceita. Posteriormente essa proposicdo podera ser
empregada em novas inferéncias.

Assim, inicialmente apenas podemos inferir algo a partir das premissas do
argumento; ao longo da argumentacdo, entretanto, o numero de afirmacBes que
podem ser utilizadas aumenta.

H4& varios tipos de inferéncias validas, assim como também outras ndo-validas.
O processo de inferéncia ¢ comumente identificado pelas frases “consequentemente. .
“ ou “isto implica que, . ..”

2.1.4 Conclusao.

Finalmente chegaremos a uma proposi¢do que consiste na “conclusdo”, isto é,
chegaremos a uma proposi¢do que estamos tentando demonstrar. Esta conclusdo € o
resultado final do processo de inferéncia, e s6 pode ser classificada como conclusdo
no contexto de um argumento em particular, podendo ser a premissa de outro.

A conclusdo tem respaldo nas premissas e é inferido a partir delas.
Definicdo 2.5 Argumento.

Um argumento é uma seqiéncia finita e ordenada de proposi¢des simples ou
compostas p1, Pz, Ps, ... ,Ppnchamadas premissas das quais deduzimos uma
proposi¢ao q chamada concluséo.

Indicaremos um argumento de premissas p1, pz, ps, ... ,Pne conclusdo q
por:
P, P2 ..., P |d

e se 1é de uma das seguintes maneiras:

. g éconseqléncia de p1, pz2, Ps, ..., pn.

. q deduz-se de p1, pz, P3, ... ,Pn.

. g infere-se de p1, pz2, p3, ... ,pPn.

. p1, P2, Ps, ... ,pnimplicam q.

Da verdade ou falsidade de um argumento, existem argumentos verdadeiros
“consistentes” no sentido de manifestar um raciocinio légico, e argumentos
verdadeiros “inconsistentes” no sentido de manifestar um raciocinio duvidoso. Os
argumentos falsos ndo manifestam nenhum raciocinio Iégico (sdo ilégicos).

2.1.5 A Implicagao em detalhes.

Evidentemente, pode-se construir um argumento verdadeiros a partir de
premissas verdadeiras ( v ), neste caso a conclusdo q necessariamente é verdadeira (v
). Também é possivel construir argumentos verdadeiros a partir de premissas falsas (
f ), neste caso a conclusdo q pode ser verdadeira (v ) ou falsa ( f).
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Exemplo 2.1 Argumento verdadeiro inconsistente.

Premissa pi: Peixes vivem no oceano. (V)
Premissa p2: Lontras sdo peixes. o (F)
Conclusdo g: Logo, lontras vivem no oceano. ()

Lembre, em todo argumento valido uma coisa que ndo pode ser feita: partir de
premissas verdadeiras, inferir de modo correto, e chegar a uma concluséo falsa.

Podemos resumir esses resultados em uma tabela de “regras de implicag¢do”.

Regras de implicacdo “

Linha Premissa Concluséo Inferéncia Argumento
p q p=q
128 Falsa Falsa Verdadeira verdadeiro
28, Falsa Verdadeira Verdadeira verdadeiro inconsistente
38 Verdadeira Falsa Falsa falso (ilégico)
48, Verdadeira  Verdadeira Verdadeira verdadeiro consistente

Desse modo, o fato de um argumento ser verdadeiro ndo significa
necessariamente que sua conclusdo seja verdadeira ( v ), pois pode ter partido de
premissas falsas.

Argumentos consistentes obrigatoriamente chegam a conclusdes verdadeiras.

Exemplo 2.2

A seguir esta exemplificado um argumento verdadeiro ( v ), mas que pode ou
néo ser ’consistente”.
Premissa p1: Todo evento tem uma causa.
Premissa p2: O Universo teve um comego.
Premissa p3: Comecar envolve um evento.
Inferéncia: Isso implica que o comeco do universo envolveu um evento.
Inferéncia: Logo, o comego do universo teve uma causa.

IS o

Concluséo g: O universo teve uma causa.

A proposigédo da linha 4 foi inferido das linhas 2 e 3. A linha 1, entéo, é usada
em conjunto com proposi¢do 4, para inferir uma nova proposi¢do (linha 5). O
resultado dessa inferéncia é reafirmada (numa forma levemente simplificada) como a
concluséo 6.
Definigdo 2.6 Silogismo.

E todo argumento com somente duas premissas e uma concluséo.
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Os seguintes quatro exemplos sdo de silogismo; porem o exemplo (2.3) ¢é de
argumento consistente, os exemplos (2.4) e (2.6) sdo argumentos inconsistentes, e 0
exemplo (2.5) é argumento falso ( f).

Exemplo 2.3 Conclusdo verdadeira.

Todo ser humano é mortal. Pedro é humano.
Portanto, Pedro é mortal.

Exemplo 2.4 Conclusédo falsa.

Toda ave voa. O avestruz é ave.
Portanto, o avestruz voa.

Exemplo 2.5 Concluséo verdadeira.

Todo pingliim é um animal. Meu cachorro néo é pinglim.
Portanto, meu cachorro ndo é um animal.

Exemplo 2.6 Concluséo falsa.

Toda peixe nada. O golfinho ndo é peixe.
Portanto, o golfinho ndo nada.

2.1.6 Validade de um argumento.

Dizer que um argumento é bem fundamentado é equivalente a dizer que a
conclusdo g é conseqliéncia ldgica das premissas. Logo, para cada interpretacdo da
linguagem respeito a qual todas as premissas sdo verdadeiras, a conclusdo sera
necessariamente verdadeira.

Um argumento verdadeiro ( v ) é consistente ou inconsistente, independente
de sua interpretacéo.

Isto é bastante importante em matematica, ja que as demonstragbes em
matematicas sdo argumentos validos consistentes. Resulta pois obvia a importancia
de saber se um argumento valido é consistente ou inconsistente.

Definigdo 2.7
Um argumento  p1, P2, P3, ... , Pn |-q valido é consistente se, a
conclusdo q é verdadeira ( v ) sempre que, as premissas pi, P2, P3, ... , Pn

sejam verdadeiras (Vv ).

Os Exemplos (2.7) e (2.8) sdo de argumento consistente, e os Exemplos (2.9) e
(2.10) sdo de argumento inconsistente.

Exemplo 2.7 Conclusdo verdadeira.

Todo multiplo de 6 é multiplo de 3. O nimero 12 é multiplo de 6.
Portanto, 12 é mdaltiplo de 3.
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Exemplo 2.8 Concluséo verdadeira.

Todo nimero com exatamente dois divisores é primo.
O nUmero 4 ndo tem exatamente dois divisores.
Portanto, 4 ndo é primo.

Exemplo 2.9 Concluséo falsa.

Todo multiplo de 4 é par. O nimero 5 é multiplo de 4.
Portanto, 5 é par.
Exemplo 2.10 Conclusdo falsa.
Todo multiplo de 4 é par. O nimero 6 ndo é multiplo de 4.
Portanto, 6 ndo é par.
Fica obvio que no Exemplo (2.9) o fato de ser argumento vélido,

necessariamente alguma das premissas deve ser falsa ( f ) com a interpretacéo
intencional o que caracteriza este exemplo como argumento vélido ndo-correto.

Definigdo 2.8 Sofisma.
Dizemos sofisma a todo argumento valido inconsistente.

E um exemplo de sofisma o Exemplo (2.9).

A seguinte conversa aconteceu em algum lugar de nosso planeta, e se
apresenta a modo de exemplo de argumento valido inconsistente.
Exemplo 2.11

Senhor Bertrand: Mostre que se 3 = 2, entdo vocé é Deus.
Demonstragao.
Se 3=2,entdo 2 =1 logo 3=1.

Pai, filho, espirito santo sdo trés pessoas distintas porém somente um Deus
verdadeiro.

Bertrand é filho.
Portanto, Bertrand é Deus.

Embora temos que este argumento seja um sofisma'® observe que a premissa 3
= 2 é falsa, logo o argumento é correto independente da conclusdo ser verdadeira o
falsa.

Observagéo 2.1

i) Num argumento vélido, a verdade das premissas é incompativel com a
falsidade da concluséo.

10 Argumento aparentemente valido, mas, na realidade, ndo conclusivo, e que supde
ma-fé por parte de quem o apresenta; falacia, silogismo eristico.
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ii) A Logica ndo se preocupa com a validade dos argumentos, nem com a
verdade o falsidade das premissas e conclusdes.

iii) Afirmar que um argumento é consistente, significa afirmar que as premissas
estdo de tal modo relacionadas com a conclusdo que ndo é possivel ter a
conclusdo falsa se as premissas sdo verdadeiras.

Propriedade 2.1

Um argumento pi, Pz, P3, ..., Pn }-q é consistente se, a condicional
p1, P2, P3, ... ,pn =(q (2.1)
é tautologia.
Demonstracéo.
Se 0 argumento é consistente, entdo as premissas pi, Pz, P3, . . ., Pn S0
verdadeiras 10go a proposicdo pi1 A p2 A P3 A ... A pn éverdadeira.

Sendo o argumento consistente, temos que a conclusdo q é verdadeira.
Portanto a condicional (2.1) é tautologia.

Observagéo 2.2

Se 0 argumento:
Pu(p,q,r,...), Pa(p, 0, 1, .. ), Pa(p, Q. 1, ..,y Pa(pg 1) = Q(py Q.1 )
¢é valido, entdo o argumento da mesma forma:
Pu(p, g, r, .. ), Pap, g1, ..), Ps(p,q,1,...), .., Pa(p,q, 1, . .) -Q(p, q,1,...)
é valido quaisquer que sejam as proposicdesa, b, c,...
Exemplo 2.12

O argumento p, q =71, ~r |- ~ ( € consistente, pois a formula (p A
(@ =r) A ~r) = ~ q €éuma tautologia.
Como a premissa ~ r tem que ser verdadeira (v ), entdo r tem que ser ( f).

A premissa g = r tem que ser verdadeira, comor é ( f), temos que q é falsa (
f), logo a conclusio ~q é verdadeira (v ). E obvio que p tem que ser verdadeira (v ).

O fato que todas as premissas sejam verdadeiras que a conclusdo também é
verdadeira verificamos na 42 linha de sua tabela-verdade.

p qr ‘(pA(q:ﬂ)Aw) = ~q

42 linha v f f ‘ % Y Y,

Exemplo 2.13
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Do argumento p |- p v q e da expressdo (2.1) segue que 0s seguintes
argumentos séo consistentes:

a) (=P ADF (P ADV(~s =1
by (p=rvs) F(=>rvs)v(~r a s)

Observe em (a ) que, se a premissa (~p A Q) é verdadeira, a conclusdo (~ p
A Q) Vv (~s=r) também é verdadeira, independente ao valor l6gico de (~s = r).
Logo o argumento é valido e consistente.

Por um raciocinio analogo concluimos que o argumento em b) é valido e
consistente.

Portanto, a verdade ( v ) de um argumento depende apenas de sua forma e néo
de seu contelido ou da verdade e falsidade das proposicGes que a integram.
2.1.7 Condicional associada a um argumento.

Devido a Propriedade (2.1), dado um argumento qualquer: pi1, pz2, ps,
, Pn |-q a este argumento corresponde a condicional: (p_1 A p_2 A p_3 A ..
A P_Nn) = g cujo antecedente é a conjuncéo das premissas e cujo conseqiente é a
conclusdo denominada “condicional associada” ao argumento dado.

Reciprocamente, a toda condicional corresponde um argumento cujas
premissas sdo as diferentes proposicdes cuja conjuncdo formam o antecedente e cuja
conclusdo é o conseqliente.

Exemplo 2.14
. A “condicional associada” ao argumento:
PpA~Q p = ~I, 4 v~s F~(@vs)
é aproposicdo: (pA ~g A (p=> ~nNA (gv~s) = ~(r vs)
. O “argumento correspondente” & condicional:
((p=qgvr) A (~sA(Qvr =s)=(s = pa ~Q)
éaproposicdo: p= q vIr, ~S, g VvI = s |- S = pA ~0Q)
2.1.8 Reconhecendo Argumentos.

O reconhecimento de argumentos é mais dificil que o das premissas ou

concluséo.

Algumas vezes 0s argumentos ndo seguem o0s padrbes descritos acima, por
exemplo alguém pode dizer quais sdo suas conclusdes, e depois justifica-las. Isso é
valido, porém pode ser um pouco confuso.

Para piorar a situagdo, algumas afirmacdes parecem argumentos, porém na
verdade néo o séo. Por exemplo, quando alguém diz:

“Se a Biblia é verdadeira, Jesus ou foi um louco, um mentiroso,
ou o Filho de Deus”.
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Isso ndo é um argumento, é uma afirmacdo condicional. Ndo explicita as
premissas necessarias para embasar as conclusdes, sem mencionar que possui outras
falhas.

Um argumento ndo equivale a uma explicagdo. Suponha que, tentando provar
que Albert Einstein acreditava em Deus, disséssemos:

“Einstein afirmou que - Deus ndo joga dados - porque creia em

>

Deus”..

Isso pode parecer um argumento relevante, mas ndo é; trata-se de uma
explicacdo da afirmacdo de Einstein. Para perceber isso, lembre-se que uma
afirmagéo da forma “X, pois Y” pode ser reescrita na forma “Y logo X”. O que
resultaria em:

“Einstein creia em Deus, por isso afirmou que Deus ndo joga
dados”.

Agora fica claro que a afirmacdo, que parecia um argumento, esta afirmando a
conclusdo que deveria estar provando.

Ademais, Einstein ndo creia num Deus pessoal preocupado com assuntos
humanos.

2.1.9 Argumentos consistentes fundamentais.

1. Adicéo.

a) p Fpvg b) pta vp
2. Simplificagéo.

a) (pAra)fop b) (pra) Faq
3. Conjuncéo.

a)p, g Fpaq b} p, a Faap
4.  Modus Ponens.

(= a).p Fqg

5.  Modus Tollens.
(~q=p), ~p } ¢
6. Equivaléncia.
pea p Fg
7. Silogismo hipotético.
P=0a @=>nF@E=r
8.  Silogismo disjuntivo.
a)(p va), ~ptlaq b) (0 va) ~q Fp
9. Dilema construtivo.

(P=0q), (r=s), (0 v Fgvs
10. Dilema destrutivo.
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(P =0q), (r=9), ~q v~s F~pv~r
11. Absorgéo.
p=9qd Fp=@(pnrq)
A validade destes argumentos, é conseqiiéncia imediata das tautologias
elementares do Capitulo I pagina

A maneira direta de demonstrar que um argumento é valido e consistente,
consiste em supor verdadeiras todas as premissas (com respeito a alguma
interpretagdo), sem considerar a interpretacdo intencional, nem nenhuma
interpretagdo em particular.

2.2 INFERENCIA LOGICA
Os argumentos estudados na se¢do anterior servem para fazer “inferéncias”;

isto é, para executar uma deducdo ou demonstracéo.

Logo, se de uma o mais proposi¢gbes (premissas) deduzimos a afirmacdo de
certa proposi¢do (conclusdo) entdo teremos construido uma inferéncia.

Uma inferéncia é vélida se, e somente se, a conjun¢do das premissas implica a
conclusdo. Logo as inferéncias l6gicas obedecem a principios tautolégicos.

Os principios légicos (tautolégicos) utilizados para a obtengdo de inferéncias
l6gicas geralmente sdo implicativos e sdo denominados regras de inferéncia ldgica.

Os argumentos fundamentais da Se¢do 2.1 deste capitulo sdo usados para fazer
inferéncias, isto é, executar os passos de uma deducgdo ou demonstracéao.
2.2.1 Regras de inferéncia.

Os argumentos baseados em tautologias representam métodos de raciocinio
universal vélido. Sua validade depende somente do modo em que as proposicdes
intervierem e ndo dos valores de verdade que elas acusam. Estes argumentos sdo
chamados de regras de inferéncia. As regras de inferéncia permitem relacionar dois
ou mais tautologias ou hip6teses em uma demonstragéo.

Determine se o argumento do exemplo a continuacdo é valido.

Exemplo 2.15
Se vocé investe no mercado de valores, entdo vocé ficara rico.
Se vocé fica rico, entdo vocé sera feliz.
Portanto, se vocé investe no mercado de valores, entdo vocé sera feliz.

Solugéo
Seja:
p : vocé investe no mercado de valores, p =q
g : vocé ficara rico, q=r
r: voceé seréa feliz. Lp =T
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De modo que este enunciado podemos representar com notagdo légica do

seguinte modo:

Aplicando silogismo hipotético, concluimos que este argumento é valido.

2.2.2 Principais regras de inferéncia légica.

2.2.3.1. Principio da adicéo.

Dada uma proposicdo p, dela podemos deduzir sua disjuncdo P

com qualquer outra proposicéo.

Seu esquema légico é da forma:

Exemplo 2.16

Premissa 1: Jorge é médico.
Portanto, Jorge é médico ou Pedro é engenheiro.

Exemplo 2.17
a) p b)
- pv ~q
c) P A g d)
(P Arg)vr

2.2.2.2. Principio da simplificacéo.

. pvr

Dada a conjuncdo p A q de duas proposi¢bes p e g, podemos PAG

deduzir cada uma das proposicdes p ou g.
O esquema logico para é:

Exemplo 2.18

Premissa 1: Jorge é médico e Pedro é engenheiro.
Portanto, Jorge ¢ médico.

Exemplo 2.19
a) (P va)ar b)
s (p va)
c) X<9 A X #2 d)
X #2

76

pAr (~q va)

L ~qv(




2.2.2.3. Principio do desligamento (Modus Ponens).

Conhecida também como regra de separacdo, permite p =q
deduzir a conclusdo q a partir das premissas p = q e p. p

Seu esquema é: = q
Exemplo 2.20

Premissa 1: Se faz calor, entdo a dgua da piscina esta quente.
Premissa 2: Faz calor.
Portanto, a agua da piscina esta quente.

Esta inferéncia obedece a tautologia Modus Ponens ((p = q) A p) = ¢

Exemplo 2.21
a) b) (prg)=r
~p=> ~( pAgQ
w~q sor
c) x¥X=0= x=0 d (@a<4 v a=8) = a=3
x2=0 a<4 va=8
. x=0 soa=3

2.2.2.4. Principio da conjuncéo.

Seu esquema logico é

a) P b)
q

o ©

((IAN)) N CIANY)
2.2.2.5. Principio da contra-proposi¢cdo (Modus Tollens).

Seu esquema é:

p=q
~q

Exemplo 2.22

Premissa 1: Se este volume é um caderno, entdo é de papel.
Premissa 2: Este volume néo é de papel.
Portanto, este volume, ndo é um caderno.
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Esta inferéncia obedece a tautologia Modus Tollens ((p = q)A~q) = ~p

2.2.2.6. Principio da inferéncia equivalente.

Seu esquema logico é:

p <49
p
g
Exemplo 2.23
Premissa 1: 4 -4 =0 se, e somente se, 4 = 4.
Premissa2: 4-4=0.
Portanto, 4 = 4.
2.2.2.7. Principio do silogismo hipotético.
Consiste em, dada duas condicionaisp = gq e q = r, tais P =q

que o consequiente da primeira coincide com o antecedente da

segunda, deduzir uma terceira condicional p = r (transitividade). Q=T
Seu esquema é: Lp =
Exemplo 2.24
a) ~p= ~( b) ~p= qvr
~q= ~r qQvr = ~s
L~p=> ~T SLo~p=> ~S
) x2=0= x=0 d (p=9=r
Xx=0= x+2=2 r= (qas)
L XM2=0= x+2=2 S p=>(QAas)
Exemplo 2.25

Mostre que o seguinte argumento é valido:

Sejama, b, ¢ € R, onde a # 0, entdo a solucdo da equacdo ax?+ bx +c¢ =0,

) « _ —bx+b®—4ac
¢é dada pela expressdo x = —
Solucéo
1. p: ax?+bx+c=0 a =0 hipotese.
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2. q:x2+(9)x+£=0 ...divisso em R
a a

o L)

b c b b
3. roxEH2—x+2+ (=)= (=)? .. completando quadrados
2a a 2a 2a
. b, _ b% —4ac . [Con formato: Portugués (Brasil)
4. s 1 (x+ 5) - 432 ... propriedade em R [Con formato: Portugués (Brasil)
: e [Con formato: Portugués (Brasil), Superindice
5 t X = -b++ b2 —4dac raiz quadrada em R [Con formato: Portugués (Brasil)
. 7&1 .

Portanto, o argumento  (p A g A r A S A t) = t évélido; é uma
inferéncia.

2.2.2.8. Silogismo disjuntivo.

Permite deduzir da disjuncdo p v g de duas proposi¢des e da negagdo ~ p (ou
~ () de uma delas a outra proposicdo q (ou p). Seu esquema légico é:

a pvg b) pva
~p ~q
. q P
Exemplo 2.26
a) x"2=0 v x"2=1 b) ~(pp=a vr
x"2 =1 ~~(p =09
wx2=0 sr

2.2.2.9. Dilema construtivo.

Nesta regra, sdo premissas duas condicionais e a disjuncdo P =q
dos seus antecedentes; a conclusdo é a disjuncdo dos conseqlientes r = s
destas condicionais. Seu esquema é:

pvr
g Vv s
Exemplo 2.27
a) (pAQ)=>~r b) a+b=5 = a=-3
s =t a+tbh #5 = a>-3
(p AQ) Vv s a+b=5 va+h #5
~r vt Lo a=-3 va>-3

2.2.2.10. Dilema destrutivo.
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Nesta regra, sdo premissas duas condicionais e a disjuncdo da negacdo dos
seus consequentes; a conclusdo é a disjuncdo da negacdo dos antecedentes destas
condicionais. Seu esquema é:

p=q
r=s
~Qqv~s
L o~pV~T
Exemplo 2.28
a) ~q=>r b) a+b=5 =a=-3

p =~5 b-a=11 = a=8

~I Vv ~~5§ a#-3 va=#8

“~~Qq Vv ~p s a+tb #5 v b-a=#-3

2.2.2.11. Absorcao.

Esta regra permite, dada uma condicional p = g como premissa, dela deduzir
como conclusdo uma outra condicional com o mesmo antecedente p e cujo
consequente é a proposicdo p A g.

Seu esquema é:

p=q
p
P =P Aq
Exemplo 2.29
a p=q b) p=>~q
p p
-Pp=pAq L p=(p A~0)
c) x?=0 =x=0 d a>4 = a=5
x2=0 ax4
L x2=0=>x2=0AXx=0 La24 = a>24 A a=5

2.2.2.12. Principio da substituicdo de variaveis.

Exemplo 2.30
Premissa 1: Todos os humanos se alimentam
Premissa 2: Carlos é humano.

*. Carlos se alimenta.

A premissa 2 é o resultado de substituir um elemento do dominio da premissa
1 por um valor especifico.
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2.2.3 Verificacdo com o uso de tabela-verdade

Para verificar se uma regra de inferéncia:

P1
P2
P3

Pn
Q

é valida com o uso das tabelas verdade, é suficiente verificar se a formula (P1 A P2 A
Ps A...APn) = Q étautologia. Lembre que Pi e Q tem que ser verdadeiras.

Exemplo 2.31

Verificar se a seguinte regra de inferéncia é valida:

(P Arg)v (p=0
~p ~Q)
(p=0q)

Solucéo

Tem-se que ~(p A q) é verdadeiro ( v ) sempre que simultaneamente p e q
sejam falsas ( f ). Assim a proposi¢cdo p = q) resulta ser verdadeira ( v )
conseqientemente (p A Q) v (p = q) é verdadeira.

Mediante o0 uso da tabela-verdade temos que o fato que todas as premissas
sejam verdadeiras que a conclusdo também é verdadeira verificamos na 42 linha de
sua tabela-verdade.

Pa |G A0 Y 020 A0 D= (020

4% linha — ff ‘ v (v) v

Observe que a regra de inferéncia é vélida, é tautologia.

Exemplo 2.32

Verificar se a seguinte regra de inferéncia é valida: p
Solugéo p=r
Mediante o uso da tabela-verdade temos que o fato ~T

. ~q
gue todas as premissas sejam verdadeiras que
a conclusao também é verdadeira verificamos na 42 linha de sua tabela-verdade.
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par ‘(pA(q:w)Aw:Mq

42 linha — vff‘ v (v) v

é uma tautologia, logo a regra de inferéncia é valida.
Exemplo 2.33

Determine a validade do seguinte argumento:

p<=q
q vr
~T

Solucéo
Mostra-se que (p < q) A(Q v 1) A ~r)= pétautologia.

Portanto, o argumento (p < q), (9 v 1), ~r |- p évélido.
2.2.4 Verificacdo sem o uso de tabela-verdade.

Para a verificacdo de um argumento, sem o uso da tabela-verdade um dos
métodos é o axiomatico.

2.2.4.1 Método axiomatico.

O método axiomatico ou de fundamentacdo da ciéncia matematica, consiste
em fixar conceitos primitivos (ou ndo definidos) e proposi¢fes sobre estes conceitos
chamados axiomas (ou postulados) cuja verdade aceitasse convencionalmente sem
demonstracdo, para logo efetuar outros conceitos matematicos.

Aqueles outros conceitos matematicos englobam a formulagcdo de conceitos
definidos e a inferéncia ou deducdo da proposicdes matematicas chamadas de
teoremas cuja verdade ou falsidade tem que ser demonstrada.

Tanto a deducdo de teoremas, quanto a demonstracdo dos mesmos, devem-se
explicar utilizando principios logicos, isto permite o avango seguro do moderno
pensamento matematico.

Os principios l6gicos sdo extremadamente em abundéancia e adotam como
estudamos as mas variadas formas. Ndo obstante os mas importantes, devido a seu
sua maior utilizagdo sdo os implicativos, isto porque facilitam as defini¢Ges
matematicas e permitem conectar implicativamente os axiomas com 0s teoremas.
Quase a totalidade dos teoremas sdo da forma p = q.

Logo para demonstrar que se cumpre tal implicagdo devemos utilizar os
conceitos de tabela-verdade para a mesma. Existem duas maneiras fundamentais da
teoria da demonstracao:

1°.  Demonstracdo direta.

2°. Demonstragdo indireta: (a) Por contraposicdo. (b) Por casos. (c) Por
reducdo ao absurdo. (d) Por arvore de refutagéo.
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Exercicios 2-1
Para cada um dos seguintes argumentos, determine quais sdo:
e Validos e corretos (consistentes).
e  Validos e ndo-corretos (inconsistentes).
e  Né&o validos (ndo tem sentido).
1. X é um numero menor que todos 0s ndmeros menores que Y.
X ndo é menor que X.
Portanto, X ndo é menor que Y.
2. Jodo é irmdo de todos os irmédos de Roberto.
Jodo ndo é irm&o de si mesmo.
Portanto, Jodo ndo é irmao de Roberto.
3. Se hoje é 32 entdo amanhd sera 42.
Amanha sera 42
Portanto, hoje ¢é 32.
4. Todos tem medo de Dracula.
Dracula somente tem medo de Richard.
Portanto, Richard é Dracula.
5. Romeo ama Julieta.
Julieta é uma palavra de sete letras.
Portanto, Romeo ama uma palavra de sete letras.
6. O namero 2 divide o numerador de 6/8.
6/8 = 3/4.
Portanto, 2 divide ao numerador de 3/2.
7. Todos os borogroves sdo kismis, se alguém tirila.
Nito tirila e Pac é um borogrove.
Portanto, Pac é um kismi.

8.  Qualquer barbeiro de ltapejara, faz a barba a todos os homens de Itapejara
que ndo se fazem a barba, e somente a eles.

Portanto, ndo ha barbeiros em ltapejara.
9. Jodo chegara, se o dia esta bom.
Hoje o dia néo esta bom.
Portanto, Jodo nédo chegara.
Construir a condicional associada a cada um dos seguintes argumentos:

1. ~p. ~ g= p }a
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2. p=>4q F ~(~r~0q
3. P, P=0 ~q v (rAas) F ras
4. a=b = a=8, a=5=a>c fa=b = a>c
Construir o argumento correspondente a cada uma das seguintes condicionais:
1L pa(@ v ~p) =0 2. p=>9A(pAr~ag=>s
3. ~(a<5 Ara#b) > a=5 vb=a
Indicar a regra de inferéncia que justifique a validade dos seguintes argumentos:
p=4a F p=>09v ~r
a#8 a=3 | a=8ar a=z3
atb=c = b+a=c, atb=c |} b+a=c
(P A@Vv(~p Aan ~Fpar)fpag

1
2
3
4
5. p=q r= ~sfkpP=0 A= ~9
b
J
8
9

~p A (=1 |— ~p [Con formato: Portugués (Brasil)
p=404 9= ~r |-A p= ~[r [Con formato: Portugués (Brasil)
p=gq v[r |_ P= pA (q v r) [Con formato: Portugués (Brasil)

N ‘ . B . \ [Con formato: Portugués (Brasil)
p=(@=>r) p |' q= T [Con formato: Portugués (Brasil)

10. x, y e R = Xty e R, x+ y ¢ R |_ X, ye R [Con formato: Portugués (Brasil)
[Con formato: Portugués (Brasil)

1. (@ v= ~p ~~p I- ~@ v [Con formato: Portugués (Brasil)
12. 4<7 l— 4<7 v 4<3 [Con formato: Portugués (Brasil)
13. a<1l v a= 07 a =0 |_ a<1 [Con formato: Portugués (Brasil)
[ Con formato: Portugués (Brasil)

o A G ) L

14. b=1 = b>4, b>4 = a+h>6 } b=1 = a+h>6

15, n<3 A n>4 |- >4

Verificar se sdo validos os seguintes argumentos:

1L peq F~p=~q 2.p=dq Fop
3.p=aq pvr ~q fr 4 pag ~p F~qg

5. ~( Ad), (PArd)v P=9)vr | (p=aqvr

Indicar quais, dos seguintes esquemas l6gicos sdo regras de inferéncia:

1 peq 2. pvq 3. pAg 4. ¢q
p ~P p=1q pP= q
wq L pAg “q

Utilizar Modus Ponens para deduzir a conclusdo de cada uma dos seguintes
pares de premissas:

1. a=b A b=c 2. X, YyeR = xyeR
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8.

10.

11.

3

5.

(a=b A b=c¢c)= a=c X, YeR

.(a<b A b<c)= a<c 4. 4>2 = 5>2
a<b A b<c 4>2

a=1=2 6. a+4=b = a=b
a=1=2 = b+1=2 a+4=>b

Demonstrar a validade das seguintes regras de inferéncia:

1.

p=q 2. peq 3. peg 4 p= q
~q p qgvr re~p
o~p ~q S~ Sq

Utilizar Modus Tollens para deduzir a conclusdo de cada uma dos seguintes
pares de premissas:

1.

3

a=6 A atb=b 2. a=¢c = a=0
a+tb #b a =0
(pegq)=>~( As) 4, 4>2 = 4>1
~ ~(r As) 4<1 4>2

Verificar se sdo validos os seguintes argumentos:

1

. Se eu fosse matematico, seria inteligente; ndo sou matematico, logo ndo sou
inteligente.

. N&o é verdade que eu gosto de churrasco e de batatas; eu gosto de churrasco
e batatas ou ndo estudo ou se gosto de churrasco ndo gosto de batata. Segue-
se que eu estudo ou se gosto de churrasco, entdo, gosto de batata.

. Se eu gosto de agucar, entdo, entendo matematica. Eu gosto de agucar ou vou
a dancar. Ndo entendo matemética. Logo, vou a dancar.

. Se estudo aprendo ldgica. Se ndo estudo, divirto-me. Logo, se ndo aprendo
légica, divirto-me.

. O aluno é aprovado se, e somente se, é estudioso. Se o aluno tem tempo e ndo
é estudioso, entdo, ndo é reprovado. Se o aluno é estudioso e ndo tem tempo,
entdo, ele é aprovado ou ndo. Segue-se que se o aluno tem tempo, entdo, ele
é estudioso.

. Se Pedro é competente, entdo, se o servigo é bem feito ele serd aceito. O
servigo ndo é aceito. Segue-se que se o servico é bem feito, entdo, Pedro ndo
é competente.

Traduzir ao simbolismo légico e verificar a validade do seguinte argumento: Se

0

ingresso nacional é farto, as arrecadacgdes por imposto sdo fartas. As

arrecadacgdes por imposto sdo baixas este ano. Portanto, o ingresso nacional
deve ser baixo.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Demonstrar se 0 seguinte argumento é ou ndo uma regra de inferéncia valida: Se
este € um bom livro vale a pena ler, A matematica é facil, ou este livro ndo vale
a pena ler. Porém a matematica néo ¢ facil. Portanto, este é um bom livro.

Verificar a validade dos seguintes argumentos, supondo as premissas
verdadeiras.

1. Quem é sensato estuda Légica. Nenhum insensato pode servir no jari. Os
seus filhos ndo estudam Loégica. Segue-se que seus filhos ndo podem servir
no jari.

2. Se Pedro é experiente, ndo é incompetente. Pedro erra sempre . Pessoa
competente ndo erra sempre. Logo, Pedro ndo é experiente.

3. Ninguém Ié o Diario do Povo, se ndo é bem instruido. Nenhum ourigo
sabe ler. Os que ndo sabem ler sdo bem instruidos. Segue-se que ourico
ndo lee o Diario do Povo.

Escreva uma conclusdo ndo trivial, a partir das premissas verdadeiras, a fim de
obter um argumento valido.

1. Burros sdo ilégicos. Ninguém é desprezado, se pode dirigir um jacaré.
Animais ilégicos sdo desprezados.

2. Patos ndo dangam valsa. Oficiais valsam. As, minhas aves sdo patos.

3. Os nomes desta lista sdo convenientes para aprovar a exame. Nomes
comegados com vocal sdo repetentes. Se um nome comega com consoante,
ndo é conveniente para aprovar o exame.

Verdade e falsidade sdo atributos das proposi¢cdes, ndo dos argumentos.
Enquanto proposigfes sdo verdadeiras ou falsas, argumentos sdo validos
(corretos) ou ndo . Exiba alguns exemplos de argumentos que sejam vélidos mas
que tenham conclusdes falsas e de argumentos que ndo sejam validos e que
tenham conclusdes verdadeiras.

A lbégica ocupa-se da correcdo dos argumentos, e ndo com a verdade ou
falsidade das premissas e da conclusdo. Aceitando uma tal "definicdo", explique
o0 que ela significa.

Explique (talvez dando exemplos) o motivo pelo qual qualquer uma das trés
combinagles abaixo é possivel em argumentos validos:

1. Premissas verdadeiras e concluséo verdadeira;
2. Algumas ou todas as premissas falsas e conclusdo verdadeira;
3. Algumas ou todas as premissas falsas e concluséo falsa.

Os argumentos sdo validos (consistentes ou inconsistentes) em funcdo da sua
forma, e ndo de seu contelido. Explique o que isto significa.

1 Animacdo intensa; agitagdo, agito, excitagao.
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2.3 DEMONSTRACAO
Nesta etapa da teoria da demonstracdo, € importante saber:
“O que é necessario demonstrar em matematicas?”

Isto para estabelecer a diferenga entre ““mostrar” e ““demonstrar”". Existem
provas de afirmacGes que realmente sdo ~“mostras” no sentido de somente mostrar,
para que se veja com o olhos que a afirmagdo é verdadeira. Tal pode ser ocaso de
““mostrar" visualmente o teorema de Pitadgoras; porém ndo existe razbes que
justifiquem a necessidade de demonstrar, no sentido de afastar-se da evidencia
visual, no caso que esta ndo seja possivel ou clara.

1

Deste modo devemos ter consciéncia de “o que ¢” e “o que ndo é”
demonstrar, assim como quando uma demonstragdo esta concluida, também ¢é
bastante importante deixar claro a diferenga entre o processo de descoberta de uma
demonstracdo (heuristica) e a formalizacdo e organizacdo l6gica dedutiva de ela, o
qual constituem a demonstragdo propriamente dita.

Praticamente todos os teoremas matematicos estdo compostos por implicagdes
do tipo. (p1 A P2 A... A Ppn) = q, onde os pi sdo chamados de premissas ou
hipoteses e, g é chamada de concluséo.

“Demonstrar o teorema" é demonstrar que a implicacdo é uma tautologia. Note
gue ndo estamos tratando de demonstrar que g (a conclusdo) é verdadeira, somente
que q é verdadeira caso todas as p_i sejam verdadeiras.

Em geral toda demonstragdo deve comegar com as hipoteses, seguidas das
tautologias e regras de inferéncia necessarias, até chegar a conclusao.

Exemplo 2.34

Temos a demonstrar o seguinte: “Dois angulos estdo em planos diferentes,
mas cada lado de um deles é paralelo ao lado correspondente do outro e esta
também na mesma diregdo. Demonstrar que os dois angulos sdo iguais”.

Isto é um teorema fundamental da geometria espacial; a hip6tese é:

“Dois angulos estdo em planos diferentes. Cada lado de um é
paralelo ao lado correspondente do outro e tem também a mesma

»

dire¢do”.
E sua conclusdo é:
“Os dois angulos séo iguais™.

Os principais métodos da teoria da demonstragdo sdo:
. Demonstragdes diretas.

. Demonstracdes indiretas.
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2.3.1 Demonstragdes diretas.

Toda demonstragdo direta deve comegar com as premissas, seguidas das
tautologias e regras de inferéncia necessarias, até chegar a conclusdo; cada passo
deve estar acompanhado de sua respectiva justificativa.

Devido a tabela-verdade da implicagdo, se a proposicdo p é falsa ( f ), a
proposicdo p = g é verdadeira ( v ), logo ndo temos nada a demonstrar. Nos
estamos interessados no caso que o antecedente p seja verdadeiro ( v ). Nesta se¢do
p e g representam proposi¢gdes simples ou compostas.

A partir da verdade de p, deduzir a verdade de g, é fazer uma demonstracdo

direta da condicional p = q; isto consiste em uma lista de proposicdes p1, pz2, ps,

, pn tais que pn coincide com g e paracadai=1, 2, 3, 4, ..., n e pié

evidentemente verdadeira, ou coincide com as premissas, ou é conseqiiéncia imediata
de uma ou varias das proposi¢des que Ihe precedem na lista.

Exemplo 2.35

Se, trabalhar ou poupar entdo, comprarei uma casa. Se comprar uma casa,
entdo meu carro guardarei em casa.

Por tanto, se ndo posso guardar meu carro em casa, entdo ndo poupo.
Demonstragao.

Sejam p : trabalho, q : poupo, r : comprarei uma casa, s : poderei guardar o
carro em casa.

O enunciado anterior podemos escrever na forma:

{llpva)=r1Ia (r=9r= (~s = ~q)

Aquiaconclusdoéq :~s => ~q.
1. (pvg)=r ... premissa.
2. r= s ... premissa.
3. qg = (qvp) .. . tautologia
4. q = (pvQ) . (3), comutatividade.
5. g =>r ... (1),(4), silogismo hipotético.
6. q = s ... (2),(5), silogismo hipotético.
7. ~s = ~qQ ... (), contra-reciproca.
Portanto, o enunciado é valido mesmo que a conclusdo seja verdadeira ou
falsa.
Exemplo 2.36
Demonstrar que, se x> +2x >3 e x=2a-1,entdoa’>1
Demonstrtacao.

88



Considere p: X2+ 2x >3, rr x=2a-1 e qg:a?>1 O quetemos a
demonstrar é que (p A r) = ¢ é proposicdo verdadeira (v ).

Com efeito:
1. p:x?+2x >3 ... premissa.
2. rr x=2a-1 ... premissa.
3. p Ar:(2a-1)2+2(2a-1)>3 ... substituic&o.
4, p AT 4a%2>4 ... tautologia.
5. q:a2>1.
6. Portanto, acabamos de mostrar que (p A1) = (.

Assim, a demonstracdo direta consiste em demonstrar ou deduzir a concluséo
g a partir das premissas p1, pz2, ps, ... , pn, aplicando as equivaléncias
tautoldgicas e as regras de inferéncia.
Exemplo 2.37

Demonstrar a validade do argumento p, ¢ = r, ~r } ~q.

Demonstrtacéo.

1. p ... premissa

2. q=r ... premissa

3. ~r ... premissa

4. ~q ... (2) e (3), Modus Tollens
Exemplo 2.38

Demonstrar a validade do argumento ~p =q,q= ~r, rvs |- ~S=> p
Demonstrtacéo.

Observe que aconclusdoqé g:~s= p

1. ~p=q ... premissa

2. qg=> ~r ... premissa

3. rvs ... premissa

4. ~p => ~r ... (1), (2), silogismo hipotético
5. ~r =5 ... (3), def. de implicacéo

6. ~ p = s ... (4), (5), silogismo hipotético
7. ~$ => ~ ~p . .. (6), contra-reciproca

8. ~s=7p ... conclusdo, (7), negacdo

Portanto, o argumento é vélido.

Exemplo 2.39
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Demonstre que se a, be R* taisquea.b=1,entdo a+b>2.
Demonstrtacéo.

1. ab=1 ... hipotese.

2. 0<a<l e 1<b, .. .hipotese auxiliar.

3. 0<(1-a) e 0<(b-1) ... propriedade em R.
4. 0<(1-a)b-1) ... propriedade em R.
5. 0<b-ab-1+a ... propriedade em R.
6. 0<b-1-1+a ... (1), substituicéo.
7. 2<a+h ... propriedade em R.

Portanto,a+b > 2.
2.3.1.1 Demonstracédo direta por contra-exemplo.
As demonstracdes deste tipo utilizam a equivaléncia légica:

“Nao é verdade que para todo elemento x, cumpra a propriedade
p(x) é logicamente equivalente a; existe algum elemento x que néo
cumpre a propriedade p(x)”.

isto é, para demonstrar que, ndo é verdade que se cumpra p(x) para todo x, é
necessario e suficiente mostrar que existe pelo menos um x tal que ndo se cumpra
p(x).

Exemplo 2.40

Demonstrar que: Para todo natural n, tem-se n+1 = 5.
Demonstrtacao.

Intuimos que o argumento é falso.

Temos que achar um nimero natural n tal que ndo cumpra n+1 = 5.
Por exemplo considerarn =6 € N; logo 6 + 1 # 5.

Logo, existe um nimero natural ntal que n+ 1= 5.

Portanto, ndo é verdade que, para todo natural n, tenhamos n+1 =5,

2.3.2 Demonstragdes indiretas.

A demonstracdo indireta estabelece a verdade de uma afirmativa por revelar a
falsidade da suposi¢do oposta. Deste modo, ela apresenta certa semelhanga com a
astlcia do politico que procura firmar os méritos de um candidato pela demolicdo da
reputacdo do seu oponente.

Entre os métodos de demonstragfes indiretas, estudaremos os seguintes:

. Por contraposicéo.
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. Por casos.
. Por redugédo ao absurdo.

. Por arvore de refutagéo.
2.3.2.1. Demonstracdo indireta: Por contraposicdo.

E uma afirmagdo da forma “se p = q” e consiste em supor ~ q para mostrar

que se cumpre “~ p” ; isto é, trata-se de provar que “ ~ (q = ~ p” que é
logicamente equivalente a afirmacdo original.

Assim, a proposicdo (p = g) < (~q= ~ p) é verdadeiro. Isto é um
exemplo da utilidade das verdades ldgicas.
Exemplo 2.41

Demonstre que se a, b € R*, taisquea.b=1,entdo a+b>2.

Demonstrtacéo.
1. Suponhamos a+b<2 ... hipotese auxiliar.
2. ath <2 ... def. de <.
3. 0<(a+h)? <22 ...a beR"
4, 2ab + a?+b% < 4 ... propriedade em R.
5. 4ab < 2ab + a?+b? < 4 ... prop. em R, 2ab < a?+b?.
6. 4ab< 4 (4)- (5), . . . tautologia.
7. ab<1 ... propriedade em R.
8. at+h<2 = ab =1 @) -

Portanto,a.b=1 = a+b >2.

Observe que temos a tautologia (p = q) < (~q = ~p),ondep: ab=1¢e
q: atb>q 2.
Exemplo 2.42

Demonstre que existem infinitos nimeros primos.
Demonstragao.

Por defini¢do de nimero primo, sabemos que sdo 0s numeros naturais maiores
do que um (1) e que podemos decompor como o produto de dois fatores: ele mesmo e
a unidade. Este sdo:

2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37, . ..

Sabe-se que em, geral todo nimero natural podemos escrever como o produto
de fatores primos, por exemplo 630=(7)(5)(3%)(2).

Suponhamos ndo existam infinitos nameros primos; isto é suponhamos exista
um ultimo ndmero primo P. Neste caso poderiamos escrever todo o conjunto de
numeros primos na forma:
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2,3,5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31,37, ... , P 2.2)

Com o produto de todos esses nimeros primos, poderiamos escrever um
nimero Q na forma:

Q=(B)OG)M(A1)(13)(17)(19)(23)(29)81)(37). . . (P) + 1

este Q é maior do que P. Supostamente Q ndo pode ser primo, caso contrario um dos
qualquer nimeros primos do conjunto (2.2) é um fator de Q, o qual é impossivel.

Portanto, supor que existe um Gltimo nimero primo esté errado.
2.3.2.2. Demonstracéo indireta: Por casos.

Para mostrar que uma conclusdo q é verdadeira, quando temos uma série

premissas (os casos) pi, Pz, Ps, ..., Pn, N> 2 tais que esgotam todas as
possibilidades, ou seja que necessariamente se cumpre uma de elas, isto é o
enunciado p1 v p2 v psv ... v pn € verdadeira e além disso prova-se que: se p1
implica q, se p2 implicaq, ... , se pnimplica q.

Pode entdo se concluir em forma correta que a proposi¢do g, é verdadeira, ja
gue provou-se 0 enunciado:

[(prvpz vps v...vpn)Al(pr =) A2 = d)A(Ps =09) ... A(pn )]

e resulta o argumento:

[(prvpzvpsv...vp)Al(pr=a)A(Pz=d) APz = q)...A(Pn = Q=0

é valido.
. Logo, para demonstrar a validade de argumentos cuja conclusdo é uma
formula condicional do tipo p = q, considera-se o antecedente p , como

uma premissa adicional e o conseqiiente q sera a conclusdo a ser
demonstrada.

De fato, sendo véalido o seguinte argumento:

1. py Pz ps,..., pn, P |Q

2. ((PrAP2AP3A... APn)ApP)=( (1)
3. ((prApP2zAP3IA... APn)AP)={( ... (2), tautologia
4. (prApP2z2ApP3A... Apn)= (p = Q) ... (3), tautologia (exportagéo).
5. PLAP2APIA... APn F(p = q)évalido . (4).

Portanto, a conclusdo q é vélida.
Exemplo 2.43

Demonstrar a validade do argumento: ~~p = @, q = ~r,rvs |- ~S$= p.

Demonstracéo.
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Observe que a conclusdoq: ~s = p.

1. p=>q ... premissa

2. 0 => ~r ... premissa

3. ~p=> ~r ...(1), (2

4. rvs ... premissa

1. r=s ... (4), tautologia.

5. ~p=>s .. (3), (5) silogismo hipotético.
6. ~s = p de (6), tautologia.

7. (rvs) => (~s = p) .(@)-(N

Portanto, a conclusdo q: ~s = p é vélida.
2.3.2.3. Demonstracdo indireta: Por reducdo ao absurdo.

A demonstragdo por absurdo mostra a falsidade de uma suposicdo derivando
dela um absurdo flagrante. E um procedimento matematico, mas se assemelha a
ironia, que é o procedimento predileto do satirista. A ironia adota, com todas as
aparéncias, uma determinada opinido, que é exagerada e repetida até conduzir a um
manifesto absurdo.

Para provar uma conclusdo q é verdadeira, temos a supor ~ ¢ e procedemos de
acordo com alguma dos seguintes trés casos:
Caso i) Com a suposicdo extra ~ g, mostra-se uma afirmagdo ~ p contraditéria
com outra afirmacgdo p mostrada anteriormente.

Isto deve-se ao caso que a afirmagédo [(~q = ~p)A p]l= qé
tautologia (Modus Tollens).

Caso ii) Com a suposicdo extra ~ g, mostra-se uma afirmacgéo p, logo se prova
~p.
Isto deve-se ao caso que a afirmagédo
[~a=pA(~a =~pl=qgobem [~q=(pAr~p)]=d]
é tautologia (Lei do absurdo).
Este modo a demonstrar também é chamado por contradigéo.
Caso iii) Com a suposicéo extra ~ g, mostra-seo valor verdade de q.
Isto deve-se ao fato que a afirmacdo (~q = q) = q é tautologia.
Entdo em cada caso podemos concluir corretamente q.
Se bem a definic&o original de reducio ao absurdo®? é:

“prova da falsidade de um enunciado, ao obter de ele uma
conseqiiéncia logica absurda”.

12 Reductio ad absurdum.
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0 que simbolizamos como [ = (p v ~ p)] = ~ q, 0 usamos em forma positiva para
provar a verdade do enunciado g, usando a verdade légica conhecida como principio
do terceiro excluido ( g v ~ q), para inferir corretamente q a partir de ~ ~ q.

Exemplo 2.44 Caso i)

Demonstrar, que 5 =1
Demonstracéo.

Demonstrarei pelo absurdo.

Seja q :5 = 1;averificar que q é verdadeira.

1. Sabe-sequep: 5-1 =0 ... hipotese auxiliar.
2. Suponhamos ~q :5=1 ... hipotese auxiliar.
3. Logo,~p: 5-1=0 .. .(2).

4 ~q= ~p . (2-3)

5. (~qa= ~p~rp () e(4)

6. q ... Modus Tollens

Portanto, 5 = 1 é verdadeiro.
Exemplo 2.45 Caso ii)

Demonstrar, que 5 # 1
Demonstragao.

Demonstrarei pelo absurdo.

Seja q :5 =1, averificar que q é verdadeira.

1. Sejap: 5-1 =0 ... hipotese auxiliar.
2. Suponhamos ~q :5=1 ... hipotese auxiliar.
3. Logo,~p: 5-1=0 .. .(2).

4. p:51=+0 . (2).

5. ~p Ap ... (3)e(4).

6. q ...leidoabsurdoa:~q = (~p Ap).

Portanto, 5 = 1.
Exemplo 2.46

Temos a mostrar pelo absurdo caso ii) que o argumento p1, p2, P3, ... , Pn
F q, é verdadeiro.
Demonstragao.

Para isto, considera-se a negacdo da conclusdo ~ g como premissa adicional
e conclui-se uma férmula F (féormula falsa do tipor A ~r).
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De fato, sendo q verdadeira tem-ser o seguinte argumento:

1. p1, p2, p3,..., ; ~q }F

2. pi, P2, P3,..., |-(~ q=F) ... (1), tautologia (exportagéo).

3. p1,p2,pP3,..., F(~~qVvF) ... (2), implicacdo material.

4. p1, p2, p3,..., |- (gvF) (3), tautologia (dupla negacdo).

5 pi1, p2,p3,..., Fq ... propriedade de F.
Portanto, p_1,p_2, p_3,..., p_n; q ¢ valido.

Exemplo 2.47 Caso ii)

Demonstrar, por absurdo, a validade do argumento ~p = q,q = ~r1, rv
s concluirq:~s = p

Demonstracéo.
Neste exemplo, podemos considerarq : ~ s = p, logo:
1. p=qq ... premissa
2. g => ~r ... premissa
3 rvs ... premissa
4. ~(~s = p) ... premissa adicional
5 ~p=> ~r ... (1), (2), silogismo hipotético
6. r=>s ... (3), def. de implicacéo
7. p=s ... (5), (6), silogismo hipotético
8. ~s=p ... (7), contraposigdo
9 ~(~s = pA(~s = p) I...de(4),(8), conjuncdo

10. F isto de (9)

Portanto, a partir das premissas ~p = q,q = ~fr, rvs concluirq:~s
= p é valido.

A demonstragdo do seguinte teorema pelo método da contradi¢do é como se indica.

Exemplo 2.48
Demonstrar que: {[p = (pA NIA[(tvs)= gqla(pv 9)}= ¢

Demonstragao.

1. p=>(par) ... premissa.

2. (tvs)=q ... premissa.

3. (pvys) ... premissa.

4. ~q ... premissa auxiliar.

5. ~ (tvys) .. .(2), (4), modus tollens.
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© 00 N O

11.
12.
13.
14.
15.

~t A ~S .. .(5) lei de Morgan.

~t .. .(6) simplificagdo.
~S A ~t .. .(6) lei comutativa.
~5s .. .(8) simplificacéo.
. svp .. .(3) lei comutativa.
p ..(9), (10) silogismo disjuntivo.
t AT ...(1), (11), modus ponens.
t .. .(12) simplificacdo.
t A ~t .. .(7), (13), conjuncéo.

Contradicao.

Portanto, {[p = (pAN]IA[(tvs)= qla(pVvs)}= q

Itemize.

Para a demonstracdo pelo absurdo do Caso iii) apresentamos dois tipos,

aquele que estabelece que:

1°.  Uma proposicédo cuja falsidade implica sua verdade é verdadeira; isto
e (~a=>4ad)=>4q

2°,  Uma proposicdo verdadeira que implica sua prépria falsidade é falsa;
istoé: (g = ~q)= ~¢

Exemplo 2.49

Demonstrar que todo niumero natural, ndo é menor que si mesmo.

Demonstragao.

Temos as proposi¢cdes p :a numero natural, e g :a > a.

A verificar que: p =

a A W N

o

Seja p :a nimero natural ... hipotese (premissa)
a=a ... propriedade reflexiva
~(Q :a<a ... hipotese auxiliar

a #a ... .istode (3)

Contradicdo entre (2) e (4), logo a hipotese auxiliar ~ g ndo é certa (é
falsa).

Entdo, q é verdadeira.
Aplicando (~q = q) = q a(3) e (6) temos q.
Como q é verdadeira, temos que p = ¢ é verdadeira.

Portanto, todo nimero natural, ndo € menor que si mesmo.

Exemplo 2.50
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Escrever nimeros inteiros usando cada um dos dez algarismos uma sé vez, de
tal modo que a soma desses nimeros seja exatamente 100.

Demonstragao.

Suponhamos por exemplo o conjunto de nimeros 19, 28, 37, 46, 50, cada
algarismo corresponde sé uma vez, sua soma é 180 e néo 100.

Poderiamos continuar tentando até obter: 19 +28+30 + 7 +6+5+4 = 99,

Naturalmente a primeira parte do problema é satisfeita, porém ndo chegamos a
obter 100 (segunda parte), porem se escrevemos 19 +28+31 + 7 +6+5+4 = 100.
Observe que a primeira parte do problema ndo € satisfeita, o nimero 1 repete-se duas
vezes.

Observe que se somamos 0+1+2+3+4+5+6+7+8+9 = 45, alguns desses
algarismos denotam unidades e outros dezenas.

Suponhamos que o algarismo a seja o das dezenas, entdo teriamos: 10a+(45-
a) = 100 (lembre que a é nimero natural). Da ultima igualdade segue-se que 9 a =
55, de onde é impossivel a existéncia de a € N.

Supor que as duas partes do problema sdo simultaneamente satisfeitas, é um
flagrante absurdo; assim é impossivel satisfazer ao mesmo tempo as duas partes do
problema.

Logo, chegamos a demonstrar que as duas partes do problema sdo
incompativeis.

Nosso raciocinio neste ultimo exemplo foi uma tipica demonstracdo por
absurdo [11]. Na demonstracdo pelo absurdo, podemos aplicar qualquer das formas
da lei do absurdo.

2.3.2.4. Demonstragéo indireta: Arvore de refutagéo.

Arvore de refutacdo é um método para verificar a validade de um argumento,
analogo a demonstragdo por absurdo. Para testarmos a validade de um argumento
construimos uma lista de formulas consistindo de suas premissas p1, p2, ps, ... ,
pn € a negacdo de sua conclusdo ~ g que formam a raiz da arvore.

A arvore continua abaixo com a construcdo de seus ramos por aplicacdes de
regras, que serdo especificadas abaixo, e gerando novas linhas na arvore. A érvore
termina quando as formulas de seus ramos sdo: variaveis proposicionais, negacdes de
varidveis proposicionais, ou quando encontrarmos em todos os ramos uma formula ( f

Se encontrarmos em todos os ramos da arvore uma féormula ( f ), entdo a nossa
tentativa de refutagdo falhou ou seja, o argumento é valido. Se em algum ramo da
arvore ndo foi possivel encontrar uma férmula ( f ), entdo refutamos o argumento,
isto é, o argumento néo é valido.

Regras para a construgdo de uma arvore de refutacao.
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As regras para a construcdo de uma érvore de refutacdo estdo relacionadas
com as tabelas verdade ja conhecidas. Ao aplicar uma regra em uma férmula da
arvore, temos a observar que.

e A formula serd marcada ( £ ) para evitar aplicagbes repetidas de uma
regra em uma mesma férmula.

e A aplicagdo de uma regra deve gerar: uma ou duas linhas, um ramo ou dois
ramos conforme a regra, e serd aplicada em todos os ramos abertos (nédo
fechados com ( X)) aos quais a férmula pertence.

e A aplicagdo de uma regra deve gerar: uma ou duas linhas, um ramo ou dois
ramos conforme a regra, e serd aplicada em todos os ramos abertos (nédo
fechados com ( X ) aos quais a féormula pertence.

Temos as seguintes regras :

18, Regra da dupla negagao (~~)

Uma férmula do tipo ~ ~ p gera uma linha e escrevemos £ na linha.
Procedemos assim em todos os ramos abertos aos quais a formula ~ ~ p pertence
pois, ~ ~ p é verdadeira se, e somente se, p é verdadeira.

2%, Regra da conjuncédo (A)

Uma formula do tipo p A g gera duas linhas e escrevemos, em cada linha, as
formulas p e q. Procedemos assim em todos os ramos abertos aos quais a formula
p A Qq pertence pois, p A g assume valor ( v ) se, e somente, as formulasp e ¢
sdo verdadeiras.

1. p Ag V4
2. p
3..4q

32 Regra da disjuncgéo ( v )

Uma férmula do tipo p v g gera uma linha e dois ramos e escrevemos, na linha
e, em cada ramo, as férmulas p e g respectivamente. Procedemos assim em todos os
ramos abertos aos quais a formula p v g pertence pois, p v g assume valor (v ) se, e
somente, a formula p é verdadeira ou a fdrmula g é verdadeira.

1. pvq £
/ \
2..p q
43 Regra da implicacéo (= )

Uma formula do tipo p = q gera uma linha e dois ramos e escrevemos, na
linha £ e, em cada ramo, as formulas ~ p e q respectivamente. Procedemos assim
em todos os ramos abertos aos quais a formula p = q pertence pois, p = ¢ assume
valor (v ) se, e somente, a fdrmula ~ p é verdadeira ou a féormula q é verdadeira.
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1. p=q <L
/\
2. ~p ¢

52, Regra da bicondicional (<)

Uma férmula do tipo p < q gera duas linhas e dois ramos e escrevemos nas
linhas as formulas p e g em um ramo e as formulas ~p e ~ g no outro ramo.
Procedemos assim em todos os ramos abertos aos quais a formula p < q pertence
pois, p < g assume valor ( v ) se, e somente, a formula (p A q ) é verdadeira ou a
formula (~p A ~q) é verdadeira.

1. peq L
/\
2.p ~p
3.0 ~q¢

62. Regra da negacgdo da conjuncdo (~ A)

Uma férmula do tipo ~ (p A q) gera uma linha e dois ramos e escrevemos, na
linha e, em cada ramo, as formulas ~ p e ~ g respectivamente. Procedemos assim
em todos os ramos abertos aos quais a formula ~ (p A q) pertence pois, ~ (p A Q)
assume valor (v ) se, e somente, a formula ~ p é verdadeira ou a férmula ~ q é
verdadeira.

1. ~(p rq) Z
/\
2. ~p ~q
728, Regra da negacdo da disjuncao (~v )
Uma férmula do tipo ~ (p v q) gera duas linhas e escrevemos, em cada linha,
as formulas ~ p e ~ q . Procedemos assim em todos 0s ramos abertos aos quais a

formula ~ (p v q) pertence pois, ~ (p v q) assume valor ( v ) se, e somente, as
formulas ~pe ~ g sdo verdadeiras.

L~(pvag <
2. ~p
3. ~q

82, Regra da negacdo da implicacdo (~ = )

Uma formula do tipo ~ (p = q) gera duas linhas e escrevemos, em cada
linha, as formulas p e ~ g. Procedemos assim em todos os ramos abertos aos quais
aformula ~(p = q) pertence pois, ~(p = q) assume valor (v ) se, e somente,
as formulas p e ~ g sdo verdadeiras.
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L~(p = q <
2. p
3. ~q
92, Regra da negacdo da bicondicional (~ <)

Uma férmula do tipo (~ (p < q)) gera duas linhas e dois ramos e escrevemos
nas linhas as férmulas ~ p e g em um ramo e as férmulas p e ~ g no outro ramo.
Procedemos assim em todos os ramos abertos aos quais a férmula ~ (p < q)
pertence pois, ~ (p < q) assume valor ( v ) se, e somente, a formula (~p A Q) é
verdadeira ou a formula (p A ~ q) € verdadeira.

1. ~peq (<L
/\
2. ~pp
3. ~aq q
102, Ramo fechado.

Um ramo sera fechado se em ele existem uma férmula p e sua negagdo ~p e
escrevemos ( X ) no final do ramo.

1L ~p
2. p
3. (X)

Observacéo 2.3

1. As regras dadas para construir arvores de refutacdo se aplicam em cada
linha ao conectivo principal da féormula e ndo a sub-férmulas. Por
exemplo:

1. par~~q <L
2. p AqQ ~ ~ (incorreto !)

2. Ndo importa a ordem em que as regras sdo aplicadas; no entanto, é mais
eficiente aplicar as regras, primeiramente, em férmulas que ndo resultam
em ramificacgdes.

3. Cada linha gerada deve ser justificada indicando a respectiva linha de
origem na qual foi aplicada a regra e também a regra usada.

4.  Férmula na qual foi aplicada alguma regra deve ser marcada ( £ ) para
evitar aplicagdes repetidas da mesma.

Exemplo 2.51

Construir uma arvore de refutagdo para mostrar que: p A |- ~~ P
Solugéo
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Escrevemos a premissa seguidamente a negagdo da conclusdo:
1. pAqQ
2. ~~~p

Sabemos que p A g é verdadeira se, e somente se, p e ( sdo ambas
verdadeiras; dai, podemos substituir p A g por p e g gerando as linhas (3) e (4.),
respectivamente, e marcando ( £ ) a formula p A g. (Uma férmula marcada ndo
podera mais ser utilizada na construgdo da arvore!)

1. pArq [Z

2. ~~~p

3. p

4. ¢

Como ~ ~ ~ p é verdadeira se, e somente se, ~ p é verdadeira, marcamos ~
~ ~ p e substituimos por ~ p gerando a linha (5).

1. pAq Z

2. ~~~p L

3.p

4. q

5. ~p

A arvore terminou pois das premissas e da negacdo da conclusdo obtivemos
varidveis proposicionais ou negacdes de varidveis proposicionais.

Por outro lado encontramos nas linhas (3) e (5) uma férmula ( f ), ou seja,
nossa tentativa de refutacdo falhou e portanto o argumento é valido. Isso sera
expresso escrevendo um ( X ) no final da lista, gerando a linha (6) e fechando o
Gnico ramo da arvore.

1. paArq Z

2. ~~~p L

3.p

4. q

5 ~p

6. (X)

A arvore de refutagdo esta completa. A nossa busca para uma refutacdo do
argumento dado falhou e, portanto, o argumento p A q |- ~ ~p é valido.
Exemplo 2.52

Construir uma arvore de refutacdo para mostrarque: pv (g, ~p |— q
Solucéo

Iniciamos a arvore escrevendo a lista de férmulas as premissas e a negacdo da
concluséo:
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1. pvq
2. ~p
3. ~q

Sabemos que p v q ¢é verdadeira se, e somente se, p é verdadeira ou q é
verdadeira. Para representar esse fato, marcamos p v q e ramificamos a arvore,
gerando a linha 4. com dois ramos:

1. pvqg Z
2. ~p
3. ~q
/\
4 pq

A arvore terminou pois das premissas e da negacdo da conclusdo obtivemos
variaveis proposicionais ou negacdes de variaveis proposicionais.

Por outro lado encontramos uma férmula ( f ) em um ramo, nas linhas (2) e (4)
e no outro ramo, nas linhas (3) e (4), ou seja, nossa tentativa de refutacdo falhou e
portanto o argumento é valido. Isso serd expresso escrevendo um ( X ) no final de
cada ramo da lista gerando a linha (5) e fechando os dois ramos da arvore.

1. pvg [Z
2. ~p
3. ~q
/\
4. p q
5. (X) (X)

A érvore de refutacdo estd completa. Como a tentativa de refutagdo falhou nos
dois ramos, o argumento dado é valido.

Exemplo 2.53

Construir uma arvore de refutacdo para verificar a validade do seguinte
argumento: pv @, p |- ~q.

1. pvq

2. p

3. ~~q Z

Temos que ~ ~ q é equivalente a g; dai, marcamos ~ ~ g e escrevemos q
gerando a linha (4).

1. pvq

2. p

3. ~~q Z
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4.9

Como no exemplo anterior, marcamos p v q e ramificamos a &rvore gerando
a linha (5) com dois ramos:

1. pvg Z
2. p
3. ~~q Z
4. q

/\
5. p ¢

A arvore terminou e nos dois ramos ndo ha contradigdes, ou seja, uma férmula
(f). Neste caso os ramos ndo serdo fechados e o argumento nédo é valido.

Exemplo 2.54
Verificar a validade do argumento: p = rvs, ras = g, p = (
Solugéo
lL.p=>rvs Z hipotese.
2. 1 AS = (Q Z hipotese.
3. ~(p =1q) Z negacgéo da tese.
4. p (3), negagdo de =
5. ~q (3), negagdo de =
/\
6. ~p rvs Z de (4)-(6)e (1), =
7. X) / \
8. r S (6) v
/N /N
9.~(r AS) q £ ~(ras) q Z (2), >
/\ /N \
10. ~r ~s (X) ~r ~s (X) ~ A
1L (X) 7 (9. (5 (X) ? (9.5 (10), (8)

Temos neste caso dois ramos que ndo fecharam e, portanto, o argumento néo é
valido.

Exemplo 2.55

Construir uma arvore de refutagdo para verificar se a formula (p = q) v (p A ~
q) é uma tautologia:
Solugéo

L ~((p=09vp Ar~q) L negacio da tese.
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2. ~(p=>a0 Z (1.), negagéo de v

3. ~(p ~~0Q) Z (1.), negacdo de v

4. p (2), negacédo de =

5. ~q (2), negagdo de =
/\

6. ~p ~~qQ (3), negacdo A

7. (X) (X) (6), (5)

Todos os ramos estdo fechados; assim a férmula é valida, ou seja, é uma
tautologia.

2.4 FUNCOES PROPOSICIONAIS
2.4.1 Funcdo proposicional.

Definicdo 2.9 Funcéo proposicional.
Dizemos fungéo proposicional a todo enunciado aberto, e denotamos por p(x).

2.4.1.1 Campo da variavel.

O conjunto de valores da varidvel, estd formado por todos os valores
conveniados para a variavel x. O representaremos por D e dizemos que x pertence a
D, o qual denotamos x € D.

Isto é, pela definicdo de enunciado aberto; funcdo proposicional sobre D é
toda expressdo p(x) tal que p(a) é verdadeira ou falsa para todo a € D
Exemplo 2.56

a) p(x) : x+4>7,ondex e N.

E uma funcdo proposicional, cujo dominio sdo os nimeros naturais, observe
que:

p(5) : 5+4>7 é verdadeiro (v )
p(2) : 2+4>7 é falso (f)

b) 2x + 9 =12, é uma funcdo proposicional. O dominio podera ser 0os nimeros
naturais, 0s inteiros ou os reais.

Porém o dominio, ndo podera ser “seres humanos” pois ndo terd sentido

escrever.
g(mulher) : 2(mulher) + 9 = 12 ndo é verdadeiro (v ) nem falso ( )
p(2) : 2+4>7 é falso (f)

¢) r(x) : x é humano

E funcdo proposicional e seu dominio pode ser todo ser animado® ou
inanimado?4, e assim teriamos por exemplo as proposicdes:

13 A que se deu alma ou vida, ou aparéncia de vida
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r(mulher) : Mulher é humano é verdadeiro (v )
r(gato) : O gato é humano é falso (f)
r(caneta) : A caneta é humano é falso (f)

2.4.2 Raiz de uma fungdo proposicional.

Quando ao substituir o valor da varidvel x por um valor especifico a de seu
dominio, obtemos uma proposi¢do verdadeira, entdo o valor especifico de a é uma
solugédo ou raiz da fungdo proposicional.

Exemplo 2.57

Suponhamos p(x) : 7 x-5=9 ao substituirmos x = 2 obtemos:

p(2) : 7(2)-5=9 verdadeiro (v )
Logox=2¢éraizdep(x) : 7x-5=09.
Ao substituirmos x = 3 obtemos: p(3) : 7(3)-5=9 falso (f)

Logo x = 3 ndo é raiz de p(x).
Definigdo 2.10 Conjunto verdade.

Chama-se conjunto verdade de uma fungéo proposicional p(x) no dominio D,
ao conjunto de todos os elementos em a e D tais que a proposi¢do p(a) seja
verdadeira. Denotamos o conjunto verdade para a proposi¢do p, como Vp.

Exemplo 2.59

Seja o conjunto de nimeros A={ 1, 2, 3, 4, 5 }ep(xX): x<4;entdo Vp
={1, 2, 3}

2.5 QUANTIFICADORES

Quando escrevemos X + 6 = 9, ndo podemos classificar tal enunciado aberto
como proposicdo verdadeira ( v ) ou falsa ( f ), ao menos que sejam atribuidos
valores a variavel x.

Uma situacdo bem diferente acontece quando afirmamos que:
“Para todo valor x, temos x+6 = 9".

Esta sentenca é uma proposicdo evidentemente falsa, porém tornou possivel
classifica-la como proposicéao falsa. Por outro lado se afirmamos:

“Existe um valor x, tal que x+6 = 9”.

neste caso a sentenga é verdadeira.

4 Sem animo; morto
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Seja p(x) uma funcdo proposicional definida num conjunto D, e Vp seu
conjunto verdade. Quando Vp = D, todos os elementos de D satisfazem a sentenca
aberta p(x), podemos afirmar:

a) Para todo elemento x de D, temos que p(x) é verdadeira.

b) Qualquer que seja o elemento x de D, temos que p(x) é verdadeira.

Um quantificador universal é uma proposic¢do da forma:

Para todo x, p(x), onde p(x) é uma funcgdo proposicional.

No simbolismo da l6gica matematica indica-se a palavra “para todo” com V
Exemplo 2.59

1. A proposi¢do: V n e N tal que p(n) : n +8 > 4 é verdadeira; observe que
Vp={123,,... }

2. A proposi¢do: Vv n e N tal que g(n) : n +10 < 14 é falsa; observe que Vq =
{ 1, 2,3, ,4 } endo cumpre para todo n € N. Somente existem alguns
valores de n € N.

Seja p(x) uma funcdo proposicional num conjunto D, e Vp seu conjunto
verdade. Quando Vp # D, alguns os elementos de D satisfazem a sentenca aberta
(p(x), podemos afirmar:

a) Existem elementos x de D, tais que p(x) é verdadeira.
b) Para algum elemento x de D, temos que p(x) é verdadeira.

Um quantificador existencial, ¢ uma expressdo da forma: Existe x tal que p(x),
onde p(x) é uma funcéo proposicional.

No simbolismo da Légica matematica indica-se a palavra “existe” com 3.

A funcéo proposicional que forma parte de uma quantificacdo recebe o nome
de, o quantificado e a frase que precede, o nome de quantificador.

Exemplo 2.60

1. A proposicdo: 3 n e Ntal que p(n) : n+8 >4 é falsa; observe que Vp =
{1,2,3,,... } =N" Isto é, satisfaz para todos os valores de N*

2. A proposicdo: I n e N tal que q(n) : n +10 < 14 é verdadeira; observe
que Vg = { 1, 2, 3 }, e cumpre o fato de existir elementos n € N. N&o
satisfaz para todos os valores de n e N.

Exemplo 2.61
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1 vV X; X2+ 2> 4xselé: Paratodo x, tem-se que x> + 2 > 4x
2 3 x; x2+2>4xselé: Existe xtal que x?+2>4x

3. V X; x<10 selé:Paratodo x,tem-seque x< 10

4 3 x; x=2selé: Existe x, talque x=2

Exemplo 2.62

Suponhamos temos nameros naturais: a, b, c, . . .

. 3 b e N /. a=b+h exprime a condi¢do acerca de a € N como um
ndmero par.
. vV a, 3 b /. a=b+ b ndo diz nada respeito de a € N. Esta

proposicao definitivamente é falsa.
Observagéo 2.4
. Observe que somente p(x) ndo é uma proposicdo; somente é uma funcdo
proposicional por conseguinte ndo tem valor de verdade.

e Quando escrevemos V p(x) ou 3 p(x) sdo proposicBes, portanto tem
valor verdade (v)

e Algumas vezes o dominio da variavel esta implicito, quando n&o for assim,
devemos indicar o dominio no mesmo quantificador.
Na lingua portuguesa se dizer:
“Pedro ama alguém”, com quantificadores posso escrever: 3 b /. p(x, b).

“Toda pessoa ama alguém”, com quantificadores posso escrever: V x, 3y
1. p(x,y)

As variaveis x, y, . . . denotam pessoas arbitrarias; a constante b denota o
individuo Pedro e a proposi¢do p(x, y) significa “x ama y”.

Exemplo 2.63
V x e N+; 1/x>0,sendo N* os niUmeros naturais positivos.

Se o dominio de x for implicito escreveriamos: vV x; 1/x>0

Os quantificadores podem escrever-se com fungdes proposicionais de mais de
uma variavel.

Exemplo 2.64
Quantificador Aqui diz:
1.V x, 3yl px vy Para todo x, existe y tal que p(x, y)
2.V x,Vy Il q(x, vy Para todo x, para todo y tal que q(x, YY)
3.3 a 3 b/ p b Existe a, e existe b tal que p(a, b)
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4.3 a Val r(a b) Existe a, para todo b tal que r(a, b)

Exemplo 2.65

Interpretar em palavras o seguinte argumento:

Ve>0,38>0 /. V xeD(f), x #a e a-§<x<a+d entdo L-¢ <
f(x) <L+ ¢.

Solugéo

Para todo ¢ >0, existe 6 > 0, tal que para todo x € D(f) sendo x #a, se a-
d<x<a+dentdo L- e<f(X)<L+ ¢.

Exemplo 2.65
Escrever com quantificadores o seguinte argumento:

Todo homem é mortal
Socrates € homem

Socrates é mortal

Solugéo
Consideremos as proposicdes: p(x) : x € homem, q(y) : y é mortal; e nossa
variavel a: Socrates. Logo temos o seguinte diagrama:
v x (p(x) = a(x))
p(a)

q(a)
2.5.1 Negacédo de quantificadores.
2.5.1 Negacédo de quantificadores.
A negacdo da proposicéo p : “Todo estudante se alimenta” € a proposicdo ~ p
: “4o ¢é verdade que todo estudante se alimenta”. Isto é ~ p : “Existe a0 menos um
estudante que néo se alimenta”, assim denotando com D a todos os estudantes e por
p(x) : x se alimenta. Entéo:

~(VxeD: px)) (3 xeD: ~ pkx))

¢é verdadeira.

Na negacgdo das proposicdes que contem quantificadores, sdo verdadeiras as
seguintes equivaléncia de Morgan.

A1 ~(V xeD /. p(xX)) @3 xeD [/l ~ pX))

A2 ~(3 xeD /. p(x)) (v xeD/. ~px))
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Exemplo 2.67
a) ~(V xeN/ x+1>10) &3 xeN /. x+1<10)

Em palavras: N&o é verdade que, para todo nimero natural x, temos que x +
1 > 10; isto é logicamente equivalente a: Existe pelo menos um nimero
natural x, tal que x + 1 < 10

b) ~3 xeR/ x2<0) &(V xeR /. x220)

Em palavras: Ndo ¢é verdade que exista um namero real x, tal que x? < 0; isto
é logicamente equivalente a: Para todo nimero real x, tem-se que x?> 0.

As demonstracdes deste tipo utilizam a equivaléncia légica:
~(V xeD/ pKx) (3 xeD [/l ~p)

isto é, para demonstrar que ndo é verdade que se cumpra p(x) para todo x € D, é
suficiente mostrar que existe pelo menos um x € N D tal que ndo se cumpra p(x).

Exemplo 2.68

Demonstrar que: “E falso que, para todo natural n, tenhamos n+1 = 5",

Demonstragao.
A demonstracgdo serd direta por contradigéo.
E suficiente achar um namero natural n tal que nfo cumpra n+1 = 5.
Por exemplo considerar n =6 € N; logo 6 + 1 =5 absurdo!
Portanto, é falso que, para todo natural n, tenhamos n+1 = 5.

Observagéo 2.5

Observe que o problema de determinar o valor de verdade de uma
quantificacdo, podem-se apresentar 0s seguintes casos:

1. Demonstrar que: V x /. p(x) é falsa, isto € [V x /. p(x)], é o caso do
Exemplo (2.62).

2. Demonstrar que: V x: /. p(x) & verdade. Neste caso a demonstracdo
deve compreender a verdade de p(x) para todos os valores do dominio de
X.

3. Demonstrar que: 3 x /. p(x) é verdade. Nesta caso, basta achar um
exemplo

4. Demonstrar que: 3 x /. p(x) é falsa, isto é ~[3 x/. p(x)]. Aqui temos
a mostrar que p(x) ndo se compre para nenhum elemento do dominio de x.

Exemplo 2.69
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Dado o dominio D = { 1, 2, 3 }, determine o valor verdade para 0s
seguintes enunciados:

1. V a 3 b /. a%+b?<12 2.3 a, 3 bV c [ af+h?<c2

Solugdo (1)

O enunciado é verdadeiro, observe que para todo ao € D tem-se existe b = 1,
de modo que ao® + 1% < 12,
Solucdo (2)

O enunciado é falso, observe que se ¢_0 = 1, entdo a?+b? < co® ndo tem
solugdo em D.
2.5.2 Ambiguidades

Existem casos em que dado uma proposi¢do, esta tenha uma interpretacdo
ambigua, cabendo primeiro a nos resolver as ambigliidades para logo passarmos a
resolver sua formalizag&o.

Observe o enunciado: “Todo motorista tem um santo padroeiro”

Podemos escrever na forma: vV x (p(xX) = 3 y q(y, X)) o também podemos
escrever naforma: 3 y, V. x (p(x) = q(y, xX)).

Estas duas formalizagbes sdo equivalentes. Note que o artigo indefinido “um”
¢ utilizado como significando o mesmo que “um qualquer”, isto é como se for um
quantificador universal.

Exemplo 2.70
No enunciado: “Os didmetros de uma circunferéncia cortam-se num ponto”.

Aqui estdo implicitos trés quantificadores; temos a entender este enunciado na
forma: “para toda circunferéncia existe um ponto no qual todos os didmetros se
cortam”.

Pequeno dicionério de heuristica
Problema de determinagdo: Tem como objetivo encontrar um certo objeto, a

incdgnita do problema.

Problema de determinacdo: Tem como objetivo mostrar conclusivamente
que certa afirmativa, claramente enunciada, é verdadeira, ou, entdo, que é falsa.

Raciocinio heuristico: é aquele que ndo se considera final e rigoroso, mais
apenas provisorio e plaussivel, e que tem por objetivo descobrir a solucdo do
problema que se apresenta.
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Exercicios 2-2

Seja A={1, 2, 3, 4 5 } determine o valor l6gico de cada uma das
seguintes fungdes proposicionais:

1. V aeA, |al=a 2. YaeA, a’=a
3. YVaeA, a+2>a 4, 3 aeA, |a|=a
5. JacA, a’=a 6. Jace A, a+2>a

Determine a negacdo das proposicdes do exercicio anterior.

Seja R o conjunto dos numeros reais, determine o valor ldgico da cada uma
das seguintes fungdes proposicionais:

1. V aeR, |al=a 2.V aeR, a’=a
3. VaeR, a+2>a 4. 3 aeR, |a|=a
5. 3aecR, a’=a 6. 3 aeR, a+2>a

Determine a negacgdo das proposicdes do exercicio anterior.

Sendo A={1, 2, 3, 4, 5 6, 7, 8, 9} determine um contra-exemplo
para cada uma das seguintes proposicoes:

1. Vae A, a+4<11 2.V a eA, aéprimo
3. VaeA, a?>1 4. 3 a €A, aépar
5. Ja e A, 12=1 6. 3 aeA, a|32

Expressar em palavras a seguinte simbologia:
3 x [. xt7=5

VX, 3yl X=y=9

Vv a, V b /. a*tb%*+c?=16

YV neN/ n+2>n

A w e

Escreva em simbolos, usando quantificadores:
1. Todo numero inteiro é par ou impar.

N

. Existem nimeros inteiros que sdo pares ou impares.

3. Todo numero inteiro elevado ao quadrado d& sempre um resultado néo
negativo.

Escreva a negacdo de cada uma das proposicdes:
1. Todo peruano é baixinho.

2. Existem gatos que ndo tém rabo.

3. Todos meus alunos séo inteligentes.

4. Todos os jornalistas sdo mentirosos.
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10.
11.

12.

13.

14.

15.

Analisar os seguintes enunciados, logo:

(a) Determine quais sdo proposicdes.

(b) Quais séo fungdes proposicionais.

(c) Determine o valor verdade das proposigoes.

1. x+5=9 2.V xeN /[ x+5=9
3.3 xeN /. x+2>x 4, V xeN /[ x+22=X
5. V. xe N /. x+2>X 6. xX+ty=>z

7. 3 xeN, V yeN/ xy=y
Negar as proposi¢0es do exercicio anterior.

Determine o valor de verdade para cada uma das seguintes proposigdes se X e
Z:

1. 3 x : x*=x 2.V X 1 X-7<X 3.3 x : x+t5=5
4. V X : X+8<X 5. V x 1 x2>x 6. V X : x+tl=x

Aplicando leis de Morgan para negacdo de quantificadores, determine
proposicdes equivalentes as seguintes:

1. ~(V x [. x+5=9) 2. ~(3 x . x-5>%)
3.3 x [. ~(X+5 #X) 4. vV x [. ~(x+10 <x)
5. V x [. x"2-2x-1=0 6. 3 x /. x-7=0

7. V x [. x+7>x+3 8. 31 x [. x<7

Se, a colecdo de nimeros 1, 2, 3,4 ,5 ¢é representada por D, demonstrar
mediante contra-exemplos a falsidade das seguintes proposi¢des:

1. VvxeD /. x+3<6 2. V xeD [. 2x=8
3. ~(3 xeD /. x2<20) 4, V xeD [. ~(x+10>x)

Se p(x) : 5x+1 > 10, e temos x=2y, obter uma funcdo proposicional p(y)
equivalente a p(x).

Determine premissas e a conclusdo para cada um dos seguintes argumentos:
1. a+c = b+cse esomentese,a = b.

2.Sea.c = b.c e c# 0,entdo a = b.

3. ab = 0 se,esomentese, a = 0 ou b =0.

4. a?=1D? se,esomentese, a = b oua = -b.
.a2+b?=0se,esomentese, a=0eb=0.

a>0 e b>0;a<bseesomente sea®<b?

.Sea?<b,entdo- Vb < a< b

5
6
7. ab<0 se,esomentese,(@a>0 eb<0)ou(a<0 eb=>0)
8
9. a2 > b,entdo a>+b ou a< -+b
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10.
11.
12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.
21.

22.
23.
24.
25.

a>0 e ax?+bx+c>0 V xeR se esomentese, b?<4ac.
Se b>0 e |a|=b,entdoa=boua=-b.
[x | < bse, e somente se, -b<x< bh.

Se o conjunto Ac R sendo A = ® e A limitado inferiormente, entdo o
conjunto A possui infimo.

Dados os numeros inteiros a e b, existe um divisor comum da forma d = ax
+ by para algum x, y € Z; e, todo divisor comum de a e b divide este d.

Se P(n) é uma proposicao enunciada em termos de n, paran € N tal que:
1° P(1) é verdadeiro
2° P(h) é verdadeiro para h > 1, implica.
P(h+1) é verdadeiro.
Entdo P(n) é verdadeiro ¥V n e N.

Para qualquer par de nimeros r, s € Q tem-se :

a) a"a®=a"s b) (@) =a" c) (ab) "=a".b"
a a' a'
d —)=— b =0 e) —=a""°
) (b) o ) e

Se 0 <a< 1, entdo : a* tende para + o quando x tende para - o, € a’x tende
para -co quando X tende para +oo.

Se T(cos t, sen t) é um ponto da circunferéncia unitéria, entdo temos a
relagdo fundamental: cos?t + sen’t = 1.

B(a, 8)={ xeR /. |x-a|<d}
A interseccdo de duas vizinhangas de a, é uma vizinhanga de a.

Para que x = a seja ponto de acumulagdo do conjunto A, é necessario e
suficiente que toda vizinhanca B(a, r) contenha infinitos pontos de A.

Todo conjunto finito de pontos, ndo tem pontos de acumulagéo.
Sejaxe R e x>0,sex<g paratodoe¢ >0, entdo x =0.
Quando x| <g Ve >0 = x=0.

Quando exista o limite de uma aplicacdo, este limite é Unico.

16. Simbolize, no nivel proposicional, os seguintes argumentos:

1. Se ndo existe ouro no Per(, ou os peritos estdo certos ou entdo o governo

mente. Existe ouro no Per( ou os peritos estdo errados. Portanto, o governo
ndo mente.

2. Os salarios aumentam somente se ha inflacdo. Se h4 inflacéo, entdo custo de

vida aumenta. Os saldrios ndo aumentam. Portanto, o custo de vida aumenta.

3. Se 2 é primo, é entdo 0 menor primo. Se 2 é 0 menor primo, estdo 1 ndo é

primo. O nimero 1 ndo é primo. Portanto 2 é primo.

17. Quais dos argumentos do exemplo anterior sdo verdadeiros e quais sdo falsos?
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18. Considerando a interpretacédo:

Dominio: Conjunto de nimeros naturais, p(x): x é par; q(x): x é primo, r(x): X
é¢ impar, s(x, y): y miltiplo de x, traduzir as seguintes proposicdes
determinando quais sdo verdadeiras e quais sdo falsas.

1.V x (s(2,x) = p(x));

2.3 x (p(xX) As(x, 3));

3.3 x (r(x) As(0, x));

4.V x (~p(xX) = ~s(2,x));

5.V x (px)=>Vy (s(x,y)=py);

6. v x (a) =3y (p(y) A s(x, y)));
7.7 x (rx) =Yy (qy) = ~s(x, )
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1.

Miscelanea 2-1

Determine a negacdo para cada um dos seguintes enunciados:
1. Vx [. x+7#5

2. 3 x, Vyl xzy=#9

3. 3 a, 3 b/ a*+tbh®+c*=16
4. 3 neN/. n+2<n

5. V x /. x<2entdo 6 <X
6. 3 X, VYy/l X£y<oy #X-3.

Dado o dominio I (nimeros irracionais), determine o valor verdade para o0s
seguintes enunciados:

1. ~(Vael, 3 bel [ a?+b?>>12).
2. ~(3 ael,3 bel Vcel la%+b?<c?).

Demonstre que, se p e p = g sdo proposi¢des verdadeiras, entdo q também é
proposicdo verdadeira. Sugestdo: Supor que q ndo seja verdadeira.

Simbolize, no nivel proposicional, os seguintes argumentos:

1. Karyn ou é boa aluna ou é boa violinista. Karyn é boa violinista. Portanto
Karyn ndo é boa aluna.

2. S6 pago aos credores se ganhar a supersena. Os credores ndo ficam satisfeitos
exceto se eu lhes pagar.

Portanto, ganho a supersena ou os credores ndo ficam satisfeitos.
Quais dos argumentos do exemplo anterior sdo verdadeiros e quais sdo falsos?
Determine premissas e conclusdo para cada um dos seguintes argumentos.
1. As diagonais de um paralelogramo dividem-se mutuamente ao meio.
2. Enunciar a reciproca do Exercicio anterior.

3. As diagonais de um losango cortam-se mutuamente ao meio e sob angulo
reto.

4. O segmento retilineo que une os pontos médios de dois lados quaisquer de
um tridngulo é paralelo ao terceiro lado e igual & metade de seu
comprimento.

5. O ponto médio da hipotenusa de um triangulo retangulo é eqlidistante dos
trés vértices.

. Os angulos opostos aos lados iguais de um triangulo is6sceles sdo iguais.
. Enunciar a reciproca do Exercicio anterior.
. Se as diagonais de um paralelogramo sdo iguais, a figura é um retangulo.

© O N O

. As medianas relativas aos lados iguais de um triangulo isdsceles sdo iguais.
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10,
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.
21.

Enunciar a reciproca do Exercicio anterior.

Os dois segmentos retilineos formados pela unido de um par de vértices
opostos de um paralelogramo aos pontos médios dos lados opostos sdo
iguais em comprimento e paralelos.

O segmento retilineo determinado pelos pontos médios dos lados nédo
paralelos de um trapézio é paralelo as bases e igual & semi-soma de seus
comprimentos.

O segmento retilineo que une os pontos médios das diagonais de um
trapézio é de comprimento igual & semi-diferenca dos comprimentos dos
lados paralelos.

A soma dos quadrados dos comprimentos dos lados de qualquer
paralelogramo é igual & soma dos quadrados dos cumprimentos de suas
diagonais.

Os segmentos retilineos que unem os pontos médios de lados opostos de
qualquer quadrilatero cortam-se mutuamente ao meio.

Os segmentos retilineos que unem os pontos médios dos lados sucessivos de
um retangulo formam um losango.

Os segmentos retilineos que unem os pontos médios dos lados sucessivos
de um losango formam um retangulo.

Os angulos das bases de um trapézio isésceles sdo iguais.

Os pontos médios de dois lados opostos de qualquer quadrilatero e os pontos
médios das diagonais sdo os vértices de um paralelogramo.

Enunciar a reciproca do Teorema de Pitagoras.

O segmento retilineo que une os pontos médios de dois lados opostos de
qualquer quadrilatero e o segmento retilineo que une os pontos médios das
diagonais do quadrilatero cortam-se mutuamente ao meio.

22.0 segmento retilineo que une os pontos médios dos lados ndo paralelos de

23.

24.
25.

um trapézio cortam ao meio cada uma de suas diagonais.

A soma dos quadrados das distancias de qualquer ponto do plano a dois
vértices opostos de qualquer retangulo é igual & soma dos quadrados de suas
distancias aos outros dois vértices.

Enunciar a reciproca do Exercicio anterior.

Sejam O, A, B e C os vértices sucessivos de um paralelogramo e sejam D e
E os pontos médios dos lados AO e BC, respectivamente. Entdo os
segmentos retilineos DB e OB trissectam a diagonal AC.
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Capitulo 111

CONJUNTOS

Georg Ferdinand Ludwig Philip Cantor nasceu na
cidade de St. Petersburgo o 03 de margo de 1845 e faleceu
' no hospital de doengas mentais de Halle em 1918. Passou a
maior parte de sua vida na Alemanha. Seus pais eram
cristdos de ascendéncia judia, e Georg logo se interessou
~| pelos conceitos de continuidade e infinito da Teologia
- medieval.

Estudou em  Zurich, Gottingen e  Berlim,
concentrando-se em Filosofia, Fisica e Matematica,
“ possuindo grande imaginacdo, em 1867 obteve o grau de
G. Cantor doutor em Berlim, com uma tese sobre Teoria dos Nimeros.

Muito atraido pela Andlise, sua preocupacgdo estava
voltada para a idéia do “infinito", que até 1872 foi muito discutida tanto em
Teologia como em Matematica, mas sem se chegar a uma conclusdo precisa.

Em 1874, Cantor publicou no Journal de Crelle o mais revolucionério artigo
que até mesmo seus editores hesitaram em aceitar. Havia reconhecido a propriedade
fundamental dos conjuntos infinitos e, ao contrdrio de Dedekind (1831-1916),
percebeu que nem todos eram iguais, passando a construir uma hierarquia destes
conjuntos conforme suas poténcias.

Mostrou que o conjunto dos quadrados perfeitos tem a mesma poténcia que o
dos inteiros positivos pois, podem ser postos em correspondéncia biunivoca; provou
que o conjunto de todas as fracBes é contdvel (enumerdvel) e que a poténcia ,do
conjunto dos pontos de um segmento de reta unitario é igual a poténcia do conjunto
dos pontos de um quadrado de lado unitario.

Alguns destes resultados eram tdo paradoxais que o prdprio Cantor, certa vez
escrevendo a Dedekind, disse: “Eu vejo isso, mas ndo acredito”, e pediu ao seu
amigo que verificasse a demonstracdo. Seus incriveis resultados levaram ao
estabelecimento da Teoria dos Conjuntos como uma disciplina matematica
completamente desenvolvida, de profundos efeitos no ensino.

Os mateméticos da época duvidavam da teoria da infinidade completa de
Cantor, mas este, juntando as provas, construiu toda uma aritmética transfinita.

Cantor passou a maior parte de sua carreira na Universidade de Halle, de
pouca importancia, nunca conseguindo realizar uma de suas grandes aspira¢des que
era a de ser professor na Universidade de Berlim, devido a perseguicdo de Kronecker
(1823-1891).

O reconhecimento de suas realizacBes mereceram a exclamacdo de Hilbert
(1862-1943):

“Ninguém nos expulsara do paraiso que Cantor criou para nos”.
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3.1 ESTUDO AXIOMATICO DA TEORIA DE CONJUNTOS

Uma definicdo matematica é uma convengdo que consiste usar um nome, ou
uma sentenca breve, para designar um objeto ou uma propriedade cuja descri¢do
normalmente exigiria o emprego de uma sentenga mais longa; os padrdes atuais séo:
de precisdo e objetividade.

Axioma é um principio basico que é assumido como regra de jogo no processo
de inferéncia logica, sem demonstracdo previa.

Na antiga Grécia é onde comego o uso de axiomas, enunciados ou afirmacgdes,
sempre condicionados pela sua aparéncia auto-evidente.

Exemplo 3.1
e  “Uma proposi¢do ndo pode ser verdadeira e falsa simultaneamente”.
. “O todo ¢ maior que qualquer de suas partes”.

A base da constru¢do de qualquer disciplina matematica é o método
axiomatico, isto é; o estabelecimento de um conjunto de regras de raciocinio, de
enunciados e axiomas (ou postulados) a partir dos quais, e por regras de inferéncia
do sistema derivam-se outros enunciados ou proposi¢des chamados teoremas.

Assim, em geral quando estudamos matemaética, freqlientemente encontramos
a seguinte terminologia: método axiomatico; teorema; coroléario; lema.

Método axiomdtico: Consiste em uma lista de conceitos primitivos,
enunciados, axiomas ou postulados de uma teoria matematica todas as
demais nogBes devem ser definidas e as afirmacdes seguintes devem ser
demonstradas.

Teoremas: Sao proposi¢des a serem demonstradas.
Corolarios: Sdo conseqliéncias imediatas dos teoremas.
Lema: E uma proposicdo auxiliar usada na demonstragio de um teorema.

Um axioma é pois, um principio que permite iniciar um processo ldgico de
dedugdo considerando-o como partida dos passos do raciocinio.

A colecdo inicial de sinais, defini¢cdes, enunciados, axiomas (ou postulados) e
regras de derivacdo®® desde tais axiomas ¢ o “sistema axiomatico” da disciplina que
se construa. Este grupo inicial de axiomas ou regras ndo pode ser qualquer dos
enunciados, toda vez que devem cumprir certos requisitos necessarios para o
desenvolvimento légico.

Com efeito, estas regras devem ter efeito indecidivel, consistente e nédo
contraditério, isto é, a partir de elas podem-se derivar qualquer enunciado da
disciplina para o qual serve como fundamento. Justifica-se:

15 Derivacédo no sentido de derivar: Desviar do seu curso; mudar a diregdo de; dirigir
para outro ponto.
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Indecidivel: Nenhum axioma do “sistema” pode ser obtido como um teorema
partindo dos outros axiomas.

Consistente internamente: Nao poderemos ter como teorema do “sistema”,
alguma contradicdo de um axioma.

N&o contraditorio: O afirmado por um axioma ndo contradiz o afirmado por
qualquer dos restantes axiomas do sistema

Assim, pode-se observar que o0s teoremas desenvolvem-se apoiados
fundamentalmente nos axiomas e definigdes.

Logo, no desenvolvimento de um “sistema axiomdatico” de uma teoria
matematica, tem-se:

1. Termos nao definidos.
2. Relagdes nédo definidas.

3. Axiomas que relacionam os termos ndo definidos e as rela¢Bes néo
definidas.

Termos nédo definidos, sdo principios ou regras que disciplinem sua utilizacéo
e estabelecam suas propriedades, estes principios sdo chamados axiomas ou
postulados e, sdo proposi¢des que ndo se demonstram; se aceitam.

Exemplo 3.2

No desenvolvimento axiomatico da geometria plana:
. “Pontos” e “retas” sdo termos nao definidos.

. “Ponto em uma reta” ou, o que ¢ equivalente “reta que contem um ponto” é
uma relacdo néo definida.

. Dois dos axiomas séo:
Axioma 1. Dois pontos distintos estdo sobre uma mesma reta.
Axioma 2. Duas retas distintas ndo podem ter mais de um ponto em comum.

Exemplo 3.3

No desenvolvimento axiomatico da teoria de conjuntos:
. “Elemento” e “conjunto” sdo termos nio definidos.
. “Pertinéncia de um elemento a um conjunto” ¢ uma relagdo ndo definida.
e Dois dos axiomas séo:
Axioma 1. Dois conjuntos A e B que tem 0s mesmos elementos, representam o
mesmo conjunto.

Axioma 2. Sejam p(x) uma proposi¢do para X, € A um conjunto entdo existe um
conjunto:

B={al. a €A, p(a éverdadeira }
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A teoria de conjuntos foi criada em uma situacdo semi-intuitiva, sua
formalizacdo como uma teoria axiomatica resultou extremamente dificil, nédo
obstante o simples e pouco problematica que aparentava a nogdo de conjunto. Seus
primeiros desenvolvimentos fizeram aparecer os famosos paradoxos: de Burali-Forte,
de Cantor, de Russell; as discussdes respeito do axioma de escolha e a hipotese do
continuo.

Em toda axiomatizacdo da teoria de conjuntos, é necessario pelo menos, um
axioma ou regra que permita discernir sob que condigbes varios conjuntos
representam o mesmo conjunto, isto é, algo que permita nos estender, fazer uma
extensdo, do conceito de conjunto. Também precisamos de outro axioma que nos
permita definir tipos de conjuntos; isto é, outro axioma que poderiamos chamar de
“axioma formador de conjuntos”

A primeira axiomatizacdo apareceu em 1908, com o0s sete axiomas de Zermelo
(1871 --1953).

Axioma de extensdo.
Axioma de especificagao.
Axioma do par ndo ordenado.

1

2

3

4.  Axioma das poténcias.
5 Axioma das unides.

6 Axioma de escolha.

7 Axioma de infinitude.

A existéncia de alguns conjuntos ndo ficava garantida com estes sete axiomas
proposto por Zermelo, isto acontecia quando apareceram conceitos de “relacdes
entre conjuntos”, devido a esta situacdo Fraenkel (1891--1965) em 1922 propus
adicionar um oitavo axioma:

8. Axioma de substituigéo.

Resultando conhecido como o “sistema axiomdtico” de Zermelo -- Fraenkel
(sistema Z--F).

Ainda assim com estes 8 axiomas o sistema era incompleto, pois isto acontecia
quando comparava-se conjuntos de infinitos elementos como mostra o seguinte
exemplo:

Exemplo 3.4 Paradoxo de Galileu.

Esse paradoxo afirma que ha tantos nimeros quadrados perfeitos quanto ha
ndmeros naturais e vice-versa. I1sso € mostrado com a correspondéncia:

Ao nimero 1 2 3 4 5 6

Corresponde 1 4 9 16 25 36
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No entanto, como é possivel que isso aconteca se nem todo numero é um
quadrado?

Este paradoxo é explicado pela observacdo de que o fendmeno descrito é uma
caracteristica que distingue os conjuntos infinitos. Um conjunto infinito €
simplesmente um conjunto que pode ser posto em correspondéncia um a um com um
subconjunto préprio dele mesmo.

Von Neumann (1903-1957) em 1925 apresentou um sistema axiomatico que
representava um avango sobre o sistema Z--F, pois admitia as classes universais (de
todos os conjuntos: os ordinais, os cardinais, etc), no estudados no sistema Z--F.

O conceito primario utilizado por Von Neumann foi o de “aplica¢do” (funcdo)
e ndo o de conjunto ou classe. A ““traducdo" do sistema formulado por Von Neumann
de modo que o conceito primario seja o de classe e elemento de classe, e ndo o de
““aplicacdo", deve-se a Bernays (1898-1977).

Os trabalhos de Bernays deram o rigor a axiomatizagdo da teoria de conjuntos,
gracas as contribuicdes de Godel (1906-1978) e de Quine (1908-2000).

A intencdo destas notas é estudar o sistema axioméatico N-B-G-Q (Neumann-
Bernays-Godel- Quine). Expondo um sistema de 10 axiomas, estudando propriedades
das classes e conjuntos que evidenciem a necessidade de formula-os.

9. Axioma de regularidade.
10. Axioma do conjunto vazio.

3.1.1 Conceitos primitivos.

Conceitos primitivos, sdo agdes “in natura” que permitem formular uma idéia
por meio de palavras e/ou caracterizacdo. As seguintes no¢des sdo admitidas como
conceitos primitivos, e portanto ndo serdo definidas.

e  Classe,

e  Elemento de uma classe.
e Arelagdo de pertinéncia.
. A relacdo de igualdade.

Chamaremos “conjunto” as classes que sdo elementos de outras classes, e
chamaremos “classes ultimas” (conjunto universal) as classes que ndo sdo elementos
de outras classes.

Os conjuntos em geral sdo representados por letras mailsculas do alfabeto:

A, B, C, D, E, ...;eseuselementos pelas letras mindsculas: a, b, c, d, e,
Simbolos
° Variaveis: a, b, c,... , sdo letras minasculas de nosso alfabeto.
. Relagfes binarias: = " ...éiguala..."; e 7 ...éelementode..
"ou'...pertencea...", < " ...estacontidoa..."ou " ...é
iguala..."

16 Classe no sentido de agrupamento de objetos que tém uma ou mais caracteristicas em comum
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13

. Conectivos: ~ “negacdo”; A “e”; v “ou”; = “se...entdo,..” ou
‘. ..se e somente se, ...

.

, , implica que, ..., <&

3

2

e  Quantificadores: V “paratodo...*“; 3 “existe ao menosum...” ou
“para algum .. “; 3! “existe um unico ..

3 ”

. Descritores: ! “o...tal que...

Para indicar que um elemento a faz parte de um conjunto A, usaremos a
notacdo a € A e dizemos “a é um elemento do conjunto A” ou “a pertence a A”. Se
“a ndo é elemento do conjunto A”, denotamos a ¢ A. Observe quea € Aea ¢ A
sdo proposigdes reciprocas.

Se dois simbolos a e b representam o mesmo elemento, escreveremos a = b
e dizemos “a € igual a b”. A negacdo da igualdade a = b denotamos a = b e
dizemos que “a é diferente de b”; isto é, os simbolos a e b ndo representam o
mesmo elemento.

Denotamos a classe de um objeto x por C(x); logo dizer que y e C(x),
significa que y tem todas as caracteristicas comuns com x.

Admitiremos que a relacdo de igualdade entre elementos, é de equivaléncia
isto é; satisfaz as propriedades: reflexiva, simétrica e transitiva. Logo quaisquer que
sejam os simbolos a, b e c, temos:

e a=a ... (reflexiva)
e a=bh,entdob=a ... (simétrica)
. a=b e b=centdioa=c ... (transitiva)

Equivaléncias ( =).

S&o equivalentes as seguintes expressdes de negagao:
e a=%b = ~(a=h)
. agb = ~(aebh)

Variaveis dependentes e variaveis independentes.

Em uma sentenca matematica, as variaveis que seguem a os quantificadores e
ao descritor sdo as chamadas “varidveis dependentes”, ¢ as outras variaveis sdo

s

chamadas “variaveis independentes”.
Formulas.

Uma formula p(x) é geralmente uma proposicdo composta que depende da
varidvel x. Aqui x é a varidvel independente.

O conceito de “conjunto” é fundamental em todos os ramos da matematica,
nosso estudo axiomatico sera sob um ponto de vista intuitivo.

Tem-se que um conjunto é uma classe, bem definido de elementos, sendo que
este podem ser nimeros, pessoas, rios, etc.

Exemplo 3.5
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Os numeros 1, 2, 3, 8, 10.

A solucio da equagdo x?+6x-5=0

As vogais do alfabeto Portugués.

As pessoas que habitam Pato Branco.
Estudantes Pedro, Maria e Fredy.

Os rios de Pato Branco.

Os numeros 3, 6, 9, 12, 15.
Alunos de Calculo I.

o N o o B~ W N

Note que os conjuntos (1), (3), (5), (7) estdo bem definidos, entanto os
conjuntos (2), (4), (6), (8) estdo definidos enunciando caracteristicas do seus
elementos.

Da mesma maneira, a idéia de “elemento” corresponde & de membro,
componente, etc.

O conceito conjunto, esta regido pelas seguintes regras:

1. Um conjunto estd bem definido se possui um critério que permita afirmar
se um objeto pertence ou ndo ao conjunto.

2. Nenhum objeto poderd ser, ao mesmo tempo, conjunto e elemento de se
mesmo; isto é ndo deve dar-se o casoa < a.
Exemplo 3.6

O conjunto dos alunos mais elegantes do Curso de Agronomia da UTFPR, ndo
€ um conjunto no sentido matematico; “ser mais elegante” ndo constitui um critério
que permite afirmar se uma determinada pessoa é ou ndo elemento do conjunto, a
escolha estara sempre sujeita aos gostos e preferéncias.

Exemplo 3.7

O conjunto de todos os conjuntos ndo esta bem definido em nossa teoria. Se
supormos que ele exista, seria um elemento de se mesmo e assim estaria
transgredindo a segunda regra.

Observagéo 3.1

Um simbolo pode estar representando um elemento determinado (especifico)
ou um elemento qualquer (genérico) de um conjunto. A diferenca entre um e outro
podera obter-se do mesmo texto.

Assim, por exemplo, se A representa o conjunto das vogais, a expressdo:
“Seja a um elemento do conjunto A”

ndo esta afirmando que a letra a seja uma vogal, somente o simbolo a esta
representando no enunciado a qualquer das vogais; neste caso a é um elemento
genérico (chama-se tambhém variavel) do conjunto.
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Por outro lado, a expressdo a e A d& a entender que o simbolo a esta
representando um elemento especifico do conjunto A, em particular a letra a.

Observagéo 3.2

Podemos escrever os elementos de um conjunto de duas maneiras:

a) Por extensdo: quando escrevemos cada um de seus elementos separados
por virgulas e colocando-os entre chaves; assim, se A é o conjunto de
nimeros naturais pares compreendidos entre 2 e 10, temos: A= { 4, 6, 8}.
Esta escrita também é chamada de forma tabular ou enumeracéo.

b) Por compreensdo: quando escrevemos as propriedades que devem ter
todos seus elementos, colocando-os entre chaves ; assim se B é o conjunto
de nUimeros naturais pares. Escrevemos B = { x e N /. X é par}. Esta
escrita também é chamada de forma construtiva ou caracterizagao.

O simbolo / .se Ié tais que. Outro modo de representar conjuntos é com letras
maidsculas e sub-indice, A1, Az, ..., Ansendon e N..
Exemplo 3.8

Os conjuntos do Ejemplo (3.5), podemos denotar como segue:
Ai={1, 2 3, 8 10}.
Az={x/  x*+6x-5=0}
Az ={x/. xévogal do alfabeto Portugués }.
As={x/. xpessoa que habita Pato Branco }.
As = { Estudantes Pedro, Maria e Fredy }.
As={x/. xériode Pato Branco }.
A7={3, 6, 9, 12, 15}.
As = { Alunos de Calculo 1 }.

o N o o B~ W N

Conjuntos numéricos.

No que segue indicaremos a notacdo a utilizar para a designacdo de alguns
conjuntos numéricos.

N={0, 1, 2,3,4,5,..., n} ... naturais.

Z={-o... ,-3, -2, -1,0, 1, 2, 3, 4, ... +o} ...inteiros.

Q:{%/. a, b ez b=zx0} ... racionais.
3 5 11

={-0 ...,-2, ...-—, ... ,-1,0,1 =, 3 =,... +o

Q=4 2 2 4 ¥

Iz{i\/E, +qx, +e, +37, \/g} ... irracionais.

O conjunto de nimeros reais denotamos R, é aquele que tem como elementos
todos os nimeros racionais Q assim como todos os numeros irracionais |.
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C={athi; abeR ondei= ﬂ} ... complexos
C = { 1+2i, 3+2i, 5-4i, -1-i, i, 2, 8i, 7, ... } ... complexos

Observacéo 3.3

E importante mencionar que o ndmero zero é considerado ndmero natural,
segundo as circunstancias ou o tema em estudo a ser tratado.
3.1.2 Axioma de extenséo.

A idéia de igualdade de dois conjuntos traduz a idéia intuitiva que um
conjunto é completamente determinado pelos seus elementos.

O seguinte axioma estabelece uma simples condicdo para que duas classes
sejam a mesma classe

Axioma 3.1 De Extensdo ( 1°. axioma de Zermelo).

Dois conjuntos A, B, que tém os mesmos elementos, representam o mesmo
conjunto.

Em notagdo simbodlica:
vV A B, (Val. aeA & aeB)= A=B

Este axioma assegura que o simbolo l6gico = para a igualdade de objetos desta
teoria coincide com a intuicdo de que dois conjuntos sdo iguais se eles tem os
mesmos elementos.

Isto é, todo elemento do conjunto A pertence ao conjunto B, e todo elemento
de B pertence ao conjunto A. Denotamos a igualdade entre os conjuntos A e B
como A= B.

Exemplo 3.9
Temos a seguinte igualdade entre conjuntos:

a) SejamA={1 3,5 7 }eB={7 5,3 1 } entdo A=B, istoé {1,
3,5 7 }={75 31 }

b) SejamM={2, 4, 2,6 } e N={4, 2, 2, 6 } entdoM=N,istoé{
2, 4,6 }={4,2, 6 }

c) E={xeR /. x%3x+2=0 }, F= {2,1},e G={1, 2,2,1 }. Aqui
resultaE =F=G
Ejemplo 3.10
e Seja A o conjunto de numeros naturais que sdo mdaltiplos de 10 e B o
conjunto de nimeros naturais que terminam em zero. Logo A = B.

e Seja B o conjunto de todos os numeros reais que ndo sdo racionais nem
irracionais e M o conjunto de todos os nimeros que ndo sdo complexos.
Aqui B = M.

. Seja L o conjunto de todas as retas do plano que passam por um ponto 8. S
o plano que contém L e B;logo S =L.
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3.1.3 Axioma de especificacédo.
Este axioma garante que, para cada proposicdo p(x) existe a0 menos uma
classe formada por todos 0s conjuntos que satisfazem esta propriedade p(x).
Axioma 3.2 De especificacdo (2°. axioma de Zermelo)
Para todo conjunto A e toda proposicdo p(x), corresponde um conjunto B
cujos elementos séo exatamente os elementos de A para os quais p(x) é verdadeira.
Em simbolos podemos escrever:

VA IB /. B={ x/ xeAapX) } aqui B depende também de} p(x)

Este axioma expressa que se p(x) é uma proposi¢do na linguagem da teoria de
conjuntos sendo a varidvel x livre e A um conjunto, entéo a classe (cole¢do) { x /. x
e A A p(x) } é um conjunto. Este axioma obriga que os conjuntos estejam formados
por elementos de conjuntos j& constituidos.

Mostra-se a seguir, que existe exatamente um Unico conjunto que satisfaz o
Axioma (3.2).
Propriedade 3.1

O conjunto B do Axioma (3.2) é Unico.
Demonstracéo.
Isto é, temos a mostrar que:

3 B /. B={x/ xeA aAp(x)}aqui B depende também de p(x)

Com efeito, suponhamos que exista outro conjunto C com a mesma
propriedade, isto é, suponha que:

3C /. C={x/ xeA A p(x)}aquiC depende também de p(x)
Pelo Axioma (3.2) sabe-se que:
3B /. B={x/ xeAap(x)} aqui B depende também de p(x)
Aplicando o Axioma (3.1) segue que:

3 B,C /. {x/] xeAarpx)}

Como B e C dependem da mesma proposicdo p(x), tem-se que A = B.
Portanto, A = B.

3.1.4 Definicdes de classes.

Lembre que quando falamos de classe, seus elementos podem ser conjuntos ou
elementos de um determinado conjunto.

Assim, para cada férmula p(x) onde o conjunto A depende da proposicdo p(x),
existe somente um tipo de conjuntos que verificam p(x). Esta classe podemos
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representar por: C(x) = { x /. p(x) }; a classe dos elementos x tais que verificam a
propriedade p(x).

E, a podemos definir por:
{x /. pxX)}=3! A/ VX, (X €A < CKX ApkX)

O fato de que para cada férmula p(x) exista uma Unica classe que a verifica,

permite definir classes mediante fdrmulas. Mostremos uma lista das principais:
1. Aclasse unitaria: { a }={a/. a=b v ~C(b) }

A classe vazia: ® ={x/. x #x}
A classe universal: U={x/. x=x}
Ainclusdo declasses: A cB < V X, /. X e A < x e€B)
A classe unido de classes: AuUB ={x/. p(X)= x e Avx eB}
A classe intersecdo de classes: AnB ={x/. p(X)=x eAAXx €B}
A classe diferenca de classes: A-B={x /. x e A A xgB}
A classe par ordenado: {a,b}={a} u{b}

A classe da unido generalizada: NA; ={ x/. 3i €J Ax € Ai}

iel

© 00 N o o B~ W DN

10. A classe da intersecdo generalizada: UA, ={ x/. Viel = x € Ai}
iel

De estas e outras definicdes obtém-se diversos resultados que determinam
toda a Teoria de Conjuntos. Estudemos alguns resultados imediatos da definicdo de
conjunto finito, infinito, vazio, universal, poténcia. Assim como unido, intersecéo e
inclusdo de classes.

3.1.5 Conjunto Infinito.
Pelo nimero de elementos de um conjunto, podemos classificar em:

. Conjuntos infinitos: Intuitivamente, quando no processo da contagem do
numero de seus elementos, este processo nunca termina.

e Conjuntos finitos: Quando no processo da contagem do ndmero de
elementos, este processo termina. Logo, um conjunto é finito se consta de
n elementos; sendo n um nudmero natural fixo. Assim, dizemos que um
conjunto é finito se ndo for conjunto infinito.

Exemplo 3.11

S&o exemplos de conjuntos infinitos:
e A, oconjunto de nUmeros naturais maiores que 7.
. B, o conjunto de nimeros reais maiores que 7, € menores que 7,0001.
e  C, 0 conjunto de pontos de uma reta.

. L, o conjunto de todas as retas do plano que pasma por um ponto .

Exemplo 3.12
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Sédo exemplos de conjuntos finitos:
e  Seja A o conjunto dos dias da semana.
. Seja B o conjunto dos vértices de um poligono regular  de n lados.

e Seja L oconjunto de retas que passam por dois pontos fixos num plano.
Exemplo 3.13

a) Séo conjuntos infinitos:
e As={xeR /[ xépar}
. As = { As estrelas do Universo. }
e As={xeN/ xéimpar. }
b) S&o conjuntos finitos:

A1 = {O conjunto de dias do més. }

A2 = {Os alunos de Matematica da UFT-Araguaina}

B, o conjunto de niUmeros naturais maiores que 7, e menores que 7,0001.
Az = {Os rios da Terra. }
e As= {a}chamado conjunto unitario (classe unitaria)

3.1.6 Classe: Vazia. Universal

3.1.6.1 A Classe vazia.

O Axioma de especificac@o permite definir a classe vazia ® ={x/. x #x},
que também pode ser denotada por { }.

Esta classe ndo possui nenhum elemento; em conseqiiéncia & proposi¢cdo: a e
@ sempre é falsa.

Exemplo 3.14

a) A classe das pessoas vivas com mais de 300 anos.
b) A={ xeR/ x*+4=01}
c) O conjunto de nimeros impares compreendidos entre 2 e 2,5.

3.1.6.2 A Classe universal.

Na teoria de conjuntos, todos as classes que se consideram serdo
provavelmente subclasses de uma determinada classe; esta Ultima classe é chamada
de classe universal e denotamos por U. Pelo Axioma de especificacdo a classe
universal é: U ={x/. x=x}

Exemplo 3.15
a) AclasseU={ x /. X é um nimero }.
b) A geometria plana é a classe universal de todos os pontos do plano.
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3.1.7 Axioma do par ndo ordenado.
Verificam-se as seguintes propriedades para pares ndo ordenados:

Propriedade 3.2

i) V ab; (C@ = aef{ab}

ii) V ab; (Ch)a Cc) =V ae{b,c}t=a=bva=c)
iii) v a; ({aa}={a})

iv) v ab; ({ab}={b,a})

A demonstracgdo desta propriedade é exercicio para o leitor.

E imediato que se ao menos um dos elementos do par é uma classe Gltima,
(classe universal) entdo o par também o é, pela parte (ii) da Propriedade (3.2); isto é:
{b}=U={ab}={a} vu=uU.

O problema se apresenta quando os dois elementos do par sdo conjuntos.

Seré que o conjunto também é um par?

Para dar resposta a esta questdo precisamos do axioma do par ndo ordenado:
“O par formado por dois conjuntos também é um conjunto”.
Axioma 3.3 Do par ndo ordenado (3° axioma de Zermelo).

Para todo par de elementos a, b, tem-se que a classe C(a) e, a classe C(b)
determinam a classe C{ a, b }.

Istoé: V a,b; (C@@)AC(b)=C{ab}).

Conseqliéncia imediata deste axioma, é o carater de conjunto para a classe
unitéria.
Propriedade 3.3

A classe unitéria { a } é o conjunto C{a}.
Demonstragao.

Com efeito, pela Propriedade (3.2) para todo a, tem-se que {a} = {a a},
entdo C{ a, a } implica C{a}.

Observagéo 3.4
. Um conjunto ndo muda se reordenarmos seus elementos.
. Um conjunto ndo muda se repetimos seus elementos.

e Logo A = B se, e somente se, as proposi¢cdes a € A e a € B sdo
equivalentes.

Estes enunciados mostram que um conjunto fica determinado pelos seus
elementos, e a0 mesmo tempo nos ddo uma regra sobre o uso do simbolo pertence
(). E evidente que a relagdo de igualdade entre conjuntos é reflexiva, simétrica e
transitiva.
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3.1.8 Inclusédo de conjuntos.
Observagéo 3.5

E importante diferenciar entre um objeto a qualquer e o conjunto que possui o
objeto a como seu Unico elemento; isto é: entre a e { a }. Pela definicdo de conjunto,
cumpre-seque:a e{a}eb e{a}le a=h.

Definicdo 3.1 Subconjunto.

Sejam A e B dois conjuntos tais que todo elemento de A também é elemento
de B; logo dizemos que A é subconjunto de B e denotamos A < B.

Quando todos os elementos de A também sejam todos os elementos de B, tem-
seainclusdo de classes: A cB <V x; (X € A &Xx eB).

Para o caso do conjunto B ter além dos elementos de A outros elementos, tem-
se ainclusdo de classes: AcB <V x; (X e A= Xx €B).

Se um conjunto A é subconjunto de B, também dizemos que A é uma parte de
B, ou que B contém A. Se A < B podemos escrever B < A (o conjunto B contém o
conjunto A); o simbolo < é denominado simbolo de incluséo.

Exemplo 3.16
a) OconjuntoC={1, 3, 5 }ésubconjunto do conjuntoD={1, 3, 5,
7,9 }

b) SejamM={ xe N/ xépar}eN={aeN /. aémiltiplode10}.
Logo N é subconjunto de M

c) Da Definigdo (3.1) podemos afirmar que qualquer que seja o conjunto A
cumpre-se: ® < AeA cCA

Definicdo 3.2 Subconjunto préprio.

Se A < B, e o conjunto A é diferente do conjunto B, dizemos que A é
“subconjunto préprio de B”, ou que A é uma parte prépria de B, ou ainda, A esta
contido propriamente em B e denotamos A < B ou A c B.

#

Logo o conjunto A é uma parte prépria de B se, e somente se, todo elemento
de A é um elemento de B e existe pelo menos um elemento de B que ndo pertence ao
conjunto A.

Dizemos que dois conjuntos A e B sdo iguais e escrevemos A = B se, e
somentese, A cB e B cA.
Propriedade 3.4

Observe que a relacdo de incluséo é reflexiva e transitiva, isto é, se A, B e C
sdo conjuntos, tem-se:

a) AcCA ... reflexiva.
b) A cBeBcC,entdioA cC ... transitiva
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Demonstragdo a)

A mostrarquese xe A = X €A.

1. Seja xeA ... hipotese auxiliar
2. xeAe xeAentdo xe A ...tautologiapAap =p
3. xeA = xeA .(1-2)

4. A cCcA ... def. de incluséo.

Portanto, A c A
Demonstragao b)

1. A cB ... hipotese.

2. SejaxeA ... hipotese auxiliar.

3. xeA = xeB ...(2), def. <

4., BcC ... hipotese.

5. xeB = xeC .. .(3) def. <

6. xeA = xeC .. .(3), (5), tautologia (silog. hipot.)
7 A cC ...def.de c

Portanto, A < C

A negacdo de A < B denotamos A < B isto quer dizer que o conjunto A ndo

esta contido no conjunto B; ou que existe um elemento a e A tal que a ¢ B.

Quando dizemos que A < B e B < A estamos indicando que A é parte
prépria de B. ’

Se 0 conjunto A é parte prépria do conjunto B denotamos A c B
Exemplo 3.17

Seja Z o conjunto de todos os inteiros, e Q o conjunto de todos 0s nimeros
racionais; entdo temos que Z ¢ Qe Z = Q, lembrar que cada elemento do conjunto
de todos 0s numeros racionais podemos escrever na forma a/b onde a e b sdo
nimeros inteiros com b = 0; em particular quando b = 1 temos que a € Z, assim Z é
uma parte propria de Q.

Definicdo 3.3 Conjuntos comparaveis.
Dois conjuntos A e B sdo comparaveis, se: A < B ouB c A.
Definigdo 3.4 Conjuntos ndo comparaveis.

Diz-se que dois conjuntos A e B sdo ndo comparaveis,se A c B eB c A.

# *

Logo, se dois conjuntos sdo comparaveis, entdo A < B ouB c A.
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Exemplo 3.18
a) SejamA={m, n} e B={m, n, p}. Logo A écomparavel com B, pois
Ac B

b) Sejam M= {m,

n ={m, n, p} Logo M é ndo comparavel
com N, poisM < N

Propriedade 3.5

Suponha A = ® e B = ®, mostre que se A e B ndo tem elementos em
comum, entdo A e B sdo ndo comparaveis.

Isto é, dados os conjuntos A e B, se A cB e B c Aentdo A e Bsdo
ndo comparaveis. ' ’
Demonstragao.

Sendo A #® eB = ® , entdo existem elementosa € A e b  B. Como
A e B ndo tem elementos em comum, entdoa ¢ B e b ¢ A.

Portanto A < B e B < A, isto é A e B sdo ndo comparaveis.

3.1.9 Axioma das poténcias.

Ocorre algumas vezes que os elementos de um conjunto estdo determinados
por outros conjuntos; por exemplo o conjunto de todos os subconjuntos de um
conjunto A. Neste caso diz-se que temos uma familia de conjuntos ou classe de
conjuntos. Em tais casos para evitar confusdo se indicam estes conjuntos com as
letras inglesas A, B, etc.

Exemplo 3.19

a) O-conjunto {{2,3%}, {2}, {3,4}}¢éuma familia de conjuntos

b) O conjunto { {a, b}, a, {b,c} ¢ } ndo é uma familia de conjuntos,
alguns elementos sdo conjuntos, e outros néo.

3.1.10 Conjunto: Poténcia. Disjunto.

3.1.10.1 Conjunto poténcia.

A familia de todos os subconjuntos de um determinado conjunto dado A, é
chamado de conjunto poténcia de A} e, é denotado por P(A) ou 24,

Define-se a classe das partes de um conjunto A, ou classe poténcia de um
conjunto A como o conjunto P(A) que satisfaz:

PA)={ X /. X cA}
Axioma 3.4 Das poténcias ( 4°. axioma de Zermelo).

Para cada conjunto existe uma colecdo de conjuntos os quais contém entre
seus elementos todos os subconjuntos do dado conjunto.
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Isto é, para cada conjunto A, a classe C(A) estd contida na classe C(P(A)).
Onde C(x) indica todos os elementos que pertencem, a uma mesma classe x.

Se um conjunto A tiver n elementos, entdo o nimero de elementos do conjunto
P(A) tem 2" elementos.

Exemplo 3.20

a) SejaA={5 4} entdo P(A)={{a}, {b}, {a, b} @ }

b) SejaB={a, b, c } entdo P(B) ={ {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b,
c}, Bo}

Exemplo 3.21

e SejaA={ D} entdo A é um conjunto unitario; P(A) = { ®, A } ou P(A)
={o . {o}}
e SejaB={ 0, { 0 }}, entdo temos que P(B) ={ @, {0}, {{0}}, B }

Observacéo 3.6

Para o Exemplo (3.21) temos:
a) @ e A sdoelementos de P(A) e ndo sdo subconjuntos de P(A).
b) Logo ® €P(A)eA eP(A)endo® cP(A)eA cP(A)
c) 0 eBe0gP(B).

Propriedade 3.6

Suponhamos A e B dois conjuntos: A < B se, e somente se, P(A) < P(B).

Demonstragéo
1. Suponhamosque A cB ... hipotese.
2. SejaX e P(A) ... hipotese auxiliar.
3 X é subconjunto de A ... def. de P(A)
4, X cB ... (1), def. de <
5 X e P(B) ... def. de P(B)
6. P(A) c P(B) - (2)-(5)
Inversamente (< ).
Suponhamos que P(A) < P(B) ... hipotese.
Em particular, A € P(A) ... def. de P(A)
A € P(B) ... (7), def. de <
Logo, A B ... def. de P(B)

Portanto, de (6) e (10) temos que A < B se, e somente se, P(A) < P(B)

3.1.10.2 Conjuntos disjuntos.
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Se dois conjuntos, por exemplo, A e B, ndo tem elementos em comum,
dizemos que os conjuntos sdo disjuntos.

Exemplo 3.22-

Os conjuntos A={5,4}e B ={3, 2}, sdo conjuntos disjuntos.
Os conjuntos N ={a, b,c } e M ={c, m}, estes conjuntos ndo sdo disjuntos.

3.1.11 Diagramas: De Venn-Euler. Linear.

De modo simples e ilustra-se as
relagdes entre conjuntos mediante o0s :
chamados “diagramas de Venn-Euler” = A
ou simplesmente “diagramas de Venn”,
que representam um conjunto em uma B
regido plana, limitada geralmente por
circulos, quadrados, retangulos,
losangos.

Figura 3.1:
Exemplo 3.23

Suponha A < B, entdo cada um dos diagramas da Figura (3.1) ilustra esses
conjuntos.

D
c

Figura 3.2: Figura 3.3:

Exemplo 3.24

Se os conjuntos C e D sdo ndo comparaveis, podemos
representa-los mediante os seguintes diagramas das Figuras A
(3.2) e (3.3).

Outro modo de representar as relagBes entre conjuntos
é a utilizacdo de diagramas lineares. Se A < B, escreve-se R

entdo B acima de A e assinalamos estes dois conjuntos

mediante uma linha reta, como mostra a Figura (3.4). )
Figura 3.4:

Exemplo 3.25

a) Sejam A={a}, B={b}eC={a, b} Determine seu diagrama linear.

b) SejfamM={ 1}, N={1,2}%} P={1,2,3}eQ={1,2,4} Determine seu
diagrama linear.
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Solugéo

O diagrama do exemplo (a) mostra-se na
Figura (3.5); e, o diagrama do exemplo (b) P Q
mostra-se na Figura (3.6)

/N

Figura 3.5

M

Figura 3.6

3.1.12 Complemento de um conjunto.
Seja A subconjunto de um conjunto universal U.

Definicdo 3.5 Complemento de um conjunto.

O subconjunto A' de U, formado por todos os elementos a tais que a ¢ A; isto
A = {a U/ a ¢ A }, é denominado conjunto complemento de A com
respeito a U ou complementar de A em U.

O conjunto A' tambhém é denotado por CyA.
Exemplo 3.26

Seja A o conjunto de todos os nimeros naturais pares, logo o complemento de
A édadopor:CuA = { a e N /. a é impar}. Note que estamos considerando
U=N.

Exemplo 3.27

Considerando o conjunto U = R, temosque CuQ = { aeR /. a¢ Q} } =
I; logo o complementar do conjunto dos nimeros racionais em R é o conjunto de
ndmeros irracionais.

Exemplo 3.28
Esquematizar o principio l6gico da propriedade: Se A < B, tem-se que CuB <
CuA.
Solugéo
Sejam p: XxeA
q: xeB
Logo, ~p: X g A, istoé ~p:xeCyA
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~qQ: X ¢ Bistoé ~q: X € CuB

Logo, o esquema ldgicode A cB = CuB cCuA é (p =q)=>(~q =
~ p), como podemos verificar representa um principio légico (tautologia)

Propriedade 3.7
Sejam A e B dos subconjuntos de um conjunto U, entéo:
1°. Se A < B, tem-se que CyB < CuA.
2°. Cu[CuA] = A.

Demonstragéo. 1°.
Demonstragdo por contradicéo.

1. Sejaa € CuB ... hipotese auxiliar.

2. a¢Be aeU ... def. de conjunto complementar
3. agAe acel ... dahipbtese A < B.

4. a e CuA ... def. de conjunto complementar
5, a eCB = a eCuA o (D-4)

Portanto, CuB < CuA.
Demonstragao. 2°.
E suficiente mostrar que Cu[CuA] c A e A < Cu[CuAl.

Seja a um elemento quaisquer do conjunto U, e suponhamos que a €
Cu[CuA], entdo a ¢ CuA e a € U, como o conjunto CyA é o complementar de A,
entdo a € A; logo da definicdo de inclusdo Cu[Cua] < A.

Por outro lado, seja x um elemento quaisquer do conjunto A, entdo x ¢ CuA e
x e U; como CyA é subconjunto de U, da definicdo de conjunto complementar segue
que x € Cu[CuAle x e U; portanto A < Cu[CuAl.

136



Exercicios 3-1
Quais dos seguintes conjuntos sdo bem determinados? Justifique sua resposta.
{x {x}} 2.{x, {x,y}, A}
X={a, b, x} 4. {{1}, {o }}

Os alunos mais inteligentes do 1”0 ano.

1
3
5
6. O conjunto A cujos elementos sdo: a, {a},, {b} e B
7. O conjunto de todos os alunos da UFT.

8. O conjunto de todos 0s nimeros naturais menores que zero.
9

O conjunto de alunos altos da Licenciatura em Matematica em Pato
Branco.

10. O conjunto das ruas limpas de Pato Branco.
11. O conjunto de nimeros naturais compreendidos entre a e u.
Escrever em notacdo de conjunto o seguinte:

1. A é superconjunto de B 2. x éelemento de A

3. M ndo é subconjunto de P 4. ando pertence a A.

5. O conjunto poténcia de B 6. A classe vazia.

7. A pertence a P(A) 8. M esta incluido em N.

9. A constituido pelos nimeros 5, 8, 15, 13.

10. B tem como elementos os nGmeros naturais menores que 9.

11. C formado pelos nimeros naturais multiplos de 7.

12. D constituido pelos inteiros negativos maiores que 3.

Traduzir a linguagem oral os seguintes conjuntos:

1. A={x /. xmoraemLima} 2. B={x /. xfala espanhol}
3. C={a/. aé maiorde 18anos } 4, D={b/. bécidadédo inglés}
Escrever por extensdo os seguintes conjuntos:

Ar={x [. x>-5x+6=0 }

A2={x /. xéumavogal da palavra Fundamentos }

Az={a/. a*=16, a+6=9 }

As={ b/. béalgarismo do nimero 2002 }

As={ aeN/ a<3 v 5<x<7 }

As={ (a%>1)/. aeZ A-1<a<3 }

Ar={aeN /. x=2v x=4 v x=3 }

~N OO O B W DN -

8. As:{LJri/. AeN, a<10 na {1, 5 9} }
a_
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9. Ae={xeZl x2-5x+6=0 }
10. Ao={ x /. x=(-1" xeN}

11. A11={2i/. xeN,2<x<10, x impar}
X

12, An={ (3-5x)/. x €Z,-2<x<5 A 3<x<8 }
5. Determine se 0s seguintes conjuntos sdo iguais:

1. { Ye{1} 2.{}e @

3. {a}e{{a}} 4. {2 } e {{0}}

6. Podera se cumprir para algum objeto A que A € B e ao mesmo tempo A < B.
Justificar sua resposta com um exemplo.

7. Seja o conjunto A = {a, {a}, @ }. Diga se sdo verdadeiras ou falsas as
seguintes proposigoes:

1. aeA 2. {a} e A 3. {a}c A 4 ®e A
5, bc A 6. dc{a} 7. Dcd 8. Act{a}
9. aed 10 oe{ } 11. o { } 12. {a} c @
13. { }eA 14. {{a}} c A 15. Ac {A}

8.  Considere 0s seguintes conjuntos:
A={xezZ/ (x-1)(x-2)(x-3)(x-4)=0 } C={xezl. 3x=5}
B = {x € Z /. x positivo menor que 7 } D ={x € Z /. x>-3x+2=0}
Verifique se as seguintes inclusdes sdo verdadeiras:
1. AcB 2. Dc A 3. DeC
4. Bz A 5. CcA A CcB

9. Sejam A, B e C trés subconjuntos de um conjunto universal U e suponhamos
que A < B e B c C. Mostre que:

1. Se x ¢ Bentdox ¢ A.

2.5e Xx ¢eB e x Aentdox e C.

3. Se A ¢ parte prépria de B, entdo A é parte proépria de C.
4. Se B ¢é parte prépria de C, entdo A é parte propria de C.

10. Seja A={k € Z/. k é mdltiplo de -1 }. Mostre que Z < A, logo
concluimos que Z e A sdo conjuntos iguais.

11. Seja L uma reta no plano P e A um ponto em L. Verificar quais das seguintes
afirmacdes sdo verdadeiras:

1. L eP 2. {A} cP 3.A cP
4. A el 5. AcP 6. {A}cP

7. A é subconjunto de P.
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12.
13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.
20.
21.

22.

8. A é subconjunto proprio de P

9. A ndo é subconjunto proprio de P

Dados os conjuntos A e B ndo comparaveis, entdo A e B sdo disjuntos ?
Sejam os conjuntos A = {{5}} e B = {5}. Justificar o seguinte:

1. E verdade que A=B? 2.Everdade que : B c A?

3. Everdadeque A #B?

Seja A={{3,4} {5}}etemosque 4 e {3, 4}, entdo 4 < A? Justificar sua
resposta.

Verificar quais das seguintes proposi¢des sdo verdadeiras:

1.Se P(A) < P(B) e P(B) < P(A) entdo P(A) = P(B)

2. {m, n, p}cP{m n})

3. Qualquer que seja o conjunto A, nunca P(A) ¢ a classe vazia.

4. Se A é um conjunto com um nimero impar de elementos, entdo P(A) também
tem um ndmero impar de elementos.

Mostre que: P ({a, b}) = P ({a})se, e somente se, a = b.
Determine o erro se houver, nas seguintes deducgdes:

1. Seja A={a, b} e U={a,c,d}; logo CuA={c, d}.
2. CBA=®d < A=® ,ondeB=d

3.aeA e AcB = a €B

4. a¢A e Ac B = aeB

5. Ac B e agB = a¢A

Seja A = { 2n+1 /. n € N}. Determine se as seguintes proposicdes sdo
verdadeiras ou falsas; justifique sua resposta.

1. Caso a = (2n + 1)? para algum n € N, entdo a € A.

2.Sea e A, entdo a=(2n + 1)? para algum n e N.

3.Se existema, b € Ataisquec=a.b, entdoc € A

4.Sea € A, entdo existem b,c e Ataisquea=b.c

Mostre que {a} ={b, c}se,esomentese a=h=c.

Mostre que {{a} {a,b}}={{c}, {c, d}}seesomentese a=c e b=d.

Quais dos conjuntos A={xe R/ x*=1}B={xeR/ x*=1}C={
xe C/l x2=1%},D={x e€C [. x*=11}sdo iguais, e quais distintos.
Quais sdo subconjuntos um dos outros. Justifique.

Demonstrar as seguintes igualdades entre conjuntos:
1.{xeR/ x*-x>0}={xeR /[ -1<x<0v x>1}.
2.{(Xx, ¥y, 2) eR®/. x=y, x+y+z=1}=
={(x,y, 2)eR®/. x=1/2, y=t/2, z=1-t paraalgum te R}.

139



23.
24.

25.

E verdade que A < B se e somente se P(A) c P(B)? Justifique.

Seja Ao = @ , An = P(An-1), n € N. Descrever explicitamente A1, Az, As, Aa.
1. Quantos elementos tem cada um destes conjuntos?

2. Quantos elementos tem A_n sendo n arbitrario?

Da turma do 1°. ano da Licenciatura em Matematica, sabe-se que:

Pelo menos 0 70% estuda Geometria, a0 menos 0 75% estuda Calculo I, ao
menos o 80% estuda Topicos da Matematica e pelo menos o 85% estuda
Fundamentos da Matematica. Qual a porcentagem (pelo menos) que estudam as
quatro disciplinas?

Sugestdo: Para dois conjuntos quaisquer temos:
o(A U B)=0(A) +0(B) - o(A nB)
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3.2 OPERACOES COM CONJUNTOS
3.2.1 Unido de conjuntos.
Definicdo 3.6 Unido de conjuntos.

A unido de dois conjuntos A e B, pelo Axioma (3.2) é a classe indicada por
A U B, e definida pelo conjunto:

{x . pX)=x eA v XxeB}

Em alguns livros a unido dos conjuntos A e B denota-se por A + B e, é
chamado a soma conjuntista de A e B.

«

O conectivo logico “ou” é no sentido
“inclusivo” de fato, quando dizemos que x esta em A
ou x estd em B, queremos dizer que x esta em pelo A
menos um dois conjuntos com a possibilidade de
estar em ambos.

Graficamente podemos indicar a unido de dois
conjuntos A e B pela Figura (3.7), onde A é o
paralelogramo da esquerda, B o da direitae A U B a
parte sombreada. Figura 3.7

Ejemplo 3.29

. Para qualquer conjunto A, temos que A U A = A.
e  Se B é um subconjunto do conjunto A, entdo A U B = A.
e SeA={x1 x2 }eB={y1, y2, ys} entdo:

A UB={ X1, X2, Y1, Y2, y3}

Propriedade 3.8

1. AuB=B UA ... comutativa.
2 (AuB)uC=A u(B UC) ... associativa.
3. AUA=A ... idempotente
4. AU O =A ... identidade

5 AcB < A uB=B

6. (AcC)A(BcC)= (AuB)cC

7. Ac(AuB) A B c(AuB)
Demonstragao. (1)

. Demonstracdo por pertinéncia de elementos

1. xeA uB ... hipotese.
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2. xeAv x eB ...defde U
3. XxXeBv x €A ... tautologia
4. x eB UA ... def. de U
5. (A uB)cB UA ... (1) - (4), def. de <
6. x eB UA ... hipotese.
7. xeBvxeA ...defde U
8. XeAvxeB ... tautologia
9. x e (A uB) ...def. de U
10. BUA)c A UB ... (5) (9), def. de <

Portanto de (5) e (10) sequeque AUB=B UA
Demonstragédo. Por tautologias.

Na verdade, a demonstracdo é a mesma da anterior, somente que utilizamos
fortemente a aplicagdo da légica, ao usar simbologia das proposigoes.

Sejam p:x € A e Q: X e B, um esquema logico representativo de A U B
=B UA¢é pvqg < v p. Selogramos mostrar que este esquema A UB =B
U A ¢é tautologia entdo a igualdade sera verdadeira.

No “Capitulo I” ja mostramos que ¢ tautologia (lei comutativa para a
disjuncdo).

Portantoa A U B =B U A igualdade é valida.
Demonstragdo (5)

1. x e (A uB) ... hipoteses.

2. xeAv xeB ...def.de U

3 A cB ... hipoteses.

4. x €B ... (2)-(3)

5. x e(AuUB) => x €B oo (D)-4)

6. (A uB)cB ... def. de c

Inversamente (<)

7. Sejax €B ... hipotese.

8. X eBvxeA ... tautologiap=pvq
9. x €(B UA) ...def. de U

10. x € (A uB) ...prop. AuB=BUA

11. B < (A uUB)
Portanto, de (6) e (11),se A cB=A UB=B
A demonstracdo das demais propriedades é exercicio para o leitor.
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3.2.2 Intersecao de conjuntos.
Definicdo 3.7 Intersecdo de conjuntos.

A interse¢do de dois conjuntos A e B, pelo Axioma (3.2) é a classe indicada
por A N B, é definida pelo conjunto:

AnNnB ={x/. pX)=x eA Ax €B }

A intersecdo é portanto, o conjunto de todos os elementos que estdo tanto no
conjunto A como em B.

Graficamente podemos indicar a intersecdo de B

dois conjuntos A e B pela Figura (3.8), observe A
que, nela o conjunto A é o paralelogramo da
esquerda, B o da direitae A N B a parte sombreada.
Exemplo 3.30

. Para qualquer conjunto A, temos que A N

A=A Figura 3.8
. Se B é um subconjunto do conjunto A,
entdo: AN B =B.

. SeA={x1, x2 }eB={xa, y2, ya},entio: AnB={ x1 }
Propriedade 3.9

1. AnB=B nA ... comutativa.

2. (AnB)nC=A n(B nC) associativa.

3. AnA=A .. . idempotente

4. ANnd® =0 ... identidade

5. AcB < AnB=AI

6. (ANnB)cA e (ANnB)cB

7. AnBuUC=(AnB)UMRA NC)
Demonstragéo. (2.)

1. xe(AnB)nC ... hipotese.

2. xe(AnB)AxeC .. .def. de N

3 (x e AAx eB)aeC ... def. de n

4 X e Ar(x eBaxeC) ..... tautologia ((pA Q) AT < pAa(gQAar))

5. x eAn(B nC) ... def.de N

6. (ANB)NnC)cAn(B nC) . (1)-(5), def. de
Inversamente (< ).

7. xe AnB nC) ... hipotese.
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8. XxeAaxe(B nC) ...def. de n

9. X eAA(X eBax €C) ... def. de n
100 (x e AAx eB)aeC .. tautologia ((pAg) AT < pA(QaT))
11. x e (AnB)A x €C .. .def. de n
12. x e (A nB)nC ... def.de m
13. An(BnC)c(AnB)nC ... (7)-(12), def. de <

Portanto, de (6) e (13) temosque A n(B nC)=(AnB)nC
Demonstracéo. (4)

1. X eAnd ... hipdtese.

2. X eAaxe O ... def.de m

3. Xe @ ... tautologia (p A g = Q)
4. (And )c @ o (D)-3)

5. ® c(And) ... def. de @

Portanto, de (4) e (5) tem-se que AN ® = .
Demonstragao. (7)
A demonstrar que:
i),6, An(BuC c(AnB)U(ANnCQC)
i) ANB)UA NC)cANn(B U
Com efeito, para a parte (i).

1. Sejaumelementox € A n (B UC) ... hipotese.
2. =>X eAe x (B u(C) ...def. de n
3. =>x €A e x eBoux €C ... def.de U
4. = (X eAe xeB)ouXxeAex e .. . tautologia
5. = xe(AnB)U(ANnC) ... def.de U, def. n
6. Portanto A n(B UC)c (A NnB)U (A nC) ... def. de c
Inversamente (ii)

7. Sejaumelementox e (A nB)U (A nC) ... hipotese.
8. = xe(AnB)ouxe(AnC) ... def. U
9. = (xeAexeB)ou(xeAex eC ... def.n
10. =X e€A e x eB)oux €C . . . tautologia.
11. =X eAe x e (B uC) ... def. U
12. =X e An(B vl ... def. m
13. Portanto (A nB)U(A NnC)c A n(BuC) ... def. ¢

Logo, A n(B UC)=(A nB)uU (A nC)pelo mostrado em i) e ii).
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A demonstragdo das demais propriedades é exercicio para o leitor.
Definicdo 3.8 Conjuntos disjuntos.

Dois conjuntos sdo ditos disjuntos se sua intersecdo € a classe vazia.

Isto é, A e B sdo disjuntosse A "nB=0 .
Exemplo 3.31

Se A é o conjunto de todos 0s nimeros naturais pares e B o conjunto de todos
0s naturais impares, entdo A n B é a classe vazia.

Exemplo 3.32
Pede-se informag6es sobre o nimero de professores que ensinam Célculo 111,
Histdria e Geografia e se obtém o seguinte:
e A quarta parte de professores que ensinam Célculo Ill, também ensinam
Historia;
e 56 dois dos professores ensinam nos trés cursos;
e 56 um dos professores ensina Célculo 111 e Geografia;

. dos quatorze professores de Geografia, a metade também sdo dos outros
Ccursos;

. o triplo do nimero de professores que ensinam sé Calculo Il ensina
Historia;
Dar uma informacdo detalhada, sabendo-se que sdo 72 professores.
Solugéo

Considerando diagrama de Venn da
Figura (3.9) tem-se:

3(4x) - ((x-2)+2-4)=11x + 4
Resolvendo esta igualdade, temos
16x+8=72 = 16x=64 = 11x+4 x-2

Caleulo IIT

Histéria

4x

= X =4, 4 2

Histéria: 12x

Somente calculo: 4x

Somente célculo e geografia: 1

i G safis
Somente geografia: 7 eografia

Assim de acordo com o diagrama da

Fi .9:
Figura (3.9) temos que o nimero de: igura 3.9

Professores que ensinam Calculo 111 e Histéria séo 4.
Aqueles que ensinam somente Histéria sdo 48.
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Os professores que ensinam somente Calculo 111 sdo 16.
3.3.3 Diferenca de conjuntos.
Definicdo 3.9 Diferenca de conjuntos.

O conjunto diferenca de A e B (nessa ordem) , pelo Axioma (3.2) é a classe
indicada por A - B, é o conjunto

{x /. x e ArxegB}

Graficamente, representa-se pela Figura (3.10).
Observe que para qualquer conjunto A, temos a
igualdade A = (A - B) U (A n B) ainda mais; o A
conjunto B n (A - B) é a classe vazia.

Propriedade 3.10

Para todos os subconjuntos A e B de um
conjunto universal U tem-se:

1. A-B zB-A Figura 3.10
A-A= 0
A- D =A
A-U=0
(A-B)cA
Os conjuntos (A -B), (A nB)e(B-A)sao disjuntos dois a dois.
SeAcB = AU(B-A)=B
A demonstracgdo desta propriedade é exercicio para o leitor.

~N O O B~ W DN

Exemplo 3.33

Dados os conjuntos:
A ={x/. xénUmero natural divisor de 12 }
B ={x/. xénUmero natural divisor de 18 }
C={x/. xénumero natural divisor de 16 }
Determine: a) (A-B) n (B-C) b) (A-B)u (B-C)
Solucéo
Por extensdo, os conjuntos do problema, podemos escrever:
A={1,2,3,4,6,12 }, B={1, 2, 3,6, 9,18}eC={1, 2, 4, 8, 16 }.
Por outro lado, A-B={4,12 }eB-C={3,6,9,18 }
Solugédo (a)
(A-B)n (B-C)={ }= ©
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Solugdo (b)

(A-B) U (B-C)={3,4,6,9,12,18 }

Propriedade 3.11

Para todos os subconjuntos A e B de um conjunto universal U tem-se:

~N o o B~ W N

8.

A UA=U
ANA=O
(A) = A

Uu'=ao o =

(A UB)=A'n B
(A NB) =AU B
A-B=A nB
AcB = B cA

Demonstracdo. (5)

1.

© 00 N o o B~ W N

e
N Rk O

13.

x € (A UB)

X ¢(A U B)

XegA A XgB

X e A'AXx e B

x € (A' nB')

X € (A UB) =x € (A" nB)
(A UB) < (A" nB"
x € (A' nB")

X e A'A X € B
XegA AxeB

x ¢ (A UB)

x € (AU B)'

(A" nB)<c (AuB)

. hipotese.
. def. de complemento
. tautologia.
. def. de complemento.
. def. de n

- (1)-()
. def. de ¢
. hipotese.
. def. de c
. def. de complemento.
. tautologia
. def. de complemento.
. (8)-(12) complemento.

Portanto de (7) e (12), segue que (A' N B') =(A u B)'
Demonstragao. (8)

1.

2
3
4.
5

X € B
x¢B
A cB
X e A
X € A
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-(3),(2)

. def. de complemento.



6. X eB =>x €A . (D)-(5)
7. B' c A ... def. de ¢
Portanto, A cB = B' cA

A demonstragdo das demais propriedades é exercicio para o leitor.
3.2.4 Diferenca simétrica de conjuntos.

A diferenca simétrica (ou soma booleana) de
conjuntos A e B (nessa ordem) é denotada por A A
B e define-se como o conjunto:

AAB=(A UB)-(A NnB) A

A parte sombreada mostrada na Figura
(3.11) representa a diferenca simétrica entre os
conjuntos A e B.

Exemplo 3.34

Sejam A e B subconjuntos de um conjunto Figura 3.11
X. Demonstre que:

i) AAB=® < A=B
ii) A=CxB entio AAB=X
Demonstragao. i)

Suponhamos AAB =® , entdo (A U B) -(A N B) =® , isto implica que A
UuB=®be AnB= @ ,logoAUu B=AnNB.

De onde Ac B < A, assim A = B.
Por outro lado, se A =B, tem-se que AAB=(AUB)-(ANnA)=A-A=0

Portanto, AAB= & < A=B
Demonstragao ii)

Pelo fato A = CxB segue que A= X -B, istoé A=X nB', deonde A UB=
Xe AnB=0 .

Logo, AAB=X- ® =X
Portanto, se A = CxB entdo A A B = X.

3.3 ALGEBRA DE CONJUNTOS

As operagGes de unido, intersecdo e de complemento entre conjuntos,
verificam varias identidades:

3.3.1 Leis da algebra de conjuntos.

3.3.1.1 Lei de idempoténcia.
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a) A UA=A b) A NA=A
3.3.1.2 Leis associativas.

a) (AuB)uC=A u(BuUC) b) (AnB)nC=A n(B n C)
3.3.1.3 Leis distributivas.

a) AuB NnC)=(AuB)n(A UC)
b) An(B uC)=(AnB)U(AnC)

3.3.1.4 Leis comutativas.

a) AuB=B UA) b) AnB=B nA
3.3.1.5 Lei de identidade.

a) Aud =A b) AuU=U

c) And =@ d ANnU=A
3.3.1.6 Lei de complemento.

a) AUA=U b) AnA=®

c) (A)Y=A d U'=o o '=U

3.3.1.7 Leis de Morgan.

a) (A UB)=A NB b) (A NB)=A"UB'

Observe que o conceito de elemento e de pertinéncia ndo aparecem em
nenhuma destas propriedades, lembre que estes conceitos eram essenciais no
desenvolvimento da teoria de conjuntos em secdes anteriores. A relacdo A é um

subconjunto de B define-se na algebra de conjuntos por: A < B  significa A N
B=A.

Exemplo 3.35

Mostre que (AN B)U (A n B)=A

Demonstragéao
1 (An B)U(A nB) ... hipotese.
2 (ANnB)UA NnB)Y)=A n(B UBY) ... lei distributiva.
3. BuB'=U ... lei de complemento.
4. (AnB)uU (AnBY=ANn U ... (3) em (2), substituicéo.
5 AnNnU=A ... lei de identidade.
6. Portanto,  AnB)u (A NnB)=A ... (5) em (4), substituicao.
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Exemplo 3.36

Mostreque A cB e B cC = AcC

Demonstracéo
1. AcB e B cC ... hipotese.
2. AnB=A e B nC=B ... defini¢do de subconjuntos.
3 (An(B nC)=A . .. Substituicéo.
4. (A nB)ynC)=A ... lei associativa.
5 (ANnC)=A .. . substituicéo.
6 Por tanto, A < C ... def. de subconjunto.

3.3.2 Principio de dualidade.
Se intercaldramos ~ por U, assim como U por ® em qualquer raciocinio
sobre conjuntos, o novo enunciado resultante é chamado dual do primeiro.

Exemplo 3.37

O dual do conjunto (U nB) U (A n® ) éoconjunto (@ U B) N (A UU).

Observe que o dual de cada lei da algebra de conjuntos, encontra-se na mesma
lei; fato de muita importéncia pela seguinte propriedade.

Propriedade 3.12 Principio de dualidade.

Se alguns axiomas implicam seus proprios duais, entdo o dual de qualquer
teorema que seja conseqiiéncia dos axiomas, é também conseqiiéncia dos axiomas.

Isto significa que, dados qualquer teorema e sua demonstracdo, o dual do
teorema podemos demonstrar do mesmo modo aplicando o dual da cada passo da
primeira demonstracao.

Exemplo 3.38

Mostre que (A UB)N (A UB)=A
Demonstragao
Observe que o dualde (A UB)n(A UB)=Aé (A nB)u (A nB')=

A mostrado que a igualdade é verdadeira no Exemplo (3.32). Portanto a igualdade é
verdadeira pelo principio de dualidade.

3.3.3 Familia de conjuntos.

Sejam os conjuntos A1 ={ a, b }, Az={a b, c} As
) 2,

{ad e g}
As={b,c, g,f}, As={c,d, g,m, n }eoconjuntol={1 4,5

3,4,5}.
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Observe que, para cada elemento i < | corresponde um conjunto Ai. Dizemos
entdo que | é o conjunto de indices, e que os conjuntos A1, Az, As, A4, As estdo
induzidos. Uma familia de conjuntos induzidos denotamos por F = {Ai}i < 1

Em uma familia induzida de conjuntos, podemos observar que a cada elemento
i e |, corresponde um Unico conjunto Ai, assim podemos estabelecer uma relagéo de
I para {Ai}i < 1. O conjunto | também pode ser um conjunto néo finito.

Exemplo 3.39
. 1 1 ~ 1
e SejaAn=[- =, —]onden e N.Entdo temos que A1=[-1, 1], Az= [_E’
n n
1 1 1
=], As=[-=, =],
2] = 3 3]

e SejaBn={x/. xémdltiploden}onden e Z.

Entio Bi={..., -2, -1, 0,1,2, 3, ..., } Ba={..., -4,-2
0,2,4,6,... } Bs={...,-6-3023,6 9 ...} Ba={..., -8,
-4,0,4,8,12, ...} ... Bw={...,-20, -10, 0,10, 20, 30, ... }

3.3.4 Axioma das unides.

Se A1 e Az sdo conjuntos, é natural querer as vezes unir seus elementos dentro
de um conjunto que os compreenda. Uma maneira de descrever tal conjunto
compreensivo é exigir que ele contenha todos os elementos que pertencam a pelo
menos um dos membros do par { A1, A2 }. A questdo é saber se a unido de uma
familia de conjuntos é ou ndo um conjunto, esta formulagdo sugere uma
generalizacdo abrangente de si mesma; certamente uma construcdo semelhante
poderia ter sido aplicada a colegdes arbitrarias de conjuntos e ndo sé a pares de
conjuntos. O que se deseja, em outras palavras, é um quinto axioma o das unides.

Axioma 3.5 Das unifes (5°. axioma de Zermelo).

Para toda familia de conjuntos existe um conjunto que contém todos oS
elementos que pertencem a pelo menos um dos conjuntos da dada familia.
Isto é, suponha temos a familia de conjuntos F = {Ai}i < 1, e denotamos U Ai o
iel
conjunto que contém todos os elementos que pertencem a pelo menos um dos
conjuntos da dada familia. O axioma diz:

UAi={a /. a eX paraalgum X € F }

iel
Este conjunto U Ai é chamado de unido da familia F.
iel

Propriedade 3.13
Tem-se as seguintes propriedades para a unido:
i) V ALAI/l Al eAi= Al c UA

iel
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i) Ud =a i) UA=A

iel iel
Demonstragao i)

Seja A1 € Ai,entdioV a € A_ltem-seque a € UAi.

iel

Portanto, A1 < UA..

iel
Demonstragao (ii)
Pelo Axioma (3.5) tem-se que U @ ={a/. a € X paraalgum X e F },
iel
onde F={®} Assim, U ® < .
iel
Inversamente.

Para todo conjunto X, tem-se que X ¢ F,entdio® < U® .

iel

Portanto, U® =@ .

iel
Demonstracdo iii)

Sejaa e UA, entdo pelo Axioma (3.5) a € A paraalgum A e G da familia

iel
G={A} logo UA cA.
iel
Inversamente.

Sejaa e A, pela definicdo de G, tem-se que X < A para algum A e G, logo
A c UA.

iel

Portanto, UA = A

iel

Conseqiiéncia imediata do Axioma (3.5) é que a unido de dois conjuntos
também é um conjunto. Assim a classe unido de classes é bem definida como mostra
a seguinte propriedade.

Propriedade 3.14
Para todo par de conjuntos A1, Az tem-se que UAi= A1 U Az, onde I ={1,2}
iel

Demonstracéo.

Com efeito, sejaa € UAi, entdoa e X para algum X € { A1, A2 }.
iel

Assim,a € A1 oua € Az,istoéa € A1u Az.
Logo, UAi c A1 U Ao

iel

Inversamente.
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Sejaa € A1 U Az entdoa e X paraalgum X e { A;, A2} logoa e UAi
iel
onde | ={1,2}. Isto implicaque Aru Az < UAi .

iel

Portanto, UAi= A1 U Ao.

iel

3.3.5 Operacgdes generalizadas.

A existéncia da operacdo geral da intersecdo depende do fato que, para toda
familia ndo vazia de conjuntos existe um conjunto que contém exatamente aqueles
elementos que pertencem a cada um dos conjuntos da dada familia.

Isto é, para toda colecdo F, existe outra ndo vazia A tal que a € A se e
somente se a e X para todo X e F. Este conjunto A é chamado intersecdo da
familia F.

Entdo, as operagdes de unido e interse¢do, definidas para conjuntos podemos
generalizar por indugdo a um numero finito de conjuntos; assim dados 0s conjuntos
A1, Az, As, A4, As, ... A_n, podemos escrever:

UAI=AIUAZUAIUALU AsU ... UAn

neN

NAI=AIN AcnAsnAsnAsn... N A

neN

Pela lei associativa, a intersecdo (unido) de uma familia de conjuntos,
podemos agrupar em qualquer modo; por exemplo, seja J < | e a familia de
conjuntos {Ai}i < 1. Assim tem-se as classes:

e Aclasse da unido generalizada: UAi={ x/. 3 i e€J A x €Ai}
iel

. A classe da intersecdo generalizada: NAi={ x/. V i €l = x € Ai}
ied

Propriedade 3.15 Leis de Morgan.

Dado um conjunto X, sejaC ={ Ai /. i e |} uma familia de subconjuntos
de X com conjunto de indices I, entdo:

i) C(iEUJAi) = iDJC(Ai)
ii) C(iDJAi) = ieUJC(Ai)
A demonstracgdo desta propriedade é exercicio para o leitor.
Exemplo 3.40

e SejamAi={2 4,6 10} A2={ 1, 10 }, A3={6, 5 10 }, As={3
9,6} As={8 4 }eJ={1 3 4 }

Entio UAi={2 4,6, 10,539} e NA={6}
el el
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e SejaBn=[- 1, E] onde n € N.
nn

Entdo UBi=[-1,1] e NBi={0}

e SejaCn={x/. xémdiltiploden e N}.
Entdlo UCi=N e (N Ci={0}

ieN ieN

Propriedade 3.16

Dada uma familia induzida de conjuntos {Ai}i <1, para qualquer conjunto B
temos as seguintes igualdades:

a) B m(,UNA‘)z,UN(B N Ai) b) B u(ﬂNAi): ﬂN(BuAi)
Demonstragdo (a)
1. Sejax € B n(U A ... hipdtese.
ieN
2. x eBax e(UA) ... def. de .
ieN
3. xeB A x €A paraalgumi €N ... def. de U A
ieN
4, x € (B nAi) paraalgum i €N ...def. de n
5. x e UB nA) .. .def. de U
ieN ieN
6. Bn(UA) < U(B nAj) ...de (1)-(5)
ieN ieN

Inversamente (exercicio para o leitor)
Portanto, de (6) e (7) segue que B n (U Ai)) = U (B n Aj)
ieN ieN

A demonstracdo de b) é exercicio para o leitor.

Dado um conjunto T, dizemos que T funciona como um conjunto de indices
para a familia F = {A.} de conjuntos se para todo o € T existe um conjunto A, na
familia F. O conjunto T pode ser finito ou infinito. Freqientemente usamos o
conjunto dos nimeros inteiros ndo negativos como conjunto de indices, porém T
pode ser qualquer conjunto ndo vazio.

Sejam o € T e Aq, indicamos a reunido dos conjuntos A, como U A, e

aeT
definimos a reunido dos conjuntos A, como o conjunto { x /. X e A, para pelo
menos um o € T}; a interse¢do dos conjuntos A, indicamos como (1 Aq e definimos

aeT

como o conjunto { x /. X € Agparatodoa € T }.

Dois conjuntos A, e Ag sdo disjuntos, se para o # B temos que Aq N Ag = @
é 0 conjunto vazio.

Exemplo 3.41
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Seja S = R o conjunto de numeros reais e T = Q o conjunto de nameros
racionais; para cada oo € Q seja Ae ={ x e R /. x>a}. Observe que U Aa =R
aeQ

entanto () Aq = @ ; 0s conjuntos A, sdo mutuamente disjuntos.

aeQ
Exemplo 3.42
Sejam A1, A2, Az, ... An conjuntos arbitrarios. Mostrar que NP(Ai) =
i=1
P(NAI) .
i=1
Demonstragao.
1. Seja X e NP(A) ... hipétese (concluséo)
i=1
2. o X eP(A)paratodoi=1,2,3, ... ,n ... def. N
i=1
3. o XcAl def. conj. poténcia
4. o X c NAI | propriedade da m
i=1
5. o X e P(NAI) conclusédo (hipotese)
i=1

Portanto, ﬁP(Ai) = P(ﬁAi) .
i=1 i=1
Observagéo 3.7
Em geral para a unido cumpre-se que: LnJP(Ai) c P(LnJAi) .
i=1 i=1

3.3.6 Axioma do conjunto vazio.

Suponha temos a familia F = { Ai/. i € N} onde os conjuntos Ai sdo todos o
conjunto vazio.

Para familia de conjuntos, temos a seguinte propriedade:

Propriedade 3.17

A intersecdo de uma familia de conjuntos vazios é a classe universal.
Demonstracéo.

Pela classe da intersecdo arbitrara sabe-se que HDN Ai={x/. Vi €N entdo
X € Ai }.

Para todo x e nDN Aitem-se que x e C(x) e, paratodo i € N tem-se que

X € Ai onde Ai e F, assim somente acontece que x e C(x).
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Logo NA={x/. x eCXx)}={x/. x=x}=U.

neN

Portanto, N ® = U.
neN

Axioma 3.6 Do conjunto vazio (10°. axioma de Neumann-Bernays-Gddel- Quine).

Existe um conjunto sem elementos C(®).
Conseqiiéncia deste axioma é a seguinte propriedade:

Propriedade 3.18

A intersecdo de uma familia de conjuntos universais, é o conjunto vazio.
Demonstragao.

Pelo absurdo.

Suponhamos que "U = @ .

Sabe-seque NnU={x/. Vy €U, tem-sequex e C(y) }.

ComonU #® entdo,[nU nC(® )] implicaque ® e U. Assim, existe
X € ® ,logo ® ¢é ndo vazio. Contradigéo !

Portanto, ndo é verdade que nU = @ ;assim,nU =0 .
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1.

Exercicios 3-2

Mostre que, uma condicdo necessaria e suficiente paraque (AN B)UC=AnN
(BuC)équeC cA.

Dados os conjuntos A={1,2,3,4 }, B={5, 3,2,7 }, C= {8,4,1,6 }e
U={xe N/ 1<x<8 }calcular o seguinte:

1. AnB 2. [(A'"B)UA-C) 3. [(A-B)- (A-C)]'

4. AUB 5. [(A' A B)- (A" A C)]' 6. [(ANB)-(AnC)]
7. (A-B) 8. [(A'nB)-(AUC) 9. [(AnB)-(AuUC)
10. (AnB)uUC 11. (A' A B)U C 12. [(A-B) n (A-C)]'

13. [C- (AN B)T 14. [(A'nB) U(A-C)] 15. [[AnB) U(A-O)T
Sejam A, B e C trés conjuntos quaisquer, demonstre as seguintes proposigdes:

1. AnNnA=A 2AUB=BUA
3. AuBuC)=(AuB)uC 4. AnB=B nA
5. AcAuBe AnB cA 6. AUA=A
7.7AuB NnC)=(AuB)Nn(AUC) 8. An ® =d
9. AnNnBcAe ANBcB 10. AU ® =A
11. An(B nC)=(A nB)nC 12. A-A=0
13.AuB=® = A= ® AB=O 14. A-(A-A)=A

Dados: A={x e R/. -3<x<5 3} B={xeR/. 0<x<9 }eC={xe
R/. 4<x<8 } Determine oconjunto An B nC

Sejam: A={a e N/. aémlltiplode2}, B={b e N/ bémiltiplode4 }.
Demonstre que A-B={ce N/. c=2k, k éimpar}

Demonstrar as seguintes proposigoes.

Se A < B e C éum conjuntos quaisquer, entio AU C < B uU C.
Se A < B e Céum conjuntos quaisquer, entio A N C < B nC.
SeA cB e B < C,entdo A < C.

A c B se,esomentese, A NnB=A.

B < A se, e somente se, A=A U B.

SeB c A, entdio (A-B) uB=A.

Sejam os conjuntos A, B, C qualquer. Demonstrar o seguinte:

1. AnB-C)cA-(B nC)

2 (A-B)nC cA-(B nC)

3. (A-B)uB=A < B cA

4. Au(B-C)=(AuB)-(C-A)

o OB~ W N
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A-(A-B)=A nB&
AnB-C)=(AnB)-(AnC)
ANnB-A)= o
(A-C)n(B-C)=(AnB)-C
A-(B-A)=A

10. (A-B)u(B-A)=(AuB)-(A nB)

11. AnU=A

12. (C-D)n (A-B) c(C nA)-(B nD)

13. BcA = B-CcA-C

14. BcA = C-AcC-B

15. A-(A-A)=A

16. (A-B)n(A-C)cA-(B nC)

17. (AUB)-C cAU(B-C)

18. A=(A nB)U(A-B)
8.  Para cada proposicdo, mostre com um exemplo que:
A-(B nC)z A n(B-C)
A-(B nC)z (A-B)n C)
Né&o é verdade que A - (B-C)=(A-B) U (A-C)
(C nA)-(B nD)«z (C-D)~ (A-B)
A-BnCez(A-B)n(A-C)
AuB-Cz(AuB)-C
9. Demonstrar que:

© 00 N o O

o OB~ W N

1. AuBz(A-A nB)u (B-A nB eilustre usando diagrama de Venn.

2. Dar um exemplo que a outra inclusio AuB c(A-A nNnB)u(B-A nB
) ndo se cumpre.

3. Dar uma condicdo necesséria e suficiente para que se cumpra a igualdade:
AuB=(A-A nB)u(B-A nB)

10. Dados trés conjuntos quaisquer, demonstre que:
1. AAB=(AnB)UA'nB) 2. (AAB)AC=(ANnC)A (BNnC)
3. AABnC)=(AnB)A(A nC)
11. Determine se o seguinte é verdadeiro. Justificar sua resposta.
1. Se A-B= @ ,entdo A=B.
2. AUB c Au (B nC), onde C é conjunto arbitrario, C # AeC = B.
3. A-B=® eB-A=® < A=B.
12. Demonstre que:
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.

23.

24.

25.

1. B'UAn:ﬂ(B—An) 2.B'ﬂAn:U(B'An)

neN neN neN neN
Sejam An < An+1 paran € N. Demonstre que G An= A1 U] [OJ (An - An-1)]
n=1 n=2

Seja M um conjunto finito, para cada x € M definimos o conjunto Nx = M -
{x}. Determine:

1. N Nx 2. U Nx

XeM xeM
Sejam A_i subconjunto do conjunto U parai =1, 2, ,3,...,n. Demonstre que:
1. Cu[HAi] = QCU(Ai) 2. Cu[QAi] = QCU(Ai)

Suponhamos An={x € N /. x é mdltiploden }, onde n € N. Determine:
1. A7 n A2 2. Asn As 3. Asn Az 4. As N Ast

Seja Bi = [i, i+1) um intervalo semi-aberto ie N.Determine:

15
1. UBss+i 2. U Bss+i 3. B4nB5 4. Bs N B7
i=0 ieN

Sejam A, B subconjuntos de um conjunto X. Mostre que X - A = B se e somente
se AuB=X, A nB=0p .

Mostre que se A c Bseesomentese A-B= @ .

Dados os conjuntos X e A, B, C < X defina o conjunto A - (B- C)). Os
conjuntos A - (B-C) e (A-B)-C sdo iguais, justifique.

Sejam Ao = @ , An = An1 U {An-1}, n e N. Descrever explicitamente A1, Az,
Az, Aas.

1. Quantos elementos tem cada um destes conjuntos?
2. Quantos elementos tem An sendo n arbitrario?

Seja A1 um conjunto arbitrario, e definimos An+1 = P(An), ne N, A= U An

neN

E verdade que B < A se e somente se P(B) c A ?

Paracadak € N,sejaAk={neZ/. nx>k }. verificar que:

Al A2 A3 ... DAKDAK+1D. ..

k
por conseguinte () An= Ak = ® paraqualquer k € N. Porém 1 An= .
n=1

neN

Para cada n € N seja An = [0, 1-2%], Bn = [0, 1-3%]. Mostre que An esta

estritamente contido em Bn para todo n e N.
A unido de todos 0s An esta estritamente contida na unido dos Bn? Sugestdo:
Mostre que U An= U Bn =10, 1).

neN

neN

Leia com atengéo:
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26.

217.

28.

29.

a) Em um hospital existem 2 médicos pediatras, paulistas, recém- formados;
b) Ha 12 médicos recém- formados;

c) Ha 13 médicos pediatras;

d) Ha 11 médicos paulistas;

e) Ha 4 médicos pediatras que ndo sdo paulistas nem recém- formados;

f)  Existem 5 médicos recém- formados que ndo sdo paulistas nem pediatras;
g) S&o 3 médicos paulistas que néo sdo recém formados e nem pediatras;

h) O total é de 23 pessoas.

Quantos sdo os médicos paulistas recém formados, que ndo sdo pediatras?

O resultado do levantamento de preferéncia de suco de frutas de maga, morango
e abacaxi, é o seguinte: 60% gostam de maca, 50% gostam de morango, 40%
gostam de abacaxi, 30% gostam de maca e abacaxi, 20% gostam de morango e
abacaxi, 15% gostam de maca e abacaxi e 5% gostam os trés sabores.Qual é a
porcentagem de pessoas da pesquisa que ndo gosta suco de frutas mencionadas?

Na Licenciatura de Matemética do UFT foi realizada uma pesquisa com 100
estudantes, que reprovaram matérias e o resultado foi o seguinte: 28 reprovaram
em Calculo I, 30 em Calculo I, 42 em Fundamentos, 8 em Calculo Il e Calculo
I, 10 em Calculo Il e Fundamentos, 5 em Célculo | e Fundamentos e 3 nas trés
matérias.

a) Quantos alunos ndo reprovaram estas trés matérias?
b) Quantos alunos somente reprovaram em Fundamentos?

¢) Quantos estudantes foram reprovados em Célculo 11 ou Céalculo | mas ndo em
Fundamentos?

Assistiram a um jogo de futebol 120 torcedores, num gol mal cobrado pelo juiz
todos brigaram e o resultado foi o seguinte: 45 foram feridos na cabega, 42 no
braco, 40 na perna, somente: 7 foram feridos na cabeca e braco, 12 na perna e
brago, 15 na perna e cabega. Se os 120 foram feridos, averiguar quantos feridos
houve nos trés lugares do corpo.

No ano de 2002, de um total de 41 alunos do 1”0 da Licenciatura em
Matemética que participaram das provas das disciplinas Célculo 1| (C),
Fundamentos da Matematica (F) e Geometria (G), obteve-se a seguinte
informagéo:

Disciplinas C F G C,F C,G F, G C,F,G

Alunos reprovados 12 5 8 2 6 3 1

Pergunta-se: Qual o nimero de estudantes que aprovaram as trés disciplinas?
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Capitulo IV

RELACOES

Zermelo nasceu em Berlin em 27 de Julho de 1871
e faleceu em Freiburg im Breisgau (Alemanha), em 21 de
maio de 1953 . Estudou nas universidades de Berlin, Halle
e Freiburg; recebeu aulas de Frobenius, Planck, Schmidt y
Schwarz.

Formou-se doutor em 1894 na universidade de
Berlim com um trabalho sobre as pesquisas de Weierstrass
no calculo de variagbes. Zermelo permaneceu na
universidade de Berlim, seu trabalho girava mais para
areas de matematica aplicada e, sob a orientacdo de
Planck fez trabalhos sobre hidrodindmica.

\\u

Em 1897 Zermelo foi a Gottingen onde naquela
época era o maior centro de pesquisa matematica no
mundo, se interessou pela hip6tese o continuo que havia
adiantado Cantor ( cada subconjunto infinito do continuo é enumeravel ou tem a
cardinalidade do continuo).

Zermelo

Zermelo comecou a trabalhar nos problemas da teoria de conjuntos, analisando
a idéia de Hilbert e direcionando para uma definicdo do problema da hipo6tese do
continuo.

Em 1902, Zermelo publicou seu primeiro trabalho sobre teoria dos conjuntos.
Tratava- se sobre a adicdo dos cardinais transfinitos. Em 1904 Zermelo demonstro
que todo conjunto pode estar bem ordenado. A demonstracdo foi baseada no axioma
de eleigcdo. Este resultado trouxe fama a Zermelo e proporcionando-lhe também um
promocdo rapida & professor, porém muitos matematicos ndo aceitaram o tipo de
provas que Zermelo utilizo.

Em 1908 , Zermelo publicou seu sistema axioma que contem sete axiomas
apesar de sua falha para provar a consisténcia. Zermelo indicou geralmente seus
axiomas e teoremas em palavras melhor que com simbolos. Skolem e Fraenkel
melhoraram independentemente este sistema. O sistema resultante, com 10 axiomas,
¢ agora geralmente o mais usado para a teoria de conjuntos. Uma curiosidade de
Zermelo é que ndo utilizava simbolos em seus desenvolvimentos.

Em 1910 Zermelo deixou Géttingen ao receber uma proposta de trabalho da
Universidade de Zurich. Em 1916 Zermelo renunciou a seu posto em Zurich e
regressou a Alemanha onde viveu durante 10 anos.

4.1 OUTRAS CLASSES DE CONJUNTOS
Dizemos no capitulo anterior que C(x) sdo todos os elementos que pertencem,

a uma mesma classe, e p(x) é a propriedade que satisfazem os elementos x de uma
classe.
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O axioma de especificacdo garante que, para cada propriedade (férmula) p(x)
existe ao menos uma classe formada por todos os conjuntos que satisfazem a férmula
p(x) . Lembre que, quando falamos de classe, seus elementos podem ser conjuntos ou
elementos de um determinado conjunto.

Assim, para cada proposi¢do p(x) existe somente uma classe dos conjuntos
que verificam p(x). Este fato permite definir classes adicionais mediante que
satisfazem a proposicdo p(x) , entre elas temos:

1. Aclasse par ordenado, ou bem, diada: (a, b) = { {a}, {a, b} }
2. Aclasse relagdo: R(A) < (V X), (x e A= (3 a, b) (a, b) =x))
3. Aclasse dominio e contradominio de uma relagéo R :
Dominio: D(R)={ a/.3bA (a,b) eR }
Contradominio: Im(R) ={ b/.3a A (a,b) eR }
4. A classe relacdo inversa de outra relagdo: R* = {(b,a) /.3 RAa(a,b) e R}

A classe aplicagdo: f(A) < R(A) A (V a,b,c)((a,b)eR A (a,¢c) eR
=bh=c))

6. A classe aplicagdo Bijetiva:
Bi(f(A)) & f(A) A (V a, b, c)((a,b) ef A (c,b) e f=>a=c)
7. As classes coordenaveis ou eqlipolentes:
A~B < (3f(A)) Bi(f(A)) A D(f)=A A Im(f) =B)

8. A classe de menor ou igual poténcia que outra:
A<B <& (3S)(ScBA A~YS)
9. A classe estritamente de menor poténcia que outra:

0(A)<0o(B) < (3 S)(ScB A(3 beB-S)A A~S)

10. Aclasse infinita: Inf(A) © (3 X) (XcA A XA AA~X)
11. A classe finita: Fin(A) < ~ Inf(A)

12. Aclasse indutiva: Ind(A) @ ® e A A (V ae A=5s(a) e A)
13. Aclasse inclusiva: Inc(A) & (V X) X e A= X c A)

14. A classe sucessor de outra classe: s(a) =au {a}
4.1.1 Propriedade definida sobre um conjunto.

Definicdo 4.1

Seja A um subconjunto do conjunto E, dizemos propriedade caracteristica dos
elementos do conjunto A, a todo critério que permite decidir se qualquer elemento x
de E , entre:

XeA ou xgA
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Se p(x) é uma propriedade caracteristica dos elementos de A, entdo ~ p(x) serd
uma propriedade caracteristica dos elementos do Ce(A) .

De p(x) dizemos que é uma propriedade definida sobre o conjunto E. Logo
compre que:

. p(X) ©@x e A
) ~p(x) & x € Ce(A) .
Podemos escrever entdo:
A={xeE/l px) } ouCe(A)={xeE/ ~p(x)}
Exemplo 4.1
1. A={xeN/ x>0};aqui p(x):x>0.
x>0 é uma propriedade caracteristica dos elementos de A.
x > 0 é uma caracteristica definida sobre Z.
2. B={xeN/ x<10};aquip(x)x<10.
x < 10 é uma propriedade caracteristica dos elementos de B.
X < 10 é uma caracteristica definida sobre N.
3. Seja T o conjunto de todos os tridngulos do plano.
C={xeT/ x éisbsceles}.
“x é isésceles” é uma propriedade caracteristica dos elementos de C.

“x € isosceles” é uma caracteristica definida sobre T .
4.1.2 Quantificadores.

Seja E um subconjunto de um conjunto universal U , a proposi¢do: “Para todo
x de E , cumpre-se a propriedade p(x) ¢, escreve-se:

Vv xe E/ p(x)

se esta proposi¢cdo for verdadeira, descreverd todo o conjunto E ; aqui p(x) é uma
propriedade definida sobre E e a caracteristica dos elementos de E

Conseqiientemente ~ p(x) é uma propriedade caracteristica dos elementos de Cy(E) =
@; isto significa que ndo existem elementos x € E que cumpram a propriedade ~ p(x)

A proposigdo: “Existe algum elemento x de E que cumpra ~ p(x)”, escreve-se
I xe E/ ~pX)

e descreve o conjunto @ = Cy(E).
Estabelecemos entdo as seguintes equivaléncias:

~[3 xeEl~pX)] © [V xeE/lpX)]
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ou 0 que é 0 mesmo:
~[v xeE/l pX)] < [3 xeE/ ~pXx)]
se na primeira equivaléncia trocamos p(x) por ~ q(x) resulta:
~[3 xeEl gX)] © [V xeE/l~qX)]
Em resumo:

~[vV xeEl pX)] < [3 xeE/ ~p(X)]

~[3 xeE/l pX)] < [V xeE/ ~pKX)]

Observagéo 4.1

Se p(x) é uma propriedade definida sobre E e é a caracteristica dos elementos
de A c E, entdo as proposicdes:

[V xeE/l p(X)]; [FxeE/ p(X)] e ~[3F xeE/ pXx)]
sdo equivalentesa A=E, A= D e A=®.
4.2 CONJUNTO PRODUTO
4.2.1 Par ordenado.

Intuitivamente, um par ordenado é um objeto matematico que consta de dois
elementos, por exemplo, a e b, de modo, que no par designa-se com o primeiro e
segundo elemento respectivamente.

Logo, o conjunto { a, b } com a propriedade que a é o primeiro e b o segundo
elemento, constitui um par ordenado.

Para ndo confundir par ordenado com conjunto de dois elementos, um par
ordenado denota-se por (a, b) e é definido como u = (a, b) .

Como conjuntos, {a, b} ={b, a}, entanto como pares ordenados, em geral
(a, b) = (b, a). A operacdo de pares esta sujeita a seguinte regra:

“Para que se cumpra que (8, b) = (c, d) tem que acontecer que a =
¢ e b=d.Em particular (a, b) = (b, a) se, e somente se,a=b”

A igualdade entre pares verifica 0 axioma de extensdo, e portanto, sdo objetos
matematicos que podem ser elementos de um conjunto.

O conceito de par podemos ampliar da seguinte maneira: Dados trés objetos
mateméticos a, b e c, definimos (a, b, ¢) =((a,, b), c) e dizemos que (a, b, c) é
uma terna ordenada.
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Para que duas ternas ordenadas (a, b, c) e (m, n, p) sejam iguais, é necessario
gquea=m, b=n-e c=p.

4.2.2 Produto cartesiano.
Definicdo 4.2 Produto cartesiano.

Dados dois conjuntos A e B, o produto cartesiano A x B (nessa ordem) é o
conjunto constituido pelos pares ordenados { (X,y) e AxB /. xe AAnyeB}

Dois elementos (a1, b1) e (a2, b2) do produto cartesiano A x B dizemos que
sdo iguais se, e somente se, a1 =az e bi=bhz.

Dados os conjuntos A e B, podemos construir os conjuntos A x B e B x A
que, em geral sdo distintos. Para o caso de A = B o produto A x B cartesiano
simbolizamos A? .

Suponhamos temos o conjunto A , e consideremos o produto cartesiano A x A
, mostra-se que se A é um conjunto finito com n elementos, entdo o conjunto A x A
tem n? elementos.

Exemplo 4.2

a) Considere os conjuntos A={2,3,4 }eB={3,5}, o produto cartesiano
AxB={(2,3),(25),(3,3),(3,5), (4,3), (4,5 }

b) SejaA={1,2,3} e B={a, b}, entioBxA={(a, 1), (a, 2), (a, 3),
(b, 1), (b, 2), (b,3)}

c) Suponhamos os conjuntos A={2},B={3,5}eC={a, b}, entdo (A
xB) x C={((2,3), a),((23),h), ((2,5), a), (2, 5). b), }

Propriedade 4.1

Para qualquer conjunto A, B e C tem-se:

AxB#BxA ... Nndo é comutativa
(AxB)xC=Ax(BxC) ... Nnédo é associativa.
Axd=00

Ax(BuUC)=AxBUAxC
Ax(BnNnC)=AxBnAxC
Ax(B-C)=AxB - AxC
AxB=b= A=0vB=0
AcB => AxCcBxC
AxC=BxC A Cxd= A=B

© 00 N o O A~ W N

Demonstracdo (4 )

1. Xy)eAx((BuC) .. .hipotese.
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2. xeA Aye(BuC ... def. de x .
3. XeAA(yeBvye(C) ... def. de .
4, (xeA AryeB)v(xeAaryeC .. . tautologia.
5. xX,y) e (AxB)v(x,y) e (AxC) ... def.de x .
6. (x,y) e ((AxB)uU(AxCQC)) ... def. de u
7. Ax(BuUC)c((AxB)u (AxCQC)) ...de(1)-(6)
8. (X y)e((AxB)u(AxCQ)) ... hipotese.
9. (X, y)e(AxB)v (x,y) e (AxC) ... def. de U
100 xeA AyeB)v(ixeAanye() ... def. de x.
11. xe A A (yeBvyelC) ... tautologia
12. xe A Arye(BuCl) ...def.deu.
13. (X, y) e Ax(BuC) ... def. de x .
14. (AxB)U(AxC)cAx(BuC) ...de(8)-(13)

Portanto, de (7 ) e (14 ) segueque Ax(BUC)=AxBuUAXxC.
Demonstragdo ( 74 )

Suponhamos que nédo seja verdade A=® v B =, istoé

1. ~(A=® vB=0) ... hipétese auxiliar.

2. Azd A B=z® .. .lei de Morgan

3. JaeA JbeB ... def. de @

4. J(ab)ye AxB .. .def. de x

5. AxB=z0 ... def. de x, def. de @
6. Az® AB#® = AxB=z® ... (1)-(6)

7. AxB=®d = A=dbv B=O .. . tautologia.

Portanto, de (7) AxB=® ==>A=dv B=0®

A demonstragdo das demais propriedades é exercicio para o leitor.
4.2.3 Diagonal de um produto cartesiano.
Definicdo 4.3 Diagonal do produto.

Dado o conjunto A, a diagonal do produto cartesiano A x A é o conjunto A A
definido por: AA={(x,y)/x=y }
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Logo,se A={a_i/. i=1,2,3,... },entdo o conjunto: A A={(a_i, a_i)
e AxA/i=1,23,... ,n}éadiagonal de A x A

Exemplo 4.3

Se A={3,59}entio AA={(3,3),(505) (99}
4.2.4 Relacgdes.
Definicdo 4.4 Relagdes.

Dados os conjuntos A e B, dizemos relacdo de A em B a todo subconjunto
de A xB.

Isto é, R é relagdo de A em B se, e somentese, Rc AxB.
Exemplo 4.4

Sejam os conjuntos A = { alunos do 1°. ano de Fundamentos da Matematica }
e B =N, entdo entre A e B podemos formar algumas relagbes como:

S1 = {(x,y) e AxB/. x temy anos}

S2= {(Xx,y) e AxB/. x tem y reais }

Ss3={(x,y) e AxB /. x tem y de nota na primeira prova }
Observagéo 4.2

. Se 0 conjunto A tiver n elementos, o conjunto B tiver m elementos, entdo
A x B tém n.m elementos; e assim podemos obter 2" subconjuntos
diferentes (relagdes hinarias).

e Sendo a relagdo um conjunto, ela é determinada por extensdo nomeando
todos seus elementos, ou por compreensdo expressando um enunciado
aberto pc, vy tal que para todo (a, b) € A x B, a sentenca p(a, b) Seja uma
proposicao.

Exemplo 4.5

Sejam A={a,b}eB={25}, sabe-se que A x B ={(a 2), (a, 5), (b, 2),
(b, 5) }, e aqui podemos obter 2”4 = 16 relagdes diferentes a saber:

Ri={ }=0

Re={(a,2) }

Re={(a,2), (a5 }

Ra={ (b, 2), (b,5) }

Rs = { (a, 5), (b, 2), (b, 5) }
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Ris = { (a, 2), (a, 5), (b, 5) }
Ris = { (a, 2), (&, 5), (b, 2), (b, 5) }=Ax B

Exemplo 4.6
SejaS={7,4,9,6,2} e T={5,1,4,3,2}econsidere arelacdo R que diz:
”...édobrode...“, entdo podemos escrever:
R={(x,y) e SxT/. x édobrodey} ... por compreens&o.
R={(4,2),(6,3),(2,1),} ... por extenséo.

Observagéo 4.3

1. Sex €A ey e B esatisfaz que, (x,y) € R, entdo diz-se que x estd em
relacdo com y mediante R e denotamos com o simbolox Ry .

2.  Se R ¢ uma relagdo de A em B, o conjunto A é chamado de “conjunto de
partida” e o conjunto B é chamado de “conjunto de chegada”.

3. Dado que o conjunto vazio ® < A x B, entdo @ é uma relacdo de A em
B e é chamada de ““relagdo nula ou vazia".

4.  Temos que R é uma relacdo de A em B se, e somente se, R c AxB.
Propriedade 4.2

Quaisquer que seja uma relagdo R, tem-seque Rc U x U .
Demonstracéo.

Para todo x € R tem-se que 3 a, b € U tal que (a, b) = x .

Assim, x € R implica que C(x) = C(a, b) , entdo C(a) A C(b) = (a,b) e U
xU.

Portanto, R <« U x U.
4.2. 5 Dominio e Imagem de uma relagao.

Seja R uma relagdo ndo vaziade Aem B ,isto é: R={(x,y) e AxB /. xR

y}

Definicdo 4.5 Dominio de uma relacéo.

O dominio da relagdo R é o conjunto dos elementos x e A para 0s quais
existe um elemento y e B tal que (X, y) € R, e denotamos:

D(R)={xeAl. 3yeB A(X,y) eR}
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Isto é, o dominio de R é o subconjunto de elementos de A formado pelas
primeiras componentes dos pares ordenados que pertencem a relacao.

Definigdo 4.6 Imagem de uma relacéo.

A imagem ou contradominio de uma relagdo R é o conjunto dos elementos y
e B para os quais existe um elemento x e A tal que (x,y) € A x B ; e denotamos:
ImM(R)={yeB/. 3 xeA A (X,y)R}

Isto é, a imagem de R é o subconjunto de B formado pelas segundas
componentes dos pares ordenados que pertencem a relagéo.
Exemplo 4.7

No Exemplo (4.5) temos que:

D( R1) = @, IM(R1) =D ;

D(R2) = {a}, Im( R2) = {2} ;

D(Rs) = {a}, Im( Rs) = {2, 5} ;

D(R4) = {b}, Im( Rs)={2, 5} ¢

D( Rs) = {a, b}, Im(Rs) ={2, 5}
Exemplo 4.8

No Exemplo (4.6) temos que:
D(R)={4,6,2}e Im(R)={2,3,1}

4.2.6 Diagramas de coordenadas.

R Ax B

A R ) _ !
: b

(1}

Figura 4.1: Figura 4.2:

Estamos familiarizados com o plano cartesiano R x R como mostra a Figura
(4.1), cada ponto P € R? representa um par ordenado (a, b) de ndmeros reais. Uma
reta imaginaria vertical que passa por P corta o eixo horizontal em a e outra reta
horizontal corta o eixo vertical em b .
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Quando o produto cartesiano de dois conjuntos ndo tiver muitos elementos,
podemos representar em um diagrama de coordenadas diferente. Por exemplo se A =
{1,2} e B={a, b, c}, oproduto cartesiano A x B podemos representar mediante
o diagrama da Figura (4.2); o ponto Q é o par (2, ¢) .

Exemplo 9

Sejam os conjuntos A = { X1, X2, X3, X4 } e
B ={y1 y2 vys3 ya},earelagdo: R ={ (x1, y1),
(X2, y2), (X3, y3), (X4, y4)}

O diagrama da relacdo R mostra-se na

Figura (4.3). -

4.2.7 Grafico de uma relacgao. -
Definigdo 4.7 Gréfico de uma relacéo. -

Dados os conjuntos A, B , seu produto
cartesiano A x B e uma relagdo R c A x B .
Chamamos de grafico G_ R de R ao conjunto:

Figura 4.3:
Gr={(a,b) e A xB/. (a,b) e R}

Se um par ordenado (a, b) € Gr, dizemos que “b corresponde a segundo R ".
Exemplo 4.10

SejaB={1,2,3,4}earelacdo T < B x R definida por T = { (x, x+3) },
entdo T tem por grafico o conjunto Gt ={ (1, 4), (2, 5), (3, 6), (4,7) }

Exemplo 4.11

SeA={1,2,3} eB=4{a, b}, entdo Gr = {(1, a), (2, @), (3, a), (3, b)} é um
gréfico, observe que GRc A x B .

Exemplo 4.12

Seja N e arelacdo S < N x N definida S B
por S ={ (x, x%) } . Entdo o grafico Gs de S é o
conjunto: Gs = { (1, 1), (2, 8), (3, 27), (4, 64), (5,
125),...,(n,n%, ...}

Exemplo 4.13 -
Sejam os conjuntos: A = {3,4,5,6},B -

= {1,2,3, 4}earelagio: S = {(x,y) € A x -

B/. x = y+2}.Podemos escrever: S = {(3, 1),

(4,2),(5,3),(6,4) }

Figura 4.4:
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A Figura (4.4) representa o diagrama da relagdo de S .

O dominio e imagem da relagcdo S é: D(S) ={3,4,5,6} eIlm(S) ={1, 2, 3,4
} respectivamente.

Exemplo 4.14

Para os conjuntos do Exemplo (4.13) seja: T = {(x,y) €e A xB/. x>y},
logo

T={G 1), (4, 1), (5, 1), (6 1), (3,2), (4 2), 5 2),
(6,2), (4,3), (5,3), (6,3), (5,4),(6,4) }.

O dominio da relacdo T é: D(T) = {3, 4, 5,6 } ; é a imagem da relagdo T é:
Im(T)={1,2,3,4}.
4.3 TIPOS DE RELACOES
4.3.1 Relagéo binaria.
Definigdo 4.8 Relacdo binaria.

Seja A=B dizemos relagdo binaria, a toda relagdo entre elementos de A.

Segundo nossa defini¢do R é uma relagdo binaria sobre A, se Rc A x A..
4.3.2 Relacao reflexiva.
Definicdo 4.9 Relacdo reflexiva.

Seja R uma relacgdo binéaria definida do conjunto A ; dizemos que R é reflexiva
se, qualquer que seja o0 elemento x € A, o par (x, y) verificaa relagdo x =y .

Isto €, R é reflexiva se, e somente se, V x e A, (Xx,X) e R

Exemplo 4.15

3

SejaA=N e Rarelagdo “. .. tem como quadrado a ... “.
Esta relacdo ndo é reflexiva, observe que os Unicos pares ordenados que
satisfazem a relacdo sdo (0, 0) e (1,1)
Exemplo 4.16

SejaA=N e Rarelacdox =y, X,y € N.

Os pares ordenados (0, 0), (1, 1) e (2, 2), pertencem ao grafico da relagdo R
, entdo paratodo x € N, (x,y) € R ; isto é R é reflexiva.

O grafico de R contém os pares (x, X) , que é a diagonal do conjunto AZ .
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Entdo R é reflexiva se, e somente se, AA>cG_R.
Exemplo 4.17

Seja A um conjunto, consideramos o conjunto de partes P(A) , entdo a
inclusdo e a igualdade em P(A) séo reflexivas.

Exemplo 4.18

1. Suponha o conjunto B = { x /. x é uma reta do plano } e a relagdo
definida por:

Ri={(x,y) e B xB/. x éparalelaa y}

ela é reflexiva em B, pois toda reta é paralela consigo mesma; cumpre que
(X,x) eR1V xeB.

2. Suponha o conjunto B = { x /. x é uma reta do plano } e a relagéo
definida por:

R2={(x,y) eB xB/. x éperpendiculara y}

ela ndo é reflexiva em B , pois toda reta ndo é perpendicular consigo
mesma; ndo cumpre que (X, X) e R2 V x €B.

4.3.3 Relacéo simétrica.
Definigdo 4.10 Relagdo simétrica.
Uma relacdo binaria R , definida de um conjunto A , é simétrica se qualquer

que seja o par (X, y) € R que verifica a relacdo, entdo o par (y, x) também verifica a
relacdo.

De outro modo; uma relagdo R < A x A é simétrica se, e somente se, (X, Y) €
R=({(,x)eR, V (X,y) eR.

Exemplo 4.19

Sejam A ={ x /. x éumaretado plano} earelagio R={(x,y) € A%2/. xé
perpendicular a y } é simétrica em A , pois toda reta x que seja perpendicular a 'y,
cumpre que y é perpendicular a x ; isto é, cumpre que (y,X) e R V (x,y) e R.

Exemplo 4.20
Em N arelacdo x =y é simétrica; isto do fatoy = x .
Exemplo 4.21

Em N a relagdo “ ... tém por quadrado a . . . “ ndo ¢ simétrica, ¢ suficiente
observar que o par (3, 9) verifica, porém o par (9, 3) ndo satisfaz a relagéo.
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4.3.4 Relagao anti-simétrica.
Definigdo 4.11 Relagédo anti-simétrica.

Dizemos que uma relagdo binéaria R sobre A é anti-simétrica, se para todo (x,
y) e R e(y,x) € R; verificaarelagdo x =y

Isto é, R < A x A é anti-simétrica se, e somente se, [(X,¥) e R A (Y, X) € R]
= X=y
Exemplo 4.22

Seja P(A) o conjunto poténcia de A, arelacio R = { (A, B) € P(A)?/. Ac B
} é anti-simétrica.

Com efeito:
1. AcBeBcA = A=B ...def.de c
2.Logo, (A,B)eR A (B,A)eR = A=B .. (1), def. de =

Portanto de (2 ), R é anti-simétrica.
Exemplo 4.23

Arelacio R = { (a, b) € R%/. a<b} é anti-simétrica. Com efeito:

1. a<beb<a = a=b ... def. de <
2.Logo, (a,b)eR A (b,a)eR = a=b .. (1), def. de =
Portanto de (2 ), R é anti-simétrica.

Exemplo 4.24
SejaA=N e Rarelagdo “. .. dividea...“.

Esta relacdo é anti-simétrica, observe que se x divide y e y divide x entdo, x
= y .

4.3.5 Relacgdo transitiva.
Definicdo 4.12 Relacdo transitiva.

Dizemos que uma relacdo binaria R sobre A é transitiva, se para todo (X, y) €
R e (y, z) € Rverifica-se que (x,z) e R.

Isto 6, R < A x A é transitiva se, e somente se, [(X,yY) e R A (y,2) e R] =
(x,2) eR.
Exemplo 4.25

Arelagdo R={(a, b) € R?/. a<b}étransitiva.
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Com efeito:

1. a<beb<c = a<c ... def. de <

2.Logo, (a,b) e R A (b,c) eR = (a,c) eR ...(1),def.de R

Portanto de (2 ), R é transitiva.
Exemplo 4.26

1. A relacdo de inclusdo < é transitiva; isto do fatoquese Ac B A Bc C
= AcC

2. A relacédo de igualdade = em P(A) é transitiva.

3.SeR={(2,1), (1, 2), (1, 1), (1, 3), (4,4) }, entdo R ndo é transitiva. Isto
pelo fato (2,1) e R A (1, 3) € R, ndo implicaque (2,3) e R
4.3.6 Relacdo de equivaléncia.

Definicdo 4.13 Relacéo de equivaléncia.

Uma relacdo binéria, definida em um conjunto A = @, é relacdo de
equivaléncia se, e somente se, ela é reflexiva, simétrica e transitiva.

Isto é; diz-se que um subconjunto R de A x A define uma relagdo de
equivaléncia sobre A , se satisfaz as seguintes condigdes:

1. (a,a) e Rparatodoa e A.
2. (a, b) € Rimplica que, (b,a) e R.
3. (ab)eR e(b,c) eR entdo (a,c) e R

Ao invés de falar de subconjuntos de A x A podemos falar de uma relagédo
binéria =* (relacdo entre dois elementos de A ) sobre o proprio A , definindo que b
esta relacionado com ase (a, b) e R.

Exemplo 4.27

Seja Z o conjunto de nimeros inteiros. Dados a, b € A definamos a*b se a-b
for um namero inteiro par. Verifiquemos que * define uma relagdo de equivaléncia
emZxZ.

Solucéo.
1. Dofato0=a-aépar, segue que a * a .

2. Paraa * b tem-se que a - b é par, do fato b-a = -(a-b) tem-se que a - b
também é par, portanto cumpre que b *r a (é bem definido).

3. Seax*b e bxc,entdotantoa-b e b-c sdo pares,logoa-c=(a-b)+
(b - c) é par, assim a * ¢ é bem definido.

Portanto, * define uma relagdo de equivalénciaem Z x Z .
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Nossa defini¢do de relacdo de equivaléncia podemos escrever na forma: ~
Definicdo 4.14

A relacdo binaria, ~ sobre A é dita uma relagdo de equivaléncia sobre A , se
para qualquer elemento a, b, ¢ e A tem-se que:

1. a~a.

2. a ~bimplicaque,b ~ a.

3. a~beb~c implicaa ~c.

A primeira destas relacdes € a reflexibilidade, a segunda simetria e a terceira
transitividade.

O conceito de relacdo de equivaléncia é bastante importante e desempenha um
papel central em toda a matematica.
Exemplo 4.28

A semelhanca de tridngulos é um exemplo de relacdo de equivaléncia

Isto significa que, se a, b e c sdo trés tridngulos semelhantes quaisquer,
entdo verificam as trés seguintes condicdes:

1. a é semelhante com a .

2. Se a é semelhante com b , entdo b é semelhante com a .

3. Se a é semelhante com b e, se b é semelhante com ¢ , entdo a é semelhante
comc.
Exemplo 4.29

Outro exemplo de relacdo de equivaléncia é a congruéncia de tridngulos, as
condigdes do (1), (2) e (3) do Exemplo (4.28) também verificam-se se substituimos

»

a palavra “semelhante” por '”congruente”.
Observacéo 4.4

Se R é uma relagdo de equivaléncia, para traduzir que o par (a, b) verifica a
relacdo R , podemos substituir a notacdo (a, b) e Rpora=bmodR ,eselé " aé
equivalente a b méduloR "

Logo, se a, b, ¢ sdo elementos quaisquer de um conjunto A , e se R é relacdo
de equivaléncia em A , tem-se:

° V aeA, a=a modR
. a=b modR = b=amodR
. a=bmodR A b=cmodRa=cmodR
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Exemplo 4.29

Seja A = Z . Considere em A = Z a relagdo binaria R . . . a diferenca de dois
inteiros, ¢ um multiplo de 3”.

Esta relacdo é de equivaléncia pelo seguinte:

e V ae A, a=a mod3,istoéa-a=0=3kparaalgumk € N, logo é
multiplo de 3 ... reflexiva

e a=bmod3,isto éa-b =3r o que podemos escrever b - a = 3(-r) para
algum r € N logo, b-a é maltiplo de 3, assim b=amod 3
... simétrica

e a=bmod3,istoéa-b=3tparaalgumte N ede b=cmod3, segue
que b - ¢ =3s paraalgums € N, logoa-c=(a-b)+ (b-c)=3(t+s) =
a - ¢ = 3(t+s) para algum t+s € N, logo a-c é multiplo de 3 e, a=c¢ mod
3 ... transitiva

Exemplo 4.30

Seja P o conjunto de proposi¢des. Arelaggio R={(p,q) e P xP/. p=q }
ndo é de equivaléncia.

Com efeito.

A relagéo é reflexiva; temos que p = p é verdadeira (tautologia) vV p € P.

A relagdo é transitiva; lembreque (p=q A q = r) = (p = r) é verdadeira
(tautologia).

A relacdo R ndo é simétrica (p = g) = (q = p) ndo é tautologia.
Portanto, R néo é de equivaléncia.

Exemplo 4.31

SeA={n, A 0}.
a. Definaem A, uma relacdo que seja simétrica e ndo reflexiva.
Defina em A, uma relacdo que seja transitiva e ndo simétrica.
c. Defina em A , uma relagdo que seja reflexiva e ndo seja simétrica nem

transitiva.
Solugéo (a)
Ri={ (m,4), (An), (m,0), (¢, @), (¢, 4), (A0) }
Solucéo (b)
Re= { (ni, A), (A,9), (n, @) }
Solucéo (c)

Rs= { (m,n), (A,4), (9, 9), (1, A), (A9) }
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4.3.7 Relagéo inversa.
Definicdo 4.15

SejaR < A x B, arelacdo inversa de R denotada por R* é definida por: R* =
{(b,a) eB xA /[ (a,b)e A xB}

Exemplo 4.33

Sejam A={1,2,3} e B={a, b}econsideremos arelagdo R = { (1, a), (1,
b), (3, a) } de A em B, logo a relagdo inversa de R é o conjunto R* ={ (a, 3), (b, 1),
(a 1)}

Exemplo 4.34

Se uma relagdo R € transitiva, entdo sua relagdo inversa R* também é
transitiva?
Solucéo.

Sejam (a, b) e (b, c) elementos de R* , entdo (b,a) e Re (c,b) e R, como R
é transitiva entdo (c, a) € R ; logo (a, c) € R*.

Portanto mostramos que se, (@, b) e R* e (b, ¢c) e R*entdo (a, ¢) € R*; a
relacdo R* é transitiva.
Exemplo 4.35

Que relagédo existe entre o dominio e imagem de uma relacdo R , e o dominio e
imagem de sua relagdo inversa R* ?

Solugéo. y

-

Como R* tem os mesmos pares que R na

ordem inversa (de escrita), cada primeiro
elemento de um par em R é o segundo elemento
de um par em R* , e cada segundo elemento em -3

R é o primeiro elemento em R*
Consequientemente, o dominio de R é a imagem
de R*, e aimagem de R é o dominio de R* .

Exemplo 4.36

Seja a relacao:
R={(x,y) € R?/. 4x?+9y’=36 } .

Determine: a) O dominio de defini¢éo de
R ; b) a imagem de definicdo de R ; c) a relagdo R*

Figura 4.5:

Solugéo (a)

O dominio de definicdo de R é o intervalo [-3, 3] , uma vertical por cada um
destes nimeros contém ao menos um ponto de R.

Solugéo (b)
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A imagem é o conjunto [2, 2] , uma horizontal por cada um destes elementos
contém ao menos um ponto de R.

Solucdo (c)

A relacdo R* encontra-se se intercambiamos x e y no enunciado formal que
defineR,logoR*={(x,y)/ xe R,y e R, 9x?2+4y?=36}
Exemplo 4.37

Seja R a relacdo nos numeros naturais N definida pelo enunciado formal 2x+y
=10 . Determine: a) O dominio e imagem de R. b) A relagdo R* .

Solucéo (a)
O dominio D(R)={0,1,2,3,4}eaimagemIm(R)={0,8,6,4,2}

Solucéo (b)

R*={(x,y)/. xe N, yeN,x+2y=10};istoé R*={(8,1), (6, 2), (4,
3).(2,4)}
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Exercicios 4-1

Determine os valores de x, Yy, z da seguinte igualdade entre os pares ordenados:

1. (x+1, 2)= (3, y+3) 2.(2x+3y, x-2y)= (1, 2)
3. (x+y, 3)=(5, y-x) 4. (2x+2y+3z, x+y+z x-y+z ) =(14, 5, 9)
5.(x+5, 3-y) =(7, 2) 6.(X;y, ygz, X4”)=(1,2, 3)

Suponhamos os conjuntos A = {1, 2,3} e B={1,5}. Verifique as seguintes
proposicdes:

1.AxB#B xA 2.(A xB)xB=A x (B xA).
3A xB={(1,1),(1,5),(21),(2,5),(3,1),(3,5 }.

4.B xA={(11),(5,1)(1,2),(5,2),(1,3),(5,3) }.

5 AM2«#B"2 (A"2=A xAeB"2=B xB).

Sejam A, B, C e D conjuntos quaisquer. Demonstrar:
1. (AuB)xC=(AxC)u (BxC) 3. (A-B)xC=(A xC)-(Bx C)
2. (AnB)x(CnD)=(A xC)n(B xD)

Mostre que: Ac X e Bc Y, se,esomentese A x Bc X x Y, desde que A
x B # ®.

Sejam A, B e C trés conjuntos quaisquer. Demonstrar as seguintes
proposicdes:

1. A xB =B x A se, e somente se, A =B ouao menos um deles é o conjunto
vazio.

2.Se (x,y) € A?, entdo (y, x) € A?,
3.A xB=A xCse esomentese, B=CouA=0 .

4. (A xB)x C=A x (B x C) se, e somente se, ao menos um dos conjuntos A,
B ou C é vazio.

Sejam os conjuntos A = {1, 2,3 }eB={2,4,5 }, analisar quais dos
conjuntos Ri sdo relagcdes de Aem B .

1. Ri={(1,4),(1,5)} 2. Re={(1,4).17}
3. Re={(1,4),(1,5),(35) } 4, Re={ }=o
5. Rs={(1,1),(22),(2 4} 6. Re=A xB

Sejam os conjuntos A={2,3,5 } e B={3,6,7,10}, analisar quais dos
conjuntos Ri sdo relagdes de Aem B .

1. Ri={(X,¥y) e A xB/. x=y}
2. Re={(x,y) e xN/. x=2y}
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

3. Rs={(X,y) e A xB/. x>5}

Sejam os conjuntos A = {0, 1,2} e B ={3, 2,1}, escrever em forma de
conjuntos a relagdo de A em B definidaporx =y ;parax e Aey e B.

Suponha os conjuntos A ={3,5,8,9} e B={1,3,5 7}, escrever em
forma de conjuntos a relacdo de A em B definida por:

1. x<y, xeA eyeB 2.x2y, xeA e yeB
3. X=y; xeAeyeB 4 y+x=4, xeA eyeB.
5. x édivisivel pory; x e Aey B.

SejaA=N,earelagdoa=b, cujo grafico ¢ G_{A x A} ={(a,bh) e Nx N /.
a=b}, construir uma relagdo binaria definida sobre N .

SejaA={1,2,3}.00sconjuntos A={(1,1),(2,2),(3,3)}e K={(1, 2),
(2, 3) } constituem gréaficos de relagbes binarias sobre A , em tanto que o
conjunto L ={(1,5), (2, 3) } ndo. Por qué?

Dados os conjuntos A ={a,b,c}e B={a b, d} . Quais dos seguintes
conjuntos sdo graficos de relacdo entre elementos x € A e y € B ? Em cada
caso dar o dominio e imagem.

1. Ri={(a a), (b, b),(c,c)}
2. Re={(b,c)}

3. Rs={(a d), (b, d),(d, a)}
4. Ra={(b,a), (a, b)(c,c)}
5. Rs={(d,a),(d, d), (b,d)}

Quais dos conjuntos do exercicio anterior sdo graficos de relagdo entre
elementosx e B e ye A?

SeA={(3a+tl)/. (aeN A a< 3)v(@aeZ A 0< a<5 }.Calculea
diagonal de A x A . Construir o gréfico.

SeA={xeR/ 2<x<5}eB={xeR/ 1<x<4}.Construir o grafico
A xB;logoB x A.

SeM={xeR/ 2<x< 5}eN={xeR/ 1<x<4}.Construiro
graficode M x N ;logo N x M .

Seja R umarelagdo em A = { 2, 3, 4, 5 } definida pelo enunciado formal “x e y
sdo primos relativos”.

1. Escrever R como conjunto de pares ordenados.
2. Representar R num diagrama de coordenadas A x A .

Seja A um conjunto qualquer e seja A A a diagonal de A x A . Que relagdo
existe entre todas as relacdes reflexivas de A x A e A?

Os enunciados formais que seguem, definem relagbes no conjunto R.
Representar cada relagdo em um diagrama de coordenadas de R x R .

1.y < x?-4x+2 2. x<y? 3. y>X+24. X > sen x

T2
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20.

21.

22.
23.

24.
25.

26.

27.

28.
29.
30.

31.

32.

SejaA={1,2,3,4 }earelacdo Risobre A, parai=1, 2,3, 4. Determine se
a relagéo:

1. R={(1,1),(1,3),(2, 2),(3,1), (4, 4) } é reflexiva.

2. R={(1,2),(3,4),(2,1),(3,3) } é simétrica.

3. R={(1,2),(3,4),(2,2),(3,3),(2,1) } é anti-simétrica.

4, R={(1,2),(4,3),(2,2),(2,1), (3, 3) } é transitiva.

Dado A={1,, 2,3, 4,5} considere as seguintes relacdes em A :

1. Ri={(1,1),(,2) } 2.R2={(1,1),(2,2),(3,3) }
3. Re={(1,1),(2,3),(4,1)} 4. Ra={(1,3),(2,4)}

Determine, quais dessas relagdes é: Reflexiva, simétrica, anti-simétrica ou
transitiva.

Existe algum conjunto A no qual toda relacéo seja simétrica?

Mostre que se R e S sdo relagdes simétricas em um conjunto A , entdlo R N S é
uma relagdo simétrica em A .

Pode uma relagdo em um conjunto A ser simétrica e anti-simétrica?

Seja A ={1, 2, 3 }. Determine se cada uma das seguintes relagdes em A é
anti-simétrica.

1.R 1={(1,1)} 2R 2={(1,2)} 3.R_3=A xA
4. Re={(1,2),(2,1),(2,2),(3,2),(23)} 5Rs={(11),(23),(3 2}

Os seguintes enunciados formais definem cada um uma relagdo R no conjunto
de nimeros naturais N . Determine para cada caso se a relacdo é: a) Reflexiva.
b) Simétrica. ¢) Transitiva. d) Anti-simétrica.

1. xé menor quey 2. x+ty=12 3. x ey sdo primos relativos.
4. x dividey 5. x+4y=12 6. x é menor ou igual que y
7. x é multiplo de y 8. X vezes y é o quadrado de um nimero

Para cada umas das relacdes R do exercicio anterior, determine um enunciado
formal que defina a relagdo R*

SejaR ={ (a, b) € R?/. b>a} mostre que R ¢ anti-simétrica.
Prove que em N a relagdo “x divide a y” é uma relagdo anti-simétrica.

Seja A={1,2 3 } . Dar um exemplo de uma relacdo em A que ndo seja
simétrica nem anti-simétrica.

Quando uma relagdo R sobre um conjunto A é:
1. Néo reflexiva? 2. Nao simétrica?
3. Ndo anti-simétrica? 4. Nao transitiva?

Estabelecer a verdade ou falsidade das seguintes proposi¢fes, supondo R e R*
relagbes em um mesmo conjunto A .

1. SeR ésimétrica, entdo, R * é simétrica.
2.  Se R éanti-simétrica, entdo, R* é anti-simétrica.
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Se R é reflexiva, entdo R N R* = @.
Se R é simétrica, entdo R N R* = @.
Se R é transitiva e R* é transitiva entdo R n R* é reflexiva.
Se R é transitiva e R* é transitiva entdo R U R* ¢ reflexiva.

Se R é reflexiva e R* é reflexiva entdo R n R* é reflexiva.

0o N o o0 B~ W

Se R é anti-simétrica e R ~* é anti-simétrica entdo R n R ~* ¢ anti-
simétrica.

9. SeR éreflexiva e R* é reflexiva entdo R U R * ¢ reflexiva.

10. Se R é anti-simétrica e R* é anti-simétrica entdo R U R* é anti-simétrica.
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4.4 CLASSES DE EQUIVALENCIA

Se R é uma relagdo de equivaléncia em A e a e A, chamamos classe de
equivaléncia de a por intermédio de R ao conjunto de todos os elementos de A que
estdo relacionados com a . A classe de a denotamos por cl(a) e se 1€ “classe de
equivaléncia de a”..

Em forma simbdlica: cl(a) ={x € A/. x=amodR }
Exemplo 4.38

Seja A={ 1, 2, 3 } e R uma relacdo de equivaléncia em A definida por R={ (1,
1), (1, 2), (2, 2), (2, 1), (3, 3) }, temos que as classes de equivaléncia de 1 e 3 sdo
respectivamente: cl(1) ={ 1,2} ecl(3) = {3} . Note que a classe de equivaléncia
do2écl(2)={1,2},istoécl(2)=cl(1)

Exemplo 4.39

Seja R a relagdo definida pelos inteiros x = b mod 5 ; isto é ** x é congruente
com y modulo 5 "'. Determine todas as classes de equivaléncia.
Solugéo.

Temos que R é uma relacdo de equivaléncia, e como todo inteiro podemos
expressar na forma x = 5q + r onde 0 < r < 5 existem cinco classes cl(0), cl(1),
cl(2), cl(3) e cl(4) ; estas classes sdo:

cl(©y={..., -10,-5,0,5,10,. .. }
c(1)={...,-9,-4,1,6,11,... }
@ ={...,-8,-3,2,7,12,... }
c@)={...,-7,-2,3 8,13,... }
cl@@={...,-6,-1,4,9,14, ... }

4.4.1 Conjunto quociente.

E uma familia de elementos formada por todas as classes distintas de uma
relacdo de equivaléncia. Se a relagdo de equivaléncia é R esta definida no conjunto A
, denotamos A/ R e se 1é “conjunto quociente de A pela relagdo R”.

Exemplo 4.40

Para o Exemplo (4.38) temos que A/R = { cl(1), cI(3) }

Exemplo 4.41

Determine o conjunto quociente para as classes do Exemplo (4.39).
Solugao.
O conjunto quociente é: Z/R = { cl(0), cl(1), cl(2), cl(3), cl(4) }
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4.4.2 Particdo de um conjunto.

Consideremos o conjunto A={1, 2,3,4,5,6,7,8,9} e os subconjuntos B1
={7,8,10}, B2={2,56% Bs={4,9} Ba={3, 1} observe que a familia de
conjuntos B = { B1, Bz, B3, B4 } tem as seguintes propriedades:

1. O conjunto A é a unido de todos os elementos de B ; isto ¢ A=Bi1uU Bau
Bsu B4

2. Para qualquer dos conjuntos Bi e Bj tem-se que Bi n Bj = Bi ou Bi n Bj =
[}
Definicdo 4.16 Particdo de um conjunto.
Dada uma familia ndo vazia {Bi}i < 1 de subconjuntos de A ; dizemos que
{Bi}i < 1 € uma partigdo de A se satisfaz:
1. UBi=A

iel
2. Bi N Bj = Biou Bin Bj= ® paratodoi, j 1.
Cada um dos Bi é chamado de uma parti¢éo de A .
Exemplo 4.42
e  Sejam A= { nimeros naturais pares } e B = {nimeros naturais impares }.
Entdo { A, B } é uma particdo para N

. SejamP={1,23,4,5/6,7,89,10}, A={2,6,10}, B={3,5,6
,8%} C={1,3,5,7,9}.0bserve que {A, B, C} ndo é uma partigdo
deP;aquiANnB=d ,e A=B.

Propriedade 4.3

Toda relagdo de equivaléncia R em A , determina uma particdo em A . Esta
particdo € precisamente o conjunto quociente A/ R.
Demonstragao.

Seja R uma relagdo de equivaléncia em A, e para cada o € A consideremos o
conjunto B = { x/. (X, @) € R}, entdo a familia B, é uma particdo de A .

A mostrar que na verdade, B, é uma particdo de A .

Como R ¢é reflexiva, isto é cada elemento esta relacionado consigo mesmo,
entdoa € Baparatodoa € A.Logo A = UB..
o

Suponhamos que Br N Bs # @, e consideremos a € Br n Bs, entdo (a, r) € R
e (a,s) € R.Sejax e Brentdo (X, r) € R mas pela simetria (r, a) € R, assim (x, r)
€ R A (r,a) e R = (x,a) € R isto pela transitividade; do mesmo modo (X, a) €
R A (a,s)eR = (X,5) € R.LogoXx e Bs; sendo x elemento quaisquer de B
entdo Br < Bs de modo analogo mostra-se que Bs < Br de onde Br = Bs.

Consequentemente {Bu.}o < A € uma particdo de A , esta particdo podemos
denotar com A/R .
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Exemplo 4.43

SejaA={0,1,2,3,4,5 }earelacioR={(a, b) e A>/. a=bmod4 }.
Determine uma particdo em A mediante R.
Solugéo.

Temos que R = { (0, 0), (0, 4), (4, 4), (4, 0), (1, 1), (1, 5), (5,5), (5, 1), (2, 2),
(3, 3) } de onde podemos obter as seguintes classes de equivaléncias diferentes:

@ ={0,4} c@)={1,5}
cd@)={2} cl@)={3}.

O conjunto quociente ¢ A/R={{0,4} {1, 5} {2 } {3 }}, queé
precisamente a particdo de A mediante a relacéo R .

Logo uma particdo de A determinada por R é; { cl(0), cl(1), cl(2), cl(3) }
Propriedade 4.4

Toda particdo de A determina uma relagdo de equivalénciaem A .
Demonstragao.
Seja T’ um conjunto de indices e suponhamos que A = U A, onde A, sdo
ael

mutuamente disjuntos e ndo vazios. Dado um elemento a € A, entdo ele estad
exatamente em algum A, , onde o € T.

Definimos para a, b e A arelacdo a * b se os elementos estdo no mesmo A..
E suficiente mostrar que a relagdo * é de equivaléncia. (Exercicio para o leitor)

Exemplo 4.44

SejaA={a, b,c, d, e} eumaparticio de A
o conjunto { {a, b}, {c, e}, {d} } e seu diagrama
mostra-se na Figura (4.6) a c

A relacdo de equivaléncia em A determinado b e
por R é { (a, a), (a, b), (b, @), (b, b), (c, c)(c,e),
(e, ¢), (e, €), (d, d) } que obtemos relacionando os
elementos em sua respectiva parte, naturalmente: Figura 4.6:

A/R={{a b} {c, e}, {d} }.
4.5 APLICACAO

O conceito basico de aplicacdo é o seguinte:

“Toda vez que temos dois conjuntos e algum tipo de associagéo
entre eles, que faca corresponder a todo elemento do primeiro conjunto

»

um unico elemento do segundo, ocorre uma aplica¢do”.

De outro modo, dados os conjuntos A e B, existem diversas relagées de A em
B , entre estas tem particular importancia aquelas que satisfazem a seguinte
definicéo:
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Definigdo 4.17 Aplicacéo.
Uma relagdo f de A em B denotado f: A —> B, é uma “aplicacdo” se, e
somente se a todo elemento a € A, corresponde um Unico elementob € B.

A definigéo ¢ conhecida como, “conceito intuitivo de aplicacdo”. Se (a, b) e f
, observe que ao elemento a < A corresponde o elemento b € B, logo dizemos que
“a imagem de a mediante a aplicacdo f é o elemento b”, este elemento a ¢é
denominado “pré-imagem do elemento b pela aplicagdo f” e denotamos b = f(a) .

Logo, as duas condi¢Bes que deve cumprir toda relacdo f de A em B para que
seja aplicacgdo sdo:

Existéncia: V a e A, existe um elementob e B, tal que (a, b) e f.
Unicidade: V a e A, existe um Unico elementob e Btal que (a, b) e f.
Istoé,se(a, bi) ef A (a, b2) ef = b 1=Db 2
Observe os diagramas das relacdes das Figuras (4.7) e (4.8).

Figura 4.7: Figura 4.8:

A relacdo da Figura (4.7) acima ndo é uma aplicagdo, pois existe o elemento 1
no conjunto A, que ndo esta associado a nenhum elemento do conjunto B .

A relacdo da Figura (4.8) também ndo é uma aplicacdo, pois existe o elemento
4 no conjunto A , que esta associado a mais de um elemento do conjunto B . Preste
muita aten¢do no diagrama da Figura (4.9).

A relacdo da Figura (4.9) é uma aplicacéo,
pois todo elemento do conjunto A , esta associado
a somente um Unico elemento do conjunto B .

De um modo geral, dados dois conjuntos A,
B e uma relagdo entre eles, dizemos que essa
relacdo é uma aplicacdo de A em B se, e somente
se, para todo a e A existe um Unico b € B de
modo que a se relacione com b .

Com base nos diagramas da Figura (4.7) -

(4.9) acima, concluimos que existem duas Figura 4.9:
condigbes para que uma relagdo f seja uma
aplicacéo:
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1°. O dominio deve sempre coincidir com o conjunto de partida, ou seja, todo
elemento de A ¢ ponto de partida de uma “flecha”. Se tivermos um elemento
de A do qual ndo parta uma flecha, a relacdo nédo é aplicagéo.

2° De cada elemento de A deve partir uma tnica “flecha”. Se de um elemento
de A partir mais de uma “flecha”, a relagéo ndo ¢ aplicacdo.

Logo, dados dois conjuntos ndo vazios A e B, dizemos aplicacdo f de A em
B a qualquer relacdo binaria que vincula a cada elemento a € A um Unico elemento

b e B, e denotamos f:A —> B e se 1€ “a aplicagdo f de A em B”.

Quando o dominio e imagem de uma aplicacdo sdo 0 mesmo conjunto; isto é
f:A —> A ¢ freqiiente chamar f de “operador ou transformacgdo sobre A”. Os
operadores sdo casos especiais importantes de aplicacdes.

4.5.1 Dominio e Imagem de uma aplicagao.

Da definicdo de aplicacdo temos que toda aplicacdo é uma relacdo, porém nem
toda relacdo é uma aplicacdo, o dominio e imagem de uma aplicacdo sdo
respectivamente o dominio e imagem da relacdo que ela representa.

Seja f :A —> B, definimos o dominio de f como o conjunto A e denotamos
D(f) ; e a imagem de f como sendo o conjunto Im(f)={b e B /. 3 a e AA b=

f@) }.
Observagéo 4.5

1. Alguns autores definem aplicacdo com a possibilidade do dominio D(f) ser
um subconjunto préprio de A , isto é D(f) < A, e quando cumpre que
D(f)= A eles chamam “aplicacdo totalmente definida”.

2. Segundo nossa definicdo de aplicacdo, tem-se que o dominio de uma
aplicacdo f: A —> B ¢é o conjunto D(f)= A .
4.5.2 Axioma de substituicéo.

O que interessa saber é se uma subclasse de conjunto também é um conjunto e
se uma aplicacdo realmente é um conjunto. Para saber isto é necessario o axioma de
substituicéo.

Axioma 4.1 De substituigdo ( 8°. axioma de Fraenkel).

Dado um conjunto A e p(a, b) uma proposi¢do de modo que para cadaa € A
o conjunto { b /. p(a, b) } pode ser formado, entdo existe uma aplicacdo f com
dominio D(f) = Atal quef(a)={b/. p(a,b)}paracadaa € A.

Dizer que { b /. p(a, b) } pode ser formado significa, naturalmente que um
conjunto f(a) tal que b e f(a) se e somente se p(a, b) é verdade.

A razdo para 0 nome deste axioma é que ele capacita-nos a construir um novo
conjunto a partir de um velho pela substituicdo de cada elemento do velho por uma
coisa nova.

A mais importante aplicacdo deste axioma estd em estender o processo de
contagem para além dois nimeros naturais.
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Propriedade 4.5

vV (A,B) (CB A AcB = CA).
Demonstracéo. a)
Suponhamos os conjuntos X < Y.
Se X =@ tem-se que CY A X < Y implicam de imediatoaCX =C @ .
Suponhamos que X # @, entdo existea e X .

Definimos: g={(m,n)/. (m € X A m=n)v(m e Y-X A n=a)} entdo
para aplicacdo g(Y) tem-se que Di(g) = X U (Y -X) =Y A D2(g) =X u {a} = X,
isto implica que Di(g) =Y A D2(g) = Xentdo Di(g) =Y A D2(g) =X A CY,isto
€ CD1(g)=Y = CD2(g)=X) . Assim, CD2(g)=Y implicaCX .

Definicdo 4.18 Aplicagdes iguais.

Se f e g sdo aplicagdes definidas num mesmo dominio Aese f(a)=g(a) V a
e D(f) , entdo as aplicagles sdo iguais e escrevemos f =g .

Exemplo 4.45

Sejam os conjuntos A={2,3,5}yeB={a, b, c}

e Avrelagdo f1 = { (2, a), (3, b) } ndo é aplicacdo de A em B, isto pelo fato
de 5 ndo ser pré-imagem de elemento algum.

e Avrelacdo f2={ (2, a), (2, b), (3, b), (5, ) } ndo é aplicacéo, isto pelo fato
de existirem dois pares diferentes com a mesma primeira componente.

e Avrelacdo fs = { (2, a), (3, a), (5, a) } é aplicacdo, isto pelo fato D(fs)= A e
ndo existem pares diferentes com a mesma primeira componente; observe
que Im(f) = {a}.

. A relacdo fa = { (2, a), (3, b), (5, c) } é aplicacdo, isto pelo fato D(f4)= A e
ndo existem pares diferentes com a mesma primeira componente; observe
que Im (f)={a,b,c}.

Exemplo 4.46

Sejam os conjuntos C={5,2,3}eD={4,2}

A relagdo g1 = { (5, 4), (2, 4), (3, 2) } ¢é aplicagdo de C em D , isto pelo fato
D(g1)= C e néo existem em g_1 pares diferentes com a mesma primeira componente.

A relacdo g2 = { (5, 4), (2, 4), (5, 4) } ndo é aplicacdo, isto pelo fato D(gz2) = C

A relacdo gs = { (5, 4), (2, 4), (5, 4), (3, 2) } é aplicacdo de C em D, isto pelo
fato D(gs)= C e ndo existem pares diferentes com a mesma primeira componente.

Observacéo 4.6

Seja a aplicagdo A —> B e (a, b) € f, como a e b tem seus valores
variando nos conjuntos A e B respectivamente, a e b recebem o nome de variaveis.
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A variavel x ¢ chamada “variavel independente” e a variavel b, “variavel
dependente”, é costume escrever (a, b) € f como b=f(a) e, para obter o valor de b
dependemos de um valor de a .

Uma aplicacdo f fica definida quando sdo dados seu dominio (conjunto A), seu
contradominio (conjunto B) e a lei de associacdo b = f(a).

4.5.3 Grafico de uma aplicacgéo.

O grafico de uma aplicacdo é o mesmo grafico da relagdo que ela representa.
Dada uma aplicacdo podemos desenhar seu grafico em um sistema de coordenadas
cartesianas, seguindo o mesmo processo para diagrama de relacdes.

4.4.2.1 Construcdo do diagrama de uma aplicagao.

Um sistema de coordenadas cartesianas consiste em um par de retas de
ndmeros reais as quais se interceptam formando angulo reto como mostra a Figura
(4.10); a reta horizontal ¢ chamado “eixo- x” ou “eixo das abscissas” ¢ a reta vertical
é chamada de “eixo- y” ou “eixo das ordenadas”.

Y
3 Y e
o o Deedaen L4, 5
1 4
—x @ I M- . (5, 9)
-3 -3 -1 [ R - 5 .
B Ll %, 13
3 1 & 3 4 5 5
-y
Figura 4.10 Figura 4.11

Para desenhar o grafico de uma aplicacdo y = f(x), é suficiente atribuir valores
do dominio D(f) a varidvel x e, usando a relagdo matematica que define a aplicacdo,
calcular os correspondentes valores para y = f(x).

Exemplo 4.47

Sejam os conjuntos A={4,6,2,5}yeB={3,0,5,1,9 }.

Para o diagrama do grafico da aplicagdo f = {(4, 5), (6, 1), (2, 5), (5, 3) } é
suficiente considerar um sistema de coordenadas cartesianas com 0s respectivos
elementos de f como mostra a Figura (4.11).

Exemplo 4.48

Desejamos construir o diagrama da aplicacdo f: R —> R definia por y = f(x) =
2x - 1. Primeiro observe que o dominio sdo todos os nimeros reais, logo podemos
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considerar x = 2, x = 4, x = 6, x = 8, e assim calculamos os respectivos valores para y
, como indica a Tabela 4.1.

Identificamos os pontos encontrados no plano cartesiano como mostra a
Figura (4.123).

¥
X 2 4 6 8 10 11 + >
—a () &
Y 3 7 11 15 19 21 -1
Tabela 4.1: Y
Figura 4.12:

O diagrama da aplicacdo é uma reta que passa pelos seis pontos encontrados.
Basta tracar a reta pelo fato f « R x R, e o diagrama estara construido.

Do fato da unicidade, deduz-se que se um a aplicagdo tem seu diagrama num
sistema de coordenadas retangulares, toda reta paralela ao eixo vertical intercepta
este diagrama somente num ponto.

4.5.4 Definicao formal de aplicacéo.
Definigdo 4.19

Uma aplicagéo f definida em A com valores em B e dominio D(f) c A, a um
subconjunto Gs < A x B que satisfaz as seguintes condicdes:

i) V x eD(fy, 3y eBtalque(x,y) e Gr.

ii)Se (x,y) e Gre(X,2z) € G, entdoy =z.

Da parte (i) podemos afirmar que a todo elemento x e D(f) corresponde pelo
menos um elemento y € B tal que (X, y) € Gr; e de (ii) o elemento y associado ao
elemento x é Unico.

4.5.5 Aplicacdo biunivoca, sobrejetiva e bijetiva.
Definigdo 4.20 Aplicacéo biunivoca.

Dizemos que uma aplicagdo f:A —> B com dominio D(f) < A é biunivoca se,
elementos distintos do dominio tiverem imagens distintas; isto é para qualquer xi ,
x2 € D(f) com x1 # X2 tem-se que f(x1) = f(x2) .

Esta definicdo é equivalente a:
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Dizemos que uma aplicagdo f: A —> B com dominio D(f) , é “biunivoca” se
para qualquer x1, X2 € D(f) com f(x1) = f(x2) tem-se que x1 = X2 .}

Definicdo 4.21 Aplicacgdo sobrejetiva.

Dizemos que uma aplicacdo f: A —> B com dominio D(f) < A , ¢é
“sobrejetiva” se, e somente se, o seu conjunto imagem for igual ao contradominio;
isto é para todo é paratodoy e B, existe x e Df) tal que f(x) =y ; logo a aplicagédo
f: A—> B é sobrejetiva se Im(f) = B .

Definicdo 4.22 Aplicacdo bijetiva.
Uma aplicacdo é bijetiva quando ela é sobrejetiva e biunivoca.
Exemplo 4.49

a) A aplicacdo f: R —> R definida por f(x) = 3x é biunivoca pois se x1 # X2
entdo 3x1 = 3xz2 , portanto f(x1) = f(x2) .

b) A aplicacdo f: R —> R definida por y = 3x é biunivoca, como vimos na
parte (a) deste exemplo. Ela também é sobrejetiva, pois Im(f) = B = R.
Logo, esta aplicacdo é bijetiva.

c) A aplicacdo g: N—> N definida por y = x+5 ndo é sobrejetiva. Pois Im(g)

={5,6,7,8 ... 1} eocontradominio € N, mas é biunivoca, pois
valores diferentes de x tém imagens distintas. Entdo essa aplicagdo nédo é
bijetiva.

Exemplo4.50

Considere os conjuntos A={5,6,7,8} e B={1, 2,3,4,9} definida pela
equacdoy =x-4.

Para cada a e A fica associado um Unicoy € B.

Considerando y = f(x) = x - 4 tem-se f(5) = 1, f(6) =2, f(3) =7¢e f(8) =4.
Esta aplicacdo é biunivoca, ndo é sobrejetiva (para o elemento 9 € B, ndo existe um
elemento em A ), logo néo é bijetiva.

S&o sindnimos de aplicacdo biunivoca; aplicacdo injetiva ou aplicacdo um-a-
um.

Exemplo 4.51

a) SejamA={1,3,9,10} e B={2,3,4,5} e f:A—> B aaplicagdo
definida por f(1) = 2, f(9) =3, f(3) =4 e f(11) = 5 é aplicacdo bijetiva.

b) Aaplicagdo h = {(x,y) € R?/. y=x2+1; -3 <x<3 }ndo ¢ biunivoca.
Definicdo 4.23 Aplicagdo identidade.
Seja f:A —> A uma aplicacéo, definida por f(x) = x ; isto é a aplicacdo que

faz corresponder a cada elemento de A 0 mesmo elemento, é chamada de “aplicagdo
identidade”. Denotamos a aplica¢do identidade em A com o 1a
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Definigdo 4.24

Uma aplicagdo f:A —> B ¢ chamada “aplicagdo constante”, se a todo elemento
a e A corresponde somente o elementob e B. Logo D(f)=A e Im(f)={b}.

4.5.6 Composicdo de aplicagdes.
Definicdo 4.25 Composigdo de aplicacdes.

Sejam f: A—> B e @g: B —> C duas aplicacdes tais que Im(f) < B ; a
aplicacdo (gof) definida por (gof)(x) = g(f(x)) denomina-se “aplicagdo composta de
g e f“ (nessa ordem).

O dominio da aplicacdo gof é: D(gof) = {x e D(f) /. f(x) € D(g) }.

O esquema da Figura (4.13) mostra como estd definida a composicdo de
aplicagoes.

f gof g
o
. J
(gof) (=)
Figura 4.13:
Exemplo 4.52

SejaA={1,23,4,5 }esejamf, g: A = A definidas por: f(1) = 3, f(2) =5,
f(3)=3,1(4)=1,1(5)=2,9(1)=4,9(2) =1,9(3) =1, 9(4) =2,9(5) = 3.

Determine gof e fog .

Solugao.
(gof)(1) = g(f(1)) =9(3) =1 (fog)(1) = f(g9(1)) = f(4) =1
(9of)(2) = g(f(2)) = 9(5) =3 (fog)(2) = f(9(2)) = f(1) = 3
(9of)(3) = 9(f(3)) = 9(3) = 1 (fog)(3) = f(9(3)) = f(1) = 3
(gof)(4) = g(f(4)) = g(1) = 4 (fog)(4) = f(9(4)) = f(2) = 5
(9of)(5) = g(f(5)) = 9(2) = 1 (fog)(5) =f(g(5)) = f(3) =3

Observe que as aplicacdes gof e fog ndo tem a mesma definicéo.

Exemplo 4.53
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a) Dadas as aplicagdes f(x) = x?-1 e g(x) = 2x , determine (fog)(x) e (gof)(x) .
b) Dadas as aplicagbes f(x)=5x e (fog)(x) = 3x + 2, determine g(x) .
c) Dadas as aplicagdes f(x) =x?>+1 e g(x) = 3x - 4, determine (fog)(3) .
Solugéo. (a)
(fog)(x)= fl[g(x)] = f(2x) = (2x)%-1 = 4x?-1 .
(gof)(x) = glf(x)] = g(x"2-1) = 2(x"2-1) = 2x* - 2
Solugdo. (b)
Como f(x)=5x, entdo (fog)(x)= f[g(x)]= 5.9(X) .
3X+2

Porém, (fog)(x) = f[g(x)]=3x+2 ; logo 5.g(x)=3x+2 , e dai g(x)= z

Solugéo. (c)

g(3) = 3(3) - 4 = 5 entéo (fog)(3) = f[g(3)] = f(5) =52+ 1=25+1=26.
Exemplo 4.54

Sejam f e g duas aplicagbes definidas por f(x) = 3x — 2 e g(x) = x? + 4x .
Determine as aplicag6es (gof)(x) e (fog)(x).
Solugéo.

Temos os seguintes dominios e imagens para cada uma das aplicagfes: D(f) =
R, Im(f) =R, D(g) = R e Im(g) = [-4, + ) .

i) Do fato Im(f) = D(g) entdo (gof)(x) = g(f(x)) = [f(x)]? + 4 f(x) = g(f(x))
=[3x - 2] + 4[3x - 2] = 9x? -4 .

Portanto, (gof)(x) = 9x"2 -4 e D(gof) =R.

ii) Do fato Im(g) < D(f) entdo (fog)(x) = f(g(x)) = 3g(x) - 2 = f(g(x)) =
3(x"2 +4x) -2 =3x2+ 12x - 2.

Portanto, (fog)(x) = 3x%> +12x -2 e D(fog) =R.

Muitas vezes sdo dadas aplicagdes f(x) e g(x) sem especificar quais sdo seus
dominios; para obter (gof)(x) o dominio de f deve ser escolhido de modo que Im(f) <
D(9) .

Exemplo 4.55

Sejam as aplicagbes h(x) = 10 definida em [-3, 4] e s(x) = x? - 8 definida em
[0, 7] . Determine (hos)(x) e (soh)(x)
Solugdo. (i)

Solucéo de (hos)(x)

Temos que D(h) = [-3,4] e D(s)=1[0,7].

Por outro lado, (hos)(x) = h(s(x)) =10 V x € [0, 7] e s(x) € [-3, 4] ; isto &,
V x €[0,7]e-3< x"2-8<4entdox €[0,7]e 5< x*<12.

Portanto, (hos)(x) =10 V x e [v5 , V12]
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Solugdo. (ii)
Solucédo de (soh)(x) .

Observe que, (soh)(x) = s(h(x)) = [h(x)]*2 - 8 = 102 - 8 = 92, para todo X € [-
3,4 eh(x) e [0,7];istoé VX e[-3,4] e 0<10<7 (isto altimo é absurdo !).

Portanto, ndo existe (soh)(x)
4.5.7 Imagem inversa de uma aplicacéo.

Suponhamos que f: A —> B seja uma aplicacdo bijetiva, e b € B. A imagem
inversa da aplicagdo f denotamos por f*, e é o conjunto {a € A /. f(a)=b }

4.5.8 Aplicagéo inversa.

Seja f:A —> B uma aplicacdo. Em geral f*(B) pode ter mais de um elemento,
ou ainda ser o conjunto vazio ®

. Definicdo 4.26 Aplicacdo inversa.
Se f:A —> B é uma aplicacdo bijetiva, entdo para cada b e B, a imagem
inversa f*(b) consta somente de um elemento em A .

Logo f*:B —> A é uma aplicacdo e f* é chamado “aplicacéo inversa de f .

Sejam a aplicagdo f:C —> D, AcCeB c D (taisf(A)={f(a) e B/. a
A} e f7*B)={a €A/l fla) eB}.

Podemos considerar estas expressdes como regras para aplicagdes f de P (A)
em P (B) assim como para aplicagdes f* de P (B) em P(A) . Por outro lado, f(a) €
f(A) @ a € Aalémdisso, a e f*(B) < f(a) e B.

Propriedade 4.6

Sef:A—>Bese, {Ai/l. i e} éumacolecdo de conjuntos em P(A) ,
entdo:
a) f(UA) = Uf(A) b) f(NAI) < Nf(AI)}
iel iel iel iel
Demonstracgéo (b)
1. Seja f(a) € f(NA) = ... hipotese.
iel
2. = a e NAI ... def. de N
iel iel
3. = a € Ai,paratodoi el ...def.de N
iel
4. = f(a) € f(Ai), paratodoi el ...def. def.
5. = f(a) e Nf(AI) ... def. de N
iel iel

Nesta nem sempre ¢é verdadeira a igualdade (b); observe o seguinte exemplo.
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Exemplo 4.56

Seja f(x)= |x| para x e [-1, 1], e consideremos os conjuntos A1 = [-1, 0] e A2
= [0, 1] , temos que A1 n Az = {0} , assim f(A1 n Az )= f({0}) = 0 . Por outro lado,
f(A1) = [0, 1] e f(A2) = [0, 1], logo f(A1) N f(A2) = [0, 1] .

Propriedade 4.7
Se f :A—> B é uma aplicagdo biunivoca e se, { Ai/.i e |} é uma colecdo de

conjuntos em P(A) , entdo: f(N A= N f(Ai).
iel

iel

Demonstracéo.
1.y e Nf(A) ==> ... hipdtese.
iel
2. =y ef(Ai)paratodoi el .. def.de N
iel
3. = Ix € Ai,tal quey = f(xi) ... fésobrejetiva.
4. Os xi sdo iguais Vi € | ... f é biunivoca.

5, = X=Xi
6. = x € NAi

iel

7. >y ef(_ﬂlAi)

8. _ﬂlf(Ai) c f(_ﬂI Ai)

Portanto, da Propriedade (4.4) (b) e de (8) segue que f(N Ai) = N f(Ai) .
iel iel

Propriedade 4.8

Sef:A—>Bese {Bi/l. iel}éumacolecdo de conjuntos em P(B) ,

entdo:
a) f*(_UI Bi) = _Ulf*(Bi) b) f"*(ﬁI Bi) = ﬂlf*(Bi)
Demonstragao (a)
1. xef*(UBi) < ... hipétese.
iel
2. < f(x) e UBi ... def. de f*.
iel
3. & f(x) € Bi, paraalgumi e | ...def.de UB_i.
iel
4. < x e f*(Bi), paraalgumi e | ... def. de fA* .
5. < xe Uf*(Bi)
iel

Portanto, de (1)-(5), seque que f*( UI Bi) = Ulf*(Bi)
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A demonstracdo de (b) é exercicio para o leitor.

4.6 CARDINALIDADE DE UM CONJUNTO
Definigdo 4.27 Cardinalidade.

Define-se a cardinalidade de um conjunto A , como a nimero de elementos
que pertencem ao conjunto A .

Denotamos a cardinalidade de um conjunto A por card(A) ou o(A) , e se Ié
“cardinalidade de A” ou “niimero de elementos de A”.

Observe que a cardinalidade de um conjunto A , sempre é menor ou igual que
a cardinalidade do conjunto P(A).

Exemplo 4.57
. Seja o conjunto A={1,0,3 },entdo o(A) =3
e SejaB={-1,0,1,3,8}entdoo(B)=5
e SejaA={1},entdoo(A)=0
e SejaA={123,45,6,...,n },entdoo(A)=n
e SejaA={d},entdoo(A)=1

Exemplo 4.58

Sejam A e B dois subconjuntos finitos de um conjunto universal U.
Demonstrar que:

1. o(A U B)=0(A) +0o(B) - o(A N B).
2. Deduzir formulaspara ANnB=® eAcB.

3. Determine uma férmula para o(An Bn C) , onde A , B e C sdo
subconjuntos finitos quaisquer de U.

Solugéo. (1)

Suponhamos A = { a1, az, as, a4, . . . , an } onde todos os a_i sdo distintos,
parai=1,2,3,4,56,... ,neB={bi, bz, b3, bs, ... , bm } onde todos os bi sdo
distintos, parai=1,2,3,4,5,... ,m,logoo(A)=neo(B)=m.

Suponhamos que A "B = ® e que o(AnB)=r>1, entdo isto implica que
em A existem r elementos iguais aos que existem em B ; suponhamos por exemplo
que sejam a_1=b_1, a 2=b_2,a_.3=b_3,... ,ar=br, logo podemos escrever 0s
elementos do conjunto A e B do seguinte modo:

A = { ai1=ba, a2=bz, as=bs, as=bs, ... ,ar=br, ar+1,ar+2... an }

r elementos n-r elementos
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B = { ai=bi, az2=by, as=bs, as=bs4, ... ,ar=br, brs1, br+2... bm}

r elementos m-r elementos
E claro que o(A)=r +(n-r) e o(B)=r +(m-r)
Por outro lado, A U B = { ar+1, ar+2 . . . an , a1=bs, az=be, as=bs, as=bs, ... ,

ar=br, bre1, brez ... bm } .
Logo o(A UB)=(n-r)+r+(m-r)y=n+m-r=0(A) +0o(B) - o(A N B)
Portanto, o(A U B)= 0(A) + o(B) - o(A n B)

Solugéo. (2)
Como AN B =, entdo o(A N B) =0; logo o(A U B)=0(A) + o(B)

Quando A < B, podemos escrever B = A u (B-A) e como An (B-A) =0 |,
segue que o(B) = o(A) + o(B-A) , assim o(B - A) = o(B) - o(A).

Solugéo. (3)
AN BN C=(AnB)n C, entdo:

0o(An BN C) = 0((AnB) N C)=0(AnB)+0(C)-0o((AnNB)UC)  (4.1)
Por outro lado, AnB)uC=(AuC)n (BuC), logo
o((A " B) U C)) = 0o(Au C) + o(Bu C) - o(Au BU C) (4.2)
Do fato:
o(AUC)=0(A)+0(C)-0(A nC) e o(BuC)=0(B) +0(C) -0o(BnC)
segue em (4.2) que:
o((AnB)vC))=
= [0(A) + 0(C) - o(A ~ C)] + [ 0(B) + 0(C) - o(B ~ C)]-0(AU B U C) =
= o(A) + o(B) + 2[0(C)]-o(ANC)-0o(B nC)-o(AuBuUC),

de onde, em (4.1) vem que:
0 AnBNC)=0(A)+0o(B)+0(C)-0(A nC)-0oB nC)-0(A nB) -
o(AuBuU C)

4.6.1 Conjuntos enumeraveis.
Denotemos N (n) ={k eN/. k<n}

Definigdo 4.28 Conjunto finito.
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Dizemos que um conjunto A é finito, se A = ® ou se, existe n eN tal que a
aplicagdo f : N (n) —> A seja uma bijecéo.

Propriedade 4.9

Sejam m, n eN. Se existe uma bijecdo f: N (m) —> N (n) , entdlo m = n
Demonstragao.

Suponhamos que n= 1, entdo temos a aplicacdo f: N(m) — N(1)= {1}
definida por f(x) = 1 para todo x eN(m) . Pelo fato ser f uma bije¢do segue-se que
existe um Gnico x eN(m) .

Sem = 1, existe y # x para o qual f(y) = 1 . Isto contradiz o fato ser f
biunivoca. Portanto, m =1

Suponhamos a propriedade seja verdadeira para n eN.

Se para n N a aplicagdo f: N(m) —> N(n+1) é uma bijecéo, entdio m = 1 ;
caso contrario f(N(m)) = f(N(1)) = {f(1)} e em N(n+1) teriamos somente elementos
distintos de f(1) que ndo estdo na imagem de f, além disso f(x)=n+1 para um Unico
x eN(m) .

A aplicagdo g:(N(m)-{x}) —> N(n) definida por g(k) = f(k) se k eN(m) esté
bem definida, e é bijetiva.

Definimos h(k) = k se k <n e h(k) = k+1 se, x < k £ m-1 também estd bem
definida e é bijetiva. De modo que, pela hipotese de supor que a propriedade é
verdadeira para n eN e sabendo que a composic¢des de aplicacdes bijetivas é bijetiva,
entdo: goh: N (m-1) —> N (n) é uma bijecdo. Isto obriga que m = n+1 .

Definicdo 4.29 Conjunto enumeravel.

Um conjunto A diz-se enumeravel, quando é finito ou quando podemos
estabelecer uma aplicagdo bijetiva f: N —> A .

Caso exista a aplicagdo f , dizemos que o conjunto A é infinito enumeravel, e
seus elementos podemos relacionar como segue: f(1)=a1, f(2)=az, f(3)=as, f(5)=as, . .
., f(n)=an, ondeneN e A={ai, az as a4, ... ,an}

Exemplo 4.59
e O conjunto dos nameros naturais pares é infinito enumerével; é suficiente
definir f N—> N como sendo f(n) = 2n .

e O conjunto dos numeros naturais impares é infinito enumerdvel; é
suficiente definir g: N—> N como sendo g(n) = 2n-1.

e O conjunto dos nameros inteiros é infinito enumeravel; é suficiente definir
a aplicagdo h: N—> Z pela lei.
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se n  par

NS

° h(n) =

1-n .
5 se n impar

Um bom exemplo de conjunto ndo enumerdvel é o conjunto dos nimeros reais
R ; isto mostraremos posteriormente.

Intuitivamente definimos no Capitulo 11l Secdo 1 a cardinalidade de um
conjunto, lembre que dois conjuntos A e B tem o mesmo cardinal, e escrevemos
card( A) = card( B ) para significar que existe uma bijecdo f:A—> B .

Logo se A for infinito enumeravel, tem-se que card( A ) = card( B ) se, e
somente se, B for infinito enumeravel.

Dados os conjuntos A e B, diremos que card( A ) < card( B ), quando existir
uma aplicagdo f:A —> B somente biunivoca mas ndo sobrejetiva.

Definicdo 4.30 Conjuntos equipoténtes.

Dizemos que dos conjuntos A e B sdo equipoténtes se eles tém o mesmo
cardinal, e denotamos A ~B .

Por exemplo, todos os conjuntos infinitos enumeréaveis sdo equipoténtes com
N .

Dizemos que um conjunto A tem cardinal do continuo, se A é equipoténtes
comR.

Exemplo 4.60

Os seguintes conjuntos tem o cardinal do continuo:
i)  Qualquer subintervalo de R .
ii) O conjunto dos nimeros complexos C .
iii) Qualquer espaco vetorial de dimensdo finita sobre R .

O Axioma (3.4) é necessario para demonstrar alguns resultados basicos da
teoria de conjuntos como sdo por exemplo os teoremas (sem demonstragdo):
Propriedade 4.10 Teorema de Bernstein.

(V A, B) (C(A)A0o(A)< o(B) A0o(B) < 0o(A) = A~B)
Propriedade 4.11 Teorema de Cantor.

(Vv A) (C(A) = 0(A) <o(P(A))

E importante mencionar o seguinte paradoxo da teoria de conjuntos.
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4.6.2 Paradoxo de Cantor.

“Seja C o0 conjunto de todos os conjuntos. Entdo todo
subconjunto de C é um elemento de C; logo, o conjunto poténcia
denotado P(C) é um subconjunto de C ; porém, isto implica que a
cardinalidade do conjunto poténcia seja menor ou igual a cardinalidade
de C”.

Segundo a propriedade (Teorema de Cantor), a cardinalidade de C deve ser
menor que a cardinalidade do conjunto poténcia P( C) .

Assim, o conceito de conjunto de todos os conjuntos leva a uma contradigéo.
Em geral, para todo conjunto finito A tem-se que:

card(A) < card(N*) < card(R)

A hipétese do continuo diz:
N&o existe conjunto A tal que:

“Cardinalidade do enumeravel < card(A) < cardinalidade do continuo”
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10.

11.

12.

Exercicios 4-2

Dada uma familia A de conjuntos, seja R a relacdo definida em A por “x ¢
disjunto de y”. Dizer se R é: a) reflexiva; b)simétrica ; c) anti-simétrica ; d)
transitiva.

Mostre que A x A é uma relacdo de equivaléncia em A .
Determine as quinze parti¢des diferentes do conjunto A={1,2,3,4}

No conjunto Z considere a relacdo a R b definida pora R b < ab >0 .
Determine se R define uma relagdo de equivaléncia sobre Z .

SejaA={ab,c,d e f}reR={(a a), (a d), (b, b), (b, c), (b, T), (c, b), (c,
c), (c, f), (d, a), (d, d), (e, e), (f, b), (f, c), (f, f) } e uma relagdo de
equivaléncia. Determine as classes de equivaléncia e verifique que formam uma
particdo de A .

Suponha que A1 = {1, 2, 4 } é uma classe de equivaléncia com respeito a uma
relacdo de equivaléncia em um conjunto A . Determine os elementos que
pertencem a relacdo de equivaléncia para que A1 seja subconjunto de A.

Se A={a, b,c,d, e } particionamos da seguinte maneira: A1 ={a}, Az={
b,d}, As={c}eAs={e} . Determine a relacdo de equivaléncia que
induzem estes quatro subconjuntos.

Dado B ={1, 2, 3, 4,5, 6 } determine se as seguintes familias determinam uma
particdo de B .

1. {{1,3,5}{2,4},{3,6}} 2.{{1,5}, {2}, {4}, {1, 5}, {3, 6} }
3. {{1,5} {2}.{3.6}} 4.{{1,23,4,5}}

Dado o conjunto N x N e R ={ ((a, b), (¢, d)) € (N x N)2/. ad = bc }. Mostre
que R é uma relacdo de equivaléncia e, portanto induz uma particdo de N x N.

Dado o conjunto N x Ne R ={ ((a, b), (c, d)e(NxN)®/. a+d=Db+c}
Mostre que R é uma relacdo de equivaléncia e, portanto induz uma particdo de N
x N.

Seja A={1, 2, 3,4,5, 6,7 }determine se as seguintes familias de conjuntos
sd0 ou ndo particdes:

1. B={B1={1,3,5},B2={2 },B:s={7,4}}

2. C={C1={1,573}C2={3,4},C3={2,561}}
3. D={D1={1,2,57}D2={3}, Ds={4,6}}

4. E={E1={1,2,3,4,56,7 }}

Determine se as seguintes relagdes sdo de equivaléncia:
1. A={al. a=(x,y)eZ% A x<y}

2. B={al. a=(x,y)eZ? A x<y}

3. c={al. a=(x,y)eZ? A x=y(mod3)}
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13.

14.

15.
16.

17.

18.

19.
20.
21.

22.

23.

Demonstrar que E = { (0, 0), (1, 1), (2, 2), (3, 3), (0, 2), (1,3),(2,0), (38, 1) } ¢
uma relacdo de equivaléncia em A = { 0, 1, 2, 3 } . Achar as classes de
equivaléncia cl(0), cl(1), cl(2), cI(3) .

SejaA={al.a=(x,y) € Z? onde x - y é divisivel por 3 } . Mostre que A ¢
uma relacdo de equivaléncia em Z e achar as distintas classes de equivaléncia.

Sejam f: A—> B, g:B—> Ce h: C—> D. Demonstre que (hog)of = h o(gof).

Sejam os conjuntos A = {1, 2,3} e B ={a, b }. Quantas aplicagdes diferentes
de A em B existem, e quais sdo?

Dadas as aplicag0es f1, f2, f3 e f_4, determine quais sdo biunivocas em R

1. fi(x) = x2 2. fot) = t+2 3. fa(s) = Vs
4. f4 correspondendo a cada numero seu quadrado.

Dadas as seguintes aplicagdes, determine quais sdo biunivocas. Justifique sua
resposta.

1. A cada pessoa que habita Pato Branco, corresponde o nimero de seus anos.

2. A cada cidade de Brasil, corresponde o nimero de seus habitantes.

3. A todo livro escrito somente por um autor, assina-Ié o autor.

Pode uma aplicagdo biunivoca ser constante? Justifique sua resposta.

Pode uma aplicagdo sobrejetiva ser constante? Justifique sua resposta.

Dar um exemplo de:

1. Uma aplicagdo de N a um subconjunto proprio de N que ndo seja uma
bijecéo.

2. Uma injecdo de N a um subconjunto préprio de N .

3. De Z a um subconjunto préprio de Z, que nédo seja injecao.

4. Uma injecdo de Z a um subconjunto préprio de Z.

5. Uma aplicacdo de Ra N .

6. Uma aplicacdo de R a N tal que para todo x € R, f(x) # X

Seja R uma relacdo de equivaléncia em um conjunto A. Mostre que o conjunto
quociente A/ R é uma particdo de A. Isto é, mostre que:

a) aefal, vaeA.
b) [a]=[b] & (a,b) eR.
c) Se [a] # [b] = [a] e [b] sdo disjuntos.
Dar um exemplo de uma aplicacdo para cada item:
1. De um subconjunto préprio de N para N que nédo seja bijecao.
2. De uma injecdo, de um subconjunto préprio de N para N .
3. De um subconjunto préprio de Z a Z , que ndo seja injegao.
4. De uma injecdo de um subconjunto préprio de Z para Z.
5. De uma aplicacdo de N aR .
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24.

25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

6. De uma aplicacdo de N a R tal que para todo f(x) = x.

Resolva cada um dos seguintes exercicios:
1. Dadas as aplicagdes f(x) = x>-1 e g(x) = 2x ,calcule f[g(x)] e g[f(x)] .
2. Dadas as aplicacdes f(x)=5x e f[g(x)] = 3x + 2 ,calcule g(x) .
3. Dadas as aplicagbes f(x) = x2+ 1 e g(x) = 3x -4, determine f[g(3)] .

Se f é uma bijecéo de A sobre B . Existe uma aplicacdo inversa de f escrita fA* ,
que é uma bijecdo de B sobre A ?

Seja f:A —> B uma aplicacdo bijetiva; demonstre que as seguintes proposi¢des
séo verdadeiras:

1. C c f*(f(C)) para todo subconjunto C de A .
2. f(f*(D)) c D para todo subconjunto D de B .

Sejam f:A —> B uma aplicacdo, e A1 e Az subconjuntos de A , demonstre as
seguintes relagGes:

1. AicAz= (A1) cf(A2) . 2. f(A1U A2) = f(A1) U f(A2)
3. (A1 N A2) < f(A1) N T(A2) 4. f(A1) - f(A2) c f(A1- A2)

\item Sejam f:A —> B uma aplicacdo, e B1 e B2 subconjuntos de B ,
demonstre as seguintes relagdes:

1. Bic Bz = f*(B1) c f**(B2) 2. f*(B1u B2) = f*(B1) U f*(B2) .
3. f*(B1n B2) = f*(B1) n f*(B2) 4. f*(B1) - f*(B2) = f*(B1 - B2) .

Seja f:A —> B uma aplicacdo; a igualdade das imagens por f no conjunto de
chegada B implica a equivaléncia dos elementos do conjunto de partida em A ?
Isto é x1 = x2 < f(x1) = f(x2) (equivaléncia em A < igualdade em B)

X+ X
Sejaf: A —> N,onde A={-3,-2,-1,0, 1,2,3 }ef(x) = % Determine
uma particdo para A.
Mostre que a aplicagdo composta gof das aplicagdes biunivocas f:A —> B e g¢:
B —> C éumainjecdode A—> C.
Mostre que a aplicacdo composta gof das aplicacdes sobrejetivas f:A —> B e
g:B —> C é sobrejetivade A —> C .
Mostre que a aplicacdo composta gof das aplicagfes bijetivas f:A —> B e g:B
—> C é uma bije¢dode A —> C .
Para todo subconjunto B de um conjunto A, definimos a aplicacdo caracteristica
¢s de B, como a aplicagdo do conjunto B ao conjunto { 0, 1 } definida por:
¢e(X) =0sexgBeogs(X)=1sex eB.ParaA={ab,c}eB={b,d},
construir o grafico de @s(x) .
Calcule 1 - ¢s(x) paratodo x € A . Qual é o subconjunto de A que admite por
aplicacdo caracteristica a aplicacdo v, definida por y(x) = 1 - ¢s(x)?
Sejam A={a, b,c,d e} B={a b, c} C={b,c, e} e ops(x) aaplicacdo
caracteristica de B . Para todo x e A, calcule:
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36.
37.

38.

1. @ee(X).0c(x) 2. @8B(X) + oc(X) - ¢B(X).@c(X) .

Mostre que a relacdo: R ((x1, y1), (X_2,y_2)) <

Definida sobre S = {(x, y) € RxR / x # 0,
equivaléncia.

Para a relagdo R da pergunta anterior.
Seja (a, b) um elemento fixo de S, mostre que:

ou

o | T

R(x.¥). (b)) <«

X <
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Miscelanea 4-1

Seja A = ®. Sera ® o grafico de uma relacdo binaria sobre A ?. Se sua
resposta for afirmativa, serd esta relagdo reflexiva? Transitiva? De
equivaléncia?

Idem ao exercicio anterior para o conjunto A = ®@.

Sejam A={a, b} e B={{a}, {a b}, ®} . Determinar o grafico da relacéo
R entre os elementos x € A e y € B, onde R(x, y) ; “x é elemento de y”.

SejamE={a,b,c} e F=E. Determinar o grafico G c E x Fdarelagdo R,
onde R(x, y) ; “x ndo é elemento de y”.

Seja E={ a, b } . Determinar o grafico da relacdo binéaria R definida sobre P(E) ,
onde R (x,y); “x estd contido em y”.

Seja R a relagdo “x+y=0” e R estd definida sobre E={ 1, % -3, 0, 3, %} .

Determinar o gréafico de R.

Seja R uma relacdo em N definida por: aRb < a?-b>=7k,Vk € Z.
Mostre que R é uma relacdo reflexiva e simétrica.

Mostre que a relagdo R definida sobre R por: (X, y) € R < x2 - y2 = 2(x-y) é
uma relagdo simétrica e transitiva.

Mostre que se f é uma bijecdo de Aem B, entdofof*=1 B e f*of=1_A

SejaF={f: A — B/ féaplicagdo }esejaG={g:B — A/. g é
aplicacdo }. Mostre que, se existe uma aplicagio h € G, talque foh=1B
entdo, a aplicacdo f e F é sobrejetiva.

Mostre que, se existe uma aplicagdo g e G , tal que gof = 1_A entdo, a
aplicacdo f € F é biunivoca.

Mostre que, se f: A —> B e g: B —> C sdo aplicacgdes bijetivas, entdo (g o
f)*=f*o0g*.

Mostre que Ss, 0 conjunto de todas as aplicagdes bijetivas de {x1, x2, X3 } em si
mesmo, tem seis elementos.

Sejam X, Y, X; subconjuntos de A, suponhamos aplicagdo f:P(A) —> P(A) tal
que X cY = f(X) c f(Y) e f(f(X))=X . Mostre que f(U X,) = N (X)) e
el el

f(N X)) = Uf(X) .

el hel
Dadas as familias {Aw}xct € {Bu}uem forme duas familias com indices em
LxM considerando os conjuntos:

(AL UBY(Lwexm € (Ax N B elxm
Prove que se tem:

1. (UADN(UBY= U (ALnBy)
el peM (u)elxm
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17.

18.
19.
20.

21.

22.
23.
24.

25.

2 (NA)U(N,BI= N (AUB)

Au)elxm

Seja {Aij}. j) e N+ x N+ Uma familia de conjuntos com indices em N* x N*, prove
ou desaprove por contra-exemplo, a igualdade:

s
s

(

Aij) = N (QAU)

i=1 =

N

[N
m
[N

Mostre que todo subconjunto A < N finito é limitado.
Mostre que todo subconjunto A < N é enumeravel.

Mostre que, se ¢ : A —> B ¢ biunivoca e B é enumerével entdo, A é
enumeravel.

Mostre que toda sequéncia infinita ai, az, as, ... an... de elementos distintos
é enumeravel.

Mostre que o conjunto N* x N*é enumeravel.
Mostre que o conjunto N x N é enumeravel.

Mostre que se ¢ : A —> B é sobrejetiva e se A é enumeravel entdo, B também
é enumeravel.

Sejam A e B conjuntos enumeraveis. Mostre que o produto cartesiano A x B é
enumeravel.
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Capitulo V

NUMEROS NATURAIS

Giuseppe Peano nasceu em 27 agosto de 1858 em
Cuneo, Piemonte, Itdlia. Em 1876, ingressou a
universidade de Turin para estudar a engenharia, porém
decidiu estudar mateméatica pura, formando-se como
doutor em 29 de setembro de 1880. Apds graduar-se,
trabalho como professor assistente na universidade de
Turin em 1880, professor extraordinario em 1890 e
professor ordinadrio em 1895.

Em 1886 provou que se o y = f(x, y) fosse

continuo entdo a equacdo diferencial j—y = f(x, y) tem
X

G. Peano

uma solucdo. A existéncia das solugdes com hipoteses
mais fortes para y=f(x, y) tinha sido dada resolvida por
Cauchy e Lipschitz. Quatro anos mais tarde Peano
mostrou que as solugdes ndo eram Unicas, dando como um exemplo a equagédo

diferencial j—y = 3\/y73, com a condicdo inicial y(0) = 0.
X

Em 1888 Peano publicou “"Célculo Geométrico", que comega com um capitulo
de l6gica matematica, e deu definigdes novas para o comprimento de um arco e para
a area de uma superficie curvada. Em 1889 publicou seus famosos axiomas,
chamados "axiomas de Peano", que definiram os ndmeros naturais nos termos de
conjuntos.

As maiores contribuicdes de Peano, entretanto, estavam nos estudos do
axiomatizacdo da matemdtica e da légica matematica. Produziu uma definigédo
axiomética do sistema de nimero natural e mostrou como o sistema de numero real
pode ser derivado destes postulados.

A légica matematica é o uso dos simbolos em vez das palavras para escrever
indicagbes matematicas. Peano introduziu os simbolos para representar "pertence ao
conjunto” e 'existe" respectivamente. A ldgica matematica transformou-se
rapidamente o foco de seu trabalho. Em 1889, Peano publicou a primeira versdo de
um sistema da l6gica-matematica em seu "Principio de Aritmética", que incluiu seus
famosos axiomas de numeros naturais. Dois anos mais tarde, estabeleceu um jornal,
"Rivista di matematica", orientada principalmente a légica e aos fundamentos da
matematica. O projeto, transformou-se seu centro por 0s quinze anos seguintes.
Quando foi terminado em 1908, o livro conteve 4200 férmulas e teoremas
simbolizados com provas em somente 516 paginas. Foi eleito membro da academia
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das ciéncias em Turin em 1891. Além, foi honrado pelo governo italiano com
diversas distincdes.

Embora Peano seja um fundador da Idgica matematica, o filésofo matematico
alemdo Gottlob Frege (1848-1925) é considerado o pai da légica matematica. Peano
também foi interessado no universal, ou internacional, nas linguas e criou o
interlingua artificial da lingua em 1903. Compilou o vocabulério fazendo exame de
palavras de inglés, de francés, o alemdo e o latin. Morreu de um ataque de coragéo
em Turin em 20 de abril de 1932.

Neste capitulo, propomo-nos a desenvolver o estudo do conjunto dos
numeros naturais N. A idéia de nimero natural estd ligado ao problema de contar ou
enumerar objetos de um conjunto dado. Nosso objetivo serd entdo o de caracterizar
0s nimeros naturais. Uma das maneiras de fazé-lo é elaborar um conjunto de
axiomas e definicdes.

5.1 CONJUNTO INDUTIVO

Em quanto os conjuntos constituem um meio auxiliar, 0s nimeros sdo um dos
dois objetos principais de que se ocupa a matematica. Nimeros sdo entes abstratos,
desenvolvidos pelo homem como modelos que permitem contar e medir, portanto
avaliar as diferentes quantidades de uma grandeza.

Definicdo 5.1 Sucessor.
Para todo conjunto A, definimos o sucessor A** de A pelo acréscimo A, a 0s
elementos de A; em outras palavras:
A*=A U {A}

O sucessor de A geralmente é denotado por A**. Estamos em condicdes para
definir nimeros naturais, definimos 0 (niUmero zero) como 0 conjunto que ndo tem
elementos; isto é: 0 ={ }= ®.

Se todo numero natural deve ser igual ao conjunto de seus predecessores,
podemos definir os nameros 1, 2, 3, ...

1=0*=0 u {0} =@ u {0} = {0}

2=1*=1 u {1} = {0} u {1}={0, 1}

3=2*=2 u {2} ={0, 1}u {2}={0, 1} v {2}={0, 1, 2}
e assim sucessivamente pode ser levada a frente com 0 mesmo e Unico conjunto.
Definigdo 5.2 Conjunto indutivo.

Um conjunto de nimeros M, diz-se que € indutivo, se satisfaz as seguintes
propriedades:

i) 0e M.
ii) V. n e Mentdion* e M
Exemplo 5.1
Os seguintes conjuntos ndo sdo indutivos:
e {1,2,3 4,5 ...}
e {01, 2 3,45}
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e {0,246, ...}

Observe gque um conjunto indutivo é tal que contém ao conjunto vazio, e; para
todo conjunto A que pertenca a ele, também pertence o seguinte conjunto A™*. A
classe de todos os conjuntos indutivos sera:

a={ x /. indu(x) } (5.1)
5.1.1 Axioma de Infinitude.

A questdo é saber se realmente existe algum outro conjunto com estas
caracteristica, ou inversamente saber se a classe dos conjuntos com estas
caracteristicas é vazia.

Para resolver-nos este problema, na teoria de conjuntos foi formulado mais um
axioma chamado “Axioma de infinitude” que garante a existéncia desse tipo de
conjuntos.

Axioma 5.1. Axioma de infinitude (7°. axioma de Zermelo).

Existe um conjunto que contem o 0 e o sucessor de cada um de seus
elementos.

Em nossa teoria matematica um bom exemplo é o conjunto N; seus elementos
0, 1, 2, 3,... , constituirdo a nossa espécie fundamental de nimeros; e sdo
chamados “nUmeros naturais”.

Infelizmente a expressdo é um pouco ambigua, pois alguns autores incluem o
zero entre 0s naturais, enquanto outros ndo o fazem, mas ndo nos preocupemos com
isso. A idéia intuitiva que temos dos nimeros naturais é que sdo todos 0s nimeros
cada um dos quais pode ser obtido principiando com o zero e somando um, tantas
vezes quantas forem necessarias.

O Axioma (5.1) indica que existe pelo menos um conjunto da classe a de (5.1),
pelo que poderiamos formar a interseccdo de seus elementos.

Propriedade 5.1

A classe ) a existe, € um conjunto e é a classe indutiva minima.
Demonstragao.
Com efeito, (1 a existe pelo Axioma (5.1) toda vez que a nédo é vazia.

Por outro lado, para todo x < a tem-se que () a < X, logo pela Propriedade
(4.5) segue que existe a classe C(N a).

Mostremos que N a é indutivo.
Paratodoy € a, tem-se que ® ey, entdo ® < (] a.
Sejax € a, entdo paratodoy € a A S(x) € y segue que s(x) € a.

Por dltimo, N a é o minimo entre os conjuntos indutivos por ser sua
interseccéo.
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Definigéo 5.3

Chamamos de nimeros naturais ao conjunto N = [\ a que, pela Propriedade
(5.1) é indutivo.

O matematico italiano Peano foi o primeiro a organizar as leis fundamentais
desses nimeros em um corpo axiomatico; o seu conjunto de cinco axiomas é
notdvel. Examinemos esses axiomas para conhecermos mais de perto os numeros
naturais e para vermos, em seguida de que modos outras espécies de nimeros podem
ser reduzidas a espécie natural. Os axiomas de Peano, postos em palavras, sdo estes:

1. Zero é um ndmero natural.

2. O sucessor imediato de qualquer nimero natural é também um ndmero
natural.

Ndmeros naturais distintos nunca tém o mesmo sucessor imediato.
4.  Zero ndo é o sucessor imediato de nenhum ndmero natural.

Se algo vale para zero e, valendo para um dado nimero, também vale para
0 seu sucessor imediato , valerd , ainda, para todos os numeros naturais.

Esses axiomas contém trés termos nao-definidos: “zero”, “sucessor imediato”
e “numero natural”. Os axiomas, por si mesmos, ndo nos revelam o que tais termos
devam significar (embora entrelacem quaisquer significados que 0s termos possam
ter ) e ndo nos ddo qualquer evidéncia a favor do fato de os termos poderem referir-
se a qualquer coisa real.

Do ponto de vista do ensino a nivel do Ensino Médio, ndo tem cabimento
expor a matematica sob forma axiomatica. Mas é necessario que o professor saiba
que ela pode ser organizada sob a forma acima delineada. Uma linha de equilibrio a
ser seguida na sala de aula deve basear-se nos seguintes preceitos:

1. Nunca dar explicagdo falsa sob o pretexto de que os alunos ainda ndo tém
maturidade para entender a verdade.

2. N&o insistir em detalhes formais para justificar afirmacdes que, além de
verdadeiras, sdo intuitivamente 6bvias e aceitas por todos sem discussdo
nem duvidas.

As demonstracdes quando objetivas e bem apresentadas, contribuem para
desenvolver o raciocinio, o espirito critico, a maturidade e ajudam a
entender o encadeamento logico das proposigdes matematicas.

3. Ter sempre em mente que, a importancia social da matematica provém de
que ela fornece modelos para analisar situagfes da vida real. Assim, por
exemplo, conjuntos sdo o modelo para disciplinar o raciocinio légico,
nimeros naturais sdo o modelo para contagem e ndmeros reais Sdo 0
modelo para medida; etc.

4, A matematica fornece modelos abstratos para serem utilizados em
situacdes concretas, do dia-a-dia e das ciéncias.
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5.2 NUMEROS NATURAIS

Existe um conjunto N chamado de “conjunto dos niimeros naturais” para o
qual os seguintes axiomas (chamados axiomas de Peano) sdo verificados:

Axioma 5.2
Ao conjunto N, dos niumeros naturais, pertence o zero 0.
Axioma 5.3

A todo numero natural n corresponde outro nimero natural Unico, chamado o
sucessor de n o qual representamos por n* = n+1.

Axioma 5.4

Dois niumeros naturais distintos, tem sucessores distintos.
Axioma 5.5

O zero ndo é sucessor de nenhum ndmero natural.
Axioma 5.6

Se A é uma parte de N que tem por elementos o zero e o sucessor de todo
nGimero natural n, entdo A = N.

Assim, pelo Axioma (5.2) o conjunto de nimeros naturais N é ndo vazio e fica
determinado pela seguinte colecdo:

N={012 3 45 ...,n, ..., }
Denotamos o conjunto dos nimeros naturais positivos por:
N*={1,2 3 45 ....,n, ..., -
Exemplo 5.2

e O conjunto N de nimeros naturais é indutivo, pois 0 é um namero natural e
n+1 também é natural para todo n natural.

e O conjunto de todos os numeros inteiros é indutivo.
3 5

. O conjunto {0, 1, 1, =, 2, =, ... } éindutivo
2 2 2

Observacgéo 5.1

1. Denotamos o antecessor de qualquer nimero natural n € N~+ como *n; e este
numero satisfaz a igualdade: *n +1 = n.

2. Denotamos o consecutivo de qualquer nimero natural n € N como n*; e este
numero satisfaz a igualdade: n* = n +1.
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Propriedade 5.2
Para qualquer nimeros naturais m, e n tem-se:
D} mzn = m*=n*
ii) n=n*.
iii) n#1 = 3 p e N,tal quep*=n.

Demonstragao. i)

Suponhamos que m #n e m* = n*, entdo pelo Axioma (5.4) teremos m = n,
contrariando a hipétese.

Demonstragao. ii)

SejaA={ meN /. m=m* }, pelo Axioma (5.2) temos que 0 N logo
0 e A ,esem € A, pela definicdo de A temos que m # m* e consequentemente pela
parte i), segue que m*= (m*)* , logo m* € A e pelo Axioma (5.6) vamos ter que A =
N.

Portanto, paratodon e N tem-se que n # n*.
Demonstracdo. iii)
SejaA={0} u{neN /. 3 m neN talque n=m* }.

Por definicdo de M, temos que 0 €A. Por outro lado, se n €M, comn = 0,
tem-se que n = m*, para algum m € N.

De onde n* = (m*)* e n”* é o sucessor de m*, logo n* €A e pelo Axioma
(5.6) segue que A= N.

5.2.1 Inducdo matematica.

Em matematica, muitas definicdes e proposicdes se realizam utilizando o
“principio de indu¢@o matemdatica”. A generalizagdo de uma propriedade apds
verificagdo de que a propriedade é valida em alguns casos particulares, pode
conduzir a sérios enganos como mostra o seguinte exemplo:

Exemplo 5.3
Considere arelagdo f(n) = 22{2"}+1 definida paratodon e N.
Temos que, quando:
n=0 entdo f(0) =2"{2"0}+1=3
n=1 entdo f(1) =221} +1=5
n=2 entdo f(2)=2"{2"2} +1=17
n=3 entdo f(3) =2"{2"3} + 1 = 257

n=4 entdo f(4) =2"{2"4} + 1 = 65537
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Observe que todos aqueles numeros encontrados sdo numeros primos; P.
Fermat (1601 - 1665) acreditou que a formula f(n) representaria nimeros primos
qualquer que fosse o valor positivo para n e N, pois esta inducdo era falsa, Euler
(1707 - 1783) mostrou que para n = 5 resulta f(5) = 4294967297 = 641 x 6700417,
logo a afirmacgdo de P. Fermat foi precipitada.

Exemplo 5.4

Consideremos a relagdo f(n) = n®2 + n + 41 definida para todo n e N,
observe que, para valores menores que 40, f(n) é um ndmero primo.

Com efeito, sen=1, f(1) =43; se n=2, f(2) =47, se n=3, f(3) =53; .
. :se n=239, f(39) = 1601. Porém se n = 40 temos f(40) = 40% + 40 + 41 =
(41)(41) ndo é primo, mostrando que a sentenca é falsa. Em 1772 Euler mostrou que
f(n) = n? + n + 41 assume valores primos paran=0, 1, 2, 3, ... , 39,

Euler observando que f(n-1) = f(-n) mostrou que n*2 + n + 41 assume valores
primos para 80 numeros inteiros consecutivos, sendo estes inteiros: n = -40, -39, -
38, ... 0, 1,2, 3, ... 38, 39; substituindo a variavel n por n - 40 temos f(n-
40) = g(n) = n% - 79n + 1.601; logo g(n) = n? - 79n + 1.601 assume valores primos
para todos os numeros naturais de 0 até 79.

Exemplo 5.5

A sentenca:
“2n + 2 é asoma de dois niUmeros primos”.

¢ uma sentenca verdadeira paran=1, n=2, n=3, n=4, ... € COmMO nNoS
exemplos anteriores ap6s muitas tentativas, ndo achamos algum nimero natural que a
torne falsa.

Ninguém até hoje, achou um nimero natural que tornasse a sentenca falsa e
ninguém, até hoje, sabe demonstrar que a sentenga é sempre verdadeira. Esta famosa
sentenca conhecida como conjetura de Goldbach feita em 1742, em uma carta
dirigida a Euler diz:

“Todo inteiro par, maior do que 2, é a soma de dois numeros
primos”.
N&do sabemos até hoje se esta sentenga é verdadeira ou falsa.

Em resumo, dada uma afirmacgdo sobre niimeros naturais, se encontramos um
contra-exemplo, sabemos que a afirmacdo ndo é sempre verdadeira.

E se ndo achamos um contra-exemplo? Nesta caso, suspeitando que a
afirmacdo seja verdadeira sempre, uma possibilidade é tentar demonstra-la
recorrendo ao principio de indugdo; é necessario portanto, dispor de um método com
base l6gica que permita decidir sobre a validade ou ndo de uma determinada inducgéo,
isto esta garantido com a seguinte proposicao:

Propriedade 5.3 1°. principio de indugdo matematica.

Se P(n) é uma proposicao enunciada em termos de n, paran € N tal que:
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1° P(0) é verdadeiro
2°. Paratodo h e N P(h) é verdadeiro, implica P(h+1) é verdadeiro.
Entdo P(n) é verdadeiro Vv n e N.

Demonstragao.

Com efeito, seja A={ ne N /. p(n) éverdadeira }. Conforme as hipoteses
1°. e 2° acima temos que 0 €A e se k €A entdo k+1 €A ou seja as condigbes do
Axioma (5.6) estdo satisfeitas.

Portanto A coincide com o conjunto de todos 0s nimeros naturais, isto é p(n)
é verdadeira para todo nimero natural n.

Os nUmeros naturais sdo fechados respeito as operacdes de adicdo e
multiplicacdo. As operacdes de subtragdo e divisdo para nimeros naturais, ndo se
aplica; caso contrario teriamos que subtracdo e divisdo de nUmeros naturais é um
natural; isto Gltimo é um absurdo.

5.2.2 Adigdo de nimeros naturais.

Definigdo 5.4 Adigéo.
Paratodo m, n e N, aadicdo em N, é uma aplicacao:

+ :Nx N—N
(m, n) > +(m, n)

simplesmente denotamos +(m, n) como a+b e satisfaz o seguinte axioma:
Axioma 5.7

° Paratodon e N, n+0=n

e Paratodo(m, n) e Nx N, n+m*=(n+m)*
Propriedade 5.4

O nUmero zero é o elemento neutro para adi¢cdo em N.
Demonstracéo.

A propriedade é verdadeira para n = 0, isto € 0 + 0 = 0, 0 zero é neutro a
direita.

Suponhamos que a propriedade seja verdadeira paratodon € N;isto é 0+ n =

Mostrarei que a propriedade é vélida para o sucessor de n; isto é para n*.

Por defini¢do de adi¢do 0 + n* = (0+n)*, e pela hip6tese de indugdo 0 + n = n,
logo 0 + n™* = (0+n)* = n*, e esta propriedade é verdadeira para n"*.

Portanto, pelo axioma de inducdo (Axioma (5.6)) a propriedade é verdadeira
para todon € N.

Propriedade 5.5

Se o sucessor de zero é 1, entdo paratodon € N, n* =n+1.
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Demonstracéo.
Com efeito, pela hipétese temos que 0* = 1

Como n+1=n+0"=(n+0)* isto implica pela Propriedade (5.4) que n +
1=n*

Propriedade 5.6 Associativa.

A operagédo de adigdo + em N, é associativa; isto é:
Paratodom, n,p e N, (m+n)+p = m+ (n+p).
Demonstracéo.

Por inducgéo sobre p.
Esta propriedade é verdadeira para p = 0.

(mM+n)+0=m+(n+0) ... def. de adicéo.
Suponhamos para todo p, seja verdadeira. ... hipotese de inducéo.

Mostrarei que a propriedade é valida para p*.

(m+n)+p* = ((M+n)+p)* ... def. de adic&o.
= (m+(n+p))* ... hipoteses de indugéo.
=m + (n+p)* ... definigdo de adigéo.
=m + (n+p*) ... definicdo de adigéo.

Pelo axioma de indugdo concluimos que esta propriedade é valida para todo
nimero n € N.

Propriedade 5.7 Comutativa.

A lei + é comutativa; isto é paratodom, n e N temosquem+n=n+m.
Demonstracéo.

Exercicio para o leitor.
Propriedade 5.8

Em N, nenhum elemento distinto de zero tem simétrico para a adic¢do; isto é m
+n=0entdiom=0 e n=0.

Demonstragao.
Sejam +n=0. ... hipotese.
Suponhamos que n # 0 ... hipotese auxiliar.
Logo n tem um antecessor **n ... def. de antecessor.

Assim, n= *n+1.
Por conseguinte, m + n =m + (*n+1) ... Substituicdo.
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m+n=(m+*n)+1 ... associatividade
m +n = (m+*n)* ... def. de sucessor.

Entdo m + n = 0 = (m+*n)*, isto implica que zero é o sucessor de algum
numero. Isto é absurdo ao Axioma (5.5).

Portanto supor n = 0 é errado; n tem que ser zero, e pelo Axioma (5.6) resulta
m = 0.

Propriedade 5.9 Cancelamento.

Todo nimero natural é regular para a adigdo, istoé: V n € Nse, a+n=b
+n, entdo a = b.

Demonstracéo.

A demonstracdo é por inducdo sobre n, e utilizamos o fato da aplicacdo f de N
em N definida por f(n) = n+1 ser injetiva.

A propriedade é verdadeira paran=0: a+0=b + 0 entdo a = b.
Suponhamos que seja verdadeiraparan e N, a+n=b+n,entdoa=nh.
Mostrarei que a propriedade é valida para n*

Seja a+n* = b + n*, ou (a+n)* = (b+n)* ... def. de
adicdo.

Como f é injetiva segue de f(a+n) = f(b+n), entdo a + n = b + n implica a = b,
segundo a hipdtese de inducéo.
5.2.3 Relagdo de ordem em N.

Definicdo 5.5

1. Sejam os nimeros m, n e N, dizemos que ““m é maior que n" e escrevemos
m > n, se existe x e N tal que m = n+x.

2. Sejam os nimeros a, b € N, dizemos que ““a é menor que b" e escrevemos a
<b, se existey e Ntal que aty =b.
Propriedade 5.10
Sejam m, n e N entdo:

i) m<n en<p,entdom<p. ... transitividade

il) m<n se, e somente se m+p<n+p ... monotonicidade
Demonstracédo. i)

Por hipétese m<n e n < p, logo existem ndmeros naturais r e t, tais que
n=m+r e p=n+t.

Assim, p=n+t = (m+r)+t = m+(r+t) de onde p > m.
Portanto, m < p.
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Demonstracdo. ii)

Se m<n, entdo existe r e N tal que n = m+r, logo n+p=(m+r)+p = m+(r+p) =
m+(p+r)=(m+p)+r e portanto, m+p < n+p.

Inversamente.

Se m+p < n+p, entdo existe t e N tal que n+p = (m+p)+t = m+(t+p)
(m+t)+p , assim n = m+t, de onde m < n.

Observagéo 5.2
A relacdo < é transitiva, porém ndo é reflexiva e nem simétrica.
Propriedade 5.11 Lei de tricotomia.

Sem, n e N uma e somente uma das seguintes alternativas é verdadeira:
i) m=n i) m<n iii) m>n
A demonstracgdo desta propriedade é exercicio para o leitor.
Definicdo 5.6
Dados m n e N, diz-se que m é menor ou igual que n e escrevemos m <n se,
m<n ou m=n.
Analogamente define-se a relagdo m > n (maior ou igual).
Definicdo 5.7
Seja A um subconjunto de N. Dizemos que m < N é o menor elemento de A
se:
i)y m e A
iil) m <nparatodon e A.
Propriedade 5.12 Principio da boa ordem.
Se A é um subconjunto ndo vazio de nUmeros naturais, entdo A possui um
menor elemento.
Demonstracéo.
SejaAcN, A =d.Se 0 € A, entdo 0 é o menor elemento de A.

Suponhamos entdo que 0 ¢ A e que A ndo tenha menor elemento m € N. Isto
vai levar a uma contradicéo.

Como m nédo é o menor elemento de A, segue-se que m ¢ A ou existe n € A
tal que n < m.

SejaB={ neN/ m <n onde megA } éimediatoque A N B = @,
caso contrario, se existep € A nB,entdop € A e p € Bimplicap <p onde p
¢ A . Isto é contradicdo; logo A N B= ®.

Por outro lado, 0 e B, pois por hipotese 0 ¢ A
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Suponhamos entdo que n € B,comom ¢ A,sem <nentdon* ¢ A caso
contrario n* seria um menor elemento para A. Assim, se m < n™* tem-se que m ¢
A e n* €B.

Mostramos que 0 € B e quen e B implican* e B, podemos concluir pelo
principio de inducdo generalizada para segue que B=N, masA "B =® e comoB
= N segue que A = ®.

Por reducgdo ao absurdo segue que todo subconjunto ndo vazio A < N possui
um menor elemento.

Propriedade 5.13

Seja A subconjunto de nimeros naturais tais que k € A e m* € A, para
todo m > k em A. Entdo, A contém todos os nimeros naturais n > k.
Demonstracéo.

SejaB={ 0, 1, 2, ..., s } uAondesé tal que s*=k.

Tem-se que 0 e B, suponhamos que n e B, entdo n* e B; logo pelo
principio de inducdo (Propriedade (5.3)) segue que B = N.

Portanto, A contém todos os nimeros naturais n > k.

Assumindo o principio da boa ordem como axioma, podemos enunciar o
principio de inducdo generalizada.
Propriedade 5.14  2°. principio de indugcdo matematica.

Seja P(n) é uma proposicdo enunciada paran N tal que:

1° Paran_0 = 0 tem-se que P(n_0) é verdadeira.

2°. Se P(h) é verdadeiro para h > n_0, implica P(h+1) é verdadeiro.
Entdo P(n) é verdadeiro Vv n e N, tal que n > no.
Demonstracéo.

Consideremos A={ ne N /. P(n) é proposicdo falsa }, entdo A = N e
Cn(A)cN,ondeCn(A)={ ne N /. P(n) éproposicdo verdadeira }.

Pelo principio da boa ordem (Propriedade (5.12)) o conjunto Cn (A) possui
um menor elemento no, como no ¢ A entdo a proposi¢cdo P(n_0) é verdadeira, logo
em virtude da 1°. hip6tese no = 0.

Para h > n_0 se P(h) é verdadeira, implica que também P(h*) é verdadeira,
logo h* e Cn (A) de onde h* > n_0 em Cy (A).

Em virtude da Propriedade (5.13) segue que Cn (A) contém todos os naturais n
# No.

Portanto, P(n) é verdadeiro V n e N, tal que n > no.
Exemplo 5.6

Utilizando o principio de indu¢do matematica, mostre que:
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3[12+3%+5%+ ... +(2n-1)]=n(4n%1) V neN, n =0

Solucéo.
Seja S o conjunto dos nimeros naturais que satisfazem:
3[1%2+3%+52+ ... +(2n-1)?] =n(4n3-1) (5.2)

Se n = 2 tem-se de (5.2) que, 3[1%+3%] = (2)(3)(5) = 30, logo a proposicio &
verdadeira.

Suponhamos para h e S em (5.2) a seguinte igualdade seja verdadeira.
3[172+372+572+ ... p + (2h-1)"2] = h(4h"2-1) (5.3)
Para h+1 e S tem-se pela hipétese auxiliar (5.3) que:
3[12+32+52+ ... +(2h-1)2 + (2h+1)?] =
h(4h2-1)+ 3(2h+1)2= (h+1)(2h+1)(2h+3)
Portanto, S=Neaféormula (5.2) évdlidav ne N, n =0.
Exemplo 5.7

Mostre que, para todo nimero real (1+x)" > -1 e para qualquer natural n € N
entdo tem-se a desigualdade (1+x)" > 1 + nx.

Demonstragao.
Seja S o conjunto de nimeros naturais para os quais (1+x)*n > 1 + nx.
1°.1 e S pois, (1+x)"1 > 1 + (1)x.

2°. Seh e S, temos que (1+x)"h > 1 + hx, entdo (1+x)"{h+1} = (1+x)(1+x)*h >
(1+x)(1+hx) > 1 + x + hx + hx*2 > 1 + (h+1)x.

Logo, se h e Sentdo (h+1) € S.
Aplicando o principio de indugdo matematica temos que S = N.
5.2.4 Multiplicacdo de niumeros naturais.

Definicdo 5.8 Multiplicacdo em N.
Para todo m, n e N, a multiplicagdo em N, é uma aplicacdo:
e:Nx N —N
(m, n) — e(m, n)=mn
simplesmente denotamos ¢ (m, n) como m n e satisfaz o seguinte axioma:

Axioma 5..8

1. Paratodon e N, n1=n.
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2. Paratodo(m, n) e Nx N, mn*=mn+m.
Propriedade 5.15

O nUmero zero satisfaz 0 n=n 0= 0.
Demonstragao.

Por indugéo sobre n.

Esta propriedade é verdadeira para n = 0, portanto 0.0 = 0 por definicdo de
multiplicacéo.

Suponhamos seja verdadeira para n, logo:

0On=0 ... hipétese auxiliar.
Mostrarei que é valida para n*.

On*=0n+0 ... def. de multiplicacéo.

=0+0 ... hipotese de inducéo.

Segundo o axioma de indugéo, a propriedade é verdadeira para todon e N.
Propriedade 5.16 Elemento neutro multiplicativo.

O numero 1 é o elemento neutro para a multiplicacdo, isto é, Vv ne N, 1n=
nl=n.
Demonstracéo.

E suficiente mostrar que 1 é elemento neutro a direita.

Com efeito, se n=1 tem-se que 1 1 = 1 o qual é verdadeiro.

Suponhamos para h > 1, que 1 h = h . Mostrarei que 1 h* = h*,

Aplicando a hipédtese indutiva, observe que 1 h* =1 h + 1 = h+1 = h"*,

Portanto, o nimero 1 é o elemento neutro para a multiplicagao.
Propriedade 5.17

O conjunto dos numeros naturais é fechado respeito da multiplicacdo; isto é,
paratodom, n e Ntem-semn e N.

Demonstragao.

Suponhamos n seja ndmero natural arbitrario fixo, e consideremos a
proposicdo: P(m) : nm e N, paratodom € N.

Assim, P(1) : nl=n e N éverdadeira, poisnl=n.

Suponhamos que para algum h e N a proposicdo P(h) : nh e N seja
verdadeira.

Logo, pelo Axioma (5.8) e hip6tese indutiva, segue que n h* = n h + n é
verdadeira. Isto é n h* € N.
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Portanto, o conjunto dos numeros naturais é fechado respeito da
multiplicacéo.

Propriedade 5.18

Quaisquer que sejam 0s nimeros naturais m e n, tem-se que m* n = mn + n.
Demonstragao.
Exercicio para o leitor.

Propriedade 5.19 Comutativa.

A multiplicagdo é comutativa; isto é para todo (m, n) e N x N, temos mn =
nm.

Demonstragao.
Esta propriedade é verdadeira paran =0
m.0=0.m ... Propriedade (5.5)
Suponhamos verdadeira paran, entilomn=nm ... hipotese auxiliar.

Mostrarei que é valida para n*

mn*=mn+m ... def. de multiplicacéo.
=n m+m ... hipotese de inducédo.
=n* m ... Propriedade (5.18)

Pelo axioma de inducgéo, segue que a propriedade é valida vV n € N.

Existe uma propriedade em N que relaciona ambas as operagfes de adigdo e
multiplicacdo, chamada propriedade distributiva.

Propriedade 5.20 Distributiva.

A multiplicacgdo é distributiva respeito a adicdo; isto é paratodo (m, n, p) e
N x N x N tem-se que: (m+n) p=mp+np.

Demonstracéo.
E suficiente mostrar a distributividade pela direita por inducéo sobre p.
A propriedade é verdadeira para p = 0, entdo (m+n).0 =m 0+n 0
Suponhamos seja verdade parap, (m+n)p=mp+np
Mostrarei para p*.
(m+n)p* = (m+n)p + (m+n) ... def. de multiplicagéo.

=mp+np+m+n ... hipotese de indugéo.
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(mp+m)+(np+n) ... comutativa da adigéo.

m p* + n p* ... def. de multiplicacéo.
Pelo axioma de inducéo, a propriedade é verdadeira V. n e N.

Propriedade 5.21 Associativa.

A multiplicagdo é associativa, isto é, paratodom, n,p e N, (mn)p=m (n
p)-
Demonstragao.

Mostra-se por inducéo sobre p, usando a Propriedade (5.20)
Propriedade 5.22

Em N, se um produto é nulo, entdo ao menos um dos elementos é nulo; isto é:
sem.n=0,entdiom=00oun=0.

Demonstragao.
1) Suponhamosmn=0 e m =0. ... hipotese.
2) mn*=mn+m . Axioma da multiplicagdo
3y mn*=0+m . (2) e (1)
4H) mn*=ml .. (3) e Axioma da multiplicacéo
5 n*=1 ... (4) e Propriedade
6) n=0 oL (M= 1)

Portanto, m.n = 0 implicam =0 ou n=0.
Propriedade 5.23

Em N, nenhum elemento distinto de 1 tem simétrico para a multiplicacdo, isto
é mn=1entdom=1¢e n=1.
Demonstragao.

Suponhamos que mn =1, se n # 0 pela Propriedade (5.20), existe *n e N
tal que m n = m(*n) + m.

Do mesmo modo, se m = 0, existe *m tal que m = *m+1, logomn= *m n +
n=1entdom (*n)+*n=0,logo*n=0 e n=1.

De onde pela hipdteses temos que 1 m = 1 implica que m = 1.

Propriedade 5.24

Em N*= N - {0} todo elemento é regular, istoé vV a,b € N, an=bnen =
O entdoa=h.

Demonstracéo.
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Demonstra-se por indugdo sobre n, considerando como primeiro elemento n =

Conseqiiéncia desta propriedade é que, V a e N* definimos a aplicacdo ga :
N —> N por ga(n) = a.n. Observe que esta aplicagdo é injetiva e que a = b implica
Ja # Qb.

5.2.5 Poténcia inteira de um nimero natural.

Para todo a, n € N tem-se que a n-ésima poténcia do nimero a é outro natural

denotado por a", e se 1&€ “a elevado a n”
Definicdo 5.9
Sejaae N, a =0, paratodon e N definimosa®=1 e a™'=a"a

Desta defini¢do resulta que, para o caso a = 0, a expressdo 0° ndo esta
definida. Propriedade 5.25

As propriedades das poténcias inteiras resultam da definicdo, em particular.
. Vv a m, n eN, ama"=a™" sea #0.
. VvV a n, peN, (@a)W=a" sea #0.

A demonstracgdo desta propriedade é exercicio para o leitor.

Exemplo 5.8

Considere h: N x N —> N definida como segue: h(a, b)=a*b=a.
Determine se h é comutativa, associativa. Determine o elemento neutro de h caso
exista. Que elementos em N tem simétrico?

Solucéo.

Comoa*b=aeb*a=bh, logohndo é comutativa,a* (b*c)=a*b=ae
(@a*b)*c=a*c=alogo é associativa.

Se h tem elemento neutro e, entdo e * a = a paratodoa < N poréma*e = a,
assim ndo existe elemento neutro.

No tem sentido calcular o elemento simétrico se, ndo tem elemento neutro.
Exemplo 5.9

Seja ( ¢ ) uma operagdo em R? definida por (x, y) 0 (X', y') = (xx"-yy', yx' +
xy'). Demonstre que é comutativa e associativa.

Demonstracéo.
a) Comutativa?

(X, y) O (X', YY) = (xx-yy', yxX'+Xxy) =(X'X-Y'Y, yX +XYy)=(X', y) 0 (X, y)

b) Associativa?

(X, Y)O(x, y¥))o(c, d)=(xx"-yy', yx'+xy)o(c, d)=
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=(c(xx-yy")-d(yx" + xy’), c(yx' + xy)+ d(xx'-yy")) =
= (exx'-cyy'- dyx'-dxy', cyx' + cxy'+ dxx'-dyy") (5.4)
Por outro lado
x, Y)O(x, y)o(c, d)=(x, y)o(xcyd, yc+xd)=
=(cxx'-cyy'- dyx'-dxy', cyx' + cxy'+ dxx'-dyy") (5.5)

Observando (5.4) e (.55) tem-se que ((x, y) ¢ (X', y)) ¢ (c, d)=(x, y) ¢
(¢, y)o(e d)
Portanto € associativa.
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10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

Exercicios 5-1

Mostre que, para todo n e N tem-se n+1=1+n.

Mostre que arelagdo + : N x N —> N é comutativa; isto é para todo m, n
e N temosquem+n=n+m.

Mostre que m + n = m paratodom, n e N*.
Mostre que, dados m, n e N tais que m=n, entdo m+r=n+r para todor € N.

Mostre que < em N "+ é uma relacdo transitiva, mas ndo é reflexiva nem
simétrica.

Mostre que n > 0, para todo n € N.

Demonstre que para qualquer m, n e N, uma e somente uma das proposigdes:
(@ m=n, (b) n>m, (c) m>n

é verdadeira. (Lei de tricotomia)

Demonstre que se, m, n € N e n>m, entdo, paracadap € N, n+tp > m+p e
reciprocamente.

Mostre que:

a) (m+n)(p+q)=(mp+maq)+(np+nq)
b) m (n+p) g=(m n) g+m(p q)

€) m* + n* = (m+n)*+1

d) m*n* = (mtn)*+m +n

Sejamm, n, p, g € Nedefinhamnpg=(mnp)qg: (a) Mostre que nesta
igualdade, podemos inserir parénteses a vontade. (b) Prove que m(npg) = mn +
mp+maqg.

Identifigue S={ x /. xe N, "™ >x>nparatodone N }.

Sem, n, p, g e Nesen>m e q>p, mostre: (a) n+q>m+p, (b) gn>m
p.

Sejam m, n e N. Mostre que (a) Se m =n, entdo n < h"* m para todo h € N.
(b) Se h* + m = n paraalgum h € N, entdo n > m.

Param, n e N mostre que: (a) n?>mn>m? (b) m?+n?>2mn

Mostre que, se 0 produto de n nimeros positivos € igual a 1 (um), a soma dos
mesmos ndo é menor que n.

Para todo m e N, definam!=m e mP*! = mP m desde que mP esteja definido. Se
m, n, p, ge N prove que:

a) mPmi=mP* b) (MP)¥=m™pqg} c) (mn)’=mP nP

Utilizando o principio de indugcdo matemética, mostre cada um dos seguintes
enunciados:

1.} 6 (172+272+37"2+ ... +n"2) =n(n+1)(2n+1) vV neN, n=0
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18.

19.

20.
21.

2.} A[1"3+273+373+ ... +n"3] = nA2(n+1)"2 V neN, n=0

3.} 2[1+4+7+ ... +(3n-2)] =n(3n-1) Y neN, n=0

4} 312432452+ ... +(2n-1)?]=n(4n%>1) VvV neN, n %0

5} 2[2+5+8+ ... +(3n-1)] =n(1+3n) vV neN, nx1

6.3} 2°+21+22+ .. +2ml=2n_1 VY neN, n>1

7} 3[1 x2+2 x3+3x4+ ... +n(n+l)] =n(n+l)(n+2) v n e
N, n =0.

Mostre que, sea, b e Ntaisqueb>a e a= 0, entdo uma das seguintes
igualdades cumpre: 1. a=qb 2. a=qgb+r,r<b, ondeq, reN.

Se n e N, o fatorial do nimero n é denotado n!, e definido do modo seguinte:

0'=1, 1l=1equandon>1define-se nN!=1 x2x3x4x5x%x ... (n-1)x
noun!=n(n-1)(n-2)(n-3) ... 4 x 3 x 2 x 1. Mostre que:

1. 2Mn-1} <n! V neN.
2. 2™n<n!l <n™n para V n e Nn2x>4,
Mostre a desigualdade: (n+1)> >22n! paran e N sendo n >2.

Mostre que todo subconjunto ndo vazio A < N possui um primeiro elemento,
isto é, um elemento no € A tal que no <nparatodon € A.
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5.3 PROPRIEDADES ADICIONAIS EM N
5.3.1 Multiplicidade.

Definigdo 5.10 Mdltiplo de um namero.

Diz-se que um nimero natural a é multiplo de outro natural b, se existe k € N
tal que: a=b. k.
Exemplo 5.10

e O ndamero 15 é maltiplo de 5, pois existe 3 € Ntalque 15=5 x 3
e O ndamero 24 é multiplo de 4, pois 24 =6 x 4.
Quando a = k . b, segue que a é multiplo de b, mas também, a é multiplo de k,
como é o caso do namero 35 que é multiplo de 5 e de 7, pois: 35 =7 x 5.
Observacéo 5.3

1. Quando a=k . b, entdo a é multiplo de b e se conhecemos b e queremos
obter todos os seus mdltiplos, basta fazer k assumir todos os numeros
naturais possiveis.

2. Como estamos considerando 0 como um ndmero natural, entdo o nimero 0
(zero) sera multiplo de todo nimero natural. Considerando k=0 em a=k x
b obtemos a=0 para todo b N.

3. Um namero b é sempre multiplo dele mesmo.a=1 xb < a=b
A definicdo de divisor esté relacionada com a de mdaltiplo.

5.2.2 Divisibilidade.

Definicdo 5.11. Divisibilidade.

Sejam os nimeros d, n e N, diz-se que d divide n e escrevemos d| n quando
existec e N talquen=c.d.

A divisibilidade estabelece uma relagdo binaria entre nimeros naturais com as
seguintes propriedades:

Propriedade 5.26

Sejama, b, d, , n ,m N
nin ... reflexiva
dinenlm = d|m ... transitiva
dlaed|b= d|(ath) e d]|ab

d|ln ed|m = d|(antbm) paraalguma, b € N
linear

B w e
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5. d|n = ad]an
multiplicacéo

6. adlanea =0 = d|n ... simplificacédo

7. 1]n ... 1édivisor de todo natural

8 n|o0 . . . todo natural é divisor do
zero

9. 0Oln = n=0 . . . zero é divisor

somente do zero

Exemplo 5.11
Mostreque 2. (1 +2+3+4+ ... +n)=n(n+l).
Solugéo.
Neste exemplo observe que P(n) : 2. (1+2+3+4+ ... +n)=n(n+l).
Paran=1, P(1): 2.1=1(1+1) é verdadeira.
Suponhamos que P(h) : 2. (1 +2+3+4+ ... +h)=h(h+l) seja
verdadeira.
Mostrarei que P(h+1) : 2. [1+2 +3 +4+ ... + h+ (h+1)] =

(h+1)[(h+1)+1] é verdadeiro.
Com efeito, temos que:
2.[1+2+3+4+ ... +h+(h+1)]=
=2.[1+2+3+4+ ... +h]+2(h+1)] = h(h+1) + 2. (h+1)=
= (h+1)(h+2) = (h+1)[(h+1)+1].
Logo, pelo principio de indugdo matematica cumpre:
2.(1+2 +3+4+ ... +n)=n(n+l) vV n eN

Exemplo 5.12

Deseja-se construir uma parede decorativa com tijolos de vidro da seguinte
forma: a primeira fileira (base) devera ter 100 tijolos, a segunda fileira, 99 tijolos, a
terceira, 98 tijolos e assim por diante até a Gltima fileira que deverd ter apenas 1
tijolo. Determine o numero total de tijolos necessarios para construir desta parede.
sera igual a:

Solugao.

Observe que a quantidade de nimero de tijolos necessarios para cada fileira é
um ndmero natural decrescente a partir de 100, logo temos aplicando a férmula do
Exemplo (5.11) que o total de tijolos é: 2.(100 + 99+ ... +3+2+1)=
100(100+1) = 5050.

Portanto sdo necessarios 5.050 tijolos.
Definicdo 5.12

Sejam os nmeros naturais m e n, dizemos que “"m é maior ou igual que n" e
escrevemos m =@ n se, e somente se, m>n ou m=n.
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Sejam 0s nimeros naturais a e b, dizemos que ““a é menor ou igual que n" e
escrevemos m <n se, e somente se, N >m ou m=n.

Definicdo 5.13 NUmero primo.

Diz-se que um namero natural n € um ““nGmero primo", se n > 1 e 0s Unicos
divisores positivos de n sdo 1 e o préprio n.

Se n ndo é nimero primo entdo é chamado de nimero composto.
Exemplo 5.13

S&o numeros primos: 2, 3, 7, 11 13, 17, 19
S&o numeros compostos: 4, 6, 8, 10, 16, 24
O nimero 1 ndo é primo; observe que ndo satisfaz a definicéo.

Propriedade 5.27

Todo nimero inteiro n > 1 € nimero primo ou produto de ndmeros primos.
Demonstracéo
Mostremos por inducdo sobre n. A propriedade é obvia paran = 2.

Suponhamos que a propriedade seja verdadeira para cada inteiro menor que n
. Se n ndo é primo, entdo n é divisivel por um inteirod #1 e d = n. Portanto n =
cd, de onde ¢ #n,como ¢ e d sdo menores que n e maiores que 1 , pelo que
cada um deles é o produto de nimeros primos; logo n é produto de nimeros primos.

Propriedade 5.28 Euclides.

Existe uma infinidade de nimeros primos.

Demonstracéo
Suponhamos exista uma quantidade finita de nGmeros primos, por exemplo:
p1, P2, P3, ... ,Pn1, Pn n e N n-fixo.

Consideremos o numero N =1+ p1, pz2, ps, ... ,Pn1, Pn . Observe
que N>1 ou N éprimo,ou N é produto de primos.

Porém N ndo é produto de primos, pois é maior que cada um dos p_i e nenhum
dos p_i é divisor de N caso contrario, se p_1 | N entdo p_i também ¢é divisor de 1, o
que contradiz a propriedade.

Portanto N é nimero primo.
Propriedade 5.29 Teorema fundamental da aritmética.

Todo inteiro n > 1 podemos expressar como produto de fatores primos de modo
Unico.
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Demonstracéo
Mostraremos por inducgdo. Para o caso n = 2 a propriedade é evidente.

Suponhamos a propriedade verdadeira para todo inteiro maior que 1 e menor
do que n . A mostrar que é verdadeira paran. Se n é primo nada a mostrar.

Suponhamos que o nimero n seja composto e admite decomposigdo da forma:
N =pipzp3... Ps OU N =Qi0203. .. Qt = P1P2P3 ... Ps = gidzqs. .. qt (5.6)
A mostrar que s=t equecada p éiguala q

Dado que pi divide n = gi02Q0s. . . Qt, entdo deve dividir pelo menos um de
eles, suponhamos que (depois de ordenados) pi1| Qi entdo pr=0q1 jAquepr e 1
sd0 primos.

Assim, em (5.6) podemos obter m = pzps ... ps OU M = Q03 .. Qt =
pip2ps ... Ps = gi0203. .. Qt

Se s>1 ou t>1,entdo 1 < m < n. A hipotese de inducdo diz que as duas
decomposi¢cBes sdo idénticas se prescindimos da ordem dos fatores.
Conseqiientemente s =t e as decomposicdes em (5.6) também sdo idénticas, se
prescindimos a ordem dos fatores.

Portanto a propriedade é vélida.
Uma conseqiiéncia imediata do Exercicio 5-1 (16) é a a propriedade seguinte .

Propriedade 5.30

Paraa, b € N sendo a > b > 0 tem-se que existem os nimeros q, r e N tais que
b|q,e:

a=bq+r, r<b
A demonstragdo é exercicio para o leitor.
Na igualdade a = bq + r , o numero a é chamado de “dividendo”, b é 0
“divisor”, q o “quociente” e r ¢ chamado de “resto”.
Definicdo 5.. Divisor Comum.

Sejam os numeros a, b, d e N, se 0o nimero d divide simultaneamente a os
nimeros a e b, o nimero d é chamado ““divisor comum de a e b".

Exemplo 5.14

A divisdo de um certo nimero inteiro N por 1994 deixa resto 148. Calcule o
resto da divisdo de N + 2000 pelo mesmo niimero 1994.
Solugao.

Temos pelo enunciado: N = 1994, q + 148. Adicionando 2000 a ambos o0s
membros, vem:

N + 2000 = 1994. q + 2000 + 148 = N + 2000 = 1994. q + 2000 + 148
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Decompondo 2000 na soma equivalente 1994 + 6, fica:
N + 2000 = 1994. q + 1994 + 6 + 148 = N + 2000 =1994. (q + 1) + 154
Logo, o0 novo quociente é q + 1 e 0 novo resto é igual a 154.

Propriedade 5.31 Algoritmo da Euclides.

Dados os numeros naturais a e b, podemos repetir o processo da Propriedade
(5.30) como segue:

a=hq+n 0 <nn<b
b =riqg: + r2, 0 <r2<n
riL=raq2+rs 0 <rs<r
k-3 = rk-20k-2 + rk-1, 0 <rk-1<rk2
k-2 = rk-10k-1 + r_{k}, 0 <rk<rk1

Por altimo um dos r ser& zero, suponhamos o primeiro deles rk = 0, logo rk-1 #

Entdo rk-1 sera o maximo divisor comum de a e b.
Demonstragao

Existe um instante em que rk = 0, pois 0s rj sdo numeros naturais na ordem
decrescente.

Sendo rk = 0, entdo tem-se que rk-2 = rk-10k-1 + 0, 1090 rk-1 | rk-2.

Por outro lado, aplicando a Propriedade (5.25) e de rk-3 = rk-20k-2 + rk-1 = rk1 |
lk-3.

Podemos continuar este processo até que na primeira igualdade tem-se que
r_{k-1} divide ar1 e b, conseqiientemente divide a a.

Defini¢do 5.. Maximo divisor comum.

O numero natural rk-1 da Propriedade (5.30) é chamado “méaximo divisor comum
dea e b”.

Observagéo 5.4

O “méximo divisor comum de a e b”. denota-sed =m.d.c{ a, b }.
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Também é costume denotar o m.d.c{ a, b }de dois nimeros, como o par ndo
ordenado (a, b).

Para o caso do maximo divisor comum de trés nimeros a, b, ¢ € N,
denotamosd=m.d.c{ a, b ,c}ou(a, b, ¢)=(a (b, ¢c))=((a b), c). Istoé
0 maximo divisor comum depende somente dos nimeros e ndo da ordem em que eles
estdo escritos.

Exemplo 5.15

Dado os niUmeros 726 e 275, determine seu m.d.c.
Solugéo.
726 =275 . (2) + 176
275 =176 . (1) + 99
176 =99. (1) + 77
99 =77.(1) + 22
77=22.(33)+11
22=11.(2)+0
Portanto, 11 = m..d.c{726, 275}.

Propriedade 5.32

Dados a, b, ¢ e N, existe um e somente um m.d.c.{a, b} =d que satisfaz:

i)ydlaedlb .. d é um divisor comum
dea e b.
ii) Se claec|b =cld . . . cada divisor comum
divide d
Demonstragao.

Pela Propriedade (5.30) existe pelo menos um d que satisfaz as condi¢des (i)}
e (ii).

Pela Propriedade (5.25) tem-se que d | (atb) = d = y(a+b) para algum y € N;
comoc|aec|b,entioa=a.c e b=p.cparaa, B e N.

Logod=y(ath)=y(a.c+p.Cc)=c(y.a+y.B)=c]|d.
Propriedade 5.33 Lema de Euclides.

Sea|bc e mdce{ a, b }=1entdo ajc.
Demonstracéo.
Desde que m.d.c{ a, b } =1, entdo a ndo divide b.

Do fatoa| bc = bc = o a paraalgum o € N, e como a ndo divide b = a]c.
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Dados dos nimeros naturaisa e b, quandom.d.c{ a, b } =1, dizemos
gque os nimeros a e b sdo primos relativos. Também é costume dizer que os
nimerosa e b sdo co-primos.

Exemplo 5.16

i) Os nimeros 2 e 9 sdo primos relativos.

ii) Os numeros 3 e 15 ndo sdo primos relativos.

iii) Os numeros 3 e 11 séo primos relativos.
Propriedade 5.34

Sejam a, b e N tais que a = p1™{B1} p2"{a2}ps*{as} ... p_sa_s} e b=
p1{Br}p2"{P2} pa"{Bs}. .. p{Pi} .

Entdo d =m.d.c{ a, b } , admite a decomposicdo: d = pi"{c1} p2"{cz2}
pa™{c3}. .. pk*{ck},ondeci =min{ai, Bi}.

Demonstracéo.

Seja d = pi™{ci} p2"{c2} ps™{c3}. .. p_k*{ck} , dado que ci = min{ai, Bi}
entdoci <oa_i e c_i <P_i,deonded|a e d]|b,logodéumdivisor comum de
ae b

Suponhamos que d' seja outro divisor de a e b e consideremos a decomposicéo
d' = pi*{e1} p2"{e2}ps”{es}. .. pm™{em}.

Entdo,ei <ai e ei <Bi,logo pela Propriedade (5.33) segue que ei <ci.

Portanto, d' | d, logo d = m.m.c{a, b}.

Observagéo 5.5

Os mdltiplos de 2 sdo denominados nimeros pares.

Os demais niimeros naturais sdo denominados nimeros impares.

Assim, denotando por P o conjunto dos nimeros pares e por | o conjunto dos
numeros impares, poderemos escrever: P = {0, 2,4, 6, 8, 10, 12, ... } 1={
1, 3, 5 7, 9, 11, 13, ... }

Observa-se que ambos 0s conjuntos sdo infinitos.
Exemplo 5.17

Sejaa e N tal que a seja nimero par se, e somente se a> também é niimero par.
Solucéo.

Como a € N é par, entdo podemos escrever na forma a = 2k para algum k e Z,
logoa™2=a.a=(2k).(2k) =4 k. k =2(2k?) = 2.t,onde t = 2k*2 Z assim a’é
par.

Reciprocamente (<).
A mostrar que se existe a*2 como nUimero par, entdo a também é par.
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Por contradicdo. Suponhamos que a é impar, entdo a = 2r+1 para algum r € N,
isto implica que a? = (2r+1) . (2r+1) = 4r? + 4r + 1 = 2(2r>+2r)+ 1 = 2s + 1, onde
(2r’+2r) =s e N.

Assim, a impar implica a*2 impar se, e somente se aZ par implica a par.
Portanto, a € N é nimero par se, e somente se a é par
Definicdo 5.. Minimo Multiplo Comum.

Diz-se que um nimero m é multiplo comum dos nimeroa e b e denotamos m
=m.m.c{a, b}, se mé miltiplo de a e também é multiplo de b; istoé: m=k xa e
m =r x b onde k e r nimeros naturais.

5.3.3 Relacdo entre o m.m.c. e m.d.c.

Uma relagdo importante e bastante Gtil entre o m.m.c. e o m.d.c. é o fato que o
m.d.c.{a, b} multiplicado pelo m.m.c.{a, b} é igual ao produto dea e b, isto é:

m.d.c.{a, b} xm.m.c.{a, b}=axb
Exemplo 5.18

Determinar o m.m.c. e 0 m.d.c. dos nimeros 15 e 20.
Demonstragao.

O primeiro passo é determinar o m.d.c. ou 0 m.m.c. dos numeros 15 e 20,
obtido o m.d.c.{15, 20} =5 e sabendo que 15 x 20 = 300, basta lembrar que
m.d.c.{15, 20} x m.m.c.{15, 20} =15 x 20 e fazer o célculo.

Donde obtém-se que 0 m.m.c.{15, 20} é igual a 300 dividido por 5, ou seja
m.d.c.{15, 20} = 60.
Exemplo 5.19

Sejaf: N x N —> N a operagdo minimo multiplo comum, isto é f(a, b) =
m.m.c.{a, b}. Esta aplicagdo f é comutativa? E associativa ? Determine o elemento
neutro de f. Quantos elementos em N se existem, tem simétrico, e quais sdo?

Demonstracéo.

Como o m.m.c.{a, b} = m.m.c.{b, a} entdo f é comutativa. A demonstracdo da
associatividade é ébvia.

O numero 1 é o elemento neutro para f, observe que m.m.c.{a, 1} = a. Como o
m.m.c.{a, b} = 1 se, e somente se, a=1 e b=1, o Unico nimero que tem simétrico
multiplicativo é o 1, ademais é seu proprio simétrico.

5.3.4 Propriedades adicionais de divisibilidade.
Propriedade 5.35 Representacdo decimal de nimeros naturais.

Paracadan € N, n> 1 existem “algarismos” ao, ai, az :... &, ondeas #0
noconjunto { O, 1, 2, ..., 8, 9 }taisque:
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S
n=>a.10' = as10° + as-1105 + ... +a1. 10 + ao. 10°
i=0
Demonstragao.
Se n =1 podemos considerarn =a_0 = 1.

Suponhamos a propriedade seja valida paratodo 1 <n <h, logo é verdade que:

S .
h=>a,.10' = as10° + as-1105" + ... +a1. 10 + ao. 10°

i=0
Seja n = h+1, entdo pelo algoritmo da divisdo temos que h+1 = 10g + rcom 0 <
r <10.
Seq=0 = h+l=r=apcoma €{ 0, 1,2, ...,8 9 }

Seq>0 = g <h,poisseq>h, = h+l1=10qg+r > 10h+r > 10h e assim
h+1>10h e entdo 1 > 9h > 9, 0 que é impossivel.

Sendo entdo 1 < g < h, pela hip6tese de indugéo.

q = bl0' + br110t + . .. + b1. 10 + bo. 10°

para certos algarismos bt, ... , b1, botodosem{ O, 1, 2, ..., 8, 9 }.
Entdo h+1 = 10g+r = 10(bt10! + be110% + . . . + b1.10 + bo.10° )+r = b10%? +
b*110'+ ... + b1.10 + bo.10%+r com by, ..., bi, bo, r todosem{ 0, 1, 2,
., 8 9 }

Portanto, pelo principio de indugéo finita, a propriedade é verdadeira.

A propriedade diz que quando escrevemos qualquer nUmero inteiro, por
exemplo 50237, podemos representar na forma:

50237 =5.10*+0.10%+2. 102+ 3. 10 + 7

Seja a € N, por exemplo consideremos a = xmznu; isto é a é um namero
composto por cinco digitos. A decomposi¢do polindmica na base decimal do nimero
aé: a=105x+10*m+10%z+10%n+u e, os digitos satisfazem as seguintes propriedades:

O nimero a e N é divisivel por:

. 2 se,esomentese,u=0, 2, 4, 6, 8.

e 3 (ou9) se, e somente se, a soma x+m+z+n+u for divisivel por 3 (ou 9).
. 4 se, e somente se, 0 nimero nu for multiplo de 4.

. 5 se, esomente se,u=0, 5.

. 6 se, e somente se, a for divisivel por 2 e 3.

e 8 (ou 125) se, e somente se,0 nimero znu for divisivel por 8 (ou 125).

. 11 se, e somente se, (n+m) - (x+z+u) for divisivel por 11.
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e  25se, e somente se, 0 nimero nu for maltiplo de 25, ou nu = .....00.
Exemplo 5.20

Seja a = 75341250 , este nimero é divisivel por 2, 5 e 125, observe que o
numero formado pelos trés dltimos digitos de a é 250 e 125 | 250 . Também o nimero
a é divisivel por 3 e 9, pois 3 | (7+5+3+4+1+2+5+0), analogo para 9.

Exemplo 5.21

Mostre que vV n e N aexpressdo nd-n é divisivel por 6 (seis).
Demonstragao.

Temos que P(n) : n®-n

P(1) : 173-1 =0 é divisivel por 6.

Suponha que P(h) : h® - h seja divisivel por 6 sendo h € N.

Para n = h+1 temos P(h+1) :

(h+1)3-(h+1) = (h+1)[(h+1)>1] = h%-h + 3h(h+1) (5.7)

Observe que 3h(h+1) é divisivel por 6.

Com efeito, se h = 1 temos que 3(1)(2) é divisivel por 6. Suponha 3h(h+1) é
divisivel por6 VvV h e N.

Logo para h+1 segue que 3(h+1)(h+2) = 3h(h+1) + 6 sendo divisivel por 6.
Entdo em (5.7) da hipdtese auxiliar para P(n) concluimos quer vV n e N a
expressdo n-n é divisivel por 6 (seis).

Exemplo 5.22

Determine a validade da seguinte proposicdo:  (10"{n+1} + 10”n +1) &
divisivel por 3 paratodo n e N.

Solucéo.
Seja S o conjunto dos nimeros naturais que satisfazem:

(10" + 10" +1) € divisivel por 3, V ne N (5.8)

Se n = 1 tem-se na (5.8) que 102+10'+1 = 111 ¢ divisivel por 3, logo a
proposicdo é verdadeira.

Suponhamos para h € S em (5.8) a seguinte proposicdo seja verdadeira.
(10"** + 10" +1) é divisivel por 3, V heN (5.9)
Para h+1 e S tem-se pela hipdtese auxiliar (5.9) que:
10M2 + 10"t +1 = 10(10"1+10+1)-9

é divisivel por 3.
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Portanto, S = N e a formula (5.8) é valida.

Exemplo 5.23

£ 1 ) |
Mostre que se n € N, entédo 3 (n3+2n) é um nGmero natural.

Demonstragao.

Seja S o conjunto de nimeros naturais tais que %(n3+2n) € um namero natural.
O nimero 1 € S pois %(13+2(1)) =1.
Suponha que h € S; isto é %(h3 + 2h) é um namero natural.
1 3 _
Entéo, 5[(h+1) +2(h+1)] =

%[(h3+3h2+3h+1) +(2h+2)] = %(h3+2h) + (h? + h + 1) é um ndmero natural.

Assim h € Simplica (h+1) € S. Logo S = N pelo principio de indugéo.
Exemplo 5.24

Mostre que 2™*(a" + b") > (a+b)"com a+b >0, azbe n>1, n e N. ¢
verdadeira.
Demonstragao.

Para n = 2 a desigualdade é da forma:
2(a2+b?) > (a+h)? (5.10)

Como a # b, temos a desigualdade (a - b)?> > 0 que, somando (a+b)? obtemos (a
- b)? + (a+b)? > (a+b)? isto implica a desigualdade (5.10); portanto a desigualdade é
valida paran = 2.

Suponhamos que a desigualdade seja valida para n = h; isto é:
2M1@" + b" > (a + b)" (5.11)
Mostraremos a desigualdade para n = h+1, isto é:
2h(ah+1 + bh+1) >(a+ b)h+l (5.12)

Multiplicando em (5.11) por (a + b) tem-se 2"(a" + b")(a + b) > (a + b)" (a + b)
= (a + b)"*1. Resta mostrar que 2"(a"** + b"?!) > 2"%(a" + b")(a + b).

Com efeito, 2"(@"* + b"!) > 2"1@"+ bM(a + b) = (@"* + b"?) > (a" + b")(a
+b) > (a"+ b"(a +b) = (a"?! + b"!) > (a" + b")(a +b) . Esta Gltima desigualdade
podemos escrever sob a forma:
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@ - b"(a-b)>0 (5.13)

Suponha a > b, da hip6tese a > 0 segue que a > | b |; portanto a" > b", logo
(5.13) sempre é verdadeira. Para 0 caso a < b, entdo a" < b" e a desigualdade ¢ o
produto de numeros negativos, logo (5.13) sempre é verdadeira. Assim se a
desigualdade (5.12) vale para n = h, também vale para n = h+1.

Exemplo 5.25

Para que valores de n e N verifica a desigualdade 2" > n? ?
Solugéo.
Quando n = 1 a desigualdade é verdadeira, tem-se 2! > 12,
Para n = 2 tem-se que 22 = 22, a desigualdade é falsa.
Para n = 3 a desigualdade 2% < 32, a desigualdade é falsa.
Para n = 4 tem-se que 2* = 42, a desigualdade é falsa.
Para n = 5 tem-se que 2° > 52, a desigualdade é verdadeira.
Suponhamos em geral que n > 4, logo se n=5 a desigualdade é verdadeira.
Suponhamos que para todo k> 5 ndmero natural temos 2% > k2.

Sabe-se em geral que para todo k e N é vélida a desigualdade 2% > 2k + 1,
entdo adicionando o resultado da hipotese auxiliar segue que 2% + 2% > 2k + 1 + 2K
- 2k+1 > (k+l)2.

Portanto, 2" > n? paran=1 e n > 4.
Exemplo 5.26

Descubra o erro no seguinte raciocinio por indugéo:
Seja P(n): “Se a e b sdo inteiros ndo negativos tais que atb <n = a=>b".
Observe que P(0) é verdadeira.

Sejam a e b inteiros tais que a+b < h+1, definac=a-1 e d=b-1,entdoc +d
za+b-2 <h+1-2 <h. A verdade de P(h) implica que a = b; isto é P(h+1) é
verdadeira.

Portanto P(n) é verdadeira paratodon >0, n e N.

Exemplo 5.27

Supondo que o nimero k = abc seja divisivel por 21, mostre que o nimero h =
a-2b+4c também é divisivel por 21.
Demonstracéo.

Comok=abc = k=100a+10b+c = k+5h=21(5a+c), por hipétese k |
21 = 5h|21.

Sendom.d.c{ 5 21 }=1 = 21]|h.
Portanto, h é divisivel por 21.
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10.

11.

12.
13.

14.

Exercicios 5-2

Sejam, a, b, ¢, n e N, mostre cada uma das seguintes proposi¢des sdo
verdadeiras:

.Sem.d.c{a, b}=1¢e c|a, d|b,entdo m.d.c{c, d}=1

.Sem.d.c{a, b} =m.d.c{a, c}=1 ,entdo m.d.c{a, bc}=1
.Sem.d.c{a, b}=1 ,entdo m.d.c{a™n, b k}=1, vV n, k eN
.Sem.d.c{a, b} =1 ,entdo m.d.c{atb, a-b}=1 ou 2.

.Sem.d.c{a, b}=1 ,entdo m.d.c{a+b, a?-ab+b’}=1 ou 3.
.Sem.d.c{a, b} =1 esed]| (ath), entdo m.d.c{a, d} =m.d.c{b, d}= 1.

Para cada uma das seguintes proposi¢cdes em N, demonstre ou considere um
contra-exemplo:

o OB~ W N

1.Seb?|n, a®|n e a’®b? entdo a|b.

2. Se b? é 0o maior quadrado que divide n, entdo a® | n implica a | b.
3.Sea" | b"entdo a | b.

4.Sen" | m™ entdon | m.

5.Sea"|2b" e n>1,entdoa|b.

Se a soma de dois nimeros é 320 e 0 minimo maltiplo comum entre eles é 600,
quais sdo esses nimeros? Qual é o méximo divisor comum entre eles?

Provar que se n > 1, entdo n* + 4 é nimero composto.

Mostre que, se a e b sdo numeros tais que ndo sejam divisiveis por 3 entdo, a®-
b® é divisivel por 9.

Quais os digitos que temos a substituir nas letras a e b do nimero 1a8b2 para
que seja divisivel por 4 e por 9?

Quais sdo as condigdes a satisfazer a e b para que a?+h? seja maltiplo de 7?
Mostre que 32"3+40n+37 ¢ divisivel por 64 paratodon e N.

Determine o menor nimero de modo que ao multiplicar por 4662, o produto
resulte ser divisivel por 3234.

Mostre que a soma dos 2n+1 numeros naturais consecutivos é divisivel por
2n+1.

Mostre que se k = na+pb é divisivel por n-p, entdo o produto h = (a+b)(n+p)
também é divisivel por n-p.

Mostre que o0 nimero 32"+ 7 é um mdltiplo de 8 paratodon < N.

O resto da divisdo de um nimero k por 4 é 3 e o resto da divisdo do nimero k
por 9 é 5. Determine o resto de k por 36.

Mostre que se um nimero primo p ndo divide a a, entdo (p, a) = 1.
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15.

16.
17.

18.

19.

20.
21.

22.

23.
24.

25.

26.
217.

28.

Consideremos os nimeros naturais impares tomados em ordem crescente: 1, 3,
5 7, ... .Indiqguemos o primeiro com a1, 0 segundo com az, 0 terceiro com
as, e assim sucessivamente. Determine uma formula que relacione o numero
impar an e seu indice n.

Demonstre que o dobro da soma dos n primeiros nimeros naturais é: n(n+1)

Determine uma férmula para calcular a soma dos n primeiros ndmeros naturais
impares.

Mostre que seis vezes a soma dos quadrados dos n primeiros nimeros naturais
é: n(n+1)(2n+1)

Sejama, b e Ncomb =0, e sejar oresto da divisdo Euclidiana de a por b.
Entdo m.d.c.{a, b}=m.d.c{r, b}

Determine r, s € Z tais que 5480r + 1780s = m.d.c.{ 5480, 1780 } =20.

Ao dividir 4373 e 826 por um ndmero k, obtemos 8 e 7 como resto
respectivamente. Determine o nimero k.

Suponhamos que m.m.c.{ a, b}=297 e a%+b? = (10)(13)(5)(3*). Determine os
numeros a e b.

Mostre que o quadrado de todo nimero impar, é multiplo de mais uma unidade.

Determine todos os nimeros inteiros positivos k de trés digitos tais que sejam
divisiveis por9 e 11.

Determine os digitos a e b para que o nimero 1234 ab seja divisivel por 8 e
9.

Sejama 1. 5 e n e N. Mostre que o nimero h = a®+3a*-4 ¢ divisivel por 5.

Dado qualquer nimero n e N da forma n = as. 10° + as.1. 1051 + . . . a1. 10! +
ao, mostre que:

1. n é divisivel por 3 se, e somente se, a_s+as-1 + ... ai+ao é divisivel por 3.
2. n é divisivel por 4 se, e somente se, 2a_1 + a_0 é divisivel por 4.

3. nédivisivel por 8 se, e somente se, 4az2 + 2a1 + ao é divisivel por 8.

4. n édivisivel por 9 se, e somente se, as + as-1 + ... a1+ ao é divisivel por 9.

Utilizando o principio de inducdo matematica, verifique a validade de cada um
dos seguintes enunciados:

1. (n"2 +n) édivisivel por2, Vv neN.

2 (n"3 + 2n) édivisivel por3, V neN.

3 n(n+1)(n+2) é divisivel por6. v ne N, n =0.
4 (3%{2n} - 1) édivisivel por8, VvV n e N.

5. (107n -1) é divisivel por9, V ne N.

6 2">n% VvV neN, n> 4

7 3" > (1+2n); V neN.

8 8 éumfatorde5™M2n}+7 V ne N, n > 1.
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.
37.

Determine a validade das seguintes proposi¢des; justifique sua resposta.
1. Se X, yeR,com 0<x<y,entdox"<y" V neN, n =0.
2 (4"-1) édivisivel por3, Vv ne N.

3. (8"-5") édivisivel por3, V neN.

4 4">n*; Vv neN, n>5,

5 2201432041 6 maltiplo de 5.

Demonstrar que:

n2n+1)(2n-1)

1+32+52+ 72+, .. +(2n-1)% = 3

Demonstrar que a soma dos cubos dos n primeiros nimeros naturais é igual a

{n(n +1)}2
2

Mostre o seguinte:
1.Se(a, s)=(b, s)=1,entdo (ab, s)=1.
2. Se p é um nimero primo e p| ab, ondea, b e Z,entdop|a ou p|b.

Mostre que, se a € N tal que a > -1 entdo, para todo n e N* temos a
desigualdade: (1+a)" > 1+na.

Mostre que a soma dos divisores de um namero K=p:*{ni} p2"{n2}ps {ns} . ..
p{m-1}{nm-1}pm"{n_m} € dada pela igualdade:

ng+1 ny+1 ny+l np+l
- (o
p1_1 pz_l ps_l Pm -1
Mostre que o produto dos divisores de um nimero k=pi*{ni} p2"{n2}ps"{ns} ..
. p{ma M {nma}pm™n.m } é

P() = ko, p, " p," ..,

Mostre que 2 e 3 sdo as Unicas raizes da equagio x2 - 5x + 6 = 0.
Determine asoma: S=1+2x + 3x?+4x3+ ... + (n+1)x".
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10

11

12

13

Miscelanea 5-1

Determine a soma: 1 + 11 + 111 + 1111 + ... + 111111111...
Gltimo somando é um nimero de n digitos.
Determine a soma: S = nx + (n-1)x% + (n-2)x3+ ... +2x"1+ x™
Determine a soma: S = 1 + % + % + 14+ L+ 2n-1
2 2 2 2 2"
Mostre que, se m e N sdo validas as seguintes desigualdades:
1 1 1 1 1
+ + ..+ —=—>=
m+1 m+2 m+3 2m 2
1 1 1 1
+ + + ...t — >1
m+1 m+2 m+3 m+(2m+1)
Prove que, para qualquer inteiro positivo n é valido o seguinte:
1 1 1 1 1 n-1
—+ —+ -+ + .+ <
22 32 42 52 I,]2

1,seo0

n
Mostre que, se | x | < 1, para qualquer inteiro n > 2, entdo é valida a

desigualdade: (1 - x)" + (1 + x)" < 2".
Mostre que se ab > 0, entdo ab > min.{a?, b?}.
Mostre por indugdo sobre n, que:

1.Sex=p+ ﬁ onde p e q sdo racionais, e n e N -{0} entdo x*n =a + bﬁ

sendo a e b nimeros racionais.

2. Mostre que: (p- +Jg)"=a-b.q.

n
O simbolo Zai é usado para representar a soma de todos os ai para valores do

i=1

inteiro i desde 1 até n; isto é Zai zar+az+as3+ ... +an1+an. Mostre que:
i=1

Z“: 1 _ n

=i(i+) n+1

n
Calcular a soma S = Zai sendo ai = k uma constante.
i=1

Mostre que: | Zn:a, | < Zn:|ai|.
i=1

i=1

Prove que se m e N -{0}, entdo: 1™+ 2™+ 3™+ . .. (n-1)™ + n™ < n™*? n

>1
Mostre por indugdo que para qualquer inteiro k>1en e N -{0}:
1. n**t > (k+1).[1+ 2%+ 3%+ ... +(n-2) %+ (n-1)4
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14

15

16

17

18

19

20

21

22
23

24

25

= L1

1 1
2. k.n*x 2(k-1.J1+2kk+3k+ .. +(n-1) K+ n ¥]

Mostre por indugdo o seguinte:

n 2 n n
1. A desigualdade de Cauchy : {Zaibi} < { aiz} [Zbiz]
i-1 i1 i1

L 2(n+)
2. (1+q)(A+q))(1+q?) . . . (L+q2D)(1+q7") = 1% q+1.

n n

Mostre a seguinte igualdade: Z(b+ai) =nb+ Zai

i=1 i=1

. . . . n 1
Define-se o coeficiente binomial =" se 0 < m< n. Mostre
m m!(n —m)!

que:

n+1 n n
1. ( j:( J+(j se 1<m <n.
m m-1 m

nn -
2. (a+b) = Z(_Ja"*bl Vv a, beR.
j=0 J

. 2,92 2. E2_ @24 72 1 2= N(N+1)
Mostre que: 1-2°+3°- 4°+5°-6+7°-... +(-1)™".n ==
Xm+1_1
x-1
Mostre que: 3.[1 x2+2x3+3x4+ ... +n(ntl)] =n(n+l)(n+2)
neN, n=0.

Mostre que: 1+ x +x2+x3+ ... +xM= vV meN, x =1

sen (n+1)x

Mostre que: senx +sen2x +sen 3x +... +sennx =

X
sen—
2

Demonstrar que: (1+i) " = (+/2)"[cos %ﬂ +isen %n] n e N.

Demonstrar que: (cos X + i sen x)" = = c0s nx + i sen nx ¥V neN.
Demonstrar que para todo namero natural n > 1 tem-se:

S S S S~
SN R S~

Demonstrar que: 2™*(a"+b") > (a+b)" onde a+b >0, a #b e n é um nimero

natural maior que 1.

Mostre que, para nimeros naturais X e y,en € N n\geq 2 sdo validas as

seguintes igualdades:

1. x"- yn - (X _ y)(xn-l + Xn-Z.y + Xn-3.y2 + ...+ leyn-S + X.y n-2 4 yn-l)
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26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

2. X"+ yn - (X + y)(x n-1 _ X n-2-y + X n-3-y2 - +(_1) n-3 ley n-3 _ X.y n-2 4 y n-
1) somente para n impar.

Mostre que, se o produto de n nimeros positivos é igual a 1 (um), a soma dos
mesmos ndo é menor que n.

Mostre que todo nimero natural podemos escrever como o produto de nimeros
primos.
1+5 n_ 1-+/5 ’
2 2
v

V5

Mostre por indugdo que: an = ne N éum nimero

natural.

Mostre que, se a1, az, as, ... , anS80 ndmerosreaistaisque|ai| <1 e |
an-an1| <1, entdo|an| <1.

Mostre que, para todo inteiro positivo n e para p > 0 namero real a seguinte

desigualdade é véalida: (1+p)">1+np + @pz .

Mostre que, para qualquer x > 0 e para todo numero natural n, a seguinte
1 1 1

n-4 + n-2 + V2 2 n+l
X X X

desigualdade é verdadeira: X" + x "2 + x4+ ... +

Utilizando o principio de indu¢do matematica, mostre que:
1 1 1 1 n

— + + +...+ =

1x3  3x5 b5x7 @2n-D@n+1) 2n+1

vV neN, n =0

Mostre que, se a1, a2 as, ..., an, n e Nndonulos, tem-se:
A %, a—3+,_,,,+a"*1 +a—“2 n
a, a, a, a, a,
Mostre que, para quaisquer que sejam os nimeros positivos diferentesae b é
. . p a+bn
vélida a desigualdade: "Vab" < .
n+1
1 17, 17 11" (n+D"
Mostre que: |1+=||1+=| |1+=| ... |1+=—| = —— v n eN.
1 2 3 n n!
Sejar =+ 1.
; 2 3 4 o1
1. Deduzir que,a+ar+ar“+ar°+ar*+ ... +ar"*=a 1
—r
2. Mostre por inducgdo sobre n que: a + ar + ar> +ar* +ar* + ... +ar"! =

1-r"
a

N i W _ sen2™a
Demonstrar a identidade : cos a. cos 2a. cos 4o . .. c0s 2"a = ————

2" seno,
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Capitulo VI

OPERACOES BINARIAS

Kurt Godel nasceu em 28 de abril de 1906 |,
em Brinn, Austria-Hungria (hoje Brno, na Republica
Tcheca) e faleceu em Princeton, EUA, 14 de Janeiro de
1978 . Foi filho de um gerente de fabrica téxtil. Em
familia, Kurt era conhecido por Der Herr Warum (Sr. Por
qué?.

Em 1923, concluiu, com louvor, o0 curso
fundamental na escola alema de Briinn e embora tivesse
excelente talento para linguagens, ele se aprofundou em
Histéria e Matemética. Seu interesse pela Matematica
y aumentou em 1920 , quando acompanhou Rudolf, seu
Kurt Godel irmdo mais velho, que fora para Viena cursar a Escola de
Medicina da Universidade de Viena.

Durante a adolescéncia, estudou Goethe, o Manual de Gabelsberger , a teoria
das cores de Isaac Newton e as “Criticas” de Kant.

Em ldgica matematica, os Teoremas da incompletude de Gddel sdo resultados
provados em 1930 . O primeiro teorema afirma, de forma simplificada:.

“Em qualquer formalismo matemético consistente suficientemente
e robusto para definir os conceitos de nimeros naturais (da aritmética),
existird a possibilidade de formar uma afirmacdo indecidivel, ou seja,

»

ndo pode ser provada verdadeira nem falsa”.

O segundo teorema da incompletude de Gddel, provado por formalizacdo do
préprio primeiro teorema em si, enuncia-se:.

“Nenhum sistema consistente pode ser utilizado para provar a

sua propria consisténcia”.

O resultado foi devastador para uma abordagem filos6fica & matematica
conhecida como Programa de Hilbert. David Hilbert propds que a consisténcia de
sistemas mais complexos, como andlise real, poderiam ser provados em termos de
sistemas mais simples. Assim, a consisténcia de toda a matematica seria reduzida a
aritmética basica. O segundo teorema da incompletude de Gd6del mostra que a
aritmética basica ndo pode ser usada para provar sua propria consisténcia, portanto
ndo pode ser usada para provar a consisténcia de nada mais forte.

245



6.1 RELACAO DE ORDEM
6.1.1 Relagéo de ordem parcial.
Definicdo 6.1 Relagdo de ordem parcial.
Dada uma relagdo R < A x A, dizemos que R é de ordem parcial se, e
somente se, R ¢ reflexiva, anti-simétrica e transitiva.
Isto é:
1. (a, a) e R, vV aeA
2. (8, b)eR A (b,a)eR = a=b
3. (&, b)eR A(b,c)eR = (a c)eR

Se R ¢ de ordem parcial em A, dizemos que A é um “conjunto
parcialmente ordenado”.

Definigdo 6.2 Conjunto parcialmente ordenado.

Um conjunto A e uma relagdo R de ordem parcial em A , constituem um
conjunto parcialmente ordenado.

Seumarelagdo R em A define um ordem parcial em A ,entdo (a, b)
€ R denotamos por a < b quese lé “a anterior ao elemento b”.

Exemplo 6.1

. Seja A uma familia de conjuntos, a relacdo definida em A por x ¢
subconjunto de vy, é de ordem parcial.

. Seja A um subconjunto de nimeros reais, a relagdo em A definida por
x <y , éde ordem parcial em A , é chamado de ordem natural em A .

Exemplo 6.2

Seja A={1 2 3 45 3} .0
diagrama da Figura (6.1) define um ordem parcial
em A do seguinte modo: X <y se, Xx=y ou 2 3
se podemos ir de x até y no diagrama na \ / \
direcdo ascendente indicada. Observe que 2 < 1, 5
4<1le 5<3. 4

Exemplo 6.3 Figura 6.1:

Seja R arelacdo definida em os ndameros
naturais N por “x ¢ multiplo de y”, entdio R é um ordem parcial em N e
temos 6 < 2, 15 < 3 e 17 < 17.
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Observacéo 6.1

Para os conceitos de parcialmente ordenado se utilizam as seguintes notacdes:

. a < b significa a<b e a=b ;selé“a estritamente anteriora b”.

. b

Y

a significa a<b ;selé “b superaa a”.

. b > a significa a <b ;selé “b estritamente superiora a”
Definicdo 6.3 Elementos ndo comparaveis.

Dois elementos a e b de um conjunto parcialmente ordenado se dizem ndo
comparaveis,se a<b e b<a
# #*

Isto é, se nenhum de eles precede ao outro. No Exemplo (6.3) os nimeros 4
e 5 ndo sdo comparaveis.

Observacéo 6.2

Se uma relagio R em um conjunto A é reflexiva, anti-simétrica e
transitiva, entdo a relacdo reciproca R* é também reflexiva, anti-simétrica e
transitiva.

Isto é, se R define um ordem parcial em A , entdo R* também define
um ordem parcial em A, e se chama a ordem inversa.

Para resultados mais profundos a respeito de conjuntos parcialmente
ordenados precisamos de uma nova ferramenta da teoria de conjuntos.

Observe que se {Ai} ¢é uma familia finita de conjuntos, para i € N, digamos
entdo que uma condi¢do necessaria e suficiente para que seu produto cartesiano seja
nulo é que pelo menos um dos Ai = @. Isto mostra-se por inducdo sobre N.

A generalizagdo para familia infinitas da afirmacdo do pardgrafo precedente é
0 seguinte axioma da teoria de conjuntos.

Axioma 6.1 Axioma de escolha (6°. axioma de Zermelo)

O produto cartesiano de uma familia ndo vazia de conjuntos ndo vazios é néo-
vazio.

Em outras palavras, se {Bi}ica € uma familia finita de conjuntos ndo-vazios
indexado por um conjunto A ndo-vazio, entdo existe uma familia {bi}ica tal que
bi € Bi paracada i e A.

6.1.2 Relagdo de ordem total.
Definicdo 6.4
Dada uma relacio R < A x A , dizemos que R ¢é de ordem total se, e

somente se:
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1. R é de ordem parcial.
2. X, ¥Y)eR v (y, X)eR, V (X, y)eA xA .

Se R éumarelacdo de ordem total em A, dizemos que A é um conjunto
totalmente ordenado por R. A palavra parcial utilizamos para definir ordem parcial
em um conjunto A , isto pelo fato de alguns dos elementos de A ndo serem
comparaveis. Por outro lado, se cada par de elementos de um conjunto parcialmente
ordenado A sdo comparaveis, entdo dizemos que A é de ordem total.

Definicdo 6.5 Conjunto totalmente ordenado.

Um conjunto A parcialmente ordenado, com a propriedade adicional de a
< b, a=b ou a > b para quaisquer dos elementos a, b € A , constituem um
conjunto totalmente ordenado.

Exemplo 6.4

e A ordem parcial em qualquer conjunto A de numeros reais (com a ordem
natural), é uma ordem total, isto do fato de dois nimeros quaisquer serem
comparaveis.

. Seja R aordemparcialem A={ 1, 2, 3, 4, 5 6 } definido por ™
x dividea y ".Entdo R ndo é uma ordem total em A , isto do fato 3
e 5 ndo serem comparaveis.

Exemplo 6.5

Consideremos o conjunto P(S) ,earelagdo R = {(A, B) € P(S) x P(S) /.
A < B} ndo é de ordem total, isto pelo fato, que ndo satisfaz a propriedade
simétrica, dado o par (A, B) € P(S) x P(S) pode acontecer A c B A Bc A

Exemplo 6.6
Mostre que o conjunto T ={ (a, b) € R? /. a < b} é uma relacio de ordem
total no conjunto de nimeros reais R.
Demonstragao.
Com efeito, a<a, V a €r ,logo (a,a)eT, a € R.
Se a<b A b<a = a=b,logo (a, b)eTAa(b, d)eT = a=b.
Se a<b A b<c = a<c ,logo (a b)eT A(b,c)eT = (a,¢c)eT.

E verdade que a<b v b<a V (a, b) e R? istoé, (a, b)eT v (b, ¢
eT, V (a b)eR%.

Portanto, T é uma relacdo de ordem total.
6.2 LIMITES: Superior. Inferior.

Definicdo 6.6 Limite inferior.

248



Seja A um conjunto ordenado, dizemos que a e A é limite inferior de A
se paratodo x € A temos que a < X ; isto é o elemento a, é anterior a todos o0s

elementos de A.
Definicdo 6.7 Limite Superior.

Dizemos que b e A € limite superior de A , se paratodo x € A temos
que x < b ;istoé b & posterior atodos os elementos de A.

6.2.1 Supremo. Infimo.
Seja B um subconjunto de um conjunto parcialmente ordenado A .
Defini¢do 6.8. Minorante.

Um elemento m de A é chamado de minorante de B , se paratodo x € B
tem-se que m < x ; isto &, m € anterior ou inferior a todo elemento de B.

Exemplo 6.7

Seja A < R , oconjunto (intervalo) A = (-4, 6) tem como limite
inferior qualquer nimero x e R sempre que x < -4; e como limite superior
qualquer numero y € R sempreque 6<y .

Definicdo 6.9 infimo de um conjunto.

Se um minorante de B é posterior ou superior a todos 0s minorantes de B
, dizemos que é o infimo de B e denotamos por inf.(B) .

Em geral B pode ndo ter minorantes ou ter muitos, porém caso exista
somente pode ter um inf.(B) .

Analogamente, um elemento M de A é chamado de maiorante de B , se
paratodo x e Btem-seque X <M ;isto é, M é superior ou posterior a todos

os elementos de B .
Definicdo 6.10 Supremo de um conjunto.

Se um maiorante de B é anterior ou inferior a todos os maiorantes de B
dizemos que M ¢é o supremo de B e denotamos por sup.(B) .

Em geral B pode ndo ter maiorantes ou ter muitos, porém caso exista somente
pode ter um sup.(B).

Exemplo 6.8

No Exemplo (6.7), temos que inf.(B) =-4 esup.(B) =6

249



6.2.2 Elementos: Maximal. Minimal.
Definicdo 6.11 Elemento maximal.

Seja A um conjunto ordenado, dizemos que a e A é maximal se a < X

implica a=x ;istoé a e A éelemento maximal, se em A ndo existe nenhum
elemento posteriora a no sentido estrito.

Definicdo 6.12 Elemento minimal.

De modo analogo, dizemos que b é elemento minimal se, x < b implica b

=x ;istoé b e A é elemento minimal, se em A ndo existe nenhum elemento
anterior ao elemento b no sentido estrito.

Exemplo 6.9

. O conjunto do Exemplo (6.8), ndo tem elemento maximal, nem elemento
minimal.

. O conjunto A =[-4, 6) c R tem como elemento minimal o -4 , ndo
tem elemento maximal.

e Oconjunto A =(-4, 6] c R tem como

elemento maximal o 6 , ndo tem
elemento minimal. \
Exemplo 6.10 2 3
Seja A={ 1, 2, 3, 4, 5} um conjunto \ / \
ordenado pelo diagrama da Figura (6.2). 5
4
Observe que:

Aqui, 4 e 5 sdo elementos minimais, o
elemento maximal éo 1 .

6.3 LEIS DE COMPOSICAO
6.3.1 Lei de composigéo interna.
Definicdo 6.13
Dizemos lei de composigdo interna sobre um conjunto A, a relagdo que a cada

par ordenado (a, b) € A x A associa outro elemento ¢ € A

O elemento ¢ € A diz-se compostode a e b .

Para indicar uma lei de composicdo interna podemos utilizar, por exemplo, o
sinal * ,eescreve-se a*b=c .
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Uma lei de composigdo interna é pois uma aplicacdo f:A x A—> A de
modo que f(a, b)=c .

Exemplo 6.11

No conjunto N, a lei de composicdo interna chamada multiplicagdo associa ao
par (2, 5) onumero 10 eescreve-se 2 x5=10 ou 2.5=10 .

6.3.1.1 Propriedades da lei de composic¢do interna.
Propriedade 6.1 Comutativa.

Uma lei de composicdo interna sobre um conjunto A , diz-se comutativa
guando temos:

a*b=b*a paratodo a, b € A
Exemplo 6.12
No conjunto N, a adi¢do é comutativa: a+b=b+a paratodo a, b e N.
Propriedade 6.2 Associativa.

Uma lei de composicdo interna sobre um conjunto A , diz-se associativa
quando temos:

(a*b)*c=a* (b*c) V;a, b, c € A
Exemplo 6.13

No conjunto N, a multiplicacdo é associativa:
(a xb)yx c=a x(b xc) V a b, c eN

Definicdo 6.14 Regularidade.

Uma elemento a < A , diz-se regular para a lei de composi¢do interna * ,
guando paratodo X, y e A temos:

a*x=a*yex*a=y*a = Xx=y

Isto significa que na igualdade a * x = a * b por exemplo, podemos
simplificar o elemento a .

Exemplo 6.14

Todo numero natural é regular em relacdo a adigéo:

a+x=a+y = X=y

Definigdo 6.15 Elemento neutro.
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Um elemento e e A diz-se elemento neutro para a lei de composi¢do
interna * , quando paratodo x € A temos: a*e=e*a=a

Exemplo 6.15

No conjunto dos numeros naturais N , o nimero 1 é o elemento neutro para
a multiplicagdo: n x1=1 xn=nV n e N.

Definicdo 6.16 Elemento simétrico.

Seja * uma lei de composicao interna sobre um conjunto A , possuindo um
elemento neutro e . Diz-se que o elemento X' € A é simétrico de outro elemento
X € A ,quandotemos x*x'=x"*x=¢e

Exemplo 6.16

No conjunto dos nimeros inteiros Z, os numeros -3 e 3 sdo simétricos em
relacdo a adigéo, isto pelo fato de (5)+(-5) = (-5)+(5) =0 .

Definicdo 6.17 Distributividade.

Sejam * e V duas leis de composicdo interna definidas sobre um conjunto
A . Diz-se que a lei * ¢é distributiva em relacdo a lei V quando temos: a* (b
Ve)=a *bVva*c va b, ¢c eN.

Exemplo 6.17

No conjunto dos nimeros naturais N, a lei de multiplicacéo é distributiva em
relagdo a lei de adicdo: a x (b+tc)=a xb+a x¢c Vv a, beN.

6.3.2 Isomorfismo.

Sejam dois conjuntos A e B ,sendo A munido de uma lei de
composicdo interna * e B de outra lei interna V, denotamos (A, *) e (B, V).

Definicdo 6.18 Isomorfismo.

Chama-se isomorfismo de (A, *) sobre (B, V) auma aplicagdo biunivoca
f de A em B talquepara a, b € A ,temos:

fa*b)="(a) vV f(b)
Logo, dizemos que dois conjuntos ordenados sdo isomorfos, se existe entre

seus elementos uma correspondéncia biunivoca que preserva a relagdo de ordem.

Quando um conjunto ordenado A € isomorfo a um conjunto ordenado B
denotamos A =~ B.

Portanto, se existe uma aplicagdo f:A —> B injetiva e sobrejetiva que tem
a propriedade de que, V a,b €A, a <b se esomentese, f(a) < f(b) .

Dizemos que a aplicagdo f ¢ uma “aplicagdo isomorfa” ou simplesmente “f
¢ isomorfismo de A em B”.
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Exemplo 6.18
Consideremos o conjunto dos nimeros reais positivos R* ,ondealei x &
a multiplicagdo, e o conjunto R onde a lei interna é a adicdo + .

A aplicacdo x — log x , isto é f(x) = log x é um isomorfismo, isto pelo fato
de log (x xy)=1logx +logy e aaplicacdo é biunivoca, pois logu=1logv = u
=v

Exemplo 6.19

Seja o conjunto A= { 1, 2, 6, 8 } ordenado pela relagio “x divide a
y”,eoconjunto B={a,b,c,d } ordenado pelo diagrama da Figura (6.3).

= &

NP4 S A
1

d £
Figura 6.3: Figura 6.4:

Um diagrama para o conjunto A mostra-se na Figura (6.4). Entdo A=~ B ,
pois a aplicagdo f: A—> B éisomorfismode A em B , observe que f={(8,
a), (6, b), (2, c¢), (1, d) } ¢é uma correspondéncia biunivoca preservando a relagédo
de ordem.

Note que g={ (8, b), (6, a), (2, c), (1, d)} também é um isomorfismo de
A em B .

6.3.3 Lei de composicao externa.
Definicdo 6.19 Lei de composicao externa.

Dados dois conjuntos A e B, diz-se que existe sobre A uma lei de
composicdo externa, quando a cada elemento m e A e acadaelemento o € B se
associa o elemento am € A

Os elementos do conjunto A dizem-se operadores; assim o elemento m e
A operasobre o elemento o € B, transformando-o no elemento am € A .

Uma tal lei de composicdo externa é uma aplicagdo do conjunto A x B no
conjunto A.

Exemplo 6.20

Se A for o conjunto dos nimeros reais R , e B 0 conjunto de vetores de
R? ,isto é @ = (a, b) € R? aopar (m, i) € RxR? fazemos corresponder o vetor
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mi, sendo a lei a multiplicacdo de um escalar por um vetor definido por miu = (ma,
mb) e R?.

6.4 OPERACOES BINARIAS
Definigdo 6.20 Operacdo binaria.

Dado um conjunto ndo vazio A , dizemos operacdo binariaem A a toda
relaciode A xA em A .

Denotando a operacdo binaria com * , temos que:
*TAXxA—A
(a b) > a*b

indica-se que a cada par ordenado (a, b) € A x A corresponde o elementoa * b e A.

Exemplo 6.21

e A adicdo é uma operacdo binaria no conjunto de nimeros reais R.

e A subtragdo é uma operacdo binaria no conjunto de numeros inteiros Z;
porém ndo no conjunto de nimeros naturais N.

Exemplo 6.22

Considere o conjunto A={ 1, 2, 3, 4 } eaoperacdo * definida como
se indica na Tabela (6.1)

Observe que para cada par (a, b) , oresultado da operagdo * encontra-se
no cruze da fila que comeca com a e acoluna que comecacom b .

* 1 2 3 4a
1 1 2 3 4
2 2 3 41
3 341 2
4 4 1 2 3
Tabela 6.1

O resultado da operagdo 4 * 3 é oelemento 2 que encontra-se assinalado.
Observacéo 6.3
13, A operagdo binaria, também é conhecida como lei de composicdo interna.

23, Quando * seja uma operacdo binaria sobre um conjunto A dizemos que
* tem a propriedade da clausura.

32, Se * é uma operacdo binaria sobre um conjunto A e existe B < A com
a propriedade que se, a, b e B = a*b B ,dizemosque B ¢
fechado sob a operacdo * .
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Em geral como A < A ,entdo A ¢é fechado sob qualquer operacéo binéria
definidaem A .

6.4.1 Operacdo binaria univocamente definida.

Se * é uma operacdo hinaria num conjunto A, e R uma relagdo de
equivalénciaem A , operacdo * em A , estd univocamente definida respeito da
relacdo R se,esomentese: (a R bac R d) = (@*c)R(b*d) istoé: (a,
b)eR A (c, dJe R= (a*c, b*d)e R.

Exemplo 6.21

Sejam a operacdo de adicdo em N e a relacdo de equivaléncia em N definida
por R={( Vy)eN [/ x=y } .Entdo a operacdo de adi¢io estd
univocamente definida em N com respeitoa R .

Observe que, V a, b € N, tem-seque a+b en ;poroutroladose (a
=b Ac=d) = atc=b+d, V a, b, c,;d € N.
6.4.1 Sistema matematico.

Definigdo 6.21 Sistema matematico.

Chama-se sistema matematico a um conjunto ndo vazio A , no qual uma o
mais operacdes estdo univocamente definidas com respeito a uma relagdo de
equivaléncia.

Um sistema matematico composto de um conjunto A e uma operagdo * €
denotado por (A, *) ; quando o sistema estiver composto por A e as operagdes
* e O odenotamos por (A, *, 0) .

Exemplo 6.24

Sejam A={1,2 3, 43} e R={(11), (2, 2), (3, 3), (4, 9} uma
relacdo de equivaléncia sobre A e * uma operagdo definida pela Tabela (6.2).

Mostre que (A, *) € um sistema matematico.

* 1 2 3 4a
1 1 2 3 4
2 2 3 41
3 3412
4 4 1 2 3
Tabela 6.2

Solucéo.

O conjunto A # @, por outro lado, * ¢é uma lei de composig¢édo interna, e se
(@ b)eR A (c,d)eR = (a*c, b*d)eR
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Exemplo 6.25

(N, +) onde + éaoperacdo de adicdo em N é um sistema matematico.

Observe que N = @, e a adicdo em N estd univocamente definida com
respeito a identidade.

Exemplo 6.26

(R, +,.) onde + ¢ aoperagdo de adicdo, e . a operacdo de multiplicacdo
em R, é um sistema matematico.

Observe que R = ® e, em R asoperagbes de + e . estdo univocamente
definidas pela relacdo de igualdade.

Exemplo 6.27

Os grupos, anéis, corpos e espagos vetoriais sdo quatro exemplos de sistemas
matematicos.

6.4.3 Classificagdo dos sistemas matematicos.

Os sistemas matemaéticos classificam-se em: a) Sistema numérico. b) Grupos.
¢) Anéis. d) Corpos

Definicdo 6.22 Sistemas numéricos.

Um sistema matematico da forma (A, *, V) chama-se sistema numérico
quando:

a) O operador * é comutativo e associativo.
b) O operador V é comutativo e associativo.
¢) Uma das operag0es seja distributiva respeito da outra.

Exemplo 6.28

Séo sistema numéricos (N, +, .), (Z, +, .), (Q, +, ), (R, +,.) onde +
e . sdo as operacBes usuais de adi¢do e multiplicagéo.

Exemplo 6.29

Sejam A={ a, b } e * V asoperacdes definidas pela Tabela (6.3)

* a b \Y a b
a a b a
b |b a b

Tabela 6.3
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Logo (A, *, V) éum sistema numérico.
Definicdo 6.23 Numero.

Sdo chamados de nimero, cada elemento do conjunto A  de um sistema
numérico.

Logo de acordo com esta definicdo os elementos do conjunto A do Exemplo
(6.28) cada um de eles é um namero.

A relacdo de equivaléncia de um sistema numérico ndo necessariamente é a
identidade, porém freqiientemente o é.
Definicdo 6. Grupo.
Um sistema matematico da forma (G, *) diz-se que é um grupo com a
operagdo * se, e somente se satisfaz as seguintes propriedades:
1. Associatividade: (a*b)*c=a*(b*c)V a b, ¢c G .

2. Existéncia de um elemento neutro: 3 e e Gtalque e*a=a*e=a Vv
aeG

3. Existéncia de um elemento simétrico a' € G paratodo a € G de
modo que a*a'=a'*a=¢e

Quando a*b =b*a paratodo a, b € G , o grupo é denominado grupo
abeliano ou grupo comutativo.

Se o conjunto G ¢ finito, o namero de seus elementos é chamado de ordem
do grupo.
Exemplo 6.30

e O conjunto dos nameros inteiros Z em relacdo a adicdo.

e As rotacBes de um poligono regular em torno de um de seus vértices,
em geometria plana constituem um grupo comutativo.

Exemplo 6.31

O conjunto A={ -2, -1, 0, 1, 2 } com a operacdo usual de adi¢do, ndo
é um grupo.

Observe neste exemplo que a adigdo é associativa em A , o elemento neutro
é 0 zero, e cada elemento de A tem inverso em A. O fato ndo ser grupo é que
(A, +) ndo é um sistema matematico, + ndo é operacdo bindriaem A ;istoé A
ndo é fechado respeito adicdo. Temosque 2 € AAnle A porém 2+1 ¢ A.
Definicdo 6.25 Subgrupo.

Dado um grupo (G, *) , chama-se subgrupode G aparte H de G que
constitua um grupo munido da mesma operagdo * .

Exemplo 6.33
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O conjunto dos nimeros inteiros 2Z ¢é um subgrupo comutativo de Z em
relagdo a adicdo.

Definicdo 6.26 Anel.

Um sistema matematico da forma (A, *, V) diz-se que é um anel se, e
somente se satisfaz as seguintes propriedades:

1° (A *) éum grupo abeliano.

2°. Aoperacdo V em A é associativa.

3°. A operagdo V é distributiva respeito a operagdo *

A={-2,-1,0 1,2 }
Exemplo 6.33

Oconjunto A={ <, >,a, B} comasoperagdes * e V definidas na
Tabela (6.4) é um anel.

* 4 > a P Vi< > a B
4 > a 4 <9 <4«
>« o 4 > a4 B>

a o B <« o |9 * @

<« B < B
a > B
Tabela 6.4

Exemplo 6.34

Os seguintes sistemas matematicos sdo exemplos de anéis: (Z, +, .), (Q, +,
), (R, +,.) ,onde + e . sdo asoperacBes usuais de adi¢do e multiplicacdo.

Definicdo 6.26 Anel comutativo.

Diz-se que o anel (A, *, V) é comutativo, quando a operacdo binaria V for
comutativa.

Definicdo 6.27 Anel com unidade.

Diz-se que o anel (A, *, V) tem unidade quando a operagdo binaria V
possui elemento neutro.

Este elemento neutro é chamado de unidade do anel.

Exemplo 6.35
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O conjunto dos numeros inteiros assim como 0 conjunto dos numeros
irracionais proporcionam exemplos de anel comutativo com unidade. Os racionais
tem a propriedade adicional que os inteiros ndo ao tém, cada elemento distinto de
zero possui inverso multiplicativo.

Exemplo 6.36

Seja A={a, b} ,e * e ¢ asoperagdes definidas na Tabela (6.5)

* a b O a b

a ab a a a

b a b a
Tabela 6.5

Tem-se que (A, *, 0) é um anel com unidade; o elemento neutro b éa
unidade para a operagdo 9.

Definicdo 6.29 Corpo.

Um corpo A é um anel comutativo com elemento unidade que cumpre a
seguinte condicdo:
Paracada a € A onde a=0 ,existeumelemento a* € A talque a.
a*=1
Isto é, (A, *, 0) éum corpo se:
1) (A, *, 0) ,éum anel comutativo.
2) (A, *, 0) ,éum anel com unidade.
3) Cada elemento a € A ndo zero tem um simétrico respeito da operacdo ¢.

Exemplo 6.37

O conjunto dos numeros reais R proporciona exemplo de corpo.

Exemplo 6.38

O sistema matemético (A, *, ¢) dado no Exemplo (6.36) é um corpo.
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Exercicios 6-1

Mostre que o conjunto N é bem ordenado.
2" -1

Mostre que 1 é osupremo doconjunto E={ x/. x= o n e N} .

Seja R arelagdoem A= { 1, 2, 3, 4, 5, 6 } definida por “a divide b”.
Determine se R é de ordem parcial, ilustrar mediante diagrama.

Mostre que a relagdo R definida por “A ¢ equipoténte a um subconjunto de
B” ¢ de ordem parcial na familia de conjuntos.

Sejam os conjuntos A e B totalmente ordenados. Seu produto cartesiano
A x B pode-se ordenar totalmente? Justificar sua resposta.

113

A relagdo “x divide a y” no conjunto de numeros naturais, define uma
ordem parcial. Quais dos seguintes subconjuntos de N sdo totalmente
ordenados?

1. A={ 4, 3, 15 } 2.B={ 2, 4, 8, 16 }
3. ¢={1 23 ...,} 4. D={5}

Caso existam, determine o supremo, o infimo, 0 maximo e o minimo para cada
um dos seguintes conjuntos:

1. B={xen/.|x*4| <16}
2. A={x ez /.| x>9| +3| x-4| <16 }
3. C={xen /.| xx+1| <3}

Se F={ 0, 1 } e E umconjunto qualquer, A subconjunto de E, a
aplicacdo ¢a de E em F talque pa(X) =0 se x ¢ A, o¢a(X)=1se xe A

1.Se E={a b, c,d } e A={ a b, d } ,represente o grafico de ¢a(x)

2.Se A e B sdo dois conjuntos quaisquer de E , A' o complemento de
A com respeitoa E . Mostre que qualquer que seja x € E

a) @ane(X) = Qa(X). ¢ B(X) b) 1-@a(x) = ¢ a(X)
) 0auB(X) = @A(X) + ¢ B(X)- 0A(X) ¢B(X)
3. No conjunto das aplicacdes de E em F , definem-se as operacdes (o) e

(*) por: oa.pB=0a~B € 0A* @B =@aus . Demonstre que: @a.pA = @A
e PAT QA= QA.

Determine se o conjunto A para o qual esta definida a lei de composigédo
interna * é um grupo:

1. A=Z e * éamultiplicacdo usual de inteiros.
2. A=Q e * éamultiplicacdo usual em Q.

3. A={ g eeQ / qg>03} e * éamultiplicacdo usual em nimeros
racionais.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

4. A={zeZl z=~2} e *é a multiplicacdo usual em Z.
5. A=R e * éaadicdo usual em niimeros reais.
6. A=Z e * define-sepor a*bh,V a, b eZ

Mostre que a operacdo * definida por a*b =a+ 2b +3ab , é uma lei de
composicdo interna sobre o conjunto dos nimeros naturais N. Calcular 1 * 2,
5*3,7*15 .

Mostre que a multiplicacdo de nimeros reais, ndo € uma operacdo fechada no
conjunto A= {1, 5}

Determine se a subtragdo de numeros inteiros é uma operagdo fechada no
conjunto de nuameros inteiros positivos. ldem para o conjunto dos numeros
inteiros multiplos de trés.

Determine todas as solugfes das seguintes equagdes:
1. 4x=3(mod 7) 2.8x =6 (mod 14)
3. 2x=3(mod 5) 4.5x =3 (mod 4)

Demonstre que o conjunto Zs das classes residuais médulo 4 , é fechado
respeito da operacéo @ da adicéo das classes residuais.

Sejam A={1, 2, 3, 4} e * uma ® |1 2 3 4
operacdo binéaria definida pela Tabela 6.5.
Mostre que a operagdo * esta 1 1 2 3 4
univocamente definida em A respeito da
x - - 2 |2 3 4 2

relagdo de identidade

3 |34 12
R={(1,1).(2 2), 3 3), (4 4 }

4 |14 2 2 3

Temos em cada exercicio um conjunto e uma operacao binéria. Determine se
cumpre as propriedades de: clausura, associatividade, comutatividade.

1. O conjunto dos inteiros Z, com a operagdo * definida por:a*b = %.

2. O conjunto Q , com a operagdo V definida por: aV b= %.

3. O conjunto P(A) , poténciade A , com aoperagdo U unido de conjuntos.

4. O conjunto P(A), poténcia de A , com a operagdo ~ intersec¢do de
conjuntos.

5.0 conjunto A={ 0, 1, 2, 3}, com a operacdo ® de multiplicacdo médulo
4.

Para o exercicio anterior, caso exista, assinale o elemento neutro.

Demonstrar que a operagdo m , méximo divisor comum de dois nimeros nédo é
distributiva pela esquerda respeito da adi¢do de nimeros inteiros positivos.

Demonstrar que o conjunto de niumeros reais Ri={ a+ bv2 /. a, b ez }
forma um grupo com a operagdo de adigéo.
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20.
21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Seja G={5a /. a €Z } .Mostreque (G, +) éum grupo.

Determine se o conjunto G ={ -2, -1, 0, 1, 2 } junto com a operacéo
usual de multiplicacdo constitui um grupo.

Demonstre que, caso exista o elemento neutro respeito de uma operagdo binaria
* sobre um conjunto A , é Unico.

Mostre que se (G, *) é um grupo e para a € G , entdo o elemento a
(inverso de a ) é Unico.

Sejam  (Gi1, *), (G2, 0) grupos abelianos e (Gs, V) um grupo nao
abeliano. Determine em GixG2xGs uma estrutura de grupo. Este grupo seré
abeliano?

Mostre que o conjunto A ={a /la=2x-1, x € Z } com a adicdo e
multiplicacdo definida para nimeros inteiros ndo é um anel.

Demonstre que o conjunto dos nimeros reais R junto as operagfes usuais de
adicdo e multiplicacdo constitui um corpo.

No conjunto dos nimeros reais, definimos as operagdes * e ¢ como segue: a
* b = 2a+3b-5, a 0 b = a%>-3ab . Segundo estas definigBes resolver as seguintes
equacdes:

1. x*4=8 2. 30x=1 3. 4x*1=502 4.5<>2x=%<>x

Consideremos M o conjunto dos movimentos aplicados a um quadrado

ABCD que conservam sua posic¢do no plano.

. E : Movimento idéntico (identidade)

. S1 : Simetria axil, de eixo a mediatriz dos lados AB e CD .

e Sz : Simetria axil, de eixo a mediatriz aos lados AD e BC .

. S3 : Simetria axil, de eixo a diagonal BD .

. S4 : Simetria axil, de eixo a diagonal AC .

e Ss : Simetria central, de centro o centro do quadrado.

e S¢ : Girode 90”0 (dextrogiro) com centro no centro do quadrado.

. S7 : Girode 9070 (evlgiro) com centro no centro do quadrado.
Definamos em M a operagdo * considerando como resultado de efetuar *

entre dois elementos de M o movimento que se obtém aplicando sucessivamente o
primeiro movimento e o segundo S_2*S_1 , logo:

1. Obter S1*S2, S3* Gi, G1* G2, G1 * Sa.

2. Formar uma tabela da operagdo *

3. (M, *) tem estrutura de grupo?. E abeliano?

4. Provar que Sz * Sz =S1* Ss . Podemos deduzirque S_2=S_1 ?
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