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Prologo

El concepto de eficiencia estd relacionado con la economia de recursos. Es frecuente definir la
eficiencia como la relacion entre los resultados obtenidos (outputs) y los recursos utilizados (inputs).
Dado que las empresas suelen producir maltiples outputs a partir de multiples inputs, la eficiencia
sera en cualquier caso una magnitud multidimensional. Por ello, cabe preguntarse ;como medir la

eficiencia?

Esta obra tiene un enfoque tedrico-practico. Por una parte se exponen los fundamentos tedricos de los
modelos basicos de una metodologia que permite contestar a la cuestion anterior, como es el analisis
envolvente de datos. Por otra parte, se facilitan los medios para que el lector pueda iniciarse en la
evaluacion de la eficiencia, puesto que se plantean ejercicios de aplicacion de los conceptos que se
van abordando y se resuelven con la herramienta Solver de la hoja de calculo Excel.

Este libro esta dirigido a todas aquellas personas que deseen iniciarse en el estudio y medicion de la
eficiencia de unidades productivas o de servicios. En este sentido se ha pretendido ofrecer una vision

sencilla y aplicable de los conceptos mas importantes.

Los autores desean agradecer a José M. Bachero, un gran amigo, sus sugerencias, comentarios y
aportaciones, que siempre han servido para mejorar el trabajo que aqui se presenta. Muchas gracias

por la enorme paciencia que tienes con nosotros.

Vicente Coll y Olga M? Blasco son profesores del departamento de Economia Aplicada de la
Universidad de Valencia (Espafia). Han publicado, en colaboracién, varios manuales de estadistica
economica y empresarial. Sus principales lineas de investigacion estan relacionadas con la
competitividad y eficiencia de las pequefias y medianas empresas industriales y los procesos de

creacion de empresas cooperativas.

Los autores
Septiembre de 2006
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Capitulo 1

EFICIENCIA Y ANALISIS ENVOLVENTE DE DATOS

1.1. Concepto de eficiencia.
1.1.1. Eficiencia técnica.
1.1.2. Eficiencia economica.
1.1.3. Eficiencia global.
1.2. Diferencia entre eficiencia (técnica) y productividad.
1.3. Analisis envolvente de datos (DEA).
1.3.1. Concepto intuitivo de envolvente.
1.3.1.1. Caso de un Input y un Output.
1.3.1.2. Caso de un Input y dos Outputs.
1.3.1.3. Caso de dos Inputs y un Output.
1.3.2. La técnica DEA.
1.3.3. Definicién del conjunto de posibilidades de produccion.
1.4. Caracterizacion de los modelos DEA.
1.4.1. Orientacion del modelo.
1.4.2. Tipologia de los rendimientos a escala.

1.5. Ventajas e inconvenientes del Analisis Envolvente de Datos.

Vicente Coll y Olga M2 Blasco
(veoll@uv.es ; Olga.Blasco@uv.es)




Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

1.1. CONCEPTO DE EFICIENCIA.

El Analisis Envolvente de Datos, DEA, surge como una extension del trabajo de Farrell (1957), quién
proporciona una “medida satisfactoria de eficiencia productiva” que tiene en cuenta todos los Inputs
(recursos empleados) y muestra como puede ser calculada, ilustrando su método mediante una

aplicacion a la produccion agricola de Estados Unidos.

En su investigacion, Farrell parte de un caso sencillo, el de una empresa que emplea dos Inputs para

la obtencion de un tinico Output, y establece, entre otros, los siguientes supuestos:

1. Las empresas operan bajo condiciones de rendimientos constantes a escala, esto es, que el
incremento porcentual del Output es igual al incremento porcentual experimentado por los
Inputs. Este supuesto permite que la tecnologia de produccion pueda ser representada mediante
la isocuanta unidad, que identifica las distintas combinaciones de los dos factores que una
empresa perfectamente eficiente podria usar para producir una unidad de Output.

. Isocuanta convexa hacia el origen y con pendiente no positiva, lo que indica que el incremento
en el Input por unidad de Output de un factor implica eficiencia técnica mas baja.

3. La funcion de produccion eficiente es conocida.

. 1 . . . .
A partir de los supuestos anteriores, Farrell, haciendo uso de la curva isocuanta, comienza
definiendo el concepto de eficiencia técnica, y continia proporcionando una medida de eficiencia que
tome en cuenta el uso de los diversos factores en las mejores proporciones desde el punto de vista de

los precios (eficiencia precio) para lo cual emplea una curva de isocoste, que muestra todas las

posibles combinaciones de Inputs que pueden adquirirse a un coste total dado”. Una empresa

perfectamente eficiente (eficiencia global) serd aquella que presente eficiencia técnica y eficiencia

precio.

Los conceptos de eficiencia técnica, eficiencia precio y eficiencia global introducidos por Farrell® son

desarrollados brevemente a continuacion.

! Supuestos que posteriormente relajaria, primero al referirse a la funcidén de produccion eficiente empleada, y después al
considerar la existencia de rendimientos crecientes y decrecientes a escala. Respecto a la funciéon de produccion, ésta
puede ser, en busca de simplicidad, o bien una funcién de produccion tedrica o bien una funcién de produccion basada en
las mejores practicas observadas. A este respecto Farrell (1957:255) es claro: "es mejor comparar rendimientos con lo
mejor alcanzado que con algo ideal inalcanzable”.

* La representacion de la curva de isocoste exige conocer el precio de todos los Inputs, siendo la pendiente de la misma la
razon de los precios de los factores.

’ Los indices de eficiencia de Farrell (1957) son de tipo radial (proporcional). El indice no radial méas conocido,
popularizado por Fére y Lovell (1978), es el indice de Russell. En este manual siempre se hace referencia a indices de
eficiencia de tipo radial.
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1.1.1. Eficiencia técnica.

Considérense cuatro Unidades’ —A, B, C y D- cada una de las cuales obtiene un unico Output (y)
empleando para ello dos Inputs (X; y Xx3). En la Figura 1.1 cada punto (e) representa las coordenadas
del “plan de produccion” (x,/y, X»/y) observado para cada una de las referidas Unidades. La isocuanta
unidad de las Unidades eficientes viene representada por la curva I I’; de tal modo que aquellas que

se encuentran por encima de la misma resultan ineficientes.

Hao ,I'IF'

b4
le.F

Figura 1.1.

Asi, la eficiencia técnica, que pone de manifiesto la capacidad que tiene una Unidad para obtener el
maximo Output a partir de un conjunto dado de Inputs, se obtiene al comparar el valor observado de
cada Unidad con el valor optimo que viene definido por la frontera de produccién estimada

(isocuanta eficiente).

Observando la Figura 1.1 puede verse que tanto la Unidad B como la D son ineficientes
técnicamente, puesto que ambas podrian reducir la cantidad de Inputs consumidos y seguir
produciendo una Unidad de Output. La ineficiencia de estas Unidades vendra dada por la distancia
B'B y D'D, respectivamente. Por el contrario, las Unidades A y C son técnicamente eficientes

puesto que operan sobre la isocuanta eficiente.

* Charnes, Cooper y Rhodes (1978) emplean el término Decision Market Unit (DMU) para referirse a entidades sin 4nimo
de lucro. No obstante, el término DMU se ha extendido para hacer referencia a cualquier tipo de productor o unidad de
produccion: empresa, industria, personas, region, pais, etc. En Frontier Analyst® se utiliza el término Unidad en lugar de
DMU. Por ello, en este manual se utilizara el término Unidad.
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

Numéricamente puede obtenerse la puntuacion de eficiencia (relativa) como la relacion entre la
longitud de la linea desde el origen hasta el punto proyectado’ sobre la isocuanta eficiente de la
Unidad considerada y la longitud de la linea que une el origen a la Unidad considerada. Asi, para B

se tiene:

Eficiencia Técnica de B=ET; = ?)_]]3; (ecuacion 1.1)

Evidentemente, la eficiencia técnica asi definida s6lo puede tomar valores comprendidos entre cero y
uno. Una puntuacion cercana a cero debe entenderse como que la Unidad que esta siendo evaluada se
encuentra muy lejos de la isocuanta eficiente y, en consecuencia, se trata de una Unidad muy
ineficiente técnicamente. Todo lo contrario sucede si la eficiencia técnica estd préxima a uno.
Finalmente, una eficiencia técnica de uno indica que la Unidad se encuentra sobre la isocuanta

eficiente, como es el caso de Ay C.

De manera analoga a como se procedié con la Unidad B, la eficiencia técnica para la Unidad D

vendra dada por ET,, = (C))_I[))

1.1.2. Eficiencia precio (0 asignativa).

La eficiencia precio (también denominada asignativa) se refiere a la capacidad de la Unidad para usar
los distintos Inputs en proporciones Optimas dados sus precios relativos. Siguiendo con el
planteamiento del epigrafe anterior, en la Figura 1.2 se muestra la linea de isocoste PP'. La pendiente

de la isocoste representa la relacion entre los precios de los Inputs x; y Xo.

> Se emplea el término “punto proyectado” o “proyeccion” para hacer referencia al punto de interseccion de la frontera
eficiente y la recta que une el origen con aquel que representa a una Unidad.

4 Vicente Coll y Olga M2 Blasco
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H
1 fj?
Figura 1.2.
Las Unidades A y C presentan eficiencia técnica puesto que operan sobre la isocuanta eficiente. Sin
embargo, como puede observarse en la Figura 1.2, unicamente la Unidad C resulta ser también

eficiente en precios, en tanto que la Unidad A deberia reducir los costes totales en la distancia A"A

4

o, alternativamente, en la proporcion ([1 - a} . 100] , para ser eficiente en precio.

La puntuacion de eficiencia precio (o asignativa) puede obtenerse como la relacion entre la longitud
de la linea desde el origen hasta el punto proyectado sobre la isocoste eficiente de la Unidad
considerada y la longitud de la linea que une el origen al punto proyectado sobre la isocuanta
eficiente de la Unidad considerada. Asi, para la Unidad A se tiene que la eficiencia precio vendra
dada por:

Eficiencia Precio = EP, = %% (ecuacion 1.2)

El indicador que se acaba de definir con objeto de proporcionar una medida de la eficiencia precio
puede tomar valores comprendidos entre cero y uno, de manera que si la puntuacion de eficiencia

precio es distinta de uno se dice que la Unidad considerada es ineficiente en precios.
1.1.3. Eficiencia global (o0 econdémica).

Para una Unidad dada, la eficiencia global, también llamada eficiencia economica, se obtiene
mediante el cociente entre la longitud de la linea que va desde el origen hasta el punto proyectado
sobre la isocoste eficiente y la longitud de la linea que va desde el origen hasta el punto que

representa a la Unidad considerada.

Vicente Coll y Olga M2 Blasco
(veoll@uv.es ; Olga.Blasco@uv.es)
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Asi, la eficiencia global de la Unidad D (véase Figura 1.2) vendra dada por:

Eficiencia Global = EG, = C())_]I)) (ecuacion 1.3)

Continuando con esta misma Unidad, Farrell (1957) descompuso la eficiencia global de la siguiente

forma:

_OD" _OD' OD"

EG, = — =
OD OD OD

(ecuacion 1.4)

es decir, la eficiencia global (EG) es igual al producto de la eficiencia técnica (ET), C(;_I];’ y la

"

eficiencia precio (EP), o y como sucedia con éstas, su valor estard comprendido entre cero y

uno. Como puede comprobarse viendo la Figura 1.2., s6lo la Unidad C muestra eficiencia técnica y

eficiencia precio siendo, en consecuencia, la inica Unidad globalmente eficiente.
1.2. DIFERENCIA ENTRE EFICIENCIA (TECNICA) Y PRODUCTIVIDAD.

Se ha visto como la eficiencia global puede ser descompuesta en eficiencia técnica y eficiencia
precio. La mayor parte de los trabajos que recurren al Analisis Envolvente de Datos (DEA) como
metodologia de andlisis se han centrando en la evaluacion de la eficiencia técnica, siendo mucho mas
reducido el namero de estudios que abordan la medicion de la eficiencia asignativa’, dada la

dificultad adicional que supone el conocimiento de los precios de los Inputs y Outputs.

No obstante, antes de continuar, es conveniente diferenciar entre dos términos, productividad y
eficiencia (técnica), habitualmente usados como sinénimos. Cuando se habla de productividad,
“normalmente se hace referencia al concepto de productividad media de un factor, es decir, al
niimero de Unidades de Output producidas por cada Unidad empleada del factor” (Alvarez,
2002:20)’.

Supdéngase un proceso productivo que emplea un tnico Input en cantidad x para producir un nico

Output en cantidad y. En la Figura 1.3 se han representado tres Unidades (A, B y C) y la frontera de

6 Algunas aplicaciones del Analisis Envolvente de Datos para medir eficiencia precio (ADEA, Allocative Data

Envelopment Analisis) son Banker y Maindiratta (1988); Banker y Morey (1993); Bannister y Stolp (1995) o Sengupta

(1998).

7 Alvarez (2002:19-24) diferencia entre eficiencia, productividad y competitividad.
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produccion que representa el maximo Output alcanzable para cada nivel de Input, y refleja el estado

actual de la tecnologia en la industria (Coelli, Prasada Rao y Battese, 1998:3).

optimal scale Frontera produceciin

Figura 1.3. Fuente: Coelli, Prasada Rao y Battese (1998).

Segtin la ilustracion de Coelli, Prasada Rao y Battese (1998) reproducida en la Figura 1.3, las
Unidades B y C son técnicamente eficientes puesto que operan sobre la frontera, en tanto que la A es
ineficiente al situarse por debajo de ésta. Por su parte, la productividad® de una Unidad, entendida
como producto medio (productividad media de un factor), se mide como la pendiente de la linea recta
desde el origen hasta el punto que lo representa. Ahora, la Unidad A podria ganar en eficiencia y
productividad al moverse hacia el punto representado por la B, mientras que ésta ultima,
técnicamente eficiente, podria ganar en productividad si se moviese hacia el punto que representa a la

Unidad C, el de maxima productividad’, el punto de escala 6ptima.

. <7 hy 10 ’ o 0 ’
Puede decirse, como conclusion, que “una empresa ” puede ser técnicamente eficiente pero todavia
ser capaz de mejorar su productividad al explotar economias de escala” (Coelli, Prasada Rao y

Battese, 1998:4).

1.3. ANALISIS ENVOLVENTE DE DATOS (DEA).

<, 11 . . 2 . z
Farrell supuso que la frontera de produccion  era conocida. Sin embargo, en la practica no es asi y,

por tanto, resulta necesario estimarla.

¥ Se emplea el término productividad como aquella medida que toma en cuenta todos los factores de produccion (y todos
los Outputs producidos).

? Cualquier otro punto sobre la frontera de produccién presenta una productividad menor.

' En general, cualquier Unidad.

' De las empresas completamente eficientes.

Vicente Coll y Olga M2 Blasco
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Con caracter general, los métodos de estimacion para construir la frontera de produccién pueden
clasificarse, en funcion de que se requiera o no especificar una forma funcional que relacione los
Inputs con los Outputs, en métodos paramétricos o no-paramétricos. A su vez, pueden emplearse
métodos estadisticos o no para estimar la frontera que, en ultima instancia, puede ser especificada
como estocastica (aleatoria) o determinista. En la Figura 1.4 se presenta una estructura en forma que

arbol que trata de recoger los principales métodos para estimar la frontera eficiente y sus precursores.

METODO

PARAm/ \ NOPARAMETRICO

. PROGRAMACION PROGRAMACION
ESTADISTICO )
MATEMATICA MATEMATICA

N TN

DETERMINISTA ESTOCASTICO DETERMINISTA ESTOCASTICO DETERMINISTA ESTOCASTICO
| | | | | |
Afiat (1972) Adgner etal (1977)  Adgnery Chu (1968) Tintner (1960) Charnes, Cooper y Rhodes (1978)  Sengupta (1990)
Richmond (1974)  Meeusen et.al (1977) Nishimizu v Page (1982)  Timmer (1971)

Figura 1.4. Métodos de estimacion.

Siguiendo el esquema planteado en la Figura anterior, el Analisis Envolvente de Datos (DEA) es una

técnica no-paramétrica, determinista, que recurre a la programacién matematica.

1.3.1. Concepto intuitivo de envolvente.

Al objeto de establecer el concepto de envolvente de una manera intuitiva, a continuacion se plantean

tres casos, cada uno de ellos acompafiado de un ejemplo de aplicacion.
1.3.1.1. Caso de un Input y un Output.

Partiendo de un conjunto de n Unidades, cada una de las cuales produce un tinico Output (y ) usando
un Unico Input (x), facilmente puede obtenerse un indicador de eficiencia para cada una de las n
Unidades consideradas -la tradicional definicion de eficiencia entiende ésta como el cociente entre el
Output y el Input- y realizar, a partir de las puntuaciones obtenidas, una clasificacion de eficiencia.
Asi, la Unidad mas eficiente serd aquella cuyo cociente sea mayor. Evidentemente también se podra
comparar las Unidades y determinar la eficiencia relativa de éstas respecto de las calificadas como

mas eficientes.

Aplicacion 1.1.

Si las ventas (Output) y la plantilla de trabajadores (Input) de cuatro de las filiales de un gran grupo

empresarial son:

8 Vicente Coll y Olga M2 Blasco
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Plantilla
(n° empleados)
1.870
1.346

Ventas (miles de €)

1.391.280
1.329.848
Filial C 1.079.680 1.120

Filial D 1.400.000 1.120
Tabla 1.1. Datos caso 1 Input y 1 Output.

Filial A
Filial B

una manera habitual de medir la eficiencia es a través de la productividad, es decir, ventas por
empleado, beneficio por empleado, rentabilidad de la inversion, etc. Asi, en nuestro caso, la filial D

seria la mas eficiente, puesto que la razén ventas por empleado es la mas alta, 1.250.

La eficiencia de cada una de las filiales podria ser evaluada en relacion con la de la filial D, de tal
forma que esta medida de eficiencia relativa tomaria valores comprendidos entre 0 y 1, tal y como se

muestra en la tabla 1.2.

Evaluacién respecto

Ventas/Empleado

Filial D

Eficiencia relativa

Filial A

744

744/1.250

0,5952

Filial B

988

988/1.250

0,7904

Filial C

964

964/1.250

0,7712

Filial D

1.250

1.250/1.250

1

Tabla 1.2. Eficiencia relativa.

Analogamente, si se representan graficamente los planes de produccion de las distintas Unidades
puede determinarse, de manera muy sencilla, cuales son aquellas que muestran una mejor practica y
conforman, por tanto, la frontera eficiente. Seguidamente, la evaluacion de las restantes Unidades se

efectua respecto a la frontera definida, obteniéndose asi una medida de eficiencia relativa.

Aplicacion 1.2.

En la Figura 1.5 se ha representado los datos recogidos en la tabla 1.1 relativos a las cuatro filiales de

un grupo empresarial

Vicente Coll y Olga M? Blasco
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

Ventas

()

C H®Empleadas

(=)

Figura 1.5. Frontera eficiente 1 Inputy 1 Output.

La recta que parte del origen O y pasa por el punto que representa a la filial D constituye el mayor
rendimiento que puede ser alcanzado, suponiendo rendimientos constantes a escala. Esta recta
determina, en el caso que se estd analizando, la frontera eficiente y, como se coment6 anteriormente,

la eficiencia (relativa) del resto de filiales vendra dada por la desviacion respecto a la misma.

Siguiendo con el ejemplo, y como puede verse en la Figura 1.5, la eficiencia técnica (ecuacion 1.1)

de la Filial C vendra dada por:

!

Eficiencia Técnica Filial C = ET,_ :E (ecuacion 1.5)

es decir, la eficiencia (relativa) técnica de la filial C se obtiene como el cociente entre la distancia
(euclidea)'? entre EC y la distancia entre EC; pero para ello es necesario determinar las coordenadas
del punto C". En la figura 1.4 puede ver como las coordenadas de C” se corresponde con las de aquél
punto en donde se intersectan las rectas que pasan por los puntos'® EC y OD, respectivamente; y que

son:

Recta que pasa por los puntos Ey C:  y=1.079.680
Recta que pasa por los puntos Oy D:  y=1.250-x

"2 Dados dos puntos A (x A-Ya) YB(Xp,yp), ladistancia (euclidea) entre ellos sera:

d(A,B) = (g —x,)* + (75 = 4)" -
" Dados dos puntos conocidos de una recta, A (x A-Ya) Y B(Xg,yg), es posible determinar la ecuacion de la recta que

pasa por ellos. Para ello, se toma un tercer punto C( X,y ), también perteneciente a la recta.
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Por tanto, las coordenadas del punto C” son (863,744;1.079.680). Asi, la eficiencia técnica de la

Unidad evaluada sera:

CEC d(E,C) _ (863,744—0) +(1.079.680—1.079.680) _ 863,744

© EC dEO  J1.120-0) +(1.079.680-1.079.680)  1.120

ET, = % =0,7712 (o el 77,12%)

que como puede comprobar es, evidentemente, la misma que la reflejada en la tabla 1.2.

Alternativamente, podria decirse que la ineficiencia técnica de la filial C es del 22,88%.

Procediendo de forma anédloga a como se ha hecho con la filial C se obtendrian las puntuaciones de

eficiencia técnica para el resto de las filiales de este grupo empresarial.

1.3.1.2. Caso de un Input y dos Outputs.

Supdngase que el conjunto de n Unidades producen dos Outputs (y,,y,) empleando un tnico Input
(x). En este caso podria considerarse, para cada Unidad, el Output producido por unidad Input, es
decir, los cocientes: y,/x,y,/x. Ahora, la evaluacion de la eficiencia resulta un poco mas compleja,
puesto que una Unidad puede presentar el mejor comportamiento en la relacion y, /x y no suceder lo
mismo con la relacion y,/x, en la que el mejor rendimiento lo presenta una Unidad distinta a

aquella. Entonces, ;como plantear la situacion general del caso?, ;como puede obtenerse la
puntuacién de eficiencia técnica de cada una de las n Unidades consideradas?. En la aplicacion 1.3 se

abordan estas cuestiones.

Aplicacion 1.3.

Considérese que el propietario de 6 concesionarios de automdviles desea evaluar su eficiencia y que

para ello decide recurrir a las siguientes variables:

YB —¥a

Como A, B y C pertenecen a la misma recta, la pendiente de la recta AB, m,p = , y de la recta AC,

X —Xa

My = V= , debe ser la misma. Por tanto, la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos sera: Y~ YA _¥YB YA
X=X, X—X, Xg—X,
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Output: Numero mensual de vehiculos vendidos (y,) y Numero de ordenes de trabajo
recibidas mensualmente en taller (y, ).

Input: Numero de empleados en el concesionario (x).

Los datos (hipotéticos) de los que dispone son los reflejados en la tabla 1.3.

Concesionario|NUmero empleados|Venta de vehiculos Ordenes trabajo taller
(Unidad) (x) (y,) (y,)

10 15 40

14 28 42

16 24 48

16 40 16

10 35 30

20 40 30
Tabla 1.3. Datos caso 1 Input y 2 Outputs.

Ahora, tal y como se ha comentado, pueden considerarse dos indices: Venta de vehiculos por

empleado (y,/x) y Ordenes de trabajo taller por empleado (y,/x). Los resultados obtenidos al

generar estos indices son los que se muestran a continuacion:

Venta de vehiculos/Ordenes trabajo taller
por empleado por empleado

(y, / X) (Y2/ X)
1,5
2
1,5
2,5
3,5
2 1,5
Tabla 1.4. Output obtenido por unidad de Input consumida.

Concesionario
(Unidad)

Como puede comprobarse en la tabla anterior, el concesionario E es el que obtiene el mayor
rendimiento en lo referente a ventas de vehiculos por empleado pero no en lo relativo a 6rdenes de
trabajo en taller por empleado. En este ultimo aspecto el mejor desempeio corresponde al

concesionario A.

En la Figura 1.6 se ha representando los datos contenidos en la tabla 1.4. El concesionario A es el

mas eficiente en la obtencion del Output y,, en tanto que el concesionario E lo es en el Output vy, .
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Je)

v

CrdenesEmpleado (7,

S 4
Ventas/Empleado (¥, /%)
Figura 1.6. Frontera eficiente 1 Input y 2 Outputs.
El segmento que une los concesionarios A y E, y que representa puntos alcanzables, constituye la
denominada frontera eficiente. Ningin concesionario, real o ficticio, situado sobre la frontera
eficiente puede, dado el nivel de Inputs (Numero de empleados), mejorar uno de sus Outputs sin

empeorar el otro.

Los concesionarios A y E son eficientes técnicamente, es decir: ET, =1 y ET =1

En general, dibujando una linea quebrada que una todas las Unidades eficientes y prolongandola de
forma paralela a los ejes se obtiene la frontera de posibilidades de produccion (FPP), es decir, el
limite entre los niveles de produccion alcanzables e inalcanzables (Parkin, 1995); por lo que no debe

confundirse la FPP con la frontera eficiente; en el ejemplo determinada por los concesionarios A y E.

Los concesionarios (Unidades) que permanecen por debajo de la frontera eficiente, que envuelve a
aquellos, son calificados como concesionarios (Unidades) ineficientes técnicamente. La puntuacion
de eficiencia (relativa) de estas Unidades ineficientes puede obtenerse como la relacion entre la
longitud de la linea desde el origen hasta la Unidad considerada y la longitud de la linea que une el
origen con el punto proyectado sobre la frontera eficiente. Asi, por ejemplo, en el caso del
concesionario B se tendria (ver Figura 1.6):

Eficiencia Técnica concesionario B: ET, =% (ecuacion 1.6)

Es decir, la eficiencia técnica del concesionario B es el cociente entre la distancia del punto O al

punto B y la distancia del punto O al punto B’. Asi, para calcular la eficiencia de B es necesario
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conocer las coordenadas del punto B’, que se correspondera con la interseccion entre la recta que

pasan por los puntos A y E y la recta que pasa por los puntos O y B™.

Recta que pasa por los puntos Ay E:  y=4,75-0,5x
Recta que pasa por los puntos Oy B:  y=1,5x

En consecuencia, las coordenadas de B seran (2,375;3,5625) y la eficiencia técnica de B:

_OB _d(0,B) _ J(2-0)* +(3-0)
OB d(0,B) /(2,375-0)* +(3,5625—0)

ET, =0,84210526 ~ 0,8421

La eficiencia del concesionario B es del 84,21% o, alternativamente, la ineficiencia es del 15,79%; lo
que equivale a decir que el concesionario B, para ser eficiente deberia incrementar, dado su numero
de empleados, un 15,79% las ventas de vehiculos y las drdenes de trabajo de taller'”.

Operando de forma analoga a como se ha hecho con la Unidad B, se obtendrian las puntuaciones de

eficiencia técnica (relativa) del resto de concesionarios.

Concesionario|Eficiencia técnica
(Unidad) | (relativa) en %

100

84,21

78,95

71,43
100

57,14

Tabla 1.5. Eficiencia relativa.

No obstante, y aunque esta cuestion sera tratada en el segundo capitulo, cabe destacar casos como los
de las Unidades F y D. Asi, el concesionario D, para llegar a convertirse en un concesionario
eficiente, deberia incrementar sus niveles de Output un 28,57%, dado que su eficiencia técnica se
situa en el 71,43% (ver tabla 1.5). Sin embargo, y como puede observar en la Figura 1.6, atin podria

incrementar de forma adicional el nimero de ordenes de trabajo de taller (Output y,) en 25,6

ordenes aproximadamente. Esto es lo que se llamara Valor holgura.

1.3.1.3. Caso de dos Inputs y un Output.

Finalmente, supongase que un conjunto de n Unidades obtiene, a partir de dos Inputs (x,,X,), un

unico Output (y). De forma similar a como se actu6 en el caso anterior, ahora para cada Unidad

14 Para facilitar la lectura se ha optado por mantener la nomenclatura introducida al hacer referencia a la distancia euclidea
y la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos, de tal forma que se ha tomado y=y,/x, x=y,/x.
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puede considerarse el Intput consumido por unidad de Output, es decir, los cocientes: x,/y,X,/y.

Nuevamente, las preguntas basicas que pueden formularse son: ;coémo plantear la situacion general
del caso? y ;como puede obtenerse la puntuacion de eficiente técnica de cada una de las n Unidades

consideradas?. El siguiente ejemplo de aplicacion trata de dar respuesta a las preguntas anteriores.

Aplicacion 1.4.

El propietario de los 6 concesionarios de automoviles al que se aludié en la aplicacion 1.3 desea

evaluar nuevamente la eficiencia de los mismo, pero en esta ocasion considerando las variables:

Inputs: Numero de empleados (x, ) y Capital, aproximado a través de la Amortizacion (X, ).

Output: Importe de las ventas netas (y).

Considerar que la informacion disponible acerca de las variables Input/Output a las que recurre el

propietario para analizar la eficiencia de sus concesionarios es la siguiente:

Concesionario| NUmero empleados |Amortizacion|Ventas netas
(Unidad) (x,) (X,) (y)

10 7,5 15

14 15 20

16 11,2 16

16 12,5 25

10 18 30

20 7 28
Tabla 1.6. Datos caso 2 Inputs y 1 Output.

En esta situacion, el propietario de los concesionarios puede considerar los indices: Numero de

empleados/Ventas netas (x,/y ) y Amortizacion/Ventas netas (x,/y):

Concesionario[Empleados/Venta neta/Amortiz/Venta neta

(Unidad) (Xl/Y) (Xz/Y)
0,666666667 0,5
0,7 0,75
1 0,7
0,64 0,5
0,333333333 0,6

0,714285714 0,25
Tabla 1.7. Input consumido por Unidad de Output obtenida.

A partir de la informacion contenida en la tabla de arriba, puede verse como el concesionario E es el

que menos empleados utiliza para obtener una unidad de Output, en tanto que el concesionario F es el

15 . ’ . . 2 o g .
Recuérdese que se esta trabajando con medidas de eficiencia radial (o proporcional).
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que utiliza la menor cantidad de Capital (Amortizacidon). Asi pues, los concesionarios E y F seran los

concesionarios calificados como eficientes.

En la Figura 1.7, en la que se han representado los datos recogidos en la tabla 1.7, se observa como la
frontera eficiente viene determinada por el segmento EF. Ninguna Unidad, real o ficticia, situada
sobre la frontera eficiente puede disminuir el consumo de uno de sus Inputs sin incrementar el del
otro. La frontera de posibilidades de produccion estard constituida por la frontera eficiente y las

prolongaciones paralelas a los ejes.

1,00=
0.,90=
0,30=
0,70=
0,60=

0,50

Amortizacidn/Ventas (%, /7]

0,40=

T T I I I T || I I T I
010 0,20 0,20 0,40 050 060 0,70 0,20 0890 1,00 1,10

Empleados/Ventas (% [¥)
Figura 1.7. Frontera eficiente 2 Inputs y 1 Output.

De nuevo remarcar que todas aquellas Unidades (concesionarios) situadas, en este caso, por encima
de la frontera seran calificadas como Unidades ineficientes (técnicamente); siendo éstas “envueltas”

por la frontera eficiente.

Como se ha dicho, los concesionarios E y F son eficientes (ET, =1;ET, =1) pero ;cual es la

puntuacion de eficiencia (o de ineficiencia) del resto de concesionarios?.
Toémese como ejemplo el concesionario A. La eficiencia técnica de A vendréa dada por:

_OA' d(0,A)
A 0A  d(0,A)

(ecuacion 1.7)
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Las coordenadas de A’ seran las de la interseccion entre la recta que pasa por E y F y la recta que

pasa por los puntos O y A'®:

Recta que pasa por los puntos EyF:  y=1-x

Recta que pasa por los puntos Oy A:  y=0,5x

luego las coordenadas de A’ son (1/1,5;0,5/1,5). Por tanto, sustituyendo en la ecuacion 1.7, la

puntuacién de eficiencia técnica del concesionario A sera:

Y J1/1,5-0) 1,5-0)*
122408 JWLSOP+QSILS=0) ) (ooco o e

YdoA) J1-0)2+(0,5-0)

es decir, para llegar a convertirse en eficiente, el concesionario A deberia reducir, dado su volumen

de Ventas netas, el consumo de factores productivos en torno a un 33,33%.

Operando de forma andloga a como se ha hecho con la Unidad A, se obtendrian las puntuaciones de

eficiencia técnica (relativa) del resto de concesionarios.

Concesionario|Eficiencia técnica
(Unidad) | (relativa) en %
66,67
68,97
58,82
90,91
100
100

Tabla 1.8. Eficiencia relativa.

1.3.2. La técnica DEA.

Evidentemente, los tres casos descritos en el epigrafe anterior deben ser extendidos para tener en
cuenta situaciones mucho mas realistas puesto que, salvo muy raras excepciones, las Unidades
(empresas, personas, etc.) objeto de andlisis produciran varios Outputs a partir de varios Inputs.
Llegado este punto, debe quedar patente que la seleccion de las variables Input/Output es una
cuestion de vital importancia a la hora de evaluar la eficiencia de un conjunto de Unidades. Por tanto,

decidir qué Inputs y Outputs son considerados en el analisis no es, nunca debe serlo, un tema baladi.

' Para facilitar la lectura se ha optado por mantener la nomenclatura introducida al definir la distancia euclidea y la
ecuacion de la recta que pasa por dos puntos, de tal forma que se ha tomado y=x,/y, x=x,/y.
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La metodologia DEA surge a raiz de la tesis doctoral de Rhodes (1978), y puede considerarse como

una extension del trabajo de Farrell'” (1957). Basicamente, DEA es una técnica de programacion

matematica que permite la construccion de una superficie envolvente, frontera eficiente o funcion de
produccion empirica, a partir de los datos disponibles del conjunto de Unidades objeto de estudio, de
forma que las Unidades que determinan la envolvente son denominadas Unidades eficientes y
aquellas que no permanecen sobre la misma son consideradas Unidades ineficientes. DEA permite la

evaluacion de la eficiencia relativa de cada una de las Unidades'®.

Desde que fuera publicado en la revista European Journal of Operacional Research por Charnes,
Cooper y Rhodes en el ano 1978 el primer trabajo basado en DEA, el desarrollo de esta metodologia,
tanto en el ambito tedrico como en el de la aplicacion empirica a problemas del mundo real, puede
ser calificado como espectacular. Una exhaustiva recopilacion bibliografica sobre la metodologia
DEA ha venido siendo actualizada, con cierta regularidad, por Seiford, L.M: Este autor, en su trabajo
titulado “A DEA Bibliography (1978-1992) ya facilitaba un total de 472 referencias, llegando a las

1501 en la actualizacién correspondiente a 1999"°.

Si bien en un principio los modelos DEA fueron empleados para evaluar la eficiencia relativa de
organizaciones sin animo de lucro, con el tiempo, y dada la naturaleza interdisciplinar de la
metodologia DEA, su uso se extendid rapidamente al analisis del rendimiento en organizaciones
lucrativas. Asi, pueden encontrarse multitud de trabajos en los mas diversos d&mbitos: sector bancario,

seguros, educacion, hospitales, policia, software, industria, agricultura, turismo, etc.
1.3.3. Definicidn del conjunto de posibilidades de produccion.

Siguiendo a Thanassoulis (2001), la medida de la eficiencia de una Unidad mediante la técnica DEA
implica dos pasos basicos:
1. La construccion del conjunto de posibilidades de produccion.

2. La estimacion de la méxima expansion factible del Output o de la maxima contraccion de los

Inputs de la Unidad dentro del conjunto de posibilidades de produccion.

Como se ha comentado anteriormente, no debe confundirse la frontera de posibilidades de

produccion con la frontera eficiente o de mejor practica (observada). El interés ahora se centra en

'7 Los principales desarrollos de los métodos de estimacion de la eficiencia productiva fueron sugeridos por Farrell en la
discusion de su trabajo. Forsund (1999) plantea las ideas originales de Farrell (1957) y establece las conexiones con la
aproximacion paramétrica determinista, la aproximacion estocastica y DEA.

'8 Las Unidades deben ser comparables, en el sentido que todas ellas consumen los mismos Inputs, en diferentes
cantidades, para producir el mismo conjunto de Outputs, en distintas cantidades (Pastor, 2000).
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determinar, a partir de los datos observados, el conjunto de procesos productivos que se consideran
factibles. En este sentido, “la forma mas facil de describir los planes de produccion factibles es
enumerarlos, es decir, enumerar todas las combinaciones de factores y de productos
tecnologicamente factibles. El conjunto de todas estas combinaciones se denomina conjunto de

produccion” (Varian, 1991:362).

Asi, el conjunto de posibilidades de produccion puede definirse como el conjunto de procesos
productivos tecnologicamente factibles. Puesto que la tecnologia no es conocida, la construccion del
conjunto de posibilidades de produccion (CPP) se realizard a partir de las combinaciones Input-

. . . ., 20
Output observadas, siendo necesario establecer ciertos supuestos en relacion con aquella™.

Supongase un proceso productivo que emplea niveles de Inputs x € RT para producir niveles Output

yeR .

Las caracteristicas de P = {(x, y)‘ x € RT puede producir y € R’ }, conjunto de procesos productivos

que definen el CPP, enumeradas por Gonzalez (2002:143) son:

3. Es tecnoldgicamente posible no producir nada, (0,0) € P2

4. Convexidad: si dos procesos productivos pertenecen al CPP, todas sus combinaciones lineales
convexas también pertenecen al CPP. Es decir, si (x,y),(x,y)eP, ae [0,1] entonces
ax,y)+(1-a)(x",y)eP.

. Eliminacion gratuita de Inputs: la version estricta” de este supuesto establece que una Unidad
productiva es capaz de producir la misma cantidad de Output utilizando una cantidad mayor de
cualquier Input. Es decir, es posible desechar el exceso de Inputs a coste cero: si
x,y)eP,x'>x > entonces (x/, y) € P. Su version débil establece que es posible mantener el
nivel de produccion, siempre que se produce un incremento equiproporcional en la cantidad
empleada de todos los Inputs: si (x,y) € P entonces (ax,y)eP,a>1.

. Eliminacion gratuita de Outputs: es posible producir una cantidad menor de cualquier Output

utilizando las mismas cantidades de Inputs. Si (x,y)€ P,y <y entonces (x,y’) € P. La version

1 Excluidos los working papers y los informes técnicos.

2 Ver, por ejemplo, Banker, Charnes y Cooper (1984:1081), Thanassoulis (2001:64) o Cooper, Seiford y Tone (2000:46).
2! Pero no es posible producir Outputs sin consumir Inputs. Este supuesto se conoce como “no free lunch”.

** Detalles sobre eliminacion fuerte (estricta) (strong free disposability) o débil (weak free disposability) de Inputs y
Outputs en Cooper, Seiford y Tone (2000:71-73).

23 8 2 ! 9 .
x'>x significa que al menos un elemento de X es mayor que su correspondiente elemento en x (Thanossoulis,

2002:64).
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débil de esta propiedad establece que es posible reducir equiproporcionalmente todos los

Outputs, utilizando el mismo vector de Inputs. Si (x,y)€P entonces (x,yo ') e P, a>1.

7. Rendimientos a escala constantes: es posible reescalar la actividad de cualquier proceso

productivo perteneciente a P. Es decir, si (X,y) € P entonces (ax,ay) e P,Va >0.

Los supuestos 3 y 4 equivalen a decir que la produccion ineficiente es posible.
1.4. CARACTERIZACION DE LOS MODELOS DEA.

Los modelos DEA pueden ser clasificados, basicamente, en funcion de:

a) El tipo de medida de eficiencia que proporcionan: modelos radiales*® y no radiales®.

b) La orientacion del modelo: Input orientado, Output orientado o Input-Output orientado.

c) La tipologia de los rendimientos a escala que caracterizan la tecnologia de produccion,
entendida ésta como la forma (procedimientos técnicos) en que los factores productivos
(Inputs) son combinados para obtener un conjunto de productos (Outputs)*®, de tal forma que
esa combinacion de factores puede caracterizarse por la existencia de rendimientos a escala:

constantes o variables a escala”’.

En cuanto al primer aspecto, los modelos DEA que van a ser estudiados, aquellos a los que recurre

Frontier Analyst® para evaluar la eficiencia, proporcionan medidas de eficiencia de tipo radial

(proporcional)®®. Por lo que respecta a los otras dos cuestiones, seguidamente son tratadas con mayor

detalle.

1.4.1. Orientacion del modelo.

Siguiendo a Charnes, Cooper y Rhodes (1981), la eficiencia puede ser caracterizada con relacion a

dos orientaciones (o direcciones) basicas, pudiendo hacer referencia a modelos:

** Debreau (1951); Farell (1957).

5 Fire (1975); Fire y Lovell (1978); Ferrier, Kerstens y Vanden Eeckaut (1994); Athanassopoulos (1996); De Borger y
Kerstens (1996); Chen (1997).

% La representacion formal de una tecnologia es la funcion de produccion, que en DEA es estimada a partir de las
mejores practicas observadas.

*7 Aplicable a las empresas o Unidades productoras, hace referencia a cuanto se incrementa el producto cuando se amplia
la escala de produccion, considerando todos los factores productivos. Especificamente, alude a la proporcion en que
aumenta el volumen de producto en relacion al incremento de los factores de produccion.

% De esta forma fueron obtenidas las medidas de eficiencia en los apartados anteriores.
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1. Input orientados: buscan, dado el nivel de Outputs, la maxima reduccion proporcional en el
vector de Inputs mientras permanece en la frontera de posibilidades de produccion. Una Unidad
no es eficiente si es posible disminuir cualquier Input sin alterar sus Outputs.

. Output orientados: buscan, dado el nivel de Inputs, el maximo incremento proporcional de los
Outputs permaneciendo dentro de la frontera de posibilidades de produccion. En este sentido
una Unidad no puede ser caracterizada como eficiente si es posible incrementar cualquier

Output sin incrementar ningun Input y sin disminuir ningun otro Output.

Teniendo en cuenta las orientaciones definidas, una Unidad sera considerada eficiente si, y solo si, no
es posible incrementar las cantidades de Output manteniendo fijas las cantidades de Inputs utilizadas
ni es posible disminuir las cantidades de Inputs empleadas sin alterar las cantidades de Outputs

obtenidas (Charnes, Cooper y Rhodes, 1981).

En la Figura 1.8 se ha representado, bajo el supuesto de rendimientos constantes a escala®’, el caso de

un Unico Input y un Unico Output, y en ella puede verse como la Unidad A es ineficiente

técnicamente, se sitlia por debajo de la frontera.

Desde el punto de vista de un modelo Input orientado, la Unidad A podria reducir la cantidad de

Input x (los Inputs son controlables) y seguir produciendo la misma cantidad de Output y, es decir,

la Unidad A deberia tomar como referencia la mejor practica de la Unidad Al. La eficiencia (técnica)

de la Unidad considerada vendria dada por: ET, = BAI

BA

Frontera (Rendimientos
Constantes a Escala)

(1) otientacidn wpuat
() orientacion outpuat
() orientacidn ingnat-outpuat

C X
Figura 1.8. Orientaciones en DEA.

De igual forma, al considerar la evaluacion de la eficiencia a través de modelos Output orientados

(los Outputs son controlables), la Unidad A seria calificada como ineficiente. Esta Unidad podria,

* Mas detalles en el capitulo 2.
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consumiendo la misma cantidad de Input, producir una mayor cantidad de Output. En este caso, la

CA

eficiencia de la Unidad A vendria dada por el cociente ET, = Tk

Bajo el supuesto de rendimientos constantes a escala, las medidas de eficiencia técnica Input y

Output®® orientadas coinciden.

Como puede observarse en la Figura 1.8, cabe la posibilidad de considerar una tercera opcion,
correspondiente a los denominados modelos no orientados (también llamados Input-Output
orientados), en los que tanto Inputs como Outputs son controlables, que buscan simultaneamente la
reduccion Input y expansion Output equiproporcional y que dan lugar a medidas de eficiencia

5531

“hiperbolica™ (Fire, Grosskopf y Lovell, 1985). En este caso se mide la “distancia hacia la frontera

a lo largo de la hipérbola que pasa por el proceso productivo” (Alvarez, 2002:27) que representa a la

Unidad evaluada.
1.4.2. Tipologia de los rendimientos a escala.

Para evaluar la eficiencia de un conjunto de Unidades es necesario identificar la tipologia de los

rendimientos a escala que caracteriza la tecnologia de produccion.

Los rendimientos a escala’’, que indican los incrementos de la produccion que son resultado del
incremento de todos los factores de produccién en el mismo porcentaje, pueden ser constantes,

crecientes o decrecientes:

1. Rendimientos constantes a escala: cuando el incremento porcentual del Output es igual al
incremento porcentual de los recursos productivos.

2. Rendimientos crecientes a escala (o economias de escala): se dice que la tecnologia exhibe este
tipo de rendimientos cuando el incremento porcentual del Output es mayor que el incremento
porcentual de los factores.

3. Rendimientos decrecientes a escala (o deseconomias de escala): cuando el incremento

porcentual del Output es menor que el incremento porcentual de los Inputs.

%% La medida de eficiencia técnica Output es el reciproco de la medida de eficiencia técnica Input.

3! Véase, por ejemplo, Somwaru y Nehring (1996); Pastor, Ruiz y Sirvent (1999), Soler y Hernandez (2000) y Martinez y
Zofio (2000).

> En Fire, Grosskopf y Lovell (1994:33-37) pueden encontrarse las expresiones matematicas que definen los
rendimientos a escala.
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Matematicamente, si f(cX):ctf(X), t=1 implica rendimientos constantes a escala,t>1
rendimientos crecientes y t<1 rendimientos decrecientes; donde f(X) es la tecnologia de

produccion, X es un vector de Inputs y ¢ un escalar.

1.5. VENTAJAS E INCONVENIENTES DEL ANALISIS ENVOLVENTE DE
DATOS.

La metodologia DEA presenta una serie de ventajas (fortalezas) que la han convertido, en
relativamente poco tiempo, en una técnica muy utilizada. Charnes, Cooper, Lewin y Seiford (1994:7)

destacan como caracteristicas importantes de DEA las siguientes tres:

1. “Caracteriza cada una de las Unidades mediante una unica puntuacion de eficiencia
(relativa)™.

2. Al proyectar cada Unidad ineficiente sobre la envolvente eficiente destaca areas de mejora
para cada una de las Unidades.

3. La no consideracion por DEA de la aproximacion alternativa e indirecta de especificar
modelos estadisticos y hacer inferencias basadas en el analisis de residuos y coeficientes de los

parametros”.

Ademas de las tres caracteristicas enunciadas anteriormente, Charnes, Cooper, Lewin y Seiford
(1994) aportan otras peculiaridades de DEA como son, por ejemplo, la posibilidad de ajustarse a

variables exdgenas e incorporar variables categéricas’*.

Otro aspecto a tener en cuenta de DEA es su capacidad de manejar situaciones de multiples Inputs y

Outputs (Restzlaff-Roberts y Morey, 1993) expresados en distintas Unidades de medida (Charnes,

Cooper, Lewin y Seiford, 1994). Ademas, DEA es una técnica no-paramétrica® y, por tanto, no
126

supone ninguna forma funcional®® de la relacion entre los Inputs y los Outputs’’, ni supone una

distribucion de la ineficiencia (Banker, Gadh y Gorr, 1993).

*Frente a la estimacién de una funcién de producciéon media (Ley, 1991).

3 Véase, por ejemplo, Banker y Morey (1986a); Kamakura (1988); Rousseau y Semple (1993).

3% Chang y Guh (1991) argumentan que DEA no es una técnica no-paramétrica porque el modelo CCR no sélo construye
una envolvente lineal sino que también emplea diferentes funciones de produccion lineales, fronteras, para evaluar la
eficiencia de las Unidades.

** DEA representa la frontera utilizando métodos de programaciéon matematica que determinan un casco convexo de los
puntos observados. Implicitamente supone que no hay errores de medida sino unicamente desviaciones unilaterales que
representan ineficiencias al no lograr el Output sobre la frontera (Banker, Gadh y Gorr, 1993). Stolp (1990) indica que al
imponer el supuesto mas debil de que las relaciones entre los Inputs y los Outputs son simplemente monotonas y
concavas, DEA hace posible que los datos hablen por ellos mismos antes que en el idioma de alguna forma funcional
impuesta.
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DEA determina la frontera de mejor practica e identifica las Unidades ineficientes de tal forma que
cada una de ellas es comparada con una Unidad eficiente o combinacion de Unidades eficientes.
Consecuentemente, DEA facilita la identificacion de las fuentes y cantidad de ineficiencia y permite
establecer un plan (Inputs y Outputs objetivos) eficiente para la Unidad ineficiente. DEA optimiza la

medida de eficiencia de cada Unidad en relacién con las otras Unidades

Ademés, al evaluar la eficiencia relativa de una Unidad especifica, DEA considera las condiciones
mas favorables (Kao, 1994). Como se vera al tratar el modelo CCR en forma de cociente, los pesos
de los Inputs y Ouputs seran diferentes entre las distintas Unidades evaluadas. Boussofiane, Dyson y
Thanassoulis (1991) consideran que dicha flexibilidad en la eleccion de los pesos es tanto una
fortaleza como una debilidad de la técnica DEA. Asi, la fortaleza la justifican en que si una Unidad
resulta ser ineficiente incluso cuando se han incorporado los pesos mas favorables en su medida de
eficiencia entonces el argumento de que los pesos no son apropiados no es justificable. Por otra parte,
afirman que es una debilidad porque una eleccion no juiciosa de pesos puede permitir calificar como
eficiente a una Unidad, aunque esto tenga mas que ver con la elecciéon de pesos que con cualquier

eficiencia inherente.

Continuando con las debilidades o desventajas que presenta la técnica DEA, una de las mayores
criticas recibidas es que se trata de una aproximacion determinista y no tiene en cuenta influencias
sobre el proceso productivo de caracter aleatorio e imposibles de controlar (Ley, 1991) ni la
incertidumbre (errores de medida o introduccion incorrecta de datos, por ejemplo) (Restzlaff-Roberts
y Morey, 1993). Asi, la precision de los resultados alcanzados (puntuaciones de eficiencia relativa)

dependera de la exactitud de las medidas de los Inputs y Outputs considerados. Si la incertidumbre

esta presente, los resultados pueden ser erroneos y conducir a que una Unidad aparezca, falsamente,

como eficiente, es decir, la frontera puede cambiar de forma y/o posicidon y, consecuentemente, puede
estar mostrando Unidades ineficientes cuando realmente no lo son. Ademas, DEA es sensible a la
existencia de observaciones extremas y toda desviacion respecto de la frontera es tratada como

ineficiencia, lo que puede derivar en una sobreestimacion de la misma (Doménech, 1992).

Por otra parte, mediante la aproximacion DEA, un considerable numero de Unidades son

caracterizadas como eficientes a menos que la suma del nimero de Inputs y Outputs sea pequena en

37 Se supone que todos los Inputs son utilizados conjuntamente para generar un conjunto de Outputs (Mahajan, 1991).
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relacion con el numero de observaciones (Andersen y Petersen, 1993; Doyle y Green, 1991)*.
Concretamente, tal y como apuntan Drake y Howcroft (1994), DEA probablemente trabaje mejor
cuando el numero de observaciones es aproximadamente el doble de la suma de los Inputs y Outputs.
Por esta razon, los estudios con pequefias muestras (reducido niimero de Unidades) trabajan con un
alto grado de agregacion respecto de las categorias de los Inputs y Outputs. También, hay que tener

presente que la omision de un Input u Output importante puede redundar en resultados sesgados.

Ademas, como quedard patente a lo largo de los proximos capitulos en los que se exponen los
modelos DEA basicos, DEA-CCR y DEA-BCC, deben ejecutarse tantos programas lineales como

nimero de Unidades deban evaluarse, lo cual puede generar problemas computacionales.

Finalmente, y como se ha podido comprobar mediante los ejemplos de aplicacion realizados hasta el
momento, DEA proporciona medidas de eficiencia relativas, es decir, como esta haciendo las cosas

de bien una Unidad en comparacion con su conjunto de referencia. DEA no ofrece una medida de

eficiencia absoluta, es decir, no compara la Unidad con un méximo teorico>".

¥ Coelli, Prasada Rao y Battese (1998) apuntan, entre otras limitaciones y posibles problemas con los que se puede
encontrar un investigador al dirigir un analisis DEA: a) la adicion de una empresa complementaria en un andlisis DEA
no puede redundar en un incremento de las puntuaciones de eficiencia de las empresas existentes,; b) la adicion de un
Input u Output en un modelo DEA no puede redundar en una reduccion de las puntuaciones de eficiencia y c) si se
cuenta con pocas observaciones y muchos Inputs y/o Outputs muchas de las empresas apareceran sobre la frontera DEA.
Una implicacion de esto es que si un investigador deseara hacer que una industria apareciese bien, podria reducir el
tamario de la muestra e incrementar el numero de Inputs y Outputs con la finalidad de incrementar las puntuaciones de
eficiencia.

** Ver Sherman y Gold (1985) para inconvenientes de DEA en su aplicacion al sector bancario.
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Capitulo 2

MODELO DEA-CCR.

2.1. Introduccion.
2.2. Modelo DEA-CCR en forma fraccional.
2.3. Modelo DEA-CCR en forma multiplicativa.
2.3.1. Caracterizacion de la eficiencia.
2.3.2. Significado de los pesos.
2.4. Modelo DEA-CCR en forma envolvente.
2.4.1. Caracterizacion de la eficiencia y valores holgura: Eficiencia de
Farrell vs. Eficiencia de Pareto-Koopmans.
2.4.2. “Benchmarking” en DEA: Fijacion de referencias para la mejora.
2.5. Métodos alternativos de resolucion.
2.5.1. Método de dos etapas.
2.5.2. Método de tres etapas.
2.5.3. Método multietapico.
2.6. Version Output orientada del modelo DEA-CCR.
ANEXOS
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2.1. INTRODUCCION.

Como se ha visto en el capitulo precedente, los modelos DEA se distinguen, basicamente, por la
naturaleza de la medida de eficiencia, la orientacion del modelo para calcularla y la tipologia de los

rendimientos a escala que caracterizan la frontera eficiente.

Este segundo capitulo estd dedicado al modelo DEA-CCR, asi denominado por haber sido
desarrollado por Charnes, Cooper y Rhodes (1978). El modelo DEA-CCR proporciona medidas de
eficiencia radiales, Input u Output orientadas y supone convexidad, fuerte eliminacion gratuita de

Inputs y Outputs y rendimientos constantes a escala.

El modelo DEA-CCR puede escribirse, en términos generales, de tres formas distintas: fraccional
(cociente), multiplicativa y envolvente'. En los siguientes apartados se describe cada una de éstas
desde el punto de vista de un modelo Input orientado, asi como distintos métodos de resolucion

que pueden ser utilizados para obtener la solucion 6ptima del modelo en forma envolvente.

En paralelo al desarrollo teorico, se introduce un sencillo ejemplo de aplicacion, que es utilizado a
lo largo de todo el capitulo con la finalidad de aclarar o matizar aquellas cuestiones metodologicas
mas relevantes. El ultimo apartado del capitulo se dedica a plantear el modelo DEA-CCR desde
una perspectiva Output, siendo aplicable, casi de forma directa, a estos modelos todo lo comentado

para los modelos Input orientados.
2.2. MODELO DEA-CCR EN FORMA FRACCIONAL.

En DEA, la eficiencia técnica (relativa) de cada una de las Unidades se define, extendiendo el

concepto dado en el capitulo 1, como el cociente entre la suma ponderada de los Outputs

(z u,y,,) y la suma ponderada de los Inputs’ (Z ViX,)-

r=1 i=1

El modelo DEA-CCR Input orientado expresado en términos de cociente seria:

! Hay que hacer notar que, por cuestiones operativas, en la mayor parte de los trabajos empiricos se recurre a la
formulacion envolvente, siendo ésta, también, la forma a la que recurren la mayor parte de las aplicaciones
informaticas para obtener la puntuacion de eficiencia del conjuntos de Unidades objeto de analisis.

* También es habitual encontrar la eficiencia definida como el cociente entre el Output virtual (Output ponderado) y el
Input virtual (Input ponderado).
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S
zurYrO

_ r=1

T m
zViXiO

i=l1

Sujetoa:

S
Zuryrj
r=I <
m
Z ViXij
i=1

(modelo 2.1a)

<1

donde*:

. Se consideran n Unidades (j=1,2,...,n), cada una de las cuales utilizan los mismos Inputs (en
diferentes cantidades) para obtener los mismos Outputs (en diferentes cantidades).

. X (x;20) representa las cantidades de Input i (i=1,2,...,m) consumidos por la j-¢sima
Unidad.

. X,, representa la cantidad de Input 1 consumido por la Unidad que es evaluada, Unidad,.

. ¥4 (v 20) representa las cantidades observadas de Output r (r=1,2,...,s) producidos por la
j-ésima Unidad.

.y, representa la cantidad de Output obtenido por la Unidad que es evaluada, Unidad,.

. u, (r=1,2,...,) y v, (1=1,2,..,m) representan los pesos (o multiplicadores) de los Outputs e

Inputs respectivamente.

El modelo (2.1a), problema no lineal, pretende obtener el conjunto Optimo de pesos (o
multiplicadores) {u, } y {v,} que maximicen la eficiencia relativa, hy, de la Unidady definida
como el cociente entre la suma ponderada de Outputs y la suma ponderada de Inputs, sujeto a la
restriccion de que ninguna Unidad puede tener una puntuacion de eficiencia mayor que uno usando

. S \ . W . 4
estos mismos pesos. Evidentemente, los pesos seran diferentes entre las distintas Unidades™.

? Esta notacion ser4 la empleada en todo el texto.
4 No en el programa. Si en la obtencion de la eficiencia de cada Unidad.
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Si la solucion éptima es h, =1 esto indicard que la Unidad que esta siendo evaluada es eficiente
en relacion con las otras Unidades. Si h:; <1, la Unidad sera ineficiente. En este caso, las

Unidades que con los mismos pesos u, y v, asignados a la Unidad ineficiente que estd siendo

evaluada resulten ser eficientes se denominan peers (pares). Estos peers constituyen el denominado
conjunto de referencia eficiente de la Unidad ineficiente, es decir, constituyen la referencia para la

mejora de la Unidad ineficiente.

Al poco tiempo de publicar su pionero trabajo, Charnes, Cooper y Rhodes (1979)° sustituyen la

condicion de no-negatividad (u,,v, 20) del modelo fraccional (2.1a) por una condicién de

positividad estricta (u_,v, > ¢), donde € es un infinitésimo no-arquimedeo®. El motivo no es otro
. . * . .

que evitar que una Unidad, pese a presentar h, =1, sea incorrectamente caracterizada como

eficiente al obtener en la solucion Optima algin peso u, y/o v, el valor cero’ siendo, en

consecuencia, el correspondiente Input y/u Output obviado en la determinacién de la eficiencia
(El-Magary y Lahdelma, 1995; Miliotis, 1992). El modelo fraccional quedara de la siguiente

forma:

S
Zuryro
_r=l
- m
ZViXiO
i=l1

Sujetoa :

S
Zuryrj
r=1 <

<] j=12,.
zViXu‘
i=1

(modelo 2.1b)®

u =€

r> Vi

> Ver también el comentario al respecto de Boyd y Fire (1984) y la respuesta al mismo de Charnes y Cooper (1984).
% En la practica, es habitual sustituir € por un nimero muy pequefio. Bessent, Bessent, Kennington y Regan (1982),

Giokas (1991) y Grifell-Tatjé, Prior y Salas (1992b), por ejemplo, fijan la cantidad &€ =10"®, aunque Cooper, Seiford y
Tone (2000:73) lo desaconsejen. Para mas sobre el infinitésimo no-arquimedeo: Ali y Seiford (1993a, 1993b) Ali
(1994) y Mehrabian, Jahanshahloo, Alirezace y Amin (2000).

7 En el problema dual (2.5) equivaldrian a holguras (input u output) positivas.

8 Aun con lo comentado, en la practica, € es manejado por el software DEA utilizado y, por tanto, no necesita ser
especificado explicitamente (Bowlin, 1998).
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z 0 * * z o o
En cuanto a los pesos Optimos (u, y v, ), debe tenerse en cuenta que los valores de éstos diferiran

de una Unidad a otra, puesto que el modelo (2.1b) debe ser resuelto para cada una de las n

. 9 . N . .
Unidades’, cada una de las cuales busca, a su vez, los mejores pesos que maximicen su eficiencia.

Un inconveniente que plantea el problema representado por el modelo (2.1b) es que genera un
namero infinito de soluciones 6ptimas. Si (u,,v;) es optimo entonces (Pu;,Bv;) también es

optimo para f > 0 (Charnes, Cooper, Lewin y Seiford, 1994; Seiford y Thrall, 1990).

Aplicacion 2.1.

Considérese que un individuo desea evaluar la eficiencia (técnica o productiva) de 6
concesionarios de automoviles y que para ello dispone de informaciéon relativa a 2 Inputs
(x,=Numero de empleados y x,=Depreciacion del Inmovilizado, como variable proxy del
Capital) y 2 Outputs (y,=Numero de vehiculos vendidos y y,=Numero de ordenes de trabajo

recibidas en taller). Los valores observados para las citadas variables son:

Concesionarios (Unidades)

B

C

D

Inputs

11

14

12

A
8
8

15

12

13

Outputs

14

25

8

25

20

42

30

8

Tabla 2.1. Valores observados concesionarios.

De acuerdo con la forma fraccional del modelo DEA-CCR, la eficiencia del concesionario A

vendria dada, seglin el problema representado en el modelo (2.1b), por:

9 Esta flexibilidad en la eleccion de los pesos es considerada tanto una debilidad como una fortaleza de la metodologia
DEA (Boussofiane, Dyson y Thanassounis, 1991).
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+ 14u, +2
By = WiYia "W Yoa Max,, h, = u, +20u,
V Xa T VoXo, 8v, +8v,
sujetoa: sujetoa:
W YA TU Y08 <1 WYip TW,Yp <1 14u, +20u, <1 25u, +8u, <1
VX4 +VXou Vi X;p + V,Xop 8v, +8v, 12v, +13v,
1 40u, +22u, <

WY tU, Y08 WY TW Yo <1 25u, +42u, -
VX +V,X,p VX + VoXop 11v, +15v, 11v, +18v,

1

WY tU,¥5¢c W Yir U, Yo <1 8u, +30u, < 24u, +30u, <
ViX,c +V,Xe VX g+ V,Xop 14v, +12v, 18v, +20v,

u,,u,,v,,v, 2¢€ u,,u,,v,,v, 2¢&

4 . . 7 .y . . . . *
La solucion del problema anterior proporcionara la puntuacion de eficiencia del concesionario A, h, ,
, , . * * * * P . .
asi como los valores optimos de los pesos Inputs y Outputs (u,,u,,v,,Vv,) utilizados para maximizar

su eficiencia.

El mismo procedimiento deberia seguirse con los restantes 5 concesionarios para evaluar su

eficiencia.

2.3. MODELO DEA-CCR EN FORMA MULTIPLICATIVA.

El modelo DEA-CCR Input orientado en forma de cociente recogido en el modelo 2.1b puede ser

linealizado siguiendo la transformacion lineal de Charnes y Cooper (1962), que selecciona la

solucion (u,0) para que ZSiXiO =1. Realizando dicho cambio de variable (Charnes, Cooper y
i=1

Rhodes, 1978; Oral y Yolalan, 1990; Cook, Johnston y McCutcheon, 1992) se tiene:

e U (ecuacion 2.1)

t=———
m
zvixio
=

y sustituyendo en el modelo (2.1b.), se obtiene el problema lineal equivalente'®, conocido como

T . - 11
modelo en forma multiplicativa, el cual puede escribirse como' :

' Obsérvese el cambio de variables al pasar del modelo en forma de cociente al modelo en forma multiplicativa.
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s
MaXp,v WO = zuryw
r=1

Sujetoa:

z 0,x; =1
i1 (modelo 2.2)

i“ryrj_zm:aixij <0 j=12,...,n
r=1 i=1

u,,0 =€

m
el Input virtual ha sido normalizado a la unidad, ZSixiO =1; ésta se conoce como restriccion de

i=1

normalizacidn.

La solucion del problema dado por el modelo (2.2), que de nuevo debe ser resuelto para cada una de
las Unidades consideradas, determinara los valores 6ptimos de los pesos ., y 8., esto es, u. y & .

Debe tenerse en cuenta que cualquier multiplo de estos valores dptimos serd 6ptimo en el modelo

2.1b"* (Boussofiane, Dyson y Thanassoulis, 1991).

El modelo (2.2) puede expresarse matricialmente como:

T
Max, s W, =Wy,

Sujeto a:

d'x, =1
%o (modelo2.3)

donde'*:

1. Y es una matriz de Outputs de orden (sxn).

" El paso de un problema fraccional (modelo 2.1b) a un problema lineal (modelo 2.2 o 2.3) consiste simplemente en
normalizar el denominador (o numerador) de la funcion objetivo del primero.

"2 Un ejemplo que ilustra esta cuestion es proporcionado por Cooper, Seiford y Tone (2000:30-32).

'3 Esta sera la notacion empleada.
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Yu Yo 0 Y
Ya Yo 0 Y

Yao Yo 0 Ya

YSI ys2 . ysn
2.y, representa el vector Output de la Unidad que esta siendo evaluada.

3. X es una matriz de Inputs de orden (mxn).

X X

ml m2

4. x, representa el vector Inputs de la Unidad que esté siendo evaluada.

5. u esel vector (sx1) de pesos Outputs y o es el vector (mx1) de pesos Inputs.

Aplicacion 2.2.

Siguiendo con el ejemplo de los concesionarios (n=6,s =2, m=2) introducido en la aplicacion 2.1,

los datos disponibles de las variables Inputs y Outputs pueden expresarse en términos matriciales de

la siguiente forma:

11 18
18 20
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Si se desea evaluar la eficiencia del concesionario A (Unidady), el problema a resolver, expresado en

forma matricial como el modelo (2.3), puede escribirse como:

MaXp,B WAZ(FH Hz{

Sujetoa:

Yia Y Yic
(l”l'l W,
Yoo Y Y

n', o' >1Ie

sustituyendo:

Maxm W, = (lh

Sujetoa:

30 8 22 30 & 15 12 13 18 20

8 25 40 24 8 11 14 12 11 18
J_(l 2{ jg

es decir:

Max ; w, =14p, +20u,

Sujetoa:

8%, +86, =1

14y, +20p, — (85, +83,)<0
25u, +42u, — (118, +158,

(modelo 2.4)
8y, +30p, — (145, +123,)

HisHy,8,,0, 28
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2.3.1. Caracterizacion de la eficiencia.

La Unidad, sera calificada de eficiente si w, =1 y existe al menos un 6ptimo (u*,S*) con p' >0y

8" >0 (Cooper, Seiford y Tone, 2000:24).
Si la Unidad, presenta, para los valores (u*,é‘)*), una puntuaciéon de eficiencia w, <1 existird al

S m
. . Z o o Q * *
menos una Unidad que satisfara la restriccion z KLY, :z&xij para esos mismos (p ,0 ) El
r=1 i=1

conjunto de Unidades que satisfacen dicha restriccion, y que seran por tanto eficientes, constituyen el
denominado conjunto de referencia de la Unidad evaluada, Unidad, , siendo “la existencia de estas

Unidades eficientes las que fuerzan a la Unidady a ser ineficiente” (Cooper, Seiford, Tone, 2000:25).
2.3.2. Significado de los pesos.

Normalmente, en DEA, se hace referencia a los términos Input virtual y Output virtual. El primero se

m

refiere a la suma ponderada de los Inputs (z d.X,, ), en tanto que el segundo, de forma analoga, hace
i=1

referencia al sumatorio del Output ponderado (Zuryro). De hecho, en la forma fraccional del
r=1

modelo (2.1a)o (2.1b), la eficiencia suele definirse como el cociente entre el Output virtual y el Input

virtual.

De nuevo en la forma multiplicativa (modelo 2.3), el Input virtual se encuentra normalizado a la

unidad (ZSixiO =1) , mientras que el Output virtual es igual a la puntuacion de eficiencia

i=1

(Zuryro =w, ). Para la Unidad evaluada, “los valores de los Inputs y Outputs virtuales expresan

r=1

informacion sobre la importancia que una Unidad atribuye a determinados Inputs y Outputs al
objeto de obtener su maxima puntuacion de eficiencia” (Boussofiane, Dysson y Thanassoulis,
1991:6).

En consecuencia, es posible determinar la importancia (contribucién) de cada Input (§;x,,) respecto

del total (ZS?xiO =1)" asi como la contribucién de cada Output ( y,) a la puntuacién de

i=1

'* Normalizar la restriccién a la unidad es una cuestion arbitraria. De hecho, el software “Frontier Analyst Professional”
de Banxia Software Ltd. normaliza la restriccion a 100 para proporcionar porcentajes de contribucion Input/Output.
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eficiencia (z ny,=w,). Estos resultados proporcionan indicacion de la medida en que las
r=1

variables Input y Output han sido usadas en la determinacion de la eficiencia, “jugando un papel

como medida de la sensibilidad de las puntuaciones de eficiencia” (Cooper, Seiford y Tone,

2000:28)".

Las cuestiones referentes a la contribucion de cada Input/Output en la evaluacion de la eficiencia asi

como importancia relativa de los mismos son estudiadas con mas detalle en la aplicacion 2.3.

Aplicacién 2.3.

La resolucion del problema dado en el modelo (2.4) para el concesionario A proporcionara los
valores 6ptimos de los pesos Inputs y Outputs (n,8") que maximizan la funcion objetivo, que sera
su puntuacion de eficiencia, w,. En el anexo I se encuentran planteados los modelos para los

restantes concesionarios asi como una breve descripcion de como resolver, para el concesionario A,
el modelo 2.4 mediante la herramienta Solver, de Microsoft Excel. En la siguiente tabla se facilitan

los resultados'® de cada uno de los concesionarios:

Concesionarios
A C D F

Eficiencia
. 0,9916 0,8929
W,

0,8654 0,6515

Pesos u;‘

0,04710

0,0251

€

0,0346

0,0177

0,0188

Outputs

T

0,0166

0,0088

0,0298

€

0,0133

0,0066

Pesos

3,

€

€

€

€

0,0909

€

Inputs

*

5,

0,125

0,0667

0,08337

0,077

€

0,05

Tabla 2.2. Valores optimos segiin modelo DEA-CCR-IO en forma multiplicativa.
Los valores u; y W, son un indicador de la contribucion relativa del correspondiente Output al valor

de la eficiencia técnica global de la Unidad evaluada. A partir de los resultados mostrados en la tabla

anterior, puede determinarse la contribucion Input/Output para cada concesionario.

Concesionarios
A C D

Eficiencia

0,8929 | 0,8654

2
ZMryro =W Y0 THY =W,

r=1

'* Para analisis de sensibilidad puede consultarse Cooper, Seiford y Tone (2000, capitulo 9) y Thompson, Dharmapala y

Thrall (1994).

'® Valores redondeados a cuatro cifras decimales.

36 Vicente Coll y Olga M2 Blasco
(veoll@uv.es ; Olga.Blasco@uv.es )




Modelo DEA-CCR.

Concesionarios
A C D

Output 1

LR 66,5321 | 62,8317 99,9962 | 70,7967 | 69,4376

Z l’lerO
r=1

Output 2

=200 33,4670 | 37,1683 | 99,9927 29,2033 | 30,5627

Z l’lerO
r=1

Input 1

*
0,X,,

p
.
ZSiXiO
i1

-100 99,9982

Contribucién Input/Output (%)

Input 2
842<X20

2
*
zsixio
i1

-100 99,9992 | 99,9989 | 99,9986 | 99,9988 99,9982

Tabla 2.3. Contribucion Input/Output a la evaluacion de eficiencia.

Asi, y considerando los resultados obtenidos para el concesionario A, que son mostrados en la tabla
2.3, puede decirse que una reduccién en el consumo del Input 2 tiene un mayor efecto en la eficiencia

de este concesionario que una reduccion en el uso del Input 1.
*

En general, a una Unidad le resultara ventajoso asignar al Input 2 un peso 82 veces mayor que el

*

1
peso del Input 1 al objeto de maximizar la puntuacion de eficiencia, esto es, el cociente entre el

Output y el Input virtual.

2.4. MODELO DEA-CCR EN FORMA ENVOLVENTE.

Como es bien conocido, para todo programa lineal original (programa primal) existe otro programa
lineal asociado, denominado programa dual, que puede ser utilizado para determinar la solucion del

problema primal.

Recordando que existe una variable dual por cada restriccion primal y una restriccion dual por cada
variable primal -en la tabla 2.4 se facilita la correspondencia entre primal (modelo 2.2. 0 2.3.) y dual-,

el modelo DEA-CCR Input orientado en su forma envolvente vendra dado por el modelo (2.5).

Vicente Coll y Olga M? Blasco
(veoll@uv.es ; Olga.Blasco@uv.es )




Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

Restriccion primal | Variable dual | | Restriccion dual | Variable primal

(modelo 2.3.) | (modelo 2.5.) (modelo 2.5.) | (modelo 2.4.)

§"x, =1 ) YA>y, 8" >0
n'Y-8'X<0 A>0 0x,—XA>0 W' >0

Tabla 2.4. Fuente: Cooper, Seiford y Tone (2000)

Notese que se asocia la variable dual 0 con la restriccion que normaliza el Input virtual. En el anexo
II puede consultarse como pasar del modelo DEA-CCR Input orientado primal (en forma
multiplicativa) al dual (modelo 2.5), que en la metodologia DEA es frecuente referirse como modelo

en forma envolvente.
Ming, z,=6

Sujeto a:

YA >
Yo (modelo 2.5)

0x, = XA

A=0

1. Aes el vector (nx1) de pesos o intensidades, A = :2 . Asi, &, es la intensidad de la Unidad j.

2. 0 denota la puntuacion de eficiencia (técnica) de la Unidad,.

De nuevo, el problema dado por el modelo (2.5) debe ser resuelto para cada una de las n Unidades

objeto de analisis.

En la mayor parte de las aplicaciones DEA, el modelo empleado en la evaluacion de eficiencia es de
la forma envolvente. El motivo es evidente; el programa lineal DEA-CCR primal Input orientado
(modelo 2.2. o 2.3) viene definido por un numero de restricciones igual a n+1. Sin embargo, el
programa lineal DEA-CCR dual Input orientado (modelo 2.5.) est4 sujeto a stm restricciones. Por

tanto, como el nimero de Unidades con las que se trabaja suele ser mucho mayor que el namero total
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de Inputs y Outputs, esta es la razén por la que el modelo DEA-CCR dual es generalmente el

problema preferido para ser resuelto (Coelli, Prasada Rao y Battese, 1998).

Aplicacion 2.4.

Para el concesionario A, en la aplicacion 2.2. se lleg6 a definir el siguiente problema (modelo 2.4),

que se considerara como el problema primal.

Max, ; w, =14y, +20u,

Sujetoa:

80, +80, =1

14y, +20pu, — (83, +83,)<0
25u, +42p, — (118, +158,)<0
8, +30p, — (148, +128,)<
25, +8u, — (128, +133,)
40p, +22p, — (118, +188,

HisH,,8,,8, 2 €

Como el problema anterior presenta 7 restricciones (sin contar las restricciones de positividad) y 4

variables (u,u,,8,,9,), el problema dual asociado tendra 7 variables (0,A,,A5,AcsAp,Ap,Ap)Y 4

restricciones. El modelo DEA-CCR Input orientado en forma envolvente para el concesionario A

sera!®:

Mingy, z, =10+ 0A, +0Ag +0A. + 0L, +O0A; + O
Sujetoa:

00+14%, +25k, +8hc + 250, +40A; + 240, > 14
00+201, +42Ah; +30A, +8A, +22A, +30A, =20
80 -8\, —11Ay —14A. —12A, —11A,; —18A. >0

80 -8\, —15A; —12A. —13h, —18%; —20A; >0
AasAhgoAesAp, A, Ay 20

0 no restringida

Operando:

'7 Esta notacion seré la empleada en el resto del epigrafe.
' Puede consultarse el anexo II para més detalle.
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Miny, z, =6

Sujetoa:

14Ah, + 2505 + 8\ +25h, +40A; +24h, >14
20M, +420; +30A +8A, +22A +30A; =20 (modelo 2.6)
80 =8\, +11A, +140. +12A, +11A; +18A;
80 =8\, +15h; +12h +13A, +18A; + 204,
AysAgshesAp, A, A 20

0 no restringida

El modelo (2.6) puede expresarse en forma matricial como:

Ming, z, =6

14 25 8 25 40 24
20 42 30 8 22 30

(modelo 2.7)

8 & 11 14 12 11
0| |>
8 & 15 12 13 18

0 no restringida
MshpsAesApsAg,Ap 20

Para obtener la puntuacion de eficiencia del concesionario A debera resolverse el problema anterior,

y problemas similares para calcular la eficiencia de los restantes concesionarios.

2.4.1. Caracterizacion de la eficiencia y valores holgura: Eficiencia de Farrell vs.

Eficiencia de Pareto-Koopmans.

Si la solucién éptima del problema dado por el modelo (2.5) resulta ser 6" =1, entonces la Unidad que

119

esta siendo evaluada es eficiente, de acuerdo a la definicion de Farrell ~ (1957), en relacion con las

otras Unidades, puesto que no es posible encontrar ninguna Unidad o combinacion lineal de

' También suele ser referida la medida de eficiencia de Farrell como medida de eficiencia de Debreu-Farrell puesto que

su medida de eficiencia técnica esta inspirada en el concepto del “coeficiente de utilizacion de recursos”( o ) de Debreau

(1951). El coeficiente (1- G ) indica la maxima reduccion que puede realizarse en los factores de produccion manteniendo

el nivel de output dado.
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Unidades que obtenga al menos el Output de la Unidad, utilizando menos factores. En caso contrario

la Unidad es ineficiente, es decir, si 0" <I es posible obtener, a partir de los valores 7»?, obtenidos en

la resolucion del modelo (2.5) una combinacion de Unidades que “funcione mejor” que la Unidad

que ha sido evaluada.

Tal y como esta definido, el problema planteado en el modelo (2.5) es resuelto en una unica etapa, de
forma que las variables de holgura s; (variable de holgura Output) y s; (variable de holgura Input)

son obtenidas de forma residual. Por tanto, es posible que no se satisfaga la condicion de eficiencia

de Pareto-Koopmans, mas restrictiva que la anterior condicion de eficiencia de Farrell, segun la cual

una Unidad es eficiente si y solo si "=1 y todas las holguras son cero, en caso contrario la Unidad es

calificada como ineficiente.

Asi, si en el optimo resultara que s” >0 esto significaria que seria posible incrementar el Output r
de la Unidad, en la cantidad dada por esa holgura, con lo que la Unidad, deberia producir el Output r

en la cantidad (yr + s:*) en lugar de en la cantidad observada y,. Analogamente, si se obtuviese una

holgura Input tal que s;” >0 esto indicaria que el Input i de la Unidad evaluada podria ser reducido

en la cantidad dada por s, de tal forma que el Input i deberia ser usado en la cantidad (xi -S; *) en

lugar de en la cantidad x; .

En la Figura 2.1, donde se consideran dos Inputs (x,,X,) y un Output (y), se pretende reflejar la

situacion descrita en el parrafo anterior.

2,0

Figura 2.1.
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Las Unidades etiquetadas como A, B, C y D son eficientes técnicamente segun la condicién de
eficiencia Farrell, puesto que su puntuacion de eficiencia 0° es igual a uno. La Unidad E es, a todas

luces, ineficiente (0* < 1).

Sin embargo, s6lo las Unidades B y C son eficientes técnicamente segin la condicion de Pareto-
Koopmans, ya que tanto la Unidad A como la Unidad D presentan holguras Input®, la primera en el

Input x, y la segunda en el Input x,, que indicaran en cuanto las Unidades A y D deberian reducir el

consumo de dichos Inputs. Ninguna Unidad presenta holgura Output.

Aplicacién 2.5.

En la aplicacion 2.4. se escribid el modelo DEA-CCR Input orientado en forma envolvente para el
concesionario A (modelo 2.6 o 2.7). En el anexo II puede consultarse, para los restantes
concesionarios, los problemas duales que deberian resolverse al objeto de proceder a evaluar la
eficiencia de cada uno de ellos. En el mismo anexo también se encuentra un posible procedimiento de

calculo de la eficiencia del concesionario A, a partir del modelo (2.6), usando la herramienta Solver.

En la siguiente tabla se facilita un resumen de los principales resultados®' obtenidos para el conjunto

de los 6 concesionarios analizados.

Concesionarios
(€ D
0,8929 | 0,8654

0 0
0,7143 0

0 0

0 0

0

0
4,643
Holgura Input x, 0 0 0
Holgura Output vy, 0 9,857 0
Holgura Output vy, 0 0 0 5,750

Tabla 2.5. Evaluacion de eficiencia de los concesionarios.

Eficiencia (0”)
M

Holgura Input x,

S|Io|Io|Io|lo|Io|o |~ |O(— |

S|Io|Io|Io|Io| IOl |||~ M

Evidentemente, las puntuaciones de eficiencia coinciden con aquellas obtenidas con el modelo DEA-

CCR Input orientado en forma multiplicativa (ver tabla 2.2).
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Unicamente los concesionarios B y E son eficientes técnicamente, satisfaciendo las condiciones de

eficiencia de Pareto-Koopmans.

Los concesionarios A, C, D y F son ineficientes. Asi, el concesionario A, para llegar a ser eficiente,
deberia reducir el consumo de Inputs, dado los Outputs que obtiene, un 0,84% (reduccion radial), y
adicionalmente (movimiento holgura) el Input x, en 2,287 unidades. Algo similar le sucede al
concesionario F, cuyo uso de factores deberia reducirse de forma proporcional (radial) en un 34,85%
y, ademas, 2,674 unidades de Input x,. Los concesionarios C y D presentan tanto holgura en el Input
x, como holgura en uno de los Outputs; de tal forma que para llegar a ser eficientes estos dos tltimos

concesionarios no es suficiente que reduzcan el uso de recursos, deben al mismo tiempo expandir el

Output (en el tipo y cantidad que presenta holgura).

2.4.2. “Benchmarking” en DEA: Fijacion de referencias para la mejora.

Debe recordarse que, segiin el modelo DEA empleado, puede obtenerse para toda Unidad ineficiente
un punto de proyeccion ()20,90) sobre la frontera eficiente que represente a una Unidad (real o

virtual) eficiente que, en un modelo Input orientado, consuma, como mucho, la proporcién 6 de los

Inputs de la Unidad, y produzca, al menos, la misma cantidad de Outputs.

La Unidad o Unidades implicada/s en la construccion de la referida Unidad (real o ficticia) eficiente
constituiran el conjunto de referencia®* de la Unidad evaluada y calificada como ineficiente. Este

conjunto de referencia estara formado por todas aquellas Unidades™ que en la solucion del problema

(2.5.) obtengan unas intensidades Xj >0 (=1,2,..n).

A partir del modelo (2.5), el punto de proyeccién, que es una combinacion lineal de los puntos

observados, vendra dado por ()ZO:K*X,%:X*Y), o lo que es lo mismo

Volviendo a la Figura 2.1, la Unidad E es claramente ineficiente. En este caso, el punto de

proyeccion sobre la frontera eficiente determinara la direccion de mejora, presumiblemente la mas

2% También suele hacerse referencia a esta situacion con el término “eficiencia débil”.

2! Las holguras han sido calculadas de forma residual. Los valores se han redondeado a cuatro cifras decimales.

2 Doyle y Green (1994) y Talluri y Sarkis (1997) utilizan métodos cluster para la identificacion de las referencias mas
apropiadas.
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accesible, a emprender por la Unidad E. La proyeccion, la Unidad ficticia (o virtual) E’, resultara de

una combinacion entre las Unidades B y C en proporciones dadas por los valores optimos de las

intensidades Xj (j = B,C) obtenidos a partir de la resolucion, para la Unidad E, del problema del

modelo (2.5).

Las coordenadas de la proyeccion sobre la frontera eficiente representaran los valores Inputs y
Outputs objetivo (o targets) para la Unidad ineficiente, es decir, los niveles Input y Output que la
convertirian en eficiente caso de alcanzarlos. Asi pues, la comparacion entre los valores observados
para la Unidad evaluada y los valores objetivo fijados permite establecer la cuantia, en términos
absolutos o relativos (porcentajes de mejora potencial), de la reduccion Input y/o incremento Output

que ésta deberia tratar de promover para convertirse en eficiente.

Por otra parte, si x, representa el vector de Inputs de la Unidad que estd siendo evaluada, y 0% su
puntuacion de eficiencia técnica, entonces (1-0)x, indicard la cantidad en que deberian reducirse

radialmente (proporcionalmente) todos los Inputs” de la Unidad, para que fuese eficiente. La
diferencia entre los valores Input objetivo y la reduccion radial indicard la cuantia en que

adicionalmente la Unidad, debe reducir sus Inputs como consecuencia del movimiento holgura.

Por tanto, la mejora potencial de una Unidad puede ser descompuesta en mejora proporcional,

derivada de la reduccion radial, y mejora holgura, derivada de la reduccion holgura.

Aplicacién 2.6.

Para cada concesionario ineficiente (A, C, D y F) es posible construir una Unidad (real o ficticia)
situada sobre la frontera eficiente. Tal Unidad es construida a partir de uno o mas concesionarios

eficientes, denominado conjunto de referencia; concretamente por aquel/aquellos que en la

evaluacion del concesionario ineficiente han obtenido valores Kj >0 (j=A,B,C,D,E,F). Las

coordenadas de la proyeccion sobre la frontera representara el plan de proyeccion (Valores objetivo)

que convertiria al concesionario ineficiente en eficiente.

Asi, en la tabla 2.6 se muestra, a partir de la informacion contenida en la tabla 2.5, el conjunto de

referencia y la intensidad con la que cada concesionario eficiente (benchmark) que lo forma

2 Cada una de las cuales acttia como referencia o0, en la terminologia DEA, benchmark.

# (1-0) indicara la méaxima reduccion (proporcional) que puede llevar a cabo la Unidad, en todos sus Inputs

manteniendo el nivel de Outputs dado.

» Recuérdese que se esta haciendo referencia a una orientacion Input.
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interviene en la construccion, para cada concesionario ineficiente, de la respectiva Unidad (real o

ficticia) eficiente . En la tabla 2.6. se facilita esta informacion:

Conjunto de referencia

Concesionario
ineficiente

B

E

A

A, =0,4354

A.=0,0779

C

A, =0,7143

D

A =0,625

F

A, =0,5947

A.=0,2283

Tabla 2.6. Conjunto de referencia.

Ahora, es posible determinar el plan de produccion objetivo de cada concesionario ineficiente. Por

ejemplo, para el concesionario A se tendra:

Valores objetivo Input :
R, = ApX,p + X, = 0,4354-11+0,0779-11=5,6463
X,0 = ApXop + ApXop = 0,4354-15+0,0779-18 = 7,9332

Valores objetivo Output :
Via =AaYis + ALY, = 0,4354-25+0,0779-40 =14
Von =AgYop + ALY =0,4354-42+0,0779-22 =20

En la tabla 2.7 se recogen los valores objetivo para cada concesionario ineficiente, asi como los

valores inicialmente observados para cada uno de ellos.

Valores objetivo
Input

Valores observados
Output Input Output

Concesionario . . 7 9 X X 9 7
ineficiente ! 2 ! 2 ! z ! 2
A 5,6463| 7,9332 14 20 8 8 14 20

C 7,8573110,7145|17,8575| 30 | 14 | 12 8 30

D 6,875 | 11,25 25 13,75| 12 | 13 25 8

F 9,053 | 13,0299 24 30 18 | 20 24 30

Tabla 2.7. Valores objetivo y observados de los concesionarios ineficientes.

Al comparar los valores objetivo y observados es posible determinar la mejora (reduccion Input y/o

incremento Output) que deberia experimentar cada concesionario ineficiente para convertirse en

eficiente, asi como distinguir qué parte de dicha mejora se debe a un movimiento radial (derivado de
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la puntuacion de eficiencia obtenida) y un movimiento holgura (derivado del desplazamiento a través

de la propia frontera). Estos resultados se muestran en la siguiente tabla®:

Movimiento
Holgura

Movimiento
radial®’

Mejora
potencial

Input Output Input Input Output

Eficiencia (87)| x, X, Y Y> X, X, X,

0,9916 -2,35371-0,0668| 0 0 | -0,0672 | -0,0672 | -2,287

0,8929 -6,1427|-1,2855(9,8575| 0 | -1,4994 | -1,2852 | -4,643

0,8654 -5,125 | -1,75 0 5,75] -1,6152 | -1,7498 | -3,510

0,6515 -8,947 1-6,9701| 0 0 -6,273 -6,97 |-2,674

Tabla 2.8. Mejora potencial: descomposicion en movimiento radial y holgura.
Es decir, el porcentaje de mejora potencial a experimentar por los concesionarios A, C, D y E, que

son los calificados como ineficientes sera:

Mejora potencial (%0)
Input Output

Concesionario

. o X
ineficiente !

-29,42%

Xs

-0,83%

Yi
0,00%

Ya
0,00%

-43,88%

-10,71%

123,22%

0,00%

-42,71%

-13,46%

0,00%

71

,88%

-49,71%

-34,85%

0,00%

0,00%

Tabla 2.9. Porcentaje de mejora potencial.

Asimismo, es posible obtener los porcentajes en que cada una de las benchmark del conjunto de
referencia de una empresa ineficiente contribuye a los valores objetivo de éstas. Esta informacion
resulta de utilidad, puesto que a través de dichos porcentajes se pone de manifiesto la mayor o menor

importancia que en cada variable Input y Output representa la benchmark para la Unidad ineficiente.

El porcentaje de contribucion de la Unidad eficiente k a los valores objetivo del Output r de una

Unidad ineficiente (PC, ) vendra dado por:

— XT{Yrk -100

n

Z Ay,
j=i

PC,, (ecuacion 2.2)

en tanto que el porcentaje de contribucion de la Unidad eficiente k a los valores objetivo del Input i

de una Unidad ineficiente (PC, ;) sera:

26 9 9 2 g 2 2
Las posibles diferencias que puedan darse en los resultados son debidas a los redondeos realizados en las puntuaciones
de eficiencia.
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*
Z Aix;;
j=1

-100

Modelo DEA-CCR.

(ecuacion 2.3)

Aplicacion 2.7.

A modo de ejemplo, a continuacion se ilustra como calcular, a partir de las ecuacines 2.2 y 2.3, los

porcentajes de contribucion Input y Output del conjunto de referencia a los valores objetivo, en este

caso para el concesionario A:

Conjunto
de referencia

Porcentaje de contribucion a valores objetivo del concesionario A

Ay X
BB
2

PCB,i:l N

—_BTIB_
ApXip +ApX g

B 0,4354-11
0,4354-11+0,0779-11

100 = 84,82%

A
X
— B“*2B
X, PCB,H—

B

S SRR
ApX,p +ApXog

B 0,4354-15
0,4354-15+0,0779-18

100 =82,32%

(A; = 0,4354) e

Yi

7L*BY1B + 7“?53’115

B 0,4354-25
0,4354-25+0,0779-40

100 ="77,75%

PC

Br=2 7\,

*

BY 2B +}\‘*Ey2E

7‘;3’28 1

B 0,4354-42
0,4354-42+0,0779-22

-100=91,43%

"
AeXiE

PCE,i:l iy

— TETIE
ApXp +ApXg

B 0,0779-11
0,4354-11+0,0779-11

-100=15,18%

X
E PCE,i:z — E“*2E

K
ApX,yp +ApXop

B 0,0799-18
0,4354-15+0,0779-18

-100=17,68%

(. =0,0779) o N

Y

Er=l — A * * :
AsYis tAEYiE

_ 0,0779-40
0,4354-25+0,0779-40

100 =22,25%

Output
PC

Y, Br=2 — )

*

Y2 T

X*EY2E

}“*EyZE .10

~ 0,0779-22
0,4354-45+0,0779-22

100 =8,57%

Tabla 2.10. Calculo de porcentajes de contribucion para el concesionario A.

Para el conjunto de concesionarios ineficientes, los porcentajes de contribucion son los que se

reflejan en la tabla 2.11.

Conjunto de referencia

Concesionario

e Variable
ineficiente

B E

X

84,82% 15,18%

Input
Ly

88,32% 17,68%

Output i

77,75% 22,25%

Y,

91,43% 8,57%

*7 S6lo se incluyen los Inputs porque la evaluacién de eficienci
Por tanto, los Outputs no pueden expandirse de forma radial.
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Conjunto de referencia
Variable B

Concesionario
ineficiente

X, 100%
X, 100%
Mg 100%
Y, 100%
X, 100%
X, 100%
e 100%
Y, 100%
Xy | 72,26% 27,74%
X, | 68,46% 31,54%
Yi| 61,95% 38,05%
Y>| 83,26% 16,74%

Tabla 2.11. Porcentaje de contribucioén Input/Output..

Input

Output

Input

Output

Input

Output

2.5. PROCEDIMIENTOS ALTERNATIVOS DE RESOLUCION.

2.5.1. Método de dos etapas.

El problema dado por el modelo (2.5), que es resuelto en una unica etapa, busca, para la Unidad

evaluada, la maxima reduccién Input, obteniéndose los valores holgura de manera residual®®. Sin

embargo, mediante este método de resolucion, segin Coelli, Prasada Rao y Battese (1998:142 y 175),

“no siempre se identifican todas las holguras™.

Para determinar todas las posibles holguras Input y Output, Ali y Seiford (1993a) sugieren la
resolucion de una segunda etapa, cuyo objetivo es maximizar la suma de las holguras Input y Output
manteniendo el valor 6ptimo de 6 logrado en la primera etapa, problema que coincide con el modelo

(2.5).
Por tanto, este método de resolucion implica la resolucion de dos problemas para cada Unidad:

Primera etapa: El objetivo de este primer paso es determinar el valor éptimo de 0, es decir, la
maxima reduccion proporcional que tendria que producirse en los Inputs de la Unidad objeto de

estudio.

* Ver aplicacion 2.5.
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Min, 6

Sujeto a :
YA >
i (modelo 2.8a)

0x, = XA

A=0

Segunda etapa: A partir del 6ptimo 0" obtenido en la etapa 1 se ajustan los Inputs (0°x,) y se

procede a maximizar las holguras Inputs y Outputs para mover radialmente el punto proyectado
en la etapa 1, que satisface la condicion de eficiencia de Farrell (1957), a un punto sobre la

envolvente eficiente que satisfaga la condicion de optimalidad de Pareto-Koopmans.

MinhS . -(Is+ +Is')

e

Sujeto a:

Ty (aEI0IED)

XA=0"x,-s"

AsT,s >0

donde:

1. Is" es el vector de holguras Output. Is* = Z:sr+ :

r=1

2. Is” es el vector de holguras Input. Is™ = ZS; .
i=1
En el anexo III puede consultarse como ejecutar el modelo DEA-CCR Input orientado en forma
envolvente en dos etapas (modelos 2.8a y 2.8b) utilizando Solver. En cualquier caso, es frecuente

formular los problemas dados por los modelos 2.8a.y 2.8b en un tinico modelo®’, como el siguiente:

** Es el dual del problema multiplicativo del modelo 2.4. Para mas detalles puede consultarse el anexo IIL.
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z,=6 —.S(Is+ +Is')

Sujetoa:

M =Yots (modelo 2.9)

AX =0x,—s"

As",s >0

El método de resolucion en dos etapas es el procedimiento incorporado por Frontier Analyst® para

evaluar la eficiencia de un conjunto de Unidades.

Aplicacién 2.8.
En el anexo III se muestra como resolver el modelo (2.9) para el concesionario A usando Solver.
Procediendo de manera similar con el resto de concesionarios se evaluaria su eficiencia. En la

siguiente tabla se recogen los resultados obtenidos™:

Concesionario

A B C D

Movimiento Eficiencia

radial (07) 0,8929

Conjunto
referencia

Ay

*

o]

Intensidades

C *la *

> > > >

% (mo¥

>

0

9,8571

wn

= <

Movimiento

2

holgura Output 0 5,75

2]
(S

olo|lo|lo|lo|lo|lo|~|lo| W

Movimiento S, 2,2867 4,6429 3,5096

o|lo|lo|lo|lol~Rr|lojlo|o|O]|

holgura Input s 0 0 0 0

Tabla 2.12. Evaluacién de eficiencia de los concesionarios.
Modelo DEA-CCR Input orientado resuelto en dos etapas.

En este caso, y como facilmente puede comprobarse, los resultados mostrados en la tabla anterior

coinciden con aquellos obtenidos mediante el procedimiento de resolucion en una etapa.
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2.5.2. Método de tres etapas.

Primero Tone (1999) y posteriormente Cooper, Seiford y Tone (2000) proponen una extension del
método de dos etapas al considerar que “la proyeccion de una Unidad ineficiente sobre la frontera
eficiente puede estar muy lejos de los valores observados en el sentido que la combinacion (mezcla)
Input y Output son muy diferentes de los de las observaciones™, puesto que la segunda etapa,
problema (2.8b) maximiza el valor de las holguras. Por esta razon, plantean una tercera etapa cuyo
objetivo es proyectar las Unidades ineficientes sobre un punto eficiente que tenga una combinacion
(mezcla) Input y Output tan proximo a las observaciones como sea posible, es decir, en lugar de

buscar el punto de proyeccion mas alejada buscar el mas cercano a la Unidad ineficiente.

Cooper, Seiford y Tone (2000:60) modelizan esta tercera etapa, ejecutada para cada una de las

Unidades calificadas como ineficientes al resolver las dos primeras®', como sigue:

Min w,
Sujeto a:
z Yrjxj N d:—YrO =¥

jeR

0'x,,— Y XA —dix, =0 (i=1,2,...,m)
’ jezR o ’ (modelo 2.10)
d <p

d; <q

psw (q=<w

A;20,d; >0, d; 20, (V),i,r)

donde r, conjunto de empresas eficientes (8" =1, s*" =0, s” =0), y 8 son obtenidas en la resolucion

de las dos primeras etapas, d;x,, representa las holguras Inputy d;y  las Output. Ademas, d; y d;

indican la desviacion relativa®” respecto del Input (x,, ) y Output (y,, ) observado, respectivamente.

Los resultados logrados con esta tercera etapa sugieren que ““el proceso es adecuado para encontrar
un conjunto de referencia de Unidades similares entre las Unidades eficientes manteniendo la

puntuacion de eficiencia de la primera etapa” (Cooper, Seiford y Tone, 2000:63).

3% Los resultados que se muestran han sido redondeados a cuatro cifras decimales.
31 yvéanse los problemas (2.8a) y (2.8b) o, alternativamente, el problema (2.9).

32 Desviacion que en el modelo (2.9) vendria dada por Si_* / X,, en el caso input y S:* / Y,, eneldel output.
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2.5.3. Método multietapico.

Aunque la mayoria de estudios DEA usan un proceso de programacion lineal en dos etapas para
resolver modelos DEA orientados®, Coelli (1998)** en su trabajo titulado “A Multi-stage
Methodology for the Solution of Oriented DEA Models” propone un proceso de resolucion DEA

multietapico® ya que la segunda etapa (modelo 2.8b) de este proceso presenta dos problemas:

Identifica el punto eficiente mas alejado y no el mas cercano, puesto que las holguras son
maximizadas en lugar de minimizadas®®.

El punto proyectado obtenido no es invariante a las Unidades de medida. El componente
radial de la medida de eficiencia obtenida en la primera etapa es invariante a las Unidades, sin

embargo, la componente holgura de la segunda etapa no lo es’’ (Lovell y Pastor, 1995).

El procedimiento multietapico de Coelli (1998) consta de seis etapas. Las dos primeras, que

coinciden con el método bietdpico de Ali y Seiford (1993a), son ejecutadas con la doble finalidad de

obtener el conjunto eficiente de Unidades® y el conjunto de Unidades que presentan holguras no

nulas. A continuacion, el proceso promueve una reduccion radial de los Inputs identificados con
potenciales holguras (etapas 3 a 5). Finalmente, a partir del punto proyectado en la quinta etapa, se
repite el proceso (etapas 3 a 5) a fin de llevar a cabo una expansion radial en las holguras Output

hasta que estas desaparezcan.

Como se apuntd anteriormente, cuando se ejecuta un proceso DEA bietapico puede suceder que la
proyeccion de la Unidad ineficiente sobre la frontera eficiente se encuentre muy alejada de sus
valores observados, resultando por tanto la combinacion de Inputs y Outputs del punto proyectado
muy diferente de la observada para aquella. Los procesos descritos por Coelli (1998), Tone (1999) y
Cooper, Seiford y Tone (2000) seleccionan los pares que presentan combinaciones de Inputs y

Outputs similares a los de las Unidades ineficientes.

En consecuencia, “‘un andlisis de eficiencia técnica puede concentrarse en la puntuacion de

eficiencia radial proporcionada en la primera etapa de DEA. Sin embargo, si se identifican las

33 Banxia Frontier Analyst y Warwick DEA Software, dos de los softwares mas empleados en el analisis de eficiencia
DEA, ejecutan un proceso bietépico.

3* El razonamiento puede ser extendido al modelo CCR output orientado y a los modelos BCC.

33 El procedimiento de Tone (1999) y Cooper, Seiford y Tone (2000) es similar al propuesto por Coelli (1998).

36 Este mismo inconveniente es planteado por Tone (1999) y Cooper, Seiford y Tone (2000). Ver método de tres etapas
(subepigrafe 2.5.2).

37 La demostracion de la invariabilidad a las Unidades de medida de la primera etapa puede encontrarse en Cooper,
Seiford y Tone (2000:39). Tanto el modelo de resolucion en tres etapas como el multietdpico son invariantes a las
Unidades en que inputs y outputs son medidos.

3* En el sentido de Pareto-Koopmans.
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proyecciones eficientes desde el punto de vista de Koopmans es recomendable el uso del método
multietapico® en lugar del método bietapico” (Coelli, 1998; Coelli, Prasada Rao y Battese, 1998).

2.6. VERSION OUTPUT ORIENTADA DEL MODELO DEA-CCR

Hasta el momento se ha tratado el modelo DEA-CCR Input orientado. Un cambio en la orientacion
de un modelo practicamente equivale a invertir el cociente entre el Output virtual (Output total) y el
Input virtual (Input total) (Charnes, Cooper, Lewin y Seiford, 1994). Asi, el modelo DEA-CCR

Output orientado en forma de cociente, expresado matricialmente, vendria dado por el problema:

Sujeto a:

T
VX21
u'y

(modelo 2.11)

u',vi >1g

El anterior puede ser facilmente convertido, utilizando la transformacién de Charnes y Cooper
(1962)*, en un problema lineal, que se le conoce como modelo DEA-CCR Output orientado en

forma multiplicativa:

o _ T
Min,, w,=38Xx,

Sujetoa:

T
=1
L (modelo 2.12)

"X -n"Y =0

TR R

El problema dual asociado al problema del modelo (2.12), conocido como modelo DEA-CCR Output

orientado envolvente, puede expresarse de la siguiente forma:

** El método DEA multietapico esta implementado en el software DEAP (Coelli, 1996). DEAP ofrece la posibilidad de
realizar andlisis de corte transversal o datos panel. Asimismo, puede especificarse la orientacion, input u output, del
analisis y el método de resolucion: una etapa, dos etapas o multietapico.

* Ver ecuacion (2.2.).
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Max Z, = (p+s(ls+ +Is')

onsts”

Sujetoa:

Wy A = (modelo2)13)

AX+s™ =X,

As",s >0

Al comparar®' el problema del modelo (2.13) con el equivalente Input orientado del modelo (2.9)
puede observarse como la diferencia basica entre uno y otro estriba en que, mientras que en el
modelo Input orientado se pretende determinar la méxima reduccion radial que deberia producirse en
los Inputs de la Unidad analizada, en el modelo Output orientado el objetivo es maximizar el
aumento proporcional en los Outputs que podria ser logrado por la Unidad evaluada, dado sus niveles

de Inputs.

La resolucion del modelo (2.13), que se efectlia segiin el procedimiento de dos etapas, dard una

solucion optima (¢",s™,s™), de tal forma que ¢ >1. Asi, cuanto mayor sea ¢ mas ineficiente sera
la Unidad evaluada. Una Unidad ser4 calificada como técnicamente eficiente si y solo si ¢ =1y

todas las holguras son nulas (s*" =0,s” =0). En caso contrario la Unidad sera ineficiente.

La eficiencia técnica Output de la Unidad evaluada sera igual a 1/¢" .

En la Figura 2.1. puede verse como, para la Unidad representada, Unidad A, y bajo el supuesto de
tecnologia de rendimientos constantes a escala, la puntuacion de eficiencia técnica Input, obtenida

mediante el modelo DEA-CCR Input orientado, y la puntuacion de eficiencia Output, obtenida

mediante el modelo DEA-CCR Output orientado, coinciden; esto es, 0, = 1/ ¢, (Fire y Lovell, 1978;

Cooper, Seiford y Tone, 2000).

Se constata, ademas, lo indicado por Coelli, Prasada Rao y Battese (1998): “Los modelos Input
orientados y Output orientados estiman la misma frontera y por tanto, por definicion, el mismo
conjunto de Unidades eficientes. Solo las medidas de eficiencia asociadas a las Unidades ineficientes

pueden diferir entre los modelos™ (Coelli, Prasada Rao y Battese, 1998:159).

*I En Cooper, Seiford y Tone (2000:58-59) pueden encontrase las expresiones que relacionan la soluciéon optima del
modelo DEA-CCR input orientado con la solucion 6ptima del modelo DEA-CRR output orientado.
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Aplicacion 2.9.

Dados los valores Input y Output observados para los concesionarios A, B, C, D, E y F (ver tabla

2.1), el modelo DEA-CCR Output orientado en forma envolvente puede escribirse de la siguiente

manera:

Max(p,x Z, =@

Sujetoa:

YioP = Yiaha = Yighs —---

Y20# = Yanha = Yashs = (modelo2.14)

X oMy +Xphg +..
Xy Ay +Xophp +...

@ libre

deis Agyerhy 20

Sustituyendo:

Max(p’k Zy =@

Sujeto a:

Yio®@—14Ah, =25k, —8h. =25k, =401, —24%,. <0

Yao® — 200, —42h, —30A. —8A, —22A, =301, <0
A, +11A, +14A +12A, +11A; +18A <X
8h, +15hy +12h +130, +18k; + 201, <X,,

@ libre

Ashy,. oA, 20

(modelo 2.15)

El anterior se corresponde con una formulacién de resolucion en una etapa. El modelo en dos etapas

seria:

- + + - -
Maxw,m+’s_ zZ,=@+e(s;, +s, +5s, +5;)

Sujetoa:

Vio®— 14k, =25k, —8h. =25k, —40h; —241; +s; =0

Vao®—20A, —420; —30h. —8A, =224, =301 +s; =0 (modelo 2.16)
8hy +11A; +14A. +12A, +11A, +18A +5, =X,

8h, +15A, +12h +13%, +18A, +20h; +5; =X,
@ libre
AsAy,.h, 20
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Ejecutando, para cada uno de los 6 concesionarios, el problema dado por el modelo (2.16) con
Solver, de manera analoga a como se ha descrito en los distintos anexos de este capitulo para los

modelos Input orientados, los resultados que se obtienen son:

Concesionarios
C D
1,12 | 1,1556

0,8929 | 0,8654
0 0
0,8

Eficiencia (1/¢")

S| o|o|lo|~|[Oo|, |~ |0
SO\ —|O|lOC ||| |~ M

Holgura Output vy,

Holgura Output vy, -- 6,644
2,306 52 |4,0556 4,104

Holgura Input x, - — - -
Tabla 2.13. Evaluacion de eficiencia de los concesionarios. Modelo Output orientado bietapico.

Holgura Input x,

Como puede verse en la tabla anterior, los concesionarios B y E son eficientes. Sin embargo, el
5 a , o * 5 5
concesionario A podria incrementar sus Outputs en un 0,85% (¢, —1) y seguir consumiendo la

misma cantidad de factores productivos, es decir, su eficiencia técnica (Output) es aproximadamente

del 99,16% (0, =1/, ). Este argumento seria extensible a los restantes concesionarios ineficientes,

estoes, C,DyF.

Por otro lado, y a partir de los resultados mostrados en la tabla 2.13, para los concesionarios
ineficientes pueden obtenerse los valores objetivos* asi como los porcentajes de mejora potencial

que cada uno de ellos deberia promover para tratar de convertirse en una Unidad eficiente.

Concesionario

Variable

Valor
observado

Valor
objetivo

Movimiento
radial

Movimiento
holgura

Mejora potencial
(%)

X

8

5,694

2,306

-28,83%

X,

8

8

0

0,00%

Yi

14

14,119

0

0,85%

Y2

20

20,169

0

0,85%

(sigue en la siguiente pagina)

* Plan de produccion de la Unidad proyectada sobre la frontera para cada Unidad ineficiente, y que es obtenida como

combinacion lineal de Unidades eficientes (concretamente de aquellas que constituyen el conjunto de referencia).
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Concesionario

Variable

Valor
observado

Valor
objetivo

Movimiento
radial

Movimiento
holgura

Mejora potencial

(%)

X,

14

8,8

5,2

-37,14%

X,

12

12

0

0,00%

8

20

11,04

149,99%

30

33,598

0

11,99%

12

7,944

4,0556

-33,80%

13

13

0

0,00%

25

28,888

3,88848

0

15,55%

8

15,888

1,2443

98,60%

18

13,896

-22,80%

20

20

0

0,00%

24

36,838

12,8381

0

53,49%

Y,

30

46,048

16,0476

0

53,49%

Tabla 2.14. Valores objetivo y mejora potencial. Modelo Output orientado bietapico.
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

ANEXO 1.

MODELO DEA-CCR INPUT ORIENTADO EN FORMA MULTIPLICATIVA

A.l1.1. Planteamiento del problema para los concesionarios: B, C,D,Ey F.

A.1.2. Resolucién del modelo (2.4) con Solver de Excel.
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A.l.1. Planteamiento del problema para los concesionarios: B, C, D, Ey F.

Concesionario B
Max, ; wy =25u, +42p,

Sujetoa:

118, +158, =1
14y, +20p, — (83, +83,)< 0
250, +42u, — (118, +158,)
8, +30p, — (148, +128,)<
25, +8u, — (128, +133,) <
40p, +22u, — (118, +183,)
24y, +30u, — (188, +208,)<0

<0
0
0
<0

HisH,,0,,0, 28

Concesionario C
Max ; we =8u, +30p,

Sujetoa:

148, +125, =1
14y, +20p, — (83, +83,)< 0
250, +42u, — (118, +158,)
8, +30p, — (148, +128,)<
251, +8u, — (128, +133,) <
40p, +22u, — (118, +183,)
24p, +30u, — (188, +208,)<0

<0
0
0
<0

HisH,,0,,0, 28

Concesionario D
Max ; wp =25, +8u,

Sujetoa:

128, +138, =1

14y, +20p, — (83, +83,)< 0
250, +42u, — (118, +158,)<0
8u, +30p, — (148, +128,)<0
250, +8u, — (128, +138,)<0
40p, +22pu, — (118, +183,)<0
24p, +30u, — (188, +208,)<0

HisHy,0,,0, 2¢

Concesionario F
Max ; wp=24p, +30p,

Concesionario E
Max, ; wg =40u, +22u,

Sujetoa:

185, +203, =1

14y, +20p, — (83, +83,)< 0
25u, +42u, — (118, +158,)<0
8, +30p, — (148, +128,)<0
0
<0

Sujetoa:

118, +183, =1

14y, +20p, — (83, +83,)< 0

250, +42u, — (118, +158,)<0

8u, +30p, — (148, +128,)<0

25, +8p, — (128, +135,)< 0 251, +8u, — (128, +133,) <
,)<0 40p, +22p, — (118, +183,)
,)<0 24y, +30u, — (188, +208,)<0

40p, +22u, — (118, +183
24p, +30u, — (185, +205

HisHy,0,,0, 2¢ His1y,0,,0, 2 ¢

Puede observarse como los modelos para evaluar la eficiencia de los distintos concesionarios

similares, las diferencias entre ellos son:

1. La funcién objetivo.

2. Larestriccion que normaliza los Inputs.
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

A.1.2. Resolucion del modelo (2.4) con Solver de Excel.

El modelo (2.4) hace referencia al problema que hay que resolver para evaluar la eficiencia relativa

del concesionario A.

Para resolver el problema anterior con Solver puede seguirse, por ejemplo, los siguientes pasos:

Paso 1: Abrir Microsoft Excel.

Paso 2: Introducir los datos reflejados en la tabla 2.1 en la hoja Excel. Para identificar la funcion
objetivo y las restricciones del modelo (2.4) escribir en las celdas indicadas el texto asociado:
0 Celda A9: Funcién objetivo
Celda A11: Restricciones
Celda A12: Normalizacion
Celda A13 a A18: Nombre de los concesionarios (A, B, C, D, E, F)
Celda A20: Pesos
Celdas A21 a A24: Nombre de los pesos. En lugar de utilizar p, y p, para los Outputs y

d, y 0, para los Inputs escribir, por comodidad, (u,,u,)y (v,,v,) respectivamente.

En este momento, el contenido de la hoja Excel®® creada deberia ser la siguiente:

B4 Microsoft Excel - aplicacidn 2.3

&rchivo Edicion Wer Insertar Formato Herramientas Datos Veptana 2

DEE SAY {BRT - Q= A A e -3,
Times Mew Roman - 12 - | H X 8 = =B T %m0 EE QO-d-A-, Y

[ -] =

G H
13
20
24
30

Funcion objetive I:l

Restricciones
normalizacidn

Figura A.I.1. Datos de los concesionarios.

43 En Excel, como se ha comentado, se utilizar la siguiente nomenclatura: p; =u;, l, =U,, 8, =V, 8, =V,.
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Paso 3: A partir del modelo (2.4), que recuérdese que para el concesionario A era:

Max,; w, =14u, +20u,

Funcion objetivo

Restricciones
normalizacion

Unidad A

8v, +8v, =1
14u, +20u, —(8v, +8v,)<0
Unidad B 25u, +42u, —(11v, +15v,)<0
Unidad C  8u, +30u, —(14v, +12v,)<0
Unidad D 25u, +8u, —(12v, +13v,)<0
Unidad E 40u, +22u, —(11v, +18v,)
Unidad F 24u, +30u, —(18v, +20v, )

14u, +20u, <8v, +8v,
25u, +42u, <1lv, +15v,
8u, +30u, <14v, +12v,
25u, +8u, <12v, +13v,
40u, +22u, <1lv, +18v,
24u, +30u, <18v, +20v,

<0
<0

Pesos

se introducen en la hoja Excel las formulas que permitan obtener la funcion objetivo y que

representen las restricciones, tal y como se presentan a continuacion**:

B4 Microsoft Excel - aplicacidn 2.3

archivo Edicidn Wer Insertar Formato Herramientas Datos Yeptana 7

DEE SRY bR @ = A2 E Mg - 3.

Times New Roman 12 - N X 8 E =EE 9 9 o L% O-&-A-. K
[ Fa4 - =

A B © D

9 |Funcién objetivo |=SU11APRODUCTO(B4:B5;$B$2l:$B$22)
10
11 |Restricciones

i iE

12 normalizacion

=SUMAPRODUCTOBZE3,$BE23.5BE24) = 1

13
14
18
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25

A

=IUMAPRODUCTOSES4SBES FBE21EREE)
=IUMAPRODUCTO(RCE4 ECES, FBE21EBE2)
=3UMAPRODUCTO(SDE4SDES, $BE21.EBE22)
=IUMAPRODUCTO(FER4FEES SBE21EBE2D)
=IUMAPRODUCTO(FFE4$FE5 SBE218BE22)
=SUMAPRODUCTO(SGE45GES, $BE21.EBE2Z)

=IUMAPRODUCTOSEEZSBEZ FBE22EBE2A)

= =3UMAPRODUCTORCE2ECESFEEZEEE24)
= =SUMAPRODUCTO{DE2:DE3,5B23:5B524)
= =3UMAPERCODUCTOSES2FERZ FBE22EBELA)

=IUMAPRODUCTO(FFE2EFE3 SBE235BE24)

= =SUMAPRODUCTO(EGE2:EGE3$BE23:8BE24)

0,000001

= 0,000001
= 0,000001
= 0,000001

Figura A.1.2. Introduccion de las formulas del modelo 2.4 (concesionario A).

* La funcion SUMAPRODUCTO: Multiplica los componentes correspondientes de las matrices suministradas y
devuelve la suma de esos productos. El signo $ se ha introducido para fijar las celdas.
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

El rango de celdas B21:B24 se ha dejado vacio porque corresponden a los valores que tomaran
las variables; y ¢ ha sido fijado al valor 10°. Una vez introducidas las formulas, la hoja Excel

deberia presentar el siguiente contenido:

B4 Microsoft Excel - aplicacidn 2.3

Archivo Edicion Mer Insertar Formato Herramientas Datos WVentana 7
NEE SRY |y BRI o- @= & 4§ o
Tirmes Mew Roman ~12 ~ N X 8 E= B oz oo Y0 L0 | &

| kB - =

A D E

C D

x1 14 12

x2 12 13

vl g 25

v2 20 g

WM~ 5 m e W k=

Funcion objetive II'

Restricciones

normalizacidn

0,000001
0,000001
0,000001
0,000001

Figura A.I.3. Modelo 2.4 (Concesionario A).

Paso 4: Seleccionar Solver del ment herramientas®™. Se abrird el cuadro de didlogo que se

reproduce a continuacion:

Zelds objetivo: ]

Valor de la celda objetiva: T
{* Maximo ™ Minimo " Valoresde: |0

ambiando |as celdas

Sujetas a las siguientes restricciones;

EY| Estimat
Opciones. ..

J Agregar. ..

Zambiar. .. | Restablecer todo |

J Elirinar | fvvuda |

Figura A.1.4. Parametros de Solver.

Paso 5: Introducir la informaciéon relevante para que Solver pueda ejecutar el problema de

programacion lineal del modelo (2.4). Para ello:
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» Celda objetivo: Indicar la celda que contiene la formula de la funcioén objetivo, en este
caso la celda B9. Por defecto aparece la celda que en la que encuentra el puntero del raton
al abrir Solver.

» Valor de la celda objetivo: Como se desea maximizar la funcion objetivo, la casilla de
verificacion seleccionada debe ser la correspondiente a Maximo.

» Cambiando las celdas: Seleccione el rango B20:B23, que se refieren a los valores de las

variables (pesos de los Outputs e Inputs).

» Sujetas a las siguientes restricciones: Ahora hay que introducir las restricciones del

modelo, incluidas las relativas a las variables. Haciendo clic en el boton Agregar, se abre
el cuadro que se muestra en la Figura A.L5, que esta formado por: Referencia de la celda,

una lista desplegable de operadores y Restriccion.

Agregar restriccion

Referencia de la celda: Restriccion:

| &l [«= ~|]
Acepkar | Cancelar | Agreqar | Avuda

Figura A.L.5. Agregar restricciones en Solver.

Cada vez que se desea afiadir una nueva restriccion se hace clic en el boton Agregar.
Cuando todas las restricciones han sido incluidas pulsar Aceptar. En la resolucion del

modelo (2.4), se actuara de la siguiente forma en lo relativo a las restricciones:

Referencia de la celda | Operador Restriccion

Seleccionar la celda Seleccionar la celda

normalizacion B12 D12

Hacer clic en Agregar

Restricciones de| Seleccionar el rango Seleccionar el rango
cada Unidad* B13:BI8 D13:D18
Hacer clic en Agregar

Restricciones| Seleccionar el rango Seleccionar el rango
de los pesos*’ B20:B23 D20:D23
Hacer clic en Aceptar

Se vuelve al cuadro de dialogo de los parametros de Solver (Figura A.1.4), pero ahora su

contenido es:

*'Si no aparece Solver, hacer clic en herramientas-complementos. En el listado de complementos disponibles, hacer clic
en la casilla de verificacion de Solver y pulsar Aceptar.

* También podia haberse introducido una restriccion por cada Unidad, en lugar de haber seleccionado un rango. Esto
ultimo se ha hecho por ser todas las restricciones del tipo menor o igual.

" Véase comentario de la anterior nota al pie.
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

Celda objetiva: B4 3
chpoviives [

Valor de la celda objetiva: T
{* Maximo ™ Minimo " Valoresde: |0

ambiando |as celdas

|$E$20:4E423

EY| Estimat
Opciones. ..

Sujetas a las siguientes restricciones;

$E$12 = $D312
$B413:46518 == $0$13:40$15 J %

$E$20:$B423 == $0420:40423

Zambiar. .. | Restablecer todo |

J Elirinar | fvvuda |

Figura A.1.6. Parametros de Solver completados.

Paso 6: Para ejecutar el problema (modelo 2.4), hacer clic en Resolver. Inmediatamente aparece
un cuadro indicando que Solver ha encontrado una solucion que satisface todas las restricciones
y en el que se encuentra seleccionada la opcion: Utilizar solucion de Solver. Hacer clic en

Aceptar. Puede comprobarse como ahora la hoja Excel muestra los valores de la variables del

* * * * N . o N N N N
problema (u;,u,, Vv, yv,) que maximizan la puntuacion de eficiencia del concesionario A, que

resulta ser w, = 0,9915906 .

B4 Microsoft Excel - aplicacidn 2.3
Archivo Edicion Yer Insertar Formato Herramientas Datos Yenokana 7
Dl SAY 2R @z A4 P -3,
Times Mew Roman -1 +- N K 8 = B9 o2g o %000 £
K26 j =
A D E
x1 14 12
x2 12 13
vl g 25
y2 30 8

W~ oM e Wk

Funcion objetivo | 0,99159063

Restricciones

normalizacién 1 1
099159063 1

1,374996 1,374996

08747777 1,500002

1,31083626 1,624995

2,249593 2,249593

1,62875708 2499593

0,04712371 0,000001
0,0165%293 0,000001
0,000001 0,000001
0,12433% 0,000001

Figura A.L.7. Solucién del modelo (2.4) con Solver.

De manera analoga, cambiando el rango de celdas de la funcion objetivo y restriccion de
normalizacidn, se procederia con los restantes concesionarios (B, C, D, E y F). Los resultados son los
mostrados en la tabla 2.2 (aplicacion 2.3).

64 Vicente Coll y Olga M? Blasco
(veoll@uv.es ; Olga.Blasco@uv.es )
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ANEXO I1.

EL MODELO DEA-CCR INPUT ORIENTADO EN FORMA ENVOLVENTE

A.11.1. Formulacion del modelo DEA-CCR Input orientado dual.

A.11.2. Planteamiento del problema dual para los concesionarios: B, C, D, Ey F.

A.11.3. Resolucién del modelo (2.6) con Solver de Excel.
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

A.l1.1. Formulacién del modelo DEA-CCR Input orientado dual.

El modelo DEA-CCR Input orientado primal (en forma multiplicativa), suponiendo n Unidades que

emplean m Inputs para obtener s Outputs, se ha escrito en el apartado 2.3 de la siguiente forma:

s
MaXp,v WO = Zuryw
r=1

Sujetoa:

iSixio =1
i=1

zurYrj_zalxu SO _]:1,2,
r=1 i=1

u,0, 2¢
o lo que es lo mismo:
Max,, W,=WYy,p+H,¥y+ - +HYg
Sujetoa:

0,X, +0,X,0 +...+0, X, =1

HaYi R Yo e TRYG = 8%, —8,X, =8, X, <0 (modelo A.IL.1)

WY H 1Yo e F Y — 8% —8,X,, —...8, X, <0

HIYIn +M2Y2n +"'+MSYS1’1 _81X1n _82X2n _"'Smen < 0

WisHyseees s 00,0,,...,0, =€

La construccion del modelo dual viene determinada por las siguientes reglas:

Regla 1: Si la funcion objetivo del modelo primal hay que maximizarla, la funcion objetivo del
modelo dual habrd que minimizarla y viceversa.
La funcién del modelo primal (modelo A.11.1) hay que maximizarla por lo que la del

modelo dual habra que minimizarla.

Regla 2: El modelo dual tiene tantas variables como niimero de restricciones presenta el modelo

primal.
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El modelo A.11.1 presenta (n+1) restricciones, con lo que el modelo dual tendra
(n+1) variables, que se denotaran por 6 y (A, X,,...,A ).
Regla 3: Los términos independientes de las restricciones del modelo primal se corresponden con
los coeficientes de las variables de la funcion objetivo del modelo dual.
La funcién objetivo del modelo dual quedara:
Min,, z,=10+0r +0A, +...+0X, — Min,, z,=0

Regla 4: El numero de restricciones del modelo dual se corresponde con el nimero de variables
del modelo primal.
El modelo A.ll.1 tiene (s+m) variables, por lo que el modelo dual presentara ese
mismo namero de restricciones.
Regla 5: Los coeficientes de las variables en las restricciones del modelo dual, matriz técnica, sera
la transpuesta de la del modelo primal.

La matriz técnica del modelo primal es:

0o o0 .. 0

Yo Yu o Ya Xy
Yi2 e Yo TXp

YIn YZn SR YSI’I 4 Xln

Por tanto, la matriz técnica del modelo dual sera:

Yiz

+ X1

tXy0 Xy

_+ XmO - Xml

Con lo que las restricciones pueden escribirse como sigue:
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

00+y,,A +yLh, +o+y LA

n

n

00+y, A +Yph, +...+y, A

00+y A +Yoh, ...ty A

n

X100 =X A = XA, = =X, A

In"¥n

2n"¥n

X500 = X5 A = XpoA, == X5 A

X000 =X A =X oAy = — X A

m0 m2

Regla 6: A partir de la tabla de Tucker (tabla A.Il.L1) puede obtenerse facilmente la

correspondencia de las desigualdades en las restricciones y variables entre el modelo primal y

dual.

Maximizar Minimizar
>0
Variables <0
No restringida

Restricciones

I IA [V

\
(e

Restricciones <0 Variables

No restringida
Tabla A.IL.1. Tabla de Tucker.

Si hay que maximizar la funcidén objetivo del modelo primal, se recurrird a la tabla de Tucker
en la direccion de izquierda a derecha al objeto de establecer la correspondencia entre los tipos
de desigualdades con el fin de obtener el problema dual. En el caso que el modelo primal sea
un problema de minimizacion, para establecer las relaciones se ira de derecha a izquierda.
Regla 7: Los coeficientes de las variables de la funcion objetivo del modelo primal seran los
términos independientes de las restricciones del modelo dual.
Aplicando las reglas 6 y 7, las restricciones y variables del modelo dual quedaran de
la siguiente forma:

00+y, A +y A, +. o+ YA, 2y

00+ y, A +Yph, +oo YA, 2y

Oe+ ysl7\’1 + YSZ;\’Z +...F YSnA’n = YSO
X0 =X, A = XA, —o. =X, A, 20
X0 =X, A =X pA, —... =X, A, 20
X0 =X A =X A, = —x A, 20
0 libre

Ay, h, 20
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Por tanto, el modelo dual del primal A.II.1 sera:

Ming, z,=0

Sujeto a:

00+y, A +y, A+ oYL, 2V
00+y, A +yYph, ...+ Y, A 2,

06+Ysl}\’l +y527\’2 +"'+ysn n 2 YSO

X100 =X A —XpA, ==X ,A, 20 (modelo A.I1.2)

In“¥n

X000 = X5 A = XA, —.. =X, A, 20

X 00 =X A =X, oA, ==X A, 20

0 libre
AsAy,oooh, 20

que es el denominado modelo DEA-CCR Input Orientado en forma envolvente, y que en este caso

viene expresado en forma candnica.
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

A.11.2. Planteamiento del problema dual para los concesionarios: B, C, D, Ey F.

Concesionario B
Ming, z; =0
Sujetoa:
140, +25h; +8h. + 250, + 40X, + 24, > 25
200, +420; + 300, +8h, +22h; + 304, > 42
110 >8%, +11A; +14A. +12X, + 114, +18A,
150> 8%, +150; +120, +13A, +18A; +20A,
AasAgshesAp, g, Ay 20
0 no restringida

Concesionario D
Ming, z, =6
Sujetoa:
140, +25h; +8h. + 250, +40A; +24A, > 25
200, +420; + 300, +8hy + 224, + 304 =8
120 > 8L, + 11, +14A. +12h, + 11 +18A;
130 > 8%, + 150, +12h. +13h, +18h; +20A,

Concesionario C
Ming, z. =0
Sujetoa:
141, +25h; +8h. +25h, +40h; +24A,. > 8
201, +42h; +30h. +8A, +22A; +30A; 230
140 > 8L, + 11, +14A. +12h, + 11 +18A;
120 > 8%, + 150, + 120, +13A, +18A; +20A,
AasAgshesAp,Ap,Ap 20
0 no restringida

Concesionario E
Ming, z, =6
Sujetoa:
140, +25h; +8h. +25h, + 401, +24A, > 40
200, +42h; + 30X, +8h, +22A; + 30, > 22
110> 8%, +11A; +14A. +12X, + 114, +18A,
180> 8L, + 150, +12h, +13A, +18A; +20A,

Mns s hes oo Ay g = 0

0 no restringida

nshashes oo A, hy 20

0 no restringida

Concesionario F
Ming, z, =6
Sujetoa:
14M, +25h; +8A +250, + 40X, +24), > 14
200, + 420, +30A, +8A, + 22X, +30A, > 20
80> 8, +11h, +14h. +12k, + 11, +18),
80 > 8L, +15X, +12A, +131, +18X, +20A,
AsAgoheshpsAg, A 20

0 no restringida
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Modelo DEA-CCR.

A.11.3. Resolucion del modelo 2.6. con Solver de Excel.
Recuérdese que para calcular la eficiencia del concesionario A debe resolverse el siguiente problema:

Ming, z, =6

Sujetoa:

140, + 2505 +8A +25Ah, +40A; +24A, >14
200, +42h; +30A +8Ap +22A +30A; =20 (modelo 2.6)
80 =8k, +11A, +14h. +120, +11A, +18A;
80 =8k, +15h, +12A, +13A, +18k +20A,
Ao Ao Ap, Mg, A 20

0 no restringida

Utilizando la herramienta Solver, los pasos a seguir pueden ser:
Paso 1: Abrir Microsoft Excel.

Paso 2: Introducir los datos reflejados en la tabla 2.1 en la hoja Excel,

B3 Microsoft Excel - Aplicacion 2.5

@ Archivo Edicién Yer Insertar Formato Herramientas Datos Yentana 7

DEE SRy 2R T v- @z A e -3,
Times Mew Roman 12 - N ¥ 8 EE = B 9 om0 *p L0 | £E £
[ AJB v =/ LA

A © E F

B D E
%1 11 12 11
2 15 13 15
vl 25 25 40
2 42 g 22

Figura A.II.1. Matriz de datos originales.
Paso 3: Transponer la matriz de datos. Para ello, seleccionar el rango A1:GS5, hacer clic en el

boton derecho del raton y elegir la opcion Copiar. Ir a la celda A8, hacer clic con el boton

derecho del raton y elegir la opcion Pegado especial. En el cuadro de didlogo que se abre

marcar la casilla correspondiente a Trasponer y pulsar Aceptar. El resultado debe ser como el

que se muestra en la Figura A.IL.2.

E2 Microsoft Excel - aplicacidn 2.5

@ Archivo Edicidn Yer Insertar Formato Herramientas Datos Ventana ¢
DR SRy RRa T v &= A4 g -3,

Tirnes Mew Roman ~12 ~| W & 8 |E=E= O oopm Yl L EEEE B A AL

522 k| =
A c 8] E F G H

B C D E F
x1 11 14 12 11 18
x2 15 12 18 20
vyl 25 8 25 40 24
y2 42 30 8 22 30

W~ @ e N

x1 x2 yl y2
8 ] 14 20
11 15 25 42
14 12 3 30
12 12 25 8
11 18 40 22
18 20 24 ED]

w

o

(%}

o

=

=]

Figura A.I1.2. Matriz de datos traspuesta.
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

Paso 4: Escribir, segiin el modelo (2.6), la/s formula/s que permitan calcular:
» la funcion objetivo: 0, que hay que minimizar.
> las restricciones:

Restl = 14, + 25, + 8 + 25X, +40A, +24L, > 14
Rest2 —> 20A, + 424, +30A + 8, + 221, + 30, > 20
Rest3 —> 80> 81, +11h, +14h, +124, + 114, +18L,
Rest4 —> 80 > 8L, +15L, +12A, +13L, +18, +20A,

» condiciones de no negatividad de las variables® (7 restricciones):

My hgshes Aoy Apshy 20

0 no restringida

En la Figura A.Il.3 se muestran las expresiones a introducir en la hoja Excel.

B3 Microsoft Excel - Aplicacion 2.5
&rchivo Edicion Yer Insertar Formato Herramientas Datos Yentana ¢

Dl SAY 2R @ = A &3 Ml - @),

Times Mew Roman 12 - N X 8§ E ooz om ), EEE H-D-A-. Y
| G~ =
A © D

16 | Funcién objetivul |
17
18 | Restricciones
19 Rest] =SUMAPRODUCTO(SD$S.FDE14,$BE34:5BE38) =D3
20 Rest2 =SUMAPRODUCTO(SEES.FEF14,5BE34.5BE38) =E%
21 Rest3 =fBE32*ES =SUMAPRODUCTO(SBEES$BE14,$BE34.5BE38)
2 Restd =FBE32*CH =SUMAPRODUCTO(RCESFCE14.5BE34.5BE38)
23 | No negatividad
24 Thita =fB§32
25 LA =FB§33
26 LB =FB§34
27 Lc =§B§35
28 LD =FBE36
29 LE =FB§37
30 LF =FB§38
3 Variables
32 Thita
8 LA}
34 LB
E5 LC
36 LD
37 LE
38 LF|
39

Figura A.I1.3. Modelo DEA-CCR Input orientado en forma envolvente para el concesionario A..

Paso 5: Seleccionar Solver del menu herramientas e introducir los parametros del modelo, tal y

como se muestra a continuacion:

* En Excel se utilizara la siguiente nomenclatura: Thita=0 , LA=A A> LB= XB , LC= XC , LD= XD , LE= XE , LF= XF .
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Modelo DEA-CCR.

Parametros de Solver E]E

Celda ohjetivi: Ef16 S,
sds cbjetivor [45H16 S

Valor de la celda objetivo: e —
™ Méaximo & Minima ¥ valoresde: o

Cambiando las celdas

[$B332:4B43

Y| Estimar
Qpciones. ..

Sujetas a las siguientes restricciones;

$E510:46422 == $D$19:4D422
$B$24:46430 == $Dd24:4D430 J %

Cambiar. .. | Restablecer todo |

J Eliminar | Ayuda |

Figura A.I1.4. Parametros del modelo 2.6 en Solver.
Paso 6: Pulsar Resolver para obtener la solucion del problema planteado, que es la siguiente:

B3 Microsoft Excel - Aplicacion 2.5
&rchivo Edicion Yer Insertar Formato Herramientas Datos Veptana ?
LeE SRy &R @ = A
Times Mew Roman 12 - WX 8 = = 5 %
L41 [=| =

A B c E

Funcion objetivo | 0,9915929 |

Restricciones
Restl 14 14
Rest2 20 20
Rest3| 7,5327434 56460177
Restd| 7,5327434 == 79327434
No negatividad
Thita 0,9915929
L& 0
LE 04353982
LC 1,854E-10
LD 0
LE 0,0778761
LF 2,113E-11
Variables
Thita| 0,991552%
LA] 0
LB| 0,4353982
1,854E-10
LD 0
LE| 0,0778761
LF| 2,113E-11

Figura A.IL.5. Solucion del modelo (2.6).
Evaluacion de eficiencia del concesionario A.

Como puede observarse en la Figura anterior, la puntuacion de eficiencia del concesionario A
es de 0,9916 (o 99,16%) aproximadamente (Valor de la funcién objetivo); se trata de una

Unidad ineficiente. Para ésta, los valores de A;=0,43539823 y A,=0,07787611 son los Gnicos

no nulos. Por tanto, el conjunto de referencia del concesionario A estd formado por los

concesionarios eficientes B y E, de forma que

Por ultimo, puede verse como la restriccion Rest3 no se cumple como igualdad, lo que significa
que el concesionario A presenta una holgura en el Input 1.
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

Un aspecto importante a tener en cuenta es que las variables basicas (variables nulas o no nulas) en el

modelo dual son no bésicas (variables nulas) en el modelo primal y viceversa. El nimero de variables
no basicas viene determinado por la diferencia entre el nimero de restricciones y de variables; y el de

variables basicas por el nimero de restricciones.

Ademas, las variables principales en el modelo dual se corresponden con las variables de holgura del

primal y las principales de éste con de holgura del modelo dual.
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Modelo DEA-CCR.

ANEXO I11.

MODELO DEA-CCR INPUT ORIENTADO EN FORMA ENVOLVENTE:
METODO DE DOS ETAPAS

A.111.1. Resolucion del modelo (2.8a) y (2.8b) utilizando Solver.

A.111.2. Formulacion del modelo (2.9).

A.111.3. Resolucion del modelo (2.9) con Solver.
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

A.l11.1. Resolucion del modelo (2.8a) y (2.8b) utilizando Solver.

El procedimiento de resolucion del (2.8a) es idéntico al descrito en el apartado A.IL.3 del anexo II.

Sin embargo, de los valores Optimos obtenidos en este modelo s6lo se va a considerar el

o * P o
correspondiente a 0 , que en la segunda etapa no serd una variable del modelo.

Para el concesionario A, la puntuacion de eficiencia obtenida al resolver el modelo (2.8a)

(equivalente al modelo 2.6) es: ), =0,9915929. El proceso a seguir para resolver con Solver el

problema dado por el modelo (2.8b), donde 6 es una constante, es el siguiente:

Paso 1: Abrir Microsoft Excel.
Paso 2: Introducir los datos reflejados en la tabla 2.1 en la hoja Excel, tal y como se muestra en

Figura A.IIL.1.

E4 Microsoft Excel - Resolucion del modelo 2.8a y 2.8b
&rchivo Edicion  Wer Insertar Formato Herramientas Datos Yentana 2
DEeE &Ry &R @ = £ 4 g -3,

Times New Roman -12 - N X 8 = B of om %3 ,% §§ £§ o8- &'é' =

D E F G
C D E F
11 14 12 11 13
15 12 13 18 20
25 8 25 40 24
42 30 8 22 30

Figura A.III.1. Matriz de datos originales.

Paso 3: Trasponer la matriz de datos. Para ello, seleccionar el rango A1:GS5, hacer clic en el boton
derecho del raton y elegir la opcion Copiar. Ir a la celda A8, hacer clic con el boton derecho del
raton y elegir la opcion Pegado especial. Seguidamente, se abrira un cuadro de didlogo, marcar
la casilla correspondiente a Transponer y pulsar Aceptar. El resultado debe ser como el que se

muestra en la Figura A.II1.2.

E4 Microsoft Excel - Resolucion del modelo 2.8ay 2.8b

&rchivo Edicion  Wer Insertar Formato Hetramientas Dabos Ventana 2

DEE SRy & BB @ = & 43 i@ -
Tirmes Mew Raman 12 - H X 8 E== & 9 o %8 L0 | £E £

© D E
B C D
11 14 12
15 12 13
25 8
42

W~ 0 M e W k=

x2
8 8
11 15
14 12
12 13
11 13
13 20

w0

o

~a

a1}

=

iyl

Figura A.II1.2. Matriz de datos traspuesta.
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Modelo DEA-CCR.

Paso 4: Escribir®, segiin el modelo (2.8b), la/s férmula/s que permitan calcular:

> la puntuacion de eficiencia obtenida en la primera etapa (0, = 0,9915929).
2 2
» la funcion objetivo: — (ZS: +ZS;) =—(s; +s, +s, +s,), que hay que
r=1 i=1
minimizar.
» las restricciones (4):
Restl — 14A, + 250, +8A. + 250, +40A, +24L, =14 +s/
Rest2 — 20A, +42h, +30A. + 8L, +22%, +301, =20 +s,
Rest3 > 8L, +11h; +14A, +120, +11A, + 181, =8-(0,9915929) -5,
Rest4d — 8k, +15Ah,; +120. + 13X, + 18X, +20A; =8-(0,9915929) -5,

» las condiciones de no negatividad de las variables (10 restricciones):
AasAgs Ao, Ap, A, Ap 20
Syl, Sy2,Sx1,Sx2>0

En la Figura A.IIL.3 se muestran las expresiones a introducir en la hoja Excel.

* En Excel se utilizara la siguiente nomenclatura: LA:XA , LB= XB , LC= KC, LD:KD X LE:XE, LF:XF R SyIZSIr s
Sy2=8,,Sxl=8,,Sx2=s, ..
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

B4 Microsoft Excel - Resolucion del modelo 2.8ay 2.8b

@&rchivo Edicion Wer Insertar Formato Herramientas Datos Yentana 7

el SRy & 8Bo @ = & &3 Mo -3,

Times Mew Roman 12 - N X 8 EE © %o EE OQ-d-A- B WA <=0

B © D E F
Concesionario A
Eficiencia =0,9915929 {obtenida en la primera etapa, modelo 2.5a)
Funcion objetive =-(FBF42+§BE43+FEE44+EBE45) (roinitnizar)
Restricciones
=5UNMAPRODUCTO(RDES EDE14 FEE36:5B541) = =D3+§EF42
=5UNMAPRODUCTO(REE FES 14, FBE36FRE4 1) =E5+§BE43
=SUMAPRCODUCTO(BESEBS 14, 8BE36: 5B E41) =(EBE17*B9)-FB 44
=5UNMAPRODUCTO(RCESECE14 FBE36:5B54 1) = =(FBE17+CH-EBE4S
No negatividad
L& =fBE35
LB =fBE37
LC =fBE38
LD =fBE35
LE =EBE40
LF =fBf41
3yl =fB§42
Sy2 =fB%43
3xl =fBE44
Sx2 =FBE45
Variables
LA
LB
LC
LD
LE

fe e e K o Y o o ) e R o R e

Figura A.II1.3. Modelo (2.8b) para el concesionario A.
Paso 5: Seleccionar Solver del menu herramientas e introducir los parametros del modelo, tal y

como se muestra a continuacion:

Celda objetivo: B$18 Y
R

‘talor de la celda objetivo; Corrar
" Maximo * Minimo " Valores de: [0

Cambiando las celdas

| $E436: $E445

E Eskimar
Opriones. ..

Sujetas a las siguientes restricciones:

$EF20: 46423 = $D420:$D423
$B$25:46434 == $D$25:4D$34 [ %

Cambiar. .. | Restablecer todo |

J Elirninar | fvvuda |

Figura A.IIL.4. Parametros del modelo (2.8b) en Solver.

Paso 6: Pulsar Resolver para obtener la solucion del problema planteado, que es la siguiente:
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Modelo DEA-CCR.

B3 Microsoft Excel - Resolucicn del modelo 2.8a y 2.8h

.ﬂ._rchivu:n Edicién Wer Insertar Formato Herramientas Datos Ventana 7

el SR Y & Bed @& T A 2% @ -
Times Mew Roman -1z - N X 8 |E = & 9z o Y3 L0 £ £ .
KeE -] =
A B © D E F
16 | Concesionario &
17 | Eficiencia (obtenida en la primera etapa, modele 2.3a)
18 | Funcién objetive -2,28672567  (minimizar)
19 |Restricciones
20 14, 00000004 14
21 20 20
22 5646017704 = 3,6460177
23 7932743377 = 7.9327434
24 |No negatividad
25 LA 0
26 LE 0435358229
27 |[LC 0
28 LD 0
29 LE 0077876108
a0 |LF 0
31 |3yl 0
32 |Sy2 0
33 [3x1 2,28672567
34 | Sx2 0
35 'Variables
35 LA 0
37 LB 0435358229
38 LC 0
LD 0
40 |LE 0077876108
41 |LF 0
42 |Syl 0
43 0
44 2,28672567
45 |8Sx2 0
46
Figura A.IIL5. Solucién del modelo (2.8b).Evaluacion de eficiencia del concesionario A.

[N R e Kol B ool o o ol oo ) o
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

A.l111.2. Formulacién del modelo 2.9.

Considérese el siguiente modelo en forma multiplicativa como el problema primal.

Max,, W,=W ¥, + 1Yy +---+H Y

Sujeto a:

0, X;p +0,X50 +...+0, X, =1

WY HR Y e B Y — 8% —8,%,, —... 8, X, <0
WY FHoYp +et 1Yo —8X), —8,Xp —...8, X, <0

}’LIYIn +“’2Y2n +"'+“’sysn _61X1n _62X2n _"'Smxmn < O
(modelo A.III.1)

La tnica diferencia entre el modelo (A.IIL.1) y el modelo (2.2) es que en el primero la restriccion de

positividad de las variables han sido transformadas en desigualdades del tipo <.

El modelo (A.Ill.1) presenta (s+m) variables y (1+n+s+m) restricciones (contando las
restricciones de positividad), lo que significa que el modelo dual tendra (1+n+s+m) variables y

(s+m) restricciones. Ademas, para pasar del problema primal al dual, recuérdese que (ver anexo II):

Primal Dual

1. Funcidn objetivo a maximizar. — 1. Funcioén objetivo a minimizar.

2. Términos independientes de las restricciones —» 2. Coeficientes de las variables en la funcién
objetivo.

3. Coeficientes de las variables en la funcion — 3. Términos independientes de las restricciones.

objetivo.

4. Para la correspondencia de las desigualdades en las restricciones y variables ver tabla de Tucker

(tabla A.IL.1).

Otra cuestion importante a considerar es la relativa a las (1+n +s+ m) variables del modelo dual. En

la siguiente tabla se muestra como se van a nombrar y cuéles son las restricciones del primal con las

que se asocian:
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Modelo DEA-CCR.

Variables del dual Restricciones del primal
Eficiencia 0 0, X0 +0,X,) +...+0, X, =1

m“* m0

Yy TR Yy e Y —8,X) —8,X,, —..8, X, <0
Yo F R Yo+ F 1Yo — 8%, —8,X,, —...8, X, 0

Intensidades

WY TRy T F Y —81X1n —82X2n —...0.x <0

Y mtmn

Holgura Output <-e r=1.2,...,s

r =

Holgura Input -3, <-e 1=12,...,m
Tabla A.III.1. Variables del modelo 2.9.

Asi pues, el modelo dual del problema (A.IIl.1) puede escribirse como:

Min z,=10+0X, +0X, +...+ O\ —&s —gs, —...—€S, —€S, —€S, —...— &S

+
0,051 .8

Sujeto a:

00+y, A +y, 0+ o4y, A, —1s +0s; +...+0s] +0s, +0s, +...+0s_ =y,

n

00+ Y, A +Yphy +.oo+ ¥, A, +0s) —1s) +...+0s] +0s, +0s, +...+0s_ =y,

00+y A +Yoh, +.oct Y A, +0s +0s; +...—1s] +0s; +0s, +...+0s_ =y,
X0 =X, A, = XA, ==X, A, + 08 +0s; +...4+0s” —1s; +0s, +...+0s_ =0

In"*n

+ + + = = = _
X000 = X5 A = XA, —.. =X, A, +0s] +0s; +...4+0s; +0s; -1s, +...+0s_ =0

X 00X A =X oA, —o.—X A, +0s +0s; +...+0s” +0s, +0s, +...—1s_ =0

0 no restringida

Kj >0 (j=1,2,...,n) ; s/ 20 (r=1,2,.,8) ;s >0 (i=1,2,...,m)

es decir:
Mine“: - % =0—gs —€s, —...—€S, —¢€s, —€8, —
Sujetoa:
+ N
YuM t YA, oty h —s =y
+
Yah + Yk, oty A =85 =Yy

YS17\'1 + YS27\'2 +...+ YSHXH _S: i YSO
X100 =X A = XA, = =X, A, -s; =0
X000 =X, A =X pA, —.. =X, A, -5, =0
Xm0 = XM =Xy = =X A, =S, =0
0 no restringida

A;20s 20520
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.

Introduccion a los modelos basicos.

Operando, el modelo puede expresarse de la siguiente forma:

S m
Min ., z,=0- E gs; — E es;
0057 o R

= =

Sujetoa:

DYk =8 =Ya (t=12,..5)
=1

eXlO_ZXij)‘j_S; =0 (=12,.,m)
i1

0 no restringida
A20s720s/20 (G=1,2,...,n)

0, alternativamente, escribiéndolo en forma matricial como:
Min z,=0- (e,(Is+ + Is')

9,7»,54r s

Sujeto a:

AY =y, +s”
AX =0x,—s"

As,s >0

que se corresponde con el modelo (2.9).

(modelo A.III.2)

(modelo A.IIL.3)
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Modelo DEA-CCR.

A.111.3. Resolucion del modelo (2.9) con Solver.

Partiendo de la tabla de datos traspuesta, como se refleja en la Figura A.IIL6:

B4 Microsoft Excel - Resolucion del modelo 2.9 (modelo A. 1. 3)
ﬂrchivo Edicidn Wer Insertar Formato Herramientas Datos Yeptana 7
DeHEERY $BmRd R = A 2E 4
Times New Roman -1z - N X &5 9 o 8,0 &
G11 | =
B c E F
x1 x2 y2
8 8 20
11 15 42
14 12 30
12 13 8
11 18 22
18 20 30

W~ |3 M e k=

Figura A.IIL.6. Datos de los concesionarios.

Paso 1: Escribir en la hoja Excel la/s fomulas que permitan obtener el valor de la funcion objetivo
(que hay que minimizar) satisfaciendo las restricciones, de acuerdo con el modelo A.IIL.3 (o

modelo 2.9), tal y como se ilustra en la Figura A.IIl.7 para el concesionario A.

E4 Microsoft Excel - Resolucidn del modelo 2.9 (modelo A.lIl.3)

&rchivo Edicién  Yer Insertar Formato Herramientas Datos Wenkana 7

DEeE Sy & Bed @ = £ 4% e -3,

Times Mew Roman 12 ~- H X 8 E B og oo 53 L% Ea'&'é'v

B D

Concesinario A

Funcién objetivo =$BE28-107-6*FBE35+EBE36+EBE3T+HEBEZE) (minimizar)

Restricciones  =STUMAPRODUCTORDE2EDET $BE30:5BE35) = =D2+3BE35
=5TMAPRODUCTO(RES 2 FEET $BE30:5BE35) = =EZ+§BE36
=5TMAPRODUCTORES2:EBE7.ERE30FRESS) =(EBE29*B2-FBE3T
=SUMAPRODUCTOFCE2ECET EBE30:FRE35) = =(fBE25*C2y-§BE38

No negatividad

Thita =fB§28

L& =fB$29

LB =fBE30

LC =fB$31

LD =fB$32

LE =FB$33

LF =FB$34

=FB$35
=FB$35
=FB$37
=FB$38

Figura A.IIL.7. Modelo (2.9) para el concesionario A.
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.

Introduccion a los modelos basicos.

Paso 2: Seleccionar Solver del menu de herramientas e introducir los parametros del modelo.

Parametros de Solver

Celda obijetivo: Y

$B%10

Valor de la celda objetiva:
" Maximo * Minimo

ambiando |as celdas

" Yalores de:

Cerrar
0

|$E428:4E438

Sujetas a las siguientes restricciones;

EY| Estimat
Opciones. ..

$E511: 36414 = $0511: 50414
$E$16: 46426 == $D$16:40426

J Agregar. ..

Zambiar. .. | Restablecer todo |

E

Eliminar |

Avuda |

Figura A.IIL.8. Parametros Solver del Modelo (2.9) para el concesionario A.

Paso 3. Ejecutar el modelo introducido pulsando el boton Resolver. La solucion proporcionada

por Solver al problema planteado para el concesionario A es la siguiente:

E4 Microsoft Excel - Resolucion del modelo 2.9 (modelo A.111.3)
&rchivo Edicion Wer Insertar Formato Herramientas Datos Ventana 7
D=zE LY s+ 2R @ = &8 i

Times Mew Raman ~12 + H X S EF o4 oo %58

B D E
3 |Concesionario A
Funcion objetive  0,7913906 (minirizar)
14 =
20
56460177

7,9327434

11 14
20
56460177

7.9327434

Restricciones

No negatividad
Thata

L&

LB

LC

LD

LE

LF

Syl

Sy2

2zl

5x2
variables
Thita
LA

LB

LC

LD

LE

LF

0,991592%
0
0,4353982
0
0
0,0778761
0
0
0
2,2867257
0

L e N o R o R e D == R K an I an N e e R e )

0,9915928
0
04353982
0
0
0,0778761
0
0
0
2,2867257
0

Sx2

Figura A.II1.9. Solucion Solver al modelo (2.9) para el concesionario A.

Es decir, el concesionario A es ineficiente (6 = 0,99159063 = 0,9916) . Su conjunto de referencia esta

formado por los concesionarios B (A, =0,43539823 = 0,4354)y E (A, =0,07787611=0,0779). No
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presenta expansion adicional en los Outputs (los valores holgura Output son nulos: Syl=0 vy

Sy2 =0 ). Adicionalmente a la reduccion radial en los Inputs (1-6 = 0,0084 0 0,84%), para alcanzar

una situaciéon de eficiente, el concesionario A debe disminuir el consumo de Input 1 en 2,287

unidades aproximadamente, tal y como lo indica el valor holgura de este Input.
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Capitulo 3

MODELO DEA-BCC.

3.1. Introduccion.
3.2. Incorporando los rendimientos a escala: Descomposicion de la eficiencia
técnica en eficiencia técnica puray eficiencia escala.
3.3. Formulacién del modelo DEA-BCC Input orientado.
3.3.1. Forma fraccional y multiplicativa.
3.3.2. Forma envolvente.
3.4. Modelo DEA-BCC Output orientado.
ANEXOS
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3.1. INTRODUCCION.

Este tercer capitulo estd dedicado al modelo DEA-BCC, asi denominado por haber sido desarrollado
por Banker, Charnes y Cooper (1989). Si el modelo DEA-CCR estudiado en el capitulo anterior
consideraba rendimientos constantes a escala, el modelo DEA-BCC relaja este supuesto, que en gran
parte de las ocasiones resulta excesivamente restrictivo y por tanto irreal, permitiendo que la
tipologia de rendimiento a escala que en un momento determinado caracterice la tecnologia sea

variable, esto es: constante, creciente o decreciente.

De lo dicho puede desprenderse que los fundamentos del modelo DEA-BCC se encuentran en el
modelo DEA-CCR, puesto que el primero es una extension del segundo. Asi, todos los contenidos

teoricos introducidos en el capitulo 2 son de aplicacion en este tercer capitulo.

Al objeto de facilitar la comprension de los nuevos conceptos que se van a introducir, los contenidos

teodricos son trabajado a nivel practico a través de una serie de casos de aplicacion.

3.2. INCORPORANDO LOS RENDIMIENTOS A ESCALA: DESCOMPOSICION
DE LA EFICIENCIA TECNICA EN EFICIENCIA TECNICA PURA Y

EFICIENCIA ESCALA.

Tal y como se abordd en el capitulo 1, para evaluar la eficiencia de un conjunto de Unidades es
necesario identificar la naturaleza de los rendimientos a escala que caracteriza la tecnologia de
produccion. Los rendimientos a escala indican, como se recordara, los incrementos de la produccion
que son resultado del incremento de todos los factores de produccion en el mismo porcentaje y
pueden ser constantes (el incremento porcentual del Output es igual al incremento porcentual de los
recursos productivos), crecientes (el incremento porcentual del Output es mayor que el incremento
porcentual de los factores) o decrecientes (el incremento porcentual del Output es menor que el

incremento porcentual de los Inputs).

Para el caso de un unico Input y un Gnico Output, en la Figura 3.1, que ha sido adaptada de Lovell

(1993), se representan dos Unidades (A y B) y las tres fronteras DEA mas cominmente estimadas, a
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saber: frontera de rendimientos constantes a escala (RCE), rendimientos variables a escala (RVE)' y

rendimientos no crecientes a escala (RNCE)Z.

D X
Figura 3.1. Fronteras RCE, RVE y RNCE (adaptado de Lovell, 1993)

A partir de la Figura 3.1, y tomando como referencia la Unidad B, puede verse como la frontera

estimada bajo rendimientos variables a escala (RVE) estd mas cerca de la envoltura lineal convexa

que la frontera estimada suponiendo rendimientos no crecientes a escala (RNCE) y ésta, a su vez,

esta mas proxima que la de rendimientos constantes a escala (RCE) (Pastor, 1995b y 1996). Por

tanto, la eficiencia técnica Input/Output pura, estimada mediante el modelo DEA-BCC, que considera

RVE, es no-menor que la eficiencia técnica Input/Output estimada mediante el modelo DEA-CCR,

que considera RCE. Esta ultima es una medida de eficiencia técnica global (ETG)® que, como se vera

a continuacion, puede ser descompuesta en eficiencia técnica pura (ETP) y eficiencia escala (EE). La

nocién econdomica de rendimientos a escala esta relacionada con la EE (Banker y Thrall, 1992).

Continuando con la representacion de la Figura 3.1, y considerando una orientacion Input, puede
observarse como la eficiencia de la Unidad B viene dada por el cociente CB2/CB (la ineficiencia
vendra dada por la distancia B2B) bajo los supuestos de rendimientos constantes o no crecientes a
escala mientras que si la Unidad B opera con tecnologia de rendimientos variables, la eficiencia
vendria dada por CB1/CB . La diferencia entre una medida y otra, es decir, la distancia B2B1, es la

EE, que puede ser interpretada como la parte de la ineficiencia presente en ETG que obedece a la

" La construccion de la frontera de posibilidades de produccién se realiza considerando las caracteristicas 1 a 4,
enumeradas en el capitulo 1; siendo el conjunto de posibilidades de produccion bajo rendimientos variables a escala un
subconjunto del conjunto de posibilidades de produccion bajo rendimientos constantes.

% En relacién con la estimacion de los rendimientos a escala en DEA puede consultarse, entre otros, los trabajos de
Banker, Charnes y Cooper (1984), Banker (1984), Banker y Thrall (1992), Zhu y Shen (1993) y Fére y Grosskopf (1994).
8 No confundir con el concepto de eficiencia econoémica (o global) visto en el primer capitulo. Aqui siempre se esta
haciendo referencia a la evaluacion de la eficiencia técnica (productiva).
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escala de produccion de la empresa que se evalia (Grifell-Tatjé, Prior y Salas, 1992b), es decir, es el

resultado de descontar a la ETG la ETP (Pastor, 1996).
Por tanto, se tiene que:

ETG=ETP-EE

(ecuacion 3.1)
CB2 CB1 CB2
CB  CB CBI

De la expresion anterior puede deducirse que si EE=1 entonces ETG=ETP, lo que indica que la

Unidad no presenta ineficiencias de escala y, por tanto, opera en una escala optima. Si la Unidad B

presentase ineficiencia de escala (EE <1) se tendria que comparar la frontera de rendimientos

variables con la frontera de rendimientos no crecientes para determinar si dicha Unidad opera bajo

rendimientos crecientes o decrecientes a escala (ver figura 3.1).

Puede concluirse, por tanto, que la frontera RCE es mads restrictiva y producird, generalmente, un
menor nimero de Unidades eficientes asi como puntuaciones menores de eficiencia entre todas las
Unidades. Debe observarse, ademds, que la eficiencia Input y Output bajo RVE no son

necesariamente iguales.

Aplicacion 3.1.

Considérese un total de cinco Unidades (A, B, C ,D y E) cuyos planes de produccion vienen dados

por:

Nombre de la Unidad | Input x
A 2
B 2,5
C 1,5
D 3
E 3

Tabla 3.1. Datos planes de produccion.

En base a la informacion contenida en la tabla anterior, en la Figura 3.2 se ha representado las
fronteras DEA de rendimientos constantes a escala (RCE), rendimientos variables a escala (RVE) y

rendimientos no crecientes a escala (RNCE).
Ademas, como se va a tomar la Unidad B como referencia a la hora de desarrollar este ejemplo de
aplicacion, en la Figura 3.2. también se han dibujado, considerando tanto una orientacién Input como
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Output, sus proyecciones (Unidades ficticias) sobre las distintas fronteras. Estas han sido denotadas

como B1, B2, B3, B4, B5 y B6.

¥

mE (3.5

ME(2.5:2)

c(1,5:1)

*
BE
Figura 3.2. Frontera bajo distintos supuestos de rendimientos a escala.

A partir de los datos de la tabla 3.1 y la representacion de la Figura 3.2, resulta sencillo* calcular las

coordenadas (planes de produccion) de las Unidades ficticias de la Unidad B. Los resultados son los

que se muestran en la siguiente tabla:

Nombre de la Unidad Ficticia | Input x | Output y
Bl 5/3 2
B2 1 2
B3 0 2
B4 2,5 4,5
B5 2,5 5
B6 2,5 0

Tabla 3.2. Plan produccion Unidades ficticias.

Abhora, con la informacion de la tabla 3.2 es posible obtener la puntuacion de eficiencia técnica de la
Unidad B respecto a la frontera eficiente definida bajo el supuesto de rendimientos constantes a
escala y/o variables, segun un modelo Input orientado u Ouput orientado. Los resultados a los que se

llega son:

* Ver capitulo 1.
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Modelo

Frontera eficiente bajo: Input orientado Output orientado

_B3B2_dB3BY) _ ET, - B6B _ d(B6,B) _,,
B3B  d(B3,B) B6B5  d(B6,B5)

RCE ETg

b

B3B1 _d(B3,BD) _,;

_B6B _ d(B6.B) _;
B3B  d(B3,B) ® B6B4 d(B6,B4)

RVE ETP, =

Tabla 3.3. Evaluacion de la eficiencia de la Unidad B bajo distintos supuestos.

Como puede verse en la tabla anterior, la eficiencia técnica calculada bajo el supuesto de
rendimientos constantes a escala (ETG) coinciden en un modelo Input y Output orientado. En el caso
concreto de la Unidad B, la eficiencia técnica es del 40%, lo que significa que, como minimo, esta
Unidad para llegar a ser eficiente (situacion reflejada por la Unidad ficticia B2) deberia reducir, como
minimo, su consumo de factor productivo x en un 60% y seguir produciendo, al menos, la misma

cantidad de Output y.

Bajo el supuesto de rendimientos variables a escala, la puntuacion de eficiencia (ETP) es diferente si
se considera un modelo Input orientado (Inputs son controlables) a la obtenida mediante un modelo
Output orientado (Outputs son controlables). La eficiencia técnica pura de la Unidad B en el primer

caso es del 66,67%:; en tanto que en el segundo es de del 44,44%.

En cuanto a la eficiencia escala de la Unidad evaluada, ésta vendra dada por el cociente

RS = 0,6 en el modelo Input orientado, o EE; = @ =0,9 en el Output orientado.

5 B3BI B6B5

Evidentemente, se verifica la relacion dada en la ecuacion 3.1, tal y como puede comprobarse en la

tabla 3.4 para la Unidad B.

Rendimientos Rendimientos
Constantes a Escala| Variables a Escala
Eficiencia Técnica |Eficiencia Técnica Pura | Eficiencia Escala
Modelo ET (%) ETP (%) EE (%)
Input orientado 40 66,67 60

Output orientado 40 44,44 90
Tabla 3.4. Puntuaciones de eficiencia de la Unidad B.

Operando con el resto de las Unidades consideradas en la aplicacion practica de forma analoga a
como se ha descrito para la B, las puntuaciones de eficiencia que se obtienen son resumidas en la

siguiente tabla:
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Rendimientos Rendimientos
Constantes a Escala | Variables a Escala
Eficiencia Eficiencia
Técnica Pura Escala
Tipo

Modelo ET (%) ETP (%) EE (%) rendimiento

100 100 100 constante

40 66,67 60 creciente
33,33 100 33,33 creciente
83,33 100 83,33 decreciente

50 61,11 81,80 creciente

Eficiencia Técnica

Input
Orientado

mol0|m| >

100 100 100 constante

40 44.44 90 decreciente
33,33 100 33,33 creciente
83,33 100 83,33 decreciente

50 60 83,33 decreciente

Tabla 3.5. Puntuaciones de eficiencia del conjunto de Unidades.

Output
orientado

m{o|O|m| >

En la ultima columna de la tabla anterior se ha identificado cada una Unidad con el tipo de

rendimiento a escala (constante, creciente, decreciente) en el que opera localmente.

Por tanto, resulta conveniente tener siempre presente que la frontera RCE es mas restrictiva y
producira, generalmente, un menor numero de Unidades eficientes asi como puntuaciones menores
de eficiencia entre todas las Unidades. Debe observarse, ademas, que la eficiencia Input y Output

bajo RVE no son necesariamente iguales.

Ramanathan (2003), al referirse a la eleccion del modelo DEA a aplicar, indica que en aquellas
aplicaciones en las que los factores productivos (Inputs) no estdn completamente bajo el control del
gestor, los modelos Ouput orientados serian adecuados; en tanto que si los resultados del proceso

(Outputs) son decididos por los objetivos de los gestores antes que establecidos a partir de la mejor

practica observada seria preferible recurrir a modelos Input orientados. Ademads, el supuesto de

rendimientos constantes a escala parece ser un supuesto apropiado cuando el rendimiento de las

Unidades a comparar no depende de la escala de operacion.

En los siguientes apartados se aborda el modelo DEA-BCC, primero desde una orientacion Input y
luego desde una Output. Los contenidos tedricos se acompafian de ejemplos de aplicacion, para los

que se ha recurrido una vez mas al caso introducido en el capitulo 2 relativo a 6 concesionarios.
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3.3. FORMULACION DEL MODELO DEA-BCC INPUT ORIENTADO.

El modelo de Banker, Charnes y Cooper (1984), al que se hace referencia como modelo DEA-BCC,
es realmente una extension del modelo DEA-CCR’. Por tanto, su formulacion es similar. La
diferencia fundamental entre el modelo DEA-CCR y DEA-BCC es que éste introduce el supuesto de

rendimientos variables a escala y aquel considera rendimientos constantes a escala.
3.3.1.- Forma fraccional y multiplicativa.

La forma fraccional del modelo DEA-BCC, en su version Input orientada, puede expresarse como:

_ u'y, +k,

MaX( ) hO

u,v,k

T
V' X,

Sujeto a:

(modelo3.1)

u', v >

k, norestringida

Si se compara el problema dado en el modelo (3.1). con el modelo (2.1b), se observa cémo la

definicion de la medida de eficiencia bajo el supuesto de rendimientos variables a escala,

T
uy,+k o oy
h, = #, es similar a aquella que supone rendimientos constantes a escala, h, =
vV X vV X
0 0

u'y, +k,
T :
La diferencia entre una y otra medida de eficiencia estriba en que en el segundo caso al valor del
Output ponderado (Output virtual) se le suma un término constante,k, (que en el supuesto de
rendimientos constantes toma el valor cero). Este término constante es el valor del intercepto (k) en el
eje Output (y) de la proyeccion de cada segmento (o cara) que define la frontera (Norman y Stoker,

(1991)°, como puede verse en la Figura 3.3.

> En consecuencia, resulta valido (con ciertas matizaciones) todo lo comentado en el capitulo 2.
% El razonamiento del origen de la constante k, sencillo a la vez que completo, puede consultarse en Norman y Stoker
(1991:104-109).
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¥

___ Hiperplanos de
sopotte

— Caras

Figura 3.3. adaptado de Banker, Charnes y Cooper (1984).

Por tanto, la formulacion general de la medida de eficiencia es:

Suma ponderada de Outputs + Constante k

(ecuacion 3.2)
Suma ponderada de Inputs

de manera que si en la solucion optima del modelo (3.1) para la DMUj (que se supone eficiente)®,

* 5 Z . o 0 .

* k, >0 para todas las soluciones Optimas, prevalecen rendimientos crecientes a escala.
* o oL z o . .

* k, =0 para cualquier solucion 6ptima, prevalecen rendimientos constantes a escala.

* 5 Z o . 5 .
* k, <0 para todas las soluciones dptimas, prevalecen rendimientos decrecientes a escala.

En definitiva, los rendimientos de escala pueden ser estudiados usando DEA al estimar el signo de la

constante k.

Aplicacion 3.2.

El propietario de los 6 concesionarios de automoviles al que se hizo referencia en el capitulo anterior

desea evaluar la eficiencia (técnica o productiva pura) de sus establecimientos y para ello dispone de

Suma ponderada outputs — Constante k

. . . . . %
7 Alternativamente, si la eficiencia se define como entonces, si ky >0

Suma ponderada inputs

prevalecen para la Unidad evaluada rendimientos decrecientes, constantes si kz =0 y crecientes en el caso de kz <0
(Ver Norman y Stoker, 1991).

94 Vicente Coll y Olga M2 Blasco
(veoll@uv.es ; Olga.Blasco@uv.es )




Modelo DEA-BCC

informacion relativa a 2 Inputs (x, =Numero de empleados y x,=Depreciacion del Inmovilizado,
como variable proxy del Capital) y 2 Outputs (y,=Numero de vehiculos vendidos y y,=Numero de

6rdenes de trabajo recibidas en taller). Los valores observados para las citadas variables son:

Concesionarios (Unidades)
B C D

A
8 11 14 12
Inputs g

15 12 13
14 25 8 25
20 42 30 8

Outputs

Tabla 3.6. Valores observados concesionarios.

De acuerdo con la forma fraccional del modelo DEA-BCC, la eficiencia del concesionario A vendria

dada, seglin el problema representado en el modelo 3.1, por:

e (0¥, tU,y,,) +k,
AT h
ViXia T VoXou VoA

_ 14u, +20u, +k,
8v, +8v,

u,v

sujetoa: . .
sujetoa :

(Uy,0 +u,¥5,) +k, <1 (U,¥1p +Uy¥5p) Tk, <1 14u, +20u, +k
ViXia T VX0 ViXip +V,Xop

A<l 25u,+8u, +k
8v, +8v, 12v, +13v,
(W yp +U,¥8) + Ky <1 (Wyp +U,Y56) Tk, <1 25u,+42u, +k, <1 40u, +22u, +k, <
ViXip + VoXop ViXip +VaXop 1lv, +15v, 1lv, +18v,
(WY1 +U,¥50) +ky <1 (WY +U,¥or) + K,y <1 8u,+30u, +k, _ | 24u, +30u, +k

V.X,~+V,X VX +V,X
Xie T VaXoc Xip +VoXor 14v, +12v, 18v, +20v,

A <1

1

A <1

u,u,,v,,v, 2 €&
12> V1> Y2
u,,u,,v,,vV, =€

k, no restringida k , no restringida

La solucion del problema anterior proporcionard la puntuaciéon de eficiencia técnica pura del
o o * o 2 o * * * *
concesionario A, h,, asi como los valores optimos de los pesos Inputs y Ouputs (u,,u,,v,,V,)
R . . . . ’ . * . . r . 4
utilizados para maximizar su eficiencia y el valor optimo k,, que indicard la tipologia de

rendimiento a escala en el que opera el concesionario A.

El mismo procedimiento deberia seguirse con los restantes 5 concesionarios al objeto de evaluar su

eficiencia técnica pura.

¥ Mas detalles en Banker y Thrall (1992). Un buen resumen en Cooper, Seiford y Tone (2000), donde ademés se expone
la propuesta de Banker, Chang y Cooper (1996) para eliminar el supuesto de eficiencia.
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La forma multiplicativa del modelo (3.1), obtenida de nuevo al aplicar la transformacion realizada

por Charnes y Cooper (1962), puede expresarse matricialmente de la siguiente forma:
Max 51 Wo = m'y,+k,

Sujetoa:

§"x, =1

'Y +k, <8'X
n', 8" >1Ie

(modelo 3.2)

k, no restringida

El objetivo del modelo DEA-BCC Input orientado identificado como modelo (3.2) es encontrar un
hiperplano que, permaneciendo sobre o por encima de todas las Unidades, minimice la distancia

horizontal desde el hiperplano a la Unidady (Charnes, Cooper, Lewin y Seiford, 1994:35).

Siguiendo a Ali y Seiford (1993a), una superficie envolvente de rendimientos variables a escala
consta de partes de hiperplanos de soporte’ en R™"* que forman las caras del casco convexo de los

puntos (Yj, X j) para j=1,2,....,n. La ecuacion de un hiperplano en R™"* viene dada por:

>y, — 8.x,+k, =0 (ecuacion 3.3)
r=1 i=1

En consecuencia, el signo que adopte k'' en la soluciéon 6ptima del problema del modelo (3.2)
indicara, como en el caso del modelo fraccional, si la Unidad que estd siendo considerada se

encuentra en una regioén de rendimientos crecientes, decrecientes o constantes a escala.

Obsérvese en la Figura 3.2, que si k =0, como es el caso del segmento BC, existiran rendimientos
constantes a escala y los modelos DEA-BCC coincidiran con suss homélogos modelos DEA-CCR 2.
Puede concluirse, por tanto, que el modelo DEA-CCR (supuesto de rendimientos constantes a escala)

es un caso particular del modelo DEA-BCC (supuesto de rendimientos variables a escala).

? Cada parte forma una cara de la superficie envolvente.
' “Este hiperplano forma una cara de la superficie envolvente si y solo si todos los puntos (Yj,X j) permanecen sobre o

por debajo del hiperplano y el hiperplano pasa, al menos, por uno de los puntos” (Ali y Seiford, 1993a:52). Ver también,
Favero y Papi (1995).

"' 'Mas detalles pueden ser consultados en Banker, Charnes y Cooper (1984), Ali y Seiford (1993a) y Seiford y Thrall
(1990).

"2 Todos los hiperplanos de soporte que forman las caras del casco conico que define la superficie envolvente pasan por el
origen, puesto que k=0.
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Modelo DEA-BCC

La Unidad, evaluada segtin el modelo (3.2) sera calificada de eficiente si w, =1 y existe al menos un

optimo (u*,é‘)*) con p" >0 y & >0. El valor k, es usado para identificar el tipo de rendimiento a

escala en el que opera localmente la Unidad evaluada.

También, a partir de los valores Optimos de los pesos o multiplicadores de Inputs y Outputs, es

posible determinar los porcentajes de contribucion Input/Output.

Aplicacion 3.3.

Continuando con el ejemplo de los concesionarios de la aplicacion 3.2, para evaluar su eficiencia
técnica pura de acuerdo utilizando el modelo DEA-BCC Input orientado en forma multiplicativa
modelo (3.2), los valores Input/Output observados recogidos en la tabla 3.6 deben ser expresados en

forma matricial:

g 11 14 12 11 18 14 25 8 25 40 24

g8 I5 12 13 18 20 20 42 30 8 22 30

y, ademas, debe considerarse los vectores Input y Output de cada una de las Unidades a analizar.

Suponiendo que la Unidad, es el concesionario A se tendra:

wels) nela

Asi, el modelo (3.2) puede escribirse para evaluar el concesionario A de la siguiente forma:

14
Max,, wa=( B, 20 +k,

Sujetoa:

20 42 30 & 22 30 8 15 12 13 18 20

14 25 8 25 40 24 8§ 11 14 12 11 18
(ul W, +kAS(61 5,

n',8" >1e

k, norestringida
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

Operando:

Max 5, w, =14p, +20u, +k,

Sujetoa:

85, +80, =1

14, +20u, +k, <(88, +83,)
250, +42, +k, <(118, +158,)
8u, +30u, +k, < (148, +123,) (modelo3.3)
250, +8u, +k, <(128,+133,)
40p, +22p, +k, <(118,+183,)
24y, +30p, +k, <(185, +203, )

HisH,,01,8, 2 €
k , no restringida

En el anexo I de este capitulo se resuelve el modelo (3.3) utilizando Solver y se plantean los modelos

para evaluar la eficiencia técnica pura input de los restantes concesionarios: B, C, D, E y F. Los

resultados'® obtenidos son los que se muestran a continuacion:

Concesionario
A © D E F
ETP (%) 100% 93,18% 94,08% 100% 65,27%

v, € € € € €
0,125 0,0833 0,07696 0,05556 0,05
0,04685 € 0,0296 0,02096 0,0188
0,0164 0,02652 € 0,00747 0,0065
0,0173 0 0,1363 0,2012 0 0,0069
0 0 0 0 0 0

k™ =k; -k, 0,01735 0 0,1363 | 02012 0 0,0069
Tipo rendimiento escala] Creciente | Constante | Creciente | Creciente | Constante | Creciente
Tabla 3.7. Modelo DEA-BCC Input orientado en forma multiplicativa. Resultados de la evaluacion.

Una vez conocidos los valores optimos de los pesos (multiplicadores) de Inputs y Outputs pueden
obtenerse los porcentajes en que cada variable Input/Output contribuye a la puntuaciéon de eficiencia

técnica pura.

" Los resultados han sido redondeados a cuatro cifras decimales y & = 107,
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Modelo DEA-BCC

Concesionarios
A C D

Output 1

0 65,51% | 62,93% 78,62% | 83,61% | 69,09%
ZMr}’roJrko

r=1

Output 2

10 32,76% | 37,07% | 85,37% 16,39% | 29,86%
ZMr}’roJrko
r=1

Input 1
8TXlo

2
*
zsixio
=

-100

Contribucién Input/Output (%)

Input 2

.
9,X 9

7
*
zsixio
i1

-100 100,00% |100,00% | 100,00% | 100,00% | 100,00% | 100,00%

Tabla 3.8. Contribucion Input/Output a la puntuacion de eficiencia.

Ademas, dependiendo de como se incorpore la restriccion relativa a k, es posible definir modelos que
estimen fronteras que, en lugar de suponer rendimientos variables a escala, supongan rendimientos

no-crecientes a escala (modelo 3.4) o rendimientos no-decrecientes a escala (modelo 3.5)
Max 5. Wo = n'y, +k, Max 51 Wy = n'y, +kg

Sujetoa: Sujeto a:

57x, =1 8%, =1
TXO . (modelo 3.4) TXO . (modelo 3.5)

pyY+k, <0 X nY+k, <6 X

', >1Ie ', >1Ie

k, <0 k, >0

3.3.2. Forma envolvente.

El problema dual, al que se refiere como forma envolvente, del modelo (3.2), expresado como un

modelo Unico a resolver en un proceso de dos etapas, puede escribirse como:
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

Min Z, =0- S(IS+ + IS')

0AsT,s”

Sujetoa:

LY =y, +s”

(modelo 3.6)
AX =0x,-5s"

IA=1

AsT,s >0

El anterior presenta, a diferencia del modelo DEA-CCR dado por el problema del modelo (2.9), la

114

denominada restriccion de convexidad: TA =1", que esta asociada con la variable k '° (Ali y Seiford,

1993a). Es decir, mientras que en los modelos DEA-CCR el punto de proyeccion ()20,90) es una

combinacion lineal de unidades eficientes que permanecen sobre una cara de la envolvente eficiente,

en los modelos DEA-BCC dicho punto de proyeccion es una combinacién lineal convexa'®.

La Unidad evaluada sera calificada como eficiente, segin la definicion de Pareto-Koopmans, si y
solo si en la solucion optima 6 =1 y las variables de holguras son todas nulas, es decir,

s"=0y s =0.

Aplicacion 3.4.

El modelo DEA-BCC Input orientado en forma envolvente para el concesionario A seria,

considerando los datos recogidos en la tabla 3.6, el siguiente:

' Incorporada por Charnes, Cooper, Seiford y Stutz (1983). Citando a Gonzalez (2002: 144), “La restriccion 11 =1
restringe el rango de valores que pueden tomar las componentes del vector de intensidad de manera que sumen 1. De
esta forma, se impone Unicamente la propiedad de convexidad, pero no la de rendimientos constantes. Por tanto, el
nuevo estimador del CPP (Conjunto de Posibilidades de Produccién) incluye todas las combinaciones lineales convexas
de unidades observadas (por este motivo deben sumar 1 las componentes del vector de intensidad) pero no se permite
reescalar arbitrariamente la actividad de ningin proceso observado™.

15 La variable no restringida k, es la variable primal asociada con la restriccion 1A =1, que no aparece, como k, en el

modelo DEA-CCR (Cooper, Seiford y Tone, 2000).

' La restriccion de convexidad asegura que la Unidad combinada es de tamafio similar a la Unidad, y no es una
extrapolacion de otra unidad combinada que opera en una escala de diferente tamafio. La medida de eficiencia obtenida
para la Unidad, es su eficiencia técnica pura (Boussofiane, Dyson y Thanassounis, 1991).
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Modelo DEA-BCC

Miny, z, =6

Sujetoa:

14N, +250; +8h +25A, + 40, +24h, > 14
20h, +42k; +30A. + 8 +22h; +30A, =20
80 =8\, +11A, +14A. +12A, +11A; +18A; (modelo3.7)
80 =8\, +15A; +12A +13%, +18L; +20A,
Ay +hg+Ac+A, +A, +A 21
AasAgshesAp,Ap,Ap 20

0 no restringida

En el anexo II se resuelve el modelo (3.7) utilizando Solver y se plantean los modelos que permitiran
evaluar la eficiencia técnica pura de los cinco concesionarios restantes. Los resultados'’ obtenidos

son los mostrados en la siguiente tabla:

Concesionario
C D

93,18 94,08

Eficiencia
(6°)
Conjunto
referencia

*

)\'A

>

AyB AvE

0,5455 0,5769
0,4545
0

*

w

Intensidades

> | > > >
O *|la *

0
0
0

>

oo | %

11
0 12,8462
Movimiento 3,6818 2,0207

holgura Input s; 0 0 0 0

Tabla 3.9. Evaluacion de eficiencia de los concesionarios.
Modelo DEA-BCC Input orientado resuelto en dos etapas.

wn

BIEREEs

Movimiento
holgura Output

wn

S|IQo|Q ||| |||
o|lo|lo|lo|o|lo|jlo|~=|Oo| @

n

o|o|o|loc|lo|lmr|lOo|Cc|C|O| ™

Teniendo presente las puntuaciones de eficiencia técnica (ETG) de los concesionarios, obtenidas a
partir de la resolucion del modelo DEA-CCR Input orientado, es posible determinar la eficiencia

escala (EE).

ETG (%) | ETP (%)
(DEA-CCR) | (DEA-BCC)
A 100
B 100

Concesionario EE (%)

17 g g 0
Los resultados han sido redondeados a cuatro cifras decimales.
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

Concesionario

ETG (%)
(DEA-CCR)

ETP (%)
(DEA-BCC)

EE (%)

93,18
94,08
100
65,27
Tabla 3.10. Descomposicion de la ETG.

Centrando de nuevo la atencion en resultados del modelo DEA-BCC, los concesionarios A, By E
son calificados como eficientes (ETP=100%). Los concesionarios C, D y F son ineficientes,

presentando unas puntuaciones de ETP del 93,18%, 94,08% y 65,27% respectivamente.

En la tabla 3.11 se recogen los valores objetivo para cada concesionario ineficiente, asi como los

valores inicialmente observados para cada uno de ellos.

Valores objetivo Valores observados

Input

Input

Output

Output

Concesionario

X

X,

Y1

Y, X

X, | Yy

Y)

C

9,3636

11,1818

19 30 14

12 | 8

30

D

9,2692

12,2308

25120,8462| 12

13 | 25

8

F

9,9091

13,0545

241 30 18

20 | 24

30

Tabla 3.11. Valores objetivo y observados de los concesionarios ineficientes.

La mejora (reduccioén Input y/o incremento Output) que deberia experimentar cada concesionario
ineficiente para convertirse en eficiente puede calcularse al comparar los valores observados y
objetivo de estas Unidades. Ademas, resulta interesante distinguir qué parte de dicha mejora se debe
a un movimiento radial (derivado de la puntuacién de eficiencia obtenida) y qué parte a un
movimiento holgura (derivado del desplazamiento a través de la propia frontera). Los resultados a los

que se ha hecho referencia se muestran en la tabla'® 3.12:

Mejora

potencial

Movimiento
radial*®

Movimiento

Holgura

Input

Output

Input

Input

Output

ETP (8")

X

X5 Yi

Ya

X

X,

X X,

Y,

0,9318

-4,6364

-0,8182 | 11

0

-0,9545

-0,8182

-3,6818| 0

1
11

0

0,9408

-2,7308

-0,7692] 0

12,8462

-0,7101

-0,7692

-2,0207| 0

12,8462

C
D
=

0,6527

-8,0909

-6,9455| 0

0

-6,2509

-6,9455

-184 | 0

0

0

Tabla 3.12. Mejora potencial: descomposicion en movimiento radial y holgura.

Es decir, los porcentajes de mejora potencial a experimentar por los concesionarios ineficientes C, D

y E son los que se muestran en la tabla 3.13:

'8 Las posibles diferencias que puedan darse en los resultados son debidas a los redondeos realizados en las puntuaciones
de eficiencia.

1 S6lo se incluyen los Inputs porque la evaluacion de eficiencia se ha realizado suponiendo un modelo Input orientado.
Por tanto, los Outputs no pueden expandirse de forma radial.
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Modelo DEA-BCC

Mejora potencial (%0)
Input Output
Concesionario X, X, 2 Y,
C -33,12%| -6,82% | 137,50% | 0,00%
D -22,76%| -5,92% | 0,00% |160,58%
F -44,95%1-34,73%| 0,00% | 0,00%

Tabla 3.13. Porcentaje de mejora potencial.

Recuérdese que, a diferencia de los modelos DEA-CCR, donde se obtiene una medida de eficiencia
técnica (Input u Output) global puesto que simultdneamente evalian eficiencia técnica y escala, en
los modelos DEA-BCC se obtienen medidas de eficiencia técnica (Input u Output) pura, es decir, se

trata de medidas de eficiencia técnica ““netas de cualquier efecto escala™ (Thanassoulis, 2001:130).

La naturaleza de los rendimientos a escala que prevalecen localmente para una Unidad puede ser
determinada a partir del modelo (2.9)*°. Asi, si considera una muestra de n Unidades y se supone que

la Unidad, cumple las condiciones de eficiencia de Pareto-Koopmans®'; la resolucion del problema

dado por el modelo (2.9) para la referida Unidad, producira unos valores A 6ptimos ("), de forma

que si:

a z 7»37 >1, prevalecen localmente rendimientos decrecientes a escala para la Unidad,

a z 7»? =1 prevalecen localmente rendimientos constantes a escala para la Unidad,

a z 7»;7 <1 prevalecen localmente rendimientos crecientes a escala para la Unidad,

Aplicacion 3.5.

En el capitulo 2 ya se evalu6 la eficiencia técnica de los concesionarios del ejemplo mediante un
modelo DEA-CCR Input orientado en forma envolvente. En la aplicacion 2.8 puede consultarse los
resultados alcanzados en su momento. En la tabla 3.14 se facilitan unicamente los valores de las
intensidades al objeto de determinar la tipologia de rendimientos a escala en el que opera cada uno de

los concesionarios analizados.

*% El método, sugerido por Banker (1984), se basa en el concepto del Tamafio Escala Mas Productivo (Most Productive
Scale Size, MPSS).

*! Este supuesto puede eliminarse siguiendo la propuesta de Banker, Chang y Cooper (1996), recogida en Cooper, Seiford
y Tone (2000).
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

Concesionario
D

0

0

0

0

0,0779 0,625 0,2283
0 0 0 0

0,5133 1 0,7143 0,625 1 0,823
Tabla 3.14. Valores de intensidades segun modelo DEA-CCR Input orientado.

O *|aQ *|w *[» *

> > = > >

>

> T x|m ¥
—. %

Asi pues, como para los concesionarios A, C, D y F resulta que ij <1, puede decirse que todos

ellos operan bajo rendimientos crecientes a escala; en tanto que los concesionarios B y E lo hacen

bajo rendimientos constantes a escala, puesto que para éstos ZX i =1

3.4.- MODELO DEA-BCC OUTPUT ORIENTADO.

Si, bajo el supuesto de rendimientos variables a escala, se quiere evaluar la eficiencia (técnica
relativa) de una Unidad desde el punto de vista de la maximizacion de los Outputs, dado el nivel de
inputs, debe recurrirse al modelo DEA-BCC Output orientado. Tal y como se comento en el capitulo
2, un cambio en la orientacion del modelo practicamente equivale a invertir el cociente entre el
Output virtual (Output total) y el Input virtual (Input total). Por tanto, el modelo DEA-BCC Output
orientado en forma de cociente, expresado matricialmente, vendria dado por el problema del modelo
3.8.

VX, tk,

Min =
(u,v,k) 0 uTyO

Sujeto a:

(modelo3.8)

u v >l

k, no restingida
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Modelo DEA-BCC

Linealizando el anterior se obtiene la forma multiplicativa:

3 _ T
Mlnmk w, =0 X, +Kk,

Sujetoa:
T
=1
= s (modelo 3.9)
"X +k, >p'Y
n',8" >1e

k, no restringida

La eficiencia técnica Output pura de la Unidady vendra dada por 1/wy}, de tal forma que ésta sera

. . *
eficiente si w, =1.

Como sucedia con el modelo DEA-BCC Input orientado, el signo que tome k (positivo, negativo o
nulo) en la solucidén 6ptima indicara el tipo de rendimiento a escala que prevalece para una Unidad
que se encuentre en, o sea proyectada sobre, la frontera eficiente. Sin embargo, a diferencia del
modelo (3.2), en el modelo (3.8) el término constante se encuentra asociado con el valor Input y su

signo esta invertido, de forma que si:

* o 2 o o o 0

o k, >0 para todas las soluciones 6ptimas, prevalecen rendimientos decrecientes a escala.
* o oz , o o o

0 k, =0 para cualquier solucion 6ptima, prevalecen rendimientos constantes a escala.

0 k, <0 para todas las soluciones 6ptimas, prevalecen rendimientos crecientes a escala.

Para evitar la confusion que pueda generar el hecho de que en el modelo DEA-BCC Input orientado,
por ejemplo, k, >0 indique la presencia de rendimientos crecientes a escala mientras que en el

modelo DEA-BCC Output orientado esto mismo suponga la existencia de rendimientos decrecientes,
Norman y Stoker (1991) proponen que en este segundo modelo (DEA-BCC Output orientado) la

constante k' sea introducida con signo negativo, de modo que se tendria

Suma ponderada de inputs — Constante k'’

(ecuacion 3.4)
Suma ponderada de outputs

indicando, en la solucioén O6ptima, el signo de k” lo siguiente:

5 * n , o o o o
a Si k; >0 para todas las soluciones Optimas, prevalecen rendimientos crecientes a escala.
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

o Si kj =0 para cualquier solucién 6ptima, prevalecen rendimientos constantes a escala.

0 Si k} <0 para todas las soluciones 6ptimas, prevalecen rendimientos decrecientes a escala.

Interpretacion ésta ultima que coincide con la dada para el modelo DEA-BCC Input orientado, y que
es aprovechada por Norman y Stoker (1991) para demostrar que “la medida de eficiencia basada en
la minimizacion ya no es equivalente a la medida de eficiencia basada en la maximizacion Output a
menos que estén presentes rendimientos constantes a escala’”?® (Norman y Stoker, 1991:108

O+k 0]

>—— sik>0y k'>0 (ecuacion3.5)
I I-k'

O;k:% sik=0y k'=0 (ccuacion3.6)

k . .
' <L si k<0 y k'<0 (ecuacion3.7)
I I-k'
Por tanto, bajo el supuesto de rendimientos crecientes a escala, la medida de eficiencia Input es

mayor que la medida de eficiencia Output; éstas coinciden si se supone rendimientos constantes a

escala y resulta mayor la eficiencia Output cuando se consideran rendimientos decrecientes a escala.

Con lo dicho, el modelo DEA-BCC Output orientado en forma multiplicativa puede reescribirse

como:

2 _ T ’
Min, ;. w,=06x,—kg

Sujetoa:
T
=1
L (modelo 3.10)
§'X-kj >pn'Y
n',8" >1Ie

kj no restringida

donde, ahora si, si:

0 k| >0 para todas las soluciones 6ptimas, prevalecen rendimientos crecientes a escala.

¥ Véase también Figura 2.10 (capitulo 2).
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Modelo DEA-BCC

* o 7 o o . .
o k, =0 para cualquier solucién 6ptima, prevalecen rendimientos constantes a escala.

0 k| <0 para todas las soluciones 6ptimas, prevalecen rendimientos decrecientes a escala.

Aplicacion 3.6.

En la aplicacion 3.3. se evalu6 la eficiencia técnica pura de los concesionarios A, B, C, D, Ey F
utilizando un modelo DEA-BCC Input orientado en forma multiplicativa. Si ahora se realiza la
evaluacion de estos mismos concesionarios segin un modelo DEA-BCC Output orientado, también

en forma multiplicativa (en el anexo III se escribe este modelo para cada concesionario y se resuelve

. . 23 .
para el concesionario A usando Solver), los resultados™ que se obtienen son los que se muestran en

la siguiente tabla:

Concesionario
A C D
ETP (%) 100% 92,1% 92,59%

€ € €
0,1272 0,1048 0,104
0,0476 e 0,04 0,0215
u; 0,0167 0,0333 g 0,0161
ki 0,0176 0 0,1714 | 0272 0 0
Ky 0 0 0 0 0 1,215

k" =ki —Kj 0,0176 0 0,1714 0,272 0 -1,215
Tipo rendimiento escala] Creciente | Constante | Creciente | Creciente | Constante |Decreciente
Tabla 3.15. Modelo DEA-BCC Output orientado en forma multiplicativa. Resultados de la evaluacion.

Comparando los resultados de la tabla 3.15 con aquellos que se obtuvieron en la aplicacion 3.3 y que

vienen recogidos en la tabla 3.7, puede observarse que:

a Si bien en ambos modelos los concesionarios A, B y E son calificados como eficientes, los
concesionarios C, D y E obtienen puntuaciones distintas.
Los valores de los pesos Inputs y Outputs sélo coinciden para el caso de los concesionarios B
y E, es decir, aquellos concesionarios que en los dos modelos operan en la escala dptima.
Existen diferencias en cuanto a la tipologia de rendimientos a escala que se atribuyen a los
concesionarios. Asi, mientras que el concesionario F en el modelo DEA-BCC Input orientado
presentaba rendimientos crecientes a escala, el modelo DEA-BCC Output orientado identifica

que este concesionario opera en rendimientos decrecientes a escala.
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

El modelo DEA-BCC Output orientado en su forma envolvente, que es el problema dual del modelo

(3.10) viene dado p0r24:

Max gy = (p+a(Is+ +Is')

o o
[OWISI

Sujetoa:

LY =@y, +s"

(modelo3.11)
AX=x,-5s"

Ta=1

As',s >0

La medida de eficiencia técnica Output pura vendra dada por 1/¢° e indicard en qué medida los

niveles Outputs de la Unidady pueden ser aumentados radialmente dado sus niveles de Inputs. La
Unidad evaluada sera calificada como eficiente (ETP) si y solo si ¢ =1 y las variables de holgura
son todas nulas. Como se ilustra en la aplicacion 3.7, a partir de los valores 6ptimos de la resolucion,
para cada Unidad, del modelo 3.11 pueden determinarse: valores objetivo, conjuntos de referencia
para las Unidades ineficientes, porcentajes de mejora Input/Output, porcentajes de contribucion

Input/Output, etc.

Aplicacién 3.7.
Considerando los datos recogidos en la tabla 3.6, el modelo DEA-BCC Output orientado en forma

envolvente para el concesionario A seria:

Maxw’kf,s_ Z, =Q+e(s, +5, +5, +5,)

Sujetoa:

14N, +250; + 8\ +25h, + 400, + 24N, =14 +s]
201, +42k; +30h. +8h, +22h; +30h, =209 +s,
A, +11Ag + 14 +120, +11A, +18k; =8-5; (modelo 3.12)
8h, +15A; +12A, +13A, +18h; +20A, =8-5s;
Mp+Ag+Ao+Ap+h +A; 21
AsAg,AesAp, Ap, A 20

@ no restringida

3 Los resultados han sido redondeados a cuatro cifras decimales y € =107% .
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Modelo DEA-BCC

En el anexo IV se plantean los modelos que permitirdn evaluar la eficiencia técnica pura de los
restantes concesionarios, y se resuelve el modelo (3.12) utilizando Solver. Procediendo de forma
analoga con el resto de concesionarios, los resultados™ que se obtienen en la evaluacion se resumen

en la tabla

Concesionarios
C D F
(p* 1,0857 1,08 1,2150
ETP (=1/¢")
(en %)
/0N

92,11% | 92,591% 82,31%

0,4286 0,45
0,5714
0

*

w

Intensidades
O * o *

> > > >

0
0
0

o% ¥

>

7]

4]

[

0 12,36
4,2858 2,5 7
S, 0 0 0 0 4,1677

Tabla 3.16. Valores optimos de los concesionarios. Evaluacion segiin un modelo DEA-BCC Output orientado

SOOI~
el el elleol el E=N Rl Re)

Holguras
_(ﬂ

=Nl el lelle N i k=l E=N Rk N

Los concesionarios A, B y E presentan eficiencia técnica pura output, y por tanto son los
concesionarios que determinan la frontera eficiente bajo el supuesto de rendimientos variables. Son
calificados como ineficientes los concesionarios C, D y F, puesto que podrian aumentar los Outputs y

seguir consumiendo la misma cantidad de recursos.

Centrando la atencion en los concesionarios ineficientes, en la tabla 3.17 se muestran sus valores

observados y valores objetivo (recuérdese que se corresponden con la proyeccion sobre la frontera)

Valores observados Valores objetivo
Input Output Input Output

Concesionario X X 7 . X « . .
ineficiente ! 2 ! 2 ! 2 ! 2
C 14 12 8 30 12 20,2457 (32,5714
D 12 13 25 8 9.5 13 27 21
F 18 20 24 30 11 15,8323129,1613|36,4516

Tabla 3.17. Valores observados y valores objetivo de los concesionarios ineficientes.

24 . Y

Expresando en un tnico modelo el proceso de resolucion en dos etapas.
25 9 g 2

Los resultados mostrados han sido redondeados a cuatro cifras decimales.
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

y en la tabla 3.18 la mejora, en términos absolutos y relativos, que cada uno de ellos deberia
experimentar para situarse sobre la frontera, es decir, en qué cantidad deberian reducir el consumo de

factores y/o incrementar los Outputs para llegar a ser eficientes.

Mejora potencial Porcentaje de Mejora potencial
Input Output Input Output

Concesionario
ineficiente il X2 Yi Y2 X, X, Y Y,

C -4,2858 0 12,2457 2,5714 |-44,12% | 0,00% | 60,49% | 7,89%
D -2,5 0 2 13 -26,32% | 0,00% | 7,41% | 61,90%
F -7 -4,1677 | 5,1613 | 6,4516 |-63,64% |-26,32% | 17,70% | 17,70%

Tabla 3.18. Mejora potencial de los concesionarios ineficientes.

Asi, en la tabla anterior puede observarse, por ejemplo, como el concesionario C para llegar a ser

eficiente deberia no solo incrementar el Output y, (Vehiculos vendidos) en un 60,49% y el Output

Y, (Ordenes de trabajo recibidas en taller) en un 7,89%, sino adicionalmente reducir un 44,12% el

consumo del factor x, (Numero de empleados).

Ademas, durante el proceso de evaluacion, para cada uno de los concesionarios calificados como
ineficientes se identifica un conjunto de concesionarios eficientes que actian como referencias
(benchmarks) de los primeros. A cada referencia se le asocia un peso o multiplicador, que viene
reflejado por el parametro A (ver tabla 3.16), y determina su porcentaje de contribucion de los
valores objetivos del concesionario ineficiente. En la tabla 3.19 se muestran los conjuntos de

referencias de los concesionarios C, Dy F

Concesionario ineficiente
© D F
Conjunto | A (A=0,4286)[A (A=0,5)|B (1=0,7226)
referencia| B(A=0,5714) |E(A=0,5) |E (A=0,2774)

Tabla 3.19. Conjuntos de referencia de concesionarios ineficientes.

y en la tabla 3.20 los porcentajes de contribucion Input/Output a los valores objetivos de aquellos.

Conjunto de referencia
Variable A B

Concesionario
ineficiente

X1 135,30% | 64,70%
Xy 128,57% | 71,43%
Y1 129,58% [70,42%
Y2 126,32% | 73,68%
X, 142,11% 57,89%
X, 130,77% 69,23%
Y1 125,93% 74,07%
Y, 147,62% 52,38%

Input

Output

Input

Output
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Conjunto de referencia

Concesionario
ineficiente

Variable

B

E

Input

X

72,26%

27,74%

X,

68,46%

31,54%

Output

Yi

61,95%

38,05%

Y,

83,26%

16,74%

Tabla 3.20. Porcentajes de contribucion Input/Output.

Modelo DEA-BCC
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

ANEXO 1.

MODELO DEA-BCC INPUT ORIENTADO EN FORMA MULTIPLICATIVA

A.1.1. Resolucién del modelo (3.3) con Solver de Excel.

A.l1.2. Planteamiento del problema para los concesionarios: B, C,D,Ey F.
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Modelo DEA-BCC

A.l.1. Planteamiento del problema para todos los concesionarios.

Concesionario A
Max, ;, Wy =14, +20p, +k;

Sujetoa:

86, +80, =1

14p, +20p, +k, <86, +896,
25, +42p, +k, <116, +159,
8u, +30p, +k, <145, +129,
25u, +8u, +k, <126, +139,
40p, +22p, +k, <119, +183,
24p, +30p, +k,; <188, +2006,

H5H,,0,,0, 2 ¢
k; no restringida

Concesionario C
Max, 5, W =8u, +30p, +k

Sujetoa:

146, +126, =1

14p, +20p, + k. <86, +89,
25, +42p, + k- <116, +159,
8w, +30p, +k. <143, +129,
25n, +8p, + k. <126, +139,
40p, +22p, + k- <116, +189,
24p, +30p, +k. <188, +2006,

HisH,,0,,0, 2 €
k. no restringida

Vicente Coll y Olga M2 Blasco
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Concesionario B
Max,;, Wy =25p,+42p, +ky

Sujetoa:

116, +158, =1

14p, +20p, +k, <89, +89,
25u, +42p, +k, <116, +159,
8u, +30u, +k, <148, +129,
25u, +8u, +k,; <126, +1396,
40p, +22p, +k, <116, +183,
24p, +30p, +k, <189, +200,

515,00, 2
ky no restringida

Concesionario D
Max 5, Wy =25, +8p, +kj

Sujetoa:

126, +135, =1

14p, +20p, +k, <83, +89,
25u, +42p, +k, <118, +156,
8u, +30u, +k,, <146, +125,
25u, +8u, +k,, <128, +139,
40p, +22p, +k, <118, +186,
24p, +30p, +k, <186, +208,

15,00, 28
k, norestringida




Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

Concesionario E Concesionario F
Maxmk w, =40p, +22p, + k. Maxmk W =24p, +30p, +k;

Sujetoa: Sujetoa:

118, +185, =1 185, +208, =1

14p, +20p, +k; <83, +89, 14y, +20p, +k, <83, + 89,
25n, +42p, +k; <116, +156, 25u, +42p, + k. <118, +159,
8u, +30u, +k; <146, +129, 8u, +30p, +k; <149, +126,
25u, +8u, +k <128, +130, 25, +8u, + ki <120, +139,
40p, +22p, +k; <116, +186, 40, +22p, +k, <118, +189,
24p, +30p, +k, <186, +205, 24p, +30p, +k, <188, +209,

HisH,,0,,0, 2 € HisH,,0,,0, 2 €

k; no restringida k; norestringida
Puede observarse como los modelos para evaluar la eficiencia de los distintos concesionarios son
similares, encontrandose inicamente diferencias en la funcion objetivo y la restriccion que normaliza
los Inputs. Por tanto, si en la hoja Excel que se creara en el segundo apartado de este anexo se
cambian las referencias de celdas a las que alude la funcion objetivo y la restriccion de normalizacion

puede calcularse con cierta rapidez la puntuacion de eficiencia de todos los concesionarios.

A.1.2. Resolucion del modelo (3.3) para el concesionario A con Solver de Excel.

Para escribir y resolver con Solver el problema dado por el modelo 3.3, que evalua la eficiencia

técnica pura del concesionario A, abrir la hoja de calculo Excel y seguir los siguiente pasos:

Paso 1. Los datos: Introducir en el rango A1:G5 (Figura Al.1) los valores Input y Output de los 6

concesionarios. Esta informacion se encuentra disponible en la tabla 3.6.

B4 Microsoft Excel - Aplicacion 3.3
Archivo Edicidn Wer Insertar Formato Herramientas Datos WVenfana 7
Ded LY ‘a2 R = A2l - )
Times Mew Roman & 94w %0 0 | EE iE - &AL ||KE X
K26 j
A D E F G H
C D E F
x1 14 12 11 13
x2 12 13 13 20
yl 8 25 40 24
y2 30 3 22 30

Figura Al.1. Datos procedentes de la tabla 3.6.
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Modelo DEA-BCC

Paso 2. Las restricciones: Introducir en los rangos A7:D20 y A22:B29 los textos®® y formulas
que se indican en la Figura AL2. Para identificar la Unidad a evaluar, escribir su nombre en la

celda B22 (Concesionario A).

B4 Microsoft Excel - Aplicacion 3.3
&rchivo Edicién  Wer Insertar Formato Herramientas Datos Wenkana ¥
DEEESRY &R @ = A& e -3
Tirmes Mew Roman -12 - W XK 8 E =B T owomt, EE QO-d-A-, K
H32 ~| =
A, B D

Restricciones

Normalizacion =SUMAPREODUCTOER2E3:$EE24:5B525) 1
=SUMAPRODUCTO(SES4.$BES, FEE2E FBE2TH{FEE28-FBE2Y) =SUMAPRODUCTO(SBEZ SBE3.5BE24.5BE25)
=SUMAPRODUCTORCE4ECES SBE26:FBE2T+H(EBE2E-FBE2S) =SUMAPRODUCTO(SCE2:FCES $BE24.5BE25)
=SUMAPRODUCTOSDS4FDES SBE26: FBE2T+H(EBE2E-FBE2S) = =SUMAPRODUCTO(SDE2:FDE3. $BE24.5BE25)
=3UMAPRODUCTORER FEES EBE26 FBE2THEBE28-FBE2S) = =3UMAPEODUCTOFE2.FEE 3, FEE24.5BE25)
=SUMAPRODUCTO(SFE4$FES, $BE26 SBEZT+H(FBE2E-FBE29) =SUMAPRODUCTO(SF$2.FFE3,8BE24.5BE25)
=SUMAPRODUCTO(RGE4EGES SBE26:FBE2T+H(EBE2E-FBE2S) =SUMAPRODUCTO($GE2:5GE3. $BE24.5BE25)
=fB§24 0,000001

V2 =fBE25 0,000001

ul =FBE26 = 0,000001

ul =FBE27 = 0,000001

k1 =fBE28 = 0

k2 =fBE29 0

Variables Concesi io A
W =5UMAPRODUCTORABS $BE26:3BE2N+HEBE2E-FBE2Y)
vl
v2
ul
ul
k1
k2

Figura AL.2. Restricciones del modelo (3.3).

En la fila 8 se ha introducido la restriccion de normalizacion (86, +85, =1) y en las filas 9 a 14

las restricciones asociadas a cada una de los concesionarios, es decir:

Concesionario A: 14y, +20u, +k, <(83, +83,)
Concesionario B: ~ 25u, +42p, +k, <(118, +153,)
Concesionario C:  8u, +30p, +k, < (1481 + 1282)
Concesionario D:  25pu, +8u, +k, < (1281 + 1382)
Concesionario E:  40p, +22p, +k, < (1 16, +1 882)
Concesionario F: 24y, +30u, +k, <(185, +203, )

En cuanto a las condiciones de no negatividad de los pesos de los Inputs y Outputs

(1,,1,,8,,8, > & ") éstas se han escrito en las filas 15 a 18.

Ademas, dado que el valor de la constante k no esta restringida, es decir, puede tomar un valor

mayor, menor o igual a cero, se ha optado por definirla como k =k, —k, de modo que tanto

% A efectos de resolucion con Solver: eficiencia = w, L} =u;, l; =U,,0; =V(,08, =V,.
?7 Se ha tomado £=107° .

Vicente Coll y Olga M? Blasco
(veoll@uv.es ; Olga.Blasco@uv.es )




Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

k, como k, sean no negativas, como se refleja en las restricciones que aparecen en las filas 19

y 20, y son consideradas como variables del modelo (celdas B28 y B29).

Paso 3. El modelo: En la celda B23 escrito la formula de la funcion objetivo

(w, =14p, +20u, +k, ) y dejar en blanco el rango B24:B29, puesto que estos son los valores

de las variables del modelo que busca Solver para maximizar, satisfaciéndose las restricciones
especificadas, la funcion objetivo.
Paso 4. Definir el modelo en Solver. Ejecutados los pasos anteriores, el aspecto de la hoja Excel

deberia ser similar a la reproducida en la Figura AL3.

B4 Microsoft Excel - Aplicacion 3.3

ﬁrchlvo Edicidn Yer Insertar Formato Herramientas Datos Wenkana 7

e SRy BB - Q= A 2R
Times Mew Roman -1 +- N K 8 & 9 oo 53,7

[ g =
A B D E
Restricciones

Normalizacién

0
0,000001
0,000001
0,000001
0,000001

0

0

w2
ul
uz
k1
k2

fa e I o e v R e o PR o B o B e s e =1

Variables Concesionario Al

W 0
vl
vl
ul
ul
kl

Figura AIL.3. Modelo (3.3) (concesionario A).

Para utilizar Solver hacer clic en la opcidén que con el mismo nombre se encuentra en el menu
Herramientas. En el cuadro de didlogo que se abre indicar, tal y como se ilustra en la Figura
Al4, la celda que contiene la formula de la funcion objetivo (celda B23) que hay que
maximizar cambiando las celdas (B24:B29), que se corresponden con las variables del modelo.
Agregar todas las restricciones del modelo: normalizacion, de los concesionarios, no

negatividad y constante k.
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Modelo DEA-BCC

Parametros de Solver E]E

Celda ohjetivi: B2 S,
sdscbjetivor - [45823 T

Valor de la celda objetivo: e —
{* Maximo " Minma ¥ Yaloresde: o

Cambiando las celdas

[$B324:4B422

Y| Estimar
Qpciones. ..

Sujetas a las siguientes restricciones;

$E515:46418 == $D$15: 40415

46419 == ¢D$19 J Agregar. .
$E420 == $D420

$B$5 = $D45

$E52:4ES14 <= 404240414

Cambiar. .. | Restablecer todo |

J Eliminar | Ayuda |

Figura Al.4. Parametros de Solver del modelo (3.3).

Para encontrar la solucion del problema, hacer clic en Resolver. Inmediatamente en la hoja Excel
aparecera un cuadro de didlogo informando que Solver ha encontrado una solucion que satisface
todas las restricciones y condiciones. En este cuadro se encuentra marcada, por defecto, la opcion
Utilizar la solucion de Solver. Pulsar el boton Aceptar. La hoja de calculo muestra, en el rango

B23:B29, las soluciones 6ptimas al problema planteado, tal y como puede verse en la Figura ALS.

B4 Microsoft Excel - Aplicacion 3.3

&rchivo Edicion Yer Insertar Formato Herramientas Datos Veptana 7
DEE SRV &R @z 5 8l il
Times Mew Roman -12 - N XK 8 = B 9z oo %9 .

B D E
Restricciones
Normalizacién 1 1
1 1
1,874596 1,874956
0,882728375 1,500002
1,218634033 1,624959
2,249993 2,249993
1,631815036 2,499998
vl 0,000001 0,000001
v2 0,124959 0,000001
ul 0,046817916 0,000001
u2 0,016363587 0,000001
k1 0,017277425 0
k2 0 = 0

Variables Concesionario A

W 1

vl 0,000001
v2 0,124999
ul 0046817916
ul 0016363587
k1l 0017277425
k2 0

a0
Figura AL.S. Solucion 6ptima del modelo (3.3) (Concesionario A).

Los resultados obtenidos indican que la puntuacion de eficiencia técnica pura del concesionario A
es, expresado en términos porcentuales, del 99,159%. Los valores oOptimos de los pesos

(multiplicadores) de los Inputs son: v, =0,000001 y v,~0,125, y de los Outputs:
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

u; ~0,0468 y u, ~0,0164 . Por tltimo, el valor de la constante k (k =k, —k, =~ 0,0173) indica, al

ser mayor que cero, que el concesionario A opera en una zona de rendimientos crecientes a escala.
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Modelo DEA-BCC

ANEXO I1.

EL MODELO DEA-BCC INPUT ORIENTADO EN FORMA ENVOLVENTE

A.l11.1. Planteamiento del problema dual para los concesionarios: B, C, D, Ey F.

A.11.2. Resolucion del modelo (3.7) con Solver de Excel.
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

A.11.1. Planteamiento del problema dual para los concesionarios: B, C, D, Ey F.

Concesionario B
Ming, z; =0
Sujetoa:
14A, + 2505 +8A + 25k, +40A, +24h; =25
200, +42X; +30A +8A, + 224, +30A; =42
11028\, +11h; +14A, +12A0, + 11k, +18);
15028\, +15h; +12X. +13A, +18A, + 204,
Ay +hg+Ac+Ap +A, +A =1
AshgsAesAps g, Ay 20

0 no restringida

Concesionario D
Mingy, z, =0
Sujetoa:
14X, +25M, +8Ac + 25X, +40A, + 244, > 25
200, +421, +30h, +8A, +22A, +301, > 8
120> 8L, + 110, + 140 +120, + 110, +18A,
130> 8L, +15A, +12h +13%, +18%, + 201,
M FAg+Ao+Ay+Ah +A =1
Mpohgoheshpshgshy 20

0 no restringida

Concesionario C
Ming, z. =0
Sujetoa:
14Ah, + 2505 + 8 +25h, +40A, +24h, > 8
200, +420; +30A +8A, + 224 + 304, >30
140 28\, +11A, +140. +120, +114; +18);
120 28\, +15A, +12h +13h, +18A, + 201,
Ay +hg+Ac+Ap +A, +Ap =1
AasAgshesAp,Ap, Ay 20

0 no restringida

Concesionario E
Ming, z; =6
Sujetoa:
14X, +25), +8A +25A, +40A, + 244, > 40
200, +420, +30A, +8Ay + 224, +304, > 22
110> 8h, +11h, + 140, +124, + 110, +18A,
180> 8L, +15A, +12h +13%, +18X, + 201,
M FAg+Ao+Ay+h +A =1
Ayohgoheshpohgahp 20

0 no restringida

Concesionario F

Ming, z; =0

Sujetoa:

14A, + 2505 + 8 + 25k, +40A, +24h, > 24
20M, +420; +30A +8h, +22A, +30A, =30
180 >8A, +11A; +14Ah. +120, + 114, +18X;
200>8A, +150; +12h +13A, +18A; + 204,
M FAg+Ao+Ay+h +A =1
Ayshgshe,Ap,Ap, Ay 20

0 no restringida
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Modelo DEA-BCC

A.11.2. Resolucion del modelo (3.7) con Solver de Excel.

Abrir la hoja de céalculo Excel e introducir los datos de la tabla 3.6 tal y como se refleja en la Figura

AIlL1:

B3 Microsoft Excel - aplicacion 3.4

&rchivo Edicion  ¥er Insertar Formato Herramientas Datos Yeptana 2

DEeE SRV & B® @ = A & Z B -
Times New Roman 12 - N X 8 = B 9 o 43 % | £E i

K49 | =

B D
xl vyl
3 14
11 25
14 12 3
12 13 25
11 18 40
138 20 24

W~ |3 M e k=

Figura A.II.1. Datos de los concesionarios.

A continuacion, seguir los siguiente pasos para resolver el modelo (3.7) con Solver:

Paso 1: Escribir en la hoja Excel las formulas™ que permitan obtener el valor de la funcién

objetivo (que hay que minimizar) satisfaciendo las restricciones, de acuerdo con el modelo

(3.7), tal y como se ilustra en la Figura A.Il.2 para el concesionario A.

EZ Microsoft Excel - aplicacin 3.4

@ Archivo Edicién ¥er [nsertar Formato Herramientas Datos Yeptana 2
DEeE Sy $Bmod o @ = A4l Pue - F,
Times MNew Roman -12 - WX 8 E=E= & o5 oo %8 L% £ <E
| 547 = =
A B C
Concesionario A
Funcion objetivo =FBF2%-107-6*(FBF26+FBE37+HEBEZEHEEE3S) (minimizar)
Restricciones  =SUKMAPRODUCTOD2D7:.$BE31:ERE3E)
=SUMAPRODUCTOEZET, EBE30:8BE35)
=SUMAPRODUCTOB2BT,$BE30:5BE35)
=3UMAPRODUCTO(C2.CT.EBE30:BE3S)
=SUMAFEEE0:EEE3S)
No negatividad
Thita =FBE2Y
LA =FBE30
LE =fBE31
LC =FBE32
LD =fBE33
LE =FBE34
LF =}BE35
Syl =FBE36
Sya =FBE37
Sxl =fBE38
Sx2 =FBE3S
Variables
Thita
LA
LB
LC
LD
LE
LF
Syl
Sy2
Sx1
Sx2

=D2+§B$36
=E2+§B537
=(§B$257B2)-$B$38
=(EB$29*C2)-$BE39

1 (convexidad)

o oo oo oo oo oo

Figura A.I1.2. Modelo (3.7) para evaluar el concesionario A.

28 A efectos de resolucion con Solver:
Thita=0,LA=A,,LB=24z,LC=Ac,LD=Ay, LE=Ag,LF=4;,SO1=5s/,S02=s;,SI1=5;,S02=s,
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

Paso 2: Seleccionar Solver del menu de herramientas e introducir los parametros del modelo.

Celda ohjetivo: B$10 &,
chpoviive: [

Valor de la celda objetiva: T
" Méaximo % Minimo " Valoresde: |0

ambiando |as celdas

|$E$2m:$E430

EY| Estimat
Opciones. ..

Sujetas a las siguientes restricciones;

$B411:$B415 = $0$11:50415
$B417:46427 == $D$17:40$27 J %
Zambiar. .. | Restablecer todo |

J Elirinar | fvvuda |

Figura A.I1.3. Parametros Solver del modelo (3.7) para el concesionario A.

Paso 3. Ejecutar el modelo introducido pulsando el boton Resolver. La solucion proporcionada

por Solver al problema planteado para el concesionario A es la siguiente:

E4 Microsoft Excel - aplicacion 3.4
&rchivo Edicidn Wer Insertar Formato Herramientas Datos Ventana 7
Dl &Ry &R @ = A2 E i,
Times Mew Roman -1 - H X 8 = B 97 oo Y8 L% -
H3E ~]| =
A E
9 |Concesionario A
10 |Funcion objetivo
11 Restricciones
12
13
14
15
16 |No negatividad
17 Thita
18 |LA
19 LE
20 L
21 |LD
22 LE
23 LF
24 |5yl
25 Syl
26 3zl
27 | B=2
28 Variables
29 Thita
an LA
)l LB
32 LC
33 LD
34 LE
35 LF
36
37
38
39 Sx2
40
Figura A.I1.4. Solucion Solver al modelo (3.7) para el concesionario A.

(e o Bl o e DR =R el e B = N
fa e o Bl o R e D =R R e o e e

Lo e Kol Ko e e Ee e e e
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Modelo DEA-BCC

Por tanto, a la vista de los resultados obtenidos puede decirse que el concesionario A es

eficiente: 8 =1 y todos los valores de las variables de holgura son nulos.

La solucion para el resto de concesionarios puede consultarse en la aplicacion 3.4.
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

ANEXO Il1.

EL MODELO DEA-BCC OUTPUT ORIENTADO EN FORMA
MULTIPLICATIVA

A.lll.1. Planteamiento del modelo DEA-BCC Output orientado en forma
multiplicativa para todos los concesionarios.

A.l11.2. Resoluciéon del modelo DEA-BCC Output orientado en forma

mulplicativa del concesionario A usando Solver de Excel.
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Modelo DEA-BCC

A.lll.1. Planteamiento del modelo DEA-BCC Output orientado en forma

multiplicativa para todos los concesionarios.

Concesionario A
Min,;, w, =85, +86, -k,

Sujetoa:

14p, +20p, =1

80, +80, -k, >14p, +20u,
116, +156, =k, =25, +42u,
146, +126, -k, >8u, +30p,
126, +136, -k, >25u, +8u,
116, +186, -k, >40p, +22u,
186, +206, —k, >24pn, +30u,

HisH,,0,,0, 28
k. no restringida

Concesionario D
Min,;, w, =128, +133, -k,

Sujetoa:

25, +8p, =1

806, +80, —k, >14pn, +20p,
116, +156, =k > 25, +42p,
146, +126, =k, >8u, +30p,
126, +136, -k, > 25pu, + 8y,
116, +186, -k, >40u, +22u,
186, +206, —k > 24u, +30p,

HisH,,0,,0, 2 &
k, no restringida

Vicente Coll y Olga M2 Blasco
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Concesionario B
Min,;, wg =118, +156, -k,

Sujetoa:

25u, +42p, =1

80, +80, —k, =214p, +20u,
118, +158, =k, =225u, +42p,
146, +126, —k; =28, +30p,
126, +136, -k, =225, +8u,
116, +1835, -k, >240u, +22p,
186, +206, —k =24p, +30u,

HisH,,0,,0, 28
k, no restringida

Concesionario E
Min,;, wg =118, +186, -k,

Sujetoa:

40u, +22p, =1

80, +80, -k, =14, +20u,
116, +156, =k =225u, +42p,
146, +126, =k, =8, +30p,
126, +1358, -k >25pu, + 8y,
116, +185, -k =240u, +22p,
186, +206, —k; =24, +30u,

HisH,,0,,0, 28
k. no restringida

Concesionario C
Min,;, w. =148, +126, -k,

Sujetoa:

8w, +30p, =1

83, +85, —k. >14p, +20u,
116, +156, — k. > 25p, +42p,
146, +126, — k. > 8u, +30p,
126, +135, — k. > 25, +8u,
116, +185, — k. > 40y, +22p,
185, +205, —k. = 24p, +30u,

HisH,,0,,0, 2
k. no restringida

Concesionario F
Min,;, wg =180, +208, —k;

Sujetoa:

24p, +30p, =1

80, +80, —k; >14p, +20u,
116, +156, =k =2 25u, +42p,
146, +126, —k; = 8u, +30u,
126, +136, =k =225, +8u,
116, +185, —k 240, +22p,
186, +2006, —k; > 24p, +30p,

HisH,,0,,0, 2 €
k; no restringida




Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

A.ll1.2. Resolucion del modelo DEA-BCC Output orientado en forma

mulplicativa del concesionario A usando Solver de Excel.

Seguir los siguientes pasos para evaluar la eficiencia técnica del concesionario A segin el modelo

DEA-BCC Output orientado en forma multiplicativa:

Paso 1: Abrir Excel e introducir los datos relativos a los concesionarios que aparecen en la tabla

3.6 tal y como se muestra en la Figura A.IIL.1.

B4 Microsoft Excel - aplicacidn 3.6
Archivo Edicidn Wer Insertar Formato Herramientas Datos Ventana 7
Ded SRy ia2BRS - @ = A 2Rl - )
Times New Roman 12 - N X 8 & %% o Y9 L0 | S iE

K26 [=| =

A D E
C D
x1 11 14 12
x2 15 12 13
vyl 25 3 25
y2 42 30 8

Figura A.IIL.1. Datos de los concesionarios.

Paso 2: Escribir en Excel las formulas® relativas a las restricciones y condiciones de no
negatividad del modelo DEA-BCC Output orientado en forma multiplicativa que se ha escrito
para el concesionario A en el apartado A.IIl.1 de este mismo anexo. El resultado deberia ser

similar al reproducido en la Figura A.IIL.2.

B4 Microsoft Excel - aplicacion 3.6

&rchivo Edicién Yer Insertar Formato Herramientas Datos Yeptana 7
DEE SRy §BRY v- @ = A 8l -3,
arial -0 - W XK 8 E= B &% m ), &EE O-d-A-.
H3& =l =
A © D
Restricciones
Normalizacién =SUMAPRODUCTO(B4:B5;$B526:58%27) = 1
=SUMAPRODUCTO($ES2: $E53,56%24: $5525)- ($5525-56529) = =SUMAPRODUCTO($ES4:$E55, $6526:$5527)
=SUMAPRODUCTORCH2: $CE3, $B524. §BF25)-($B525-5B529) = =SUMAPRODUCTORCH4:$CE5, $B526:5B527)
=SUMAPRODUCTO(RDE2: §0§3; §EF24: §EF25)-(FEF2E-FE 525 =SUMAPRODUCTOFDE4: 5085, §EF26: §EF27)
=SUMAPRODUCTO(RESZ: §EFS; §EF24: §EF25)-(FEF2E-FE 525 =SUMAPRODUCTO(FES: FEFS; §EF26: §EF27)
it it
it it

=SUMAPRODUCTORFF2: 5F 53, 5B 524 $B525)-(§B525-55529) =SUMAPRODUCTO(RF 54 5F 5, $E526: §B527)
SUMAPRODUCTORGEZ: §G53, §B524: §B520)-(FEF25-FE529) =SUMAPRODUCTORGE: §G 50, §EH26 55527
$E524 0,000001

$B%525 0,000001

$B%26 0,000001

$E527 0,000001

=§E§aE

=§E§29 0

Variabhles Concesionario A
w =SUMAFPRODUCTO(B2:B3; $B%24: $B525)-($6525-55529) (Funcién ohjetivo)
vl
v2
ul
u2
k1
k2

F igura A.IIL.2. . Modelo DEA-BCC Output orientado en forma multiplicativa para el concesionario A.

2 A efectos de resolucion con Solver: [y =u;, 1, =u,,8, =V;,8, =V,.
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Modelo DEA-BCC

Paso 3: Seleccionar Solver e introducir la informacién solicitada (celda objetivo, valor de la celda

objetivo, celdas cuyos valores cambian y restricciones) para definir el problema.

[

&rchivo Edicién  ¥er Insertar Formato Herramientas Datos Yentana 2
b

23 | =| =SUMAPRODUCTO(E2 B3, 55524 $B525)-(55525-55529)

A B D E

Restricciones

Normalizacion

Parametros de Solver E]@
jetivo: EY
0 Celda objetivo $E$23 3

0,000001

Valar de la celda objetiva: Cerrar
0,000001 o - g
IMaximo @+ Minimo " Waloresde: |0

0,000001 Cambiando las celdas

0,000001 [$B424:$B429 ] Estimar
0 Cpciones. ..
Sujetas a las siguientes restricciones:

0
$B$8 = $0%8
$B$9:4E520 »= $D42:4D420 J M

Cambiar... | Restablecer todo |

uZ
k1
k2

fe R e R v e R o 05 =R R e R e I e e S e i e 0 =]

Variables Concesionario A

W 0
vl J Eliminar | Ayuda |
vl
ul
ul
k1l
k2

Figura A.II1.3. Parametros del Solver.
Paso 4: Ejecutar Solver. La solucion a la que se llega es la siguiente:

B4 Microsoft Excel - aplicacion 3.6
&rchivo Edicidn Yer Insertar Formato Herramientas Datos Yentana 7
D SRy R @ = A 23
Tirmes Mew Raman 12 - N & 8 E= e A ]
K32 ~| =
A
Restricciones
Normalizacion 1 1
1 1
1,890378462 1,89037585
1,508792549 0,8806666
1,635987187 1,324236
2,271965374 2,27136%4
2,526369648 1,6425231
1E-06 0,000001
0,127196637 0,000001
0,047641031 0,000001
ul 0016651278 0,000001
k1 0,01758105%9 0
k2 0 = 0

Variables Concesionario A

W 1

vl 1E-06
v2 0,127156637
ul 0047641031
ul 0016651278
k1l 0,017581099
k2 0

Figura A.IIL.4. Solucién del modelo para el concesionario A.
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

El concesionario A es calificado como eficiente (w, =1). Los pesos 6ptimos de los Inputs

son: (9,=¢,0,=0,1272), y de los Outputs: (u, =0,0476,pn, =~0,0166). El valor del
pardmetro k ~ 0,0176 indica que este concesionario opera bajo rendimientos crecientes a

escala.
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Modelo DEA-BCC

ANEXO IV.

EL MODELO DEA-BCC OUTPUT ORIENTADO EN FORMA ENVOLVENTE

A.1V.1. Planteamiento del modelo DEA-BCC Output orientado en forma

envolvente para los concesionarios: B, C, D, Ey F.

A.1V.2. Resolucién del modelo (3.12) con Solver de Excel.
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

A.IV.1. Planteamiento del modelo DEA-BCC Output orientado en forma

envolvente para los concesionarios: B, C, D, Ey F.

Concesionario B Concesionario C
Maxw,hsﬂs_ Zg =@+e(s] +8, +8, +5;) Maxmsﬂs_ Zo =@+e(s] +s, +5, +8;)
Sujetoa: Sujetoa:
14N, + 2505 + 8k + 25k, + 40, + 241, =25¢ +s] 14\, +250; +8he +25h, + 400, + 241, =8p +s,
20\, +420; + 300 +8h, +22A, +30h, =420 +s, 201, +42h; +30A. +8h, +22A; + 30X, =300 +s,
8h, +11h, + 140 +128, +11A, +18A, =11-5; 8h, +11hg + 14N +128, + 114, +18A, =14 -5,
8k, +150, +120. +131, +18%, +20%, =15-5; 8h, +150, +120c +130, + 18X, + 20k, =12-5,
M Fhg+Ao+Ap+h A 21 Ay +Ag+Ao+Ap +A, +Ap 21
AsAgrAesApsAp, Ay 20 AasAgshesAp,Ap,Ap 20

@ no restringida @ no restringida

Concesionario D Concesionario E
Maxw,hs+’s_ Z, =@+e(S; +5, +5; +5,) Maxw’x’shs_ Z, =@+e(s] +5s, +8, +8;)
Sujetoa: Sujetoa:
140, +250; + 8\ +25A, +40h; + 240, =250 +s; 14L, + 250, + 8k +25A, +40A; +24L. =40p +s;
200, +420; +30A +8k, +22A, +30h, =8p +s, 20h, +420; + 300 + 8k, +22A, +30h, =220 +s,
8k, +11h, +140. +120, + 110, +18%, =12-5, 8, +110, +14he +120, + 114, +18X, =11-s]
8k, +150; +120c +130, +18K, + 204, =13-5; 8h, +150, +120c +130, + 18X, + 20k, =18 -5,
Ay A +Ac+ A+ +A; 21 Ay +Ag+hc+hp +Ap +Ap 21
A AgrAesApsAp, Ay 20 AasApgsAesAp,Ap,Ap 20

@ no restringida @ no restringida

Concesionario F
Max(p,w,s_ Z, =@+e(s; +8, +8, +5,)
Sujetoa:
14N, + 2505 + 8\ + 250, + 400, + 24N, =24 +s]
20\, +420; +30A +8k, +22A, +30h, =309 +s,
8h, +11h; +14N. +128, +11A, +18A, =18-5;
8k, +150, +120. +130, + 18X, +20h, =20-s,
MaFAg+Ao+Ap+h +A; 21
Ao AgrAesApsAp, Ay 20

@ no restringida
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Modelo DEA-BCC

A.1V.2. Resolucion del modelo (3.12) con Solver de Excel.

Realizar los siguientes pasos para evaluar la eficiencia del concesionario A segiin un modelo DEA-

BCC Output orientado en forma envolvente.

Paso 1: Abrir la hoja de calculo Excel y disponer los datos de la tabla 3.6 como se muestra en la

Figura A.IV.1:

B4 Microsoft Excel - aplicacidn 3.7
&rchivo Edicion  Wer Insertar Formato Herramientas Datos Venotana 2
DEE SRy {BRT - @ = £ &% Wl o
Times Mew Roman - 12 - | N & 8 = & %% o Y9 L0 | S iE
| ks - =
A B D E
x1 yl y2
8 14 20
11 15 25 42
14 12 8 30
11 18 40 22
13 20 24 30
12 13 25 8

0~ oM e W k=

Figura A.IV.1. Datos de los concesionarios.

Paso 2: Introducir las formulas® del modelo (3.12) segiin se muestra en la Figura A.IV.2 para

evaluar la eficiencia del concesionario A:

A B ©
Concesionario A
Funcién objetivo =§BF29+10°-6*(EBE36+EBE3T+HEBE3E8HEE (masimizar)
Restricciones  =(D2*FBE29)+EBE36 = =5UNMAPRODUCTORDE2 FDE7 EBE30:5BE35)
=(E2*FBE29+EBE3T = =5UNMAPRODUCTO(FEF2FEE T $BE30:5BE35)
=5TNMAPRODUCTOEBEE2:EBET.EBES0EB =B2-§BE38
=5TMAPRODUCTO(RCEZECET. EBE30ER =C2-FBE39
=5TNMABBE30:5BE35)
No negatividad
Fi =fB§29
L =FB$30
LE =fB$31
LC =fBE32
LD =FB$33
LE =FB$34
LF =FB$35
Syl =§B$36
=fBE37
=zl =FB$38
=fB$39

fa Bl e i av il ar B s o B e B e e =

Figura A.IV.2. Modelo (3.12) para evaluar el concesionario A.

30 A efectos de resolucion con Solver:
Fi=g,LA=A,,LB=Ay,LC=Ac,LD=Ap,LE=Ag,LF=X;,Syl=s],Sy2=s;,Sx1=s,Sx2 =5,
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

Paso 3: Seleccionar Solver y definir los parametros:
A B C D E

3 |Concesionario A

MFlmcién objetivo | 0 _I (mazirnizar)

11 |Restricciones

0
0
0
0
0

Cerrar

Parametros de Solver

No negatividad Celda objetivo: $E$10 EY
Fi

L&
LE
L
LD
LE

LF

Valor de la celda objetivo:

& Maximo " Minimo
Cambiandn las celdas

" valores de:

1)
E Estimar

[$E320:$B430

Qpciones. ..

Sijetas a las siguientes restricciones:

$B311:$B514 = $DF11:30514

Syl
Sy2

48515 = $0$15
$BE17 5= $D417

J Agregar...

Cambiar... | Restablecer todo ‘

$B518:1$E$23 »= $D418:4D423
$B524:$B$27 »= $D424:$D$27

T J Eliminar | fyuda ‘
x2
Variables
Fi

LA

LB

LC

LD

LE

LF

o oo oo o oo o oo
fer R e i ae e B ar o B o DR =R =R =R

Figura A.IV.3. Parametros Solver del modelo (3.12) para el concesionario A.

Paso 4: Hacer clic en el boton Resolver para ejecutar el problema. La solucion del modelo para el

concesionario A se muestra a continuacion:

A B o
9 |Concesionario A
Funcion objetive | 1,0000004 {maximizar)
11 |Restricciones 14,000005 14,000005
12 20,000007 20,000007
13 8,000001 8
14 2 8
15 1,0000007 1
No negatividad
17 |Fi
18 L&
19 LB
20 |LC
21 |LD
22 |LE
23 |LF
24 |3yl
25 | 3y2
26 |5zl
27 |Bx2
28 Variables
29 Fi
30 LA
31 LB
32 | LC
33 LD
34 |LE
35 |LF
36 Syl
37 |8yl
35 Sx1
39 |8x2
40

Figura A.IV.4. Solucién Solver al modelo (3.12) para el concesionario A.

1,0000004
1,0000018
-3.52E-12
-5,8%E-07
-3,11E-07

1,0000004
1,0000016
-3.52E-12
-5,88E-07
-3, 11E-07
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Modelo DEA-BCC

Asi, el concesionario A es eficiente puesto que:

o Su puntuacion de eficiencia técnica pura Output es igual a 1 y viene dada por:

IR B
Fi 1,00000036

ETP,

a Todos los multiplicadores o pesos son nulos, salvo el asociado al concesionario evaluado
(A, =1).
o Todas las holguras, Input y Output, son nulas.
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

Capitulo 4

PRINCIPALES EXTENSIONES BASADAS EN LOS
MODELQOS DEA BASICOS

4.1. Introduccion.
4.2. Clasificacion de unidades eficientes en DEA.
4.2.1. Supereficiencia.
4.2.2. Global Leader.
4.3. Modelo con Inputs y Outputs no controlables.
4.4. Medicion del cambio productivo y tecnoldgico a lo largo del tiempo.
4.4.1. El indice de productividad de Malmquist.
4.4.2. Descomposicion de Fare, Grosskopf, Lindgren y Roos del indice de
Malmquist.
4.4.3. Descomposicion del indice de Malmquist al considerar rendimientos
variables a escala: la propuesta de Fare, Grosskopf, Norris y Zhang.
4.5. Otros modelos DEA.
ANEXOS.
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Principales extensiones basadas en los modelos DEA basicos.

4.1. INTRODUCCION

En este capitulo se van a tratar algunas de las principales extensiones de los modelos DEA basicos.
Concretamente, en este cuarto capitulo se estudian métodos para clasificar las Unidades en base a su
puntuacion de eficiencia, como modificar un modelo DEA para incorporar situaciones que
consideran inputs u outputs que escapan al control del gestor, investigador, etc. y como evaluar la
productividad mediante el indice de Malmquist. El capitulo termina con una breve referencia a otros

topicos que habitualmente son tratados en la evaluacion de eficiencia de un conjunto de Unidades.
4.2. CLASIFICACION DE UNIDADES EFICIENTES EN DEA.

Al resolver, por ejemplo, un modelo DEA-CRR Input u Output orientado para cada una de las n
Unidades que constituyen la muestra de estudio, se obtienen puntuaciones de eficiencia iguales a la
unidad (Unidades eficientes) o menores a la unidad (Unidades ineficientes). Evidentemente, la
ordenacion de las Unidades calificadas como ineficientes no entrafia dificultad alguna. Sin embargo,
(que sucede con las Unidades eficientes?. Todas ellas han obtenido la misma puntuacion, la unidad.
Pero, ;puede considerarse que todas las Unidades eficientes son igualmente eficientes?. ;Existen
Unidades unas mas eficientes que otras?. jEs posible establecer algiin tipo de ordenacion para las

Unidades eficientes?

Para tratar de dar respuesta a las preguntas planteadas, varios son los métodos de clasificacion que
. 1 r ’ . .
han sido desarrollados’. Dos de éstos, tal vez los mas aplicados, son los que se revisan a

continuacion.

4.2.1. Puntuacién de Supereficiencia.

Andersen y Petersen (1993:1262)* proponen un método de clasificacion de las Unidades eficientes

consistente en ““comparar la Unidad que esta siendo evaluada (Unidad,) con una combinacién lineal

de todas las otras Unidades de la muestra™, de donde la Unidadg es excluida.

La formulacién del modelo, bajo el supuesto de rendimientos constantes a escala, es la siguiente:

! Por ejemplo, el modelo CEM (Cross-Efficiency Matrix) de Sexton, Silkman y Hogan (1996), del que en Boussofiane,
Dyson y Thanassoulis (1991) puede encontrarse una sencilla explicacion intuitiva de su funcionamiento; o el método de
clasificacion propuesto por Rousseau y Semple (1995).

* El método de Andersen y Petersen (1993) se encuentra implementado en el software Warwick-DEA y en EMS, éste
ultimo desarrollado por Scheel (2000).
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S m
} Ca v _
Mme e L= 0 sz S, sz S,
A r=1 i=1

Sujetoa:

ZXij =y, +s"
i=1

i#0 (modelo4.1)

DX, =0x,—s
j=1

j#0

-
A8 8 20

Si se compara el modelo propuesto® por Andersen y Petersen (1993) con el modelo DEA-CCR Input
orientado (capitulo 2) puede observarse que son muy similares, s6lo que en el primero no se incluye

la Unidad que esta siendo evaluada en el conjunto de referencia.

Por tanto, y como se ilustra en la Figura 4.1, para la Unidad C, ““es posible que una Unidad eficiente
C pueda incrementar proporcionalmente su vector de Inputs y seguir siendo eficiente” (Andersen y
Petersen, 1993:1262), obteniendo en este caso la Unidad considerada una puntuacion de eficiencia
mayor a la unidad. Por esta razéon el método de Andersen y Petersen (1993) se conoce como

Supereficiencia.

Figura 4.1. Andersen y Petersen (1993)

’ En su trabajo Andersen y Petersen (1993) se refieren a la similitud de su modelo con el modelo DEA-BCC Input
orientado en su forma envolvente.
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En la Figura 4.1 también se aprecia como la eliminacion de una Unidad ineficiente (E) no afecta a sus
puntos de referencia; y como, en cambio, la eliminacion de una Unidad eficiente (C) del conjunto de
referencia hace que ésta deje de formar parte de la frontera eficiente, la cual se situara por encima de

la Unidad eficiente que se esta considerando.

La distancia radial (CC’) que separa la Unidad eficiente de la nueva frontera eficiente indicara en qué
medida la Unidad eficiente puede incrementar proporcionalmente su vector de Inputs mientras
conserva la eficiencia. De esta forma las Unidades eficientes obtienen tanteos de eficiencia superiores

a la Unidad y es posible establecer una clasificacion de las mismas.
4.2.2. Global Leader.

El término Global Leader, introducido por Oral y Yolalan (1990), es empleado para destacar a la
Unidad de la muestra que puede ser considerada como la que presenta el mejor rendimiento global.
La Unidad eficiente que aparezca con mayor frecuencia en los conjuntos de referencia de las
Unidades ineficientes sera calificada como Global Leader (EI-Mahgary y Lahdemma, 1995; Avkiran,
1999)*.

Cuando una Unidad eficiente no actiia como referencia de ninguna de restantes Unidades ineficientes
esto podria significar “0 bien que dicha Unidad eficiente sélo lo es en un sector muy reducido o bien

que posee una combinacion Input/Output muy poco comun” (El-Mahgary y Lahdemma, 1995:706).
4.3. MODELO CON INPUTS Y OUTPUTS NO CONTROLABLES.

Hasta ahora, en todo momento se ha hecho referencia a variables sobre las que se tenia control: se
puede aumentar o disminuir la cantidad Input/Output. Sin embargo, existen factores que intervienen
en el proceso productivo que no son controlables por el gestor y, por tanto, no pueden ser variados a
discrecion de éste (Banker y Morey, 1986b; Ray, 1988; Ruggiero, 1998). Esto conduce a considerar

la posibilidad de realizar una particion de los Inputs y Ouputs, al distinguir entre variables

discrecionales (D) y no-discrecionales o fijadas exgenamente (ND), de tal forma que:

X=X, UXyp »XpNXyp =¢  (Inputs)

Y=Y,UYy, ,Y, " Yy, =¢  (Outputs)

* Esta opcion esta disponible en Banxia Frontier Analyst. Deap, software de distribucion gratuita dearrollado por Coelli
(1996), facilita informacion sobre el nimero de veces que una Unidad eficiente actia como benchmark, o peer, de una
Unidad ineficiente.

> Frontier Analyst® de Banxia permite distinguir entre Inputs discrecionales y no discrecionales.
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Ahora, si se considera una orientacion Input y la presencia de Inputs no discrecionales, el modelo

DEA-BCC seria el siguiente:

z,=0

Sujeto a:

n
+
ZXJYU i YrO + Sr
j=1

n
Z A Xy =6Xip0 = Spp
=1

n n
zxjxij = zijiND,O —Snp (1€Xyp)
=1 =1

doA =1

=1

PR
kj,sr,siD,siND >0

(1exp) (modelo4.2)

Aplicacion 4.1.

Nuestro propietario de 6 concesionarios de automodviles ha decidido introducir en su evaluacion de

eficiencia una nueva variables Input. Concretamente, ha considerado la superficie total (cientos m’)

del concesionario. En la siguiente tabla se facilitan los valores observados de todas las variables

(Inputs: x,=Numero de empleados, x,=Depreciacion del Inmovilizado, x,=Superficie en cientos

m?%; y Output: (y,=Numero de vehiculos vendidos).

Variable

Concesionarios (Unidades)

A

B

C D

Inputs

8

11

14 12

15

12 13

14

12

9 15

Outputs

14

25

25

Tabla 4.1. Valores observados concesionarios.

a) Evaluar la eficiencia del concesionario C sin establecer ninglin supuesto acerca de la naturaleza

de los Inputs y/o Outputs (todos son discrecionales). Se deja al lector el célculo de esta

eficiencia.
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b) Considerando las variables Inputs x; y x, como Inputs no controlables, el propietario realiza
una nueva evaluacion de la eficiencia. En el anexo I se especifica el modelo para el

concesionario C y se resuelve utilizando Solver.

En la tabla 4.2. se muestran las puntuaciones de eficiencia de los concesionarios, obtenidas al

ejecutar diversos modelos CCR-IO.

Considerando X3
ConcesionarioNo considerando xs/Inputs controlables|Inputs no controlables
A 78,75 78,75 78,75

75 94,03 82,67

30 39,14 30
86,54 86,54 86,54

100 100 100

54 100 100

Tabla 4.2. Resultados de la evaluacion de eficiencia.

4.4. MEDICION DEL CAMBIO PRODUCTIVO Y TECNOLOGICO A LO
LARGO DEL TIEMPO.

A continuacion se aborda el estudio de la evolucion de la productividad mediante la definicion del
denominado Indice de Productividad de Malmquist (IPM). Distintas aproximaciones han sido
propuestas a la hora de descomponer el indice de Malmquist. La mas popular, y que se desarrolla en

las siguientes paginas, es la descomposicion del IPM de Fire, Grosskopf, Lindgren y Roos (1989 y

1992) (FGLR) en cambio eficiencia® y cambio técnica, asi como la descomposicion de Fire,

Grosskopf, Norris y Zhang (1994) (FGNZ)’ del primer componente, cambio eficiencia, en cambio

eficiencia técnica pura y cambio eficiencia escala.
4.4.1.- El indice de productividad de Malmquist.

Supoéngase dos Unidades (A y B) que obtienen, en dos periodos diferentes ty t+1, un tnico Output

y a partir de un unico Input x. Considérese, asimismo, que la frontera de mejor practica definida

bajo el supuesto de rendimientos constantes a escala no varia entre los periodos ty t+1, es decir, no

% Hace referencia al concepto de eficiencia técnica (eficiencia técnica global).

" Ray y Desli (1997) proponen una descomposicion alternativa a la de FGNZ al considerar como referencia una
tecnologia de RVE. Véase la réplica de FGNZ a este supuesto en Fire, Grosskopf y Norris (1997). Otras interesantes
descomposiciones del indice de Malmquist son las de Bjurek (1994, 1996) y Grifell-Tatjé y Lovell (1999). Lovell (2001)
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existe avance tecnoldgico® entre ambos periodos. La frontera eficiente viene determinada, en el

ejemplo, por la Unidad B. En la figura 4.2. se ilustra la situacion descrita:

Frontera eficiente
tyt+1

Hew o #,

Figura 4.2. Frontera eficiente periodos ty t+1 (no progreso tecnologico).

La productividad® puede definirse como la cantidad de produccién obtenida por unidad de factores de

produccion usados para obtenerla (Parkin, 1995:66).

Dado que se ha supuesto que la frontera eficiente no se desplaza entre el periodo ty t+1, la
ganancia o pérdida de productividad de una Unidad sera el resultado de la ganancia o pérdida de
eficiencia técnica de dicha Unidad en el tiempo (Thanassoulis, 2001:178). Asi, el cambio productivo
(CP ) de las Unidades A y B entre el periodo ty t+1 vendra dado por:

YA,t+1/XA,t+1 ET, 1 B ef/eAHl

CP _ PA,t+1 - N
= = = =
Py, Y / XAt ET,, Cd/ CA,

(ecuacién4.1)

N PB,t+l _ ETB,t+l

CPy =2 -
PB,t ETB,t

donde:

o P,, eslaproductividad de la Unidad A en el periodo t.

0 y,, eselvalor del Output de la Unidad A en el periodo t.

proporciona una mas que exhaustiva revision de las distintas alternativas de descomposiciones del indice de
productividad de Malmquist.

¥ El avance o progreso tecnologico debe entenderse como “el desarrollo de nuevas y mejores formas de producir bienes y
servicios” (Parkin, 1995:61). El progreso tecnologico se relaciona ““con el conjunto de innovaciones y cambios en las
técnicas que desplazan la frontera de produccion obteniéndose, asi, un Output mayor sin variar la cantidad de Inputs
utilizados, o bien el mismo nivel de Output, utilizando menor cantidad de Inputs” (Martin, 2000:3).

? Ver diferencia entre eficiencia y productividad en el capitulo 1.
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Q  x,, eselvalordel Input de la Unidad en el periodo t.

o ET,, indica la eficiencia técnica (global)'® de la Unidad A en el periodo t.

Si CP >1, la Unidad que estéa siendo evaluada ha experimentado una mejora en su productividad, se
encuentra mas cerca de la frontera de mejor practica en el periodo t+1 de lo que lo estaba en el

periodo t (ET,,>ET,), como sucede con la Unidad A (Figura 4.2); lo contrario sucederia en el caso

de obtener un CP <1; mientras que si la Unidad no ha variado su posicion relativa con respecto a la
frontera se obtendrd que CP =1, lo que indicard que no se ha producido cambio productivo en dicha

Unidad.

Si en el contexto descrito anteriormente se permite el desplazamiento, hacia arriba o hacia abajo, de
la frontera eficiente (Figura 4.3), lo que por otra parte resultaria en una situaciéon mas realista, debe
tenerse en cuenta, ademas de la eficiencia técnica, otra fuente del cambio productivo, el cambio

técnico.

De nuevo, para una Unidad cualquiera, el cociente entre su eficiencia técnica en el periodo t+1 y t
es una medida del cambio productivo experimentado (Thanassoulis, 2001:179). Sin embargo, ahora
es posible realizar la evaluacion de eficiencia tomando como referencia bien la tecnologia del periodo

t, bien la del periodo t+1.

Frontera eficiente t+1

Frontera eficiente t

Tﬂu

Xt“l t }{

Figura 4.3. Frontera eficiente periodos ty t+1 (progreso tecnologico)

El cambio productivo de la Unidad A, representada en la Figura de arriba, tomando como referencia

la tecnologia del periodo t (CP, ) sera:

1 Recuérdese que la medida de eficiencia obtenida bajo el supuesto de RCE era una medida de eficiencia técnica global.
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E;’prl C,dl/CAt+l

CP; = = ecuacion (4.2
“TEL odjeA, *2

donde:

o E!

A, ©s la eficiencia técnica de la Unidad A en el periodo t (subindice) respecto a la frontera

eficiente del mismo periodo (supraindice).

a E, ., es la eficiencia técnica de la Unidad A en el periodo t+1 respecto a la frontera en t.
Ahora, como es el caso de la Unidad A representada en la Figura 4.3,E} ,,, puede ser mayor
que 1.

El indice recogido en la ecuacion (4.2) es, precisamente, el indice de productividad de Malmquist

Input orientado'' que, basado en la tecnologia de referencia en t, definieron Caves, Christensen y

Diewert (1982) en términos de funciones distancia'? (ver ecuacién 4.3.). En su trabajo, Caves,

Christensen y Diewert (1982) establecen determinadas condiciones, entre las que cabe mencionar:

1. Especifican, para dos empresas k y 1, una forma funcional del tipo translog, con términos de
segundo orden constantes, para la tecnologia de produccion (Caves, Christensen y Diewert,
1982:1394);

. Las empresas k y 1 pueden representar la misma empresa en dos periodos de tiempo diferentes
o dos empresas diferentes tanto en el mismo periodo de tiempo como en diferentes periodos
(Caves, Christensen y Diewert, 1982:1395).

. Consideran que las empresas operan sobre la frontera de produccion (Caves, Christensen,
Diewert, 1982:1395), no permitiendo, en consecuencia, ineficiencias técnicas. Por tanto, la

distancia de una Unidad en un periodo t respecto a la frontera de dicho periodo es igual a la

unidad, es decir, D'(x,,y,)=1 y D"'(x,,,y.,;)=1. De esta forma la tnica fuente del
crecimiento de la productividad es el cambio tecnolédgico.

El indice de productividad de Malmquist Input orientado definido por Caves, Christensen y Diewert
(1982) tomando como referencia la tecnologia del periodo t (IPM.,) puede escribirse de la

siguiente forma:

' Caves, Chistiansen y Diewert (1982) consideran que hay, y desarrollan, “dos aproximaciones naturales a la medida de
las diferencias en productividad. “Una aproximacion trata las diferencias en productividad como diferencias en el
maximo Output alcanzable dado un determinado nivel de Inputs. Esta aproximacion conduce a los indices de
productividad Output orientados. La aproximacion alternativa trata las diferencias en productividad como diferencias en
el minimo requerimiento de Inputs dado un nivel de Outputs. Este punto de vista conduce a indices de productividad
Input orientados” (Caves, Christensen y Diewert, 1982:1401). En Caves, Christensen y Swanson (1981) analizan la
relacion entre las medidas de productividad Input y Output orientadas.
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t Di(x,,y,) 5
IPM¢p =— ecuacion (4.3)

D;(X t+1 ’YHI)

donde:

o Dj(x,,y,) representa la distancia Input de una Unidad en el periodo t respecto a la frontera

eficiente en dicho periodo y determina la maxima reduccidon que deberia llevarse a cabo en el

nivel de Inputs de la Unidad en el periodo t, dado el nivel de Outputs, para situar a ésta sobre

la frontera eficiente definida en el periodo t. Dj(x',y") puede definirse como:

Di(x,,y,)=Supl*:(x, /0',y,) e L(x,)]
=Inf[6t :(xtet,yt)eL(xt)T1

L(x,)=[(x,,y,):x, puede producir y, |, es decir, L(x,) es el conjunto de posibilidades de

produccion.

Di(x,,y,) puede tomar valores mayores o iguales a la unidad. Asi, si en el periodo t la Unidad
considerada es técnicamente eficiente, esta situada sobre la frontera, D'(x,,y,)=1, en tanto que

si es técnicamente ineficiente entonces Dj(x,,y,)>1.

D;(X,,;,Y ), de forma analoga a la anterior, representa la distancia Input de una Unidad en el

periodo t+1 respecto a la frontera eficiente del periodo t, y mide el ajuste proporcional que
deberia realizarse sobre el vector de Inputs observado para la Unidad en el periodo t+1, dado

el nivel de Outputs, a fin de situar a dicha Unidad sobre la frontera eficiente del periodo t.

Pero, a diferencia de lo que ocurre con Dj(x,,y,), la funcion distancia D'(x""',y""") puede

tomar valores inferiores a la unidad.

Si IPM, >1 entonces D;(x,,y,)>D(X,,,,¥ ), €s decir, la reduccion que hay que efectuar en el

nivel de Inputs de una Unidad en el periodo t para situarla sobre la frontera eficiente en t es mayor
que el ajuste (reduccion o expansion) que seria necesaria efectuar sobre los Inputs de esa misma
Unidad en el periodo t+1 para situarla sobre la frontera eficiente en t, por tanto, se observa en la

Unidad evaluada un incremento de productividad entre el periodo t y t+1. La situacion contraria

'2 Shephard (1970).
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sucederia en el caso de que IPM(., <1, no produciéndose cambio productivo alguno cuando

IPM., =1.

4.4.2.-La descomposicion de Fare, Grosskopf, Lindgren y Roos del indice de

Malmquist.

Si en lugar de definir el indice de productividad total de Malmquist Input orientado respecto a la

tecnologia del periodo t éste se define respecto a la tecnologia del periodo t+1 se tiene que:

o DLy 5
IPMeep =—7——— ecuacion (4.4)
Dl (X t+15Y t+1 )

que en el caso de la Unidad A, véase figura 4.3., equivaldria a:

Elia  cle/cA
At+l s
CP" =—== A, ecuacion (4.5)
Ey ce/cA,

Teniendo en cuenta que la funcion distancia Input (u Output) es igual al reciproco de la medida de

eficiencia técnica Input (u Output) de Farrell (Fire y Lovell, 1978; Grosskopf, 1993), se tiene

que: [D}(xt Y. )]71 =E,. ¥ [D;(x 1Y isr) = E) .. por tanto, a partir de la ecuacion (4.2.) y (4.3.) se

obtiene:

Di(x,y,) E! 'd'/cA
U a8 [CAuwl _ept ecuacion (4.6)
DI(X t+1 ’Yt+1 ) EA.t Cd/CAt

IPM (. =

Analogamente, a partir de las ecuaciones (2.33.) y (2.34.):

Dt+l (X ,y ) Et+1 ' A
IPM{ep, = Hi SackLAR At’:l =20 [CAL =CP," ecuacion (4.7)
DI (X t+1 Y t41 ) EAAt Ce/CAt

Siguiendo a Quirods y Picazo (2001:86): ““la eleccidn de la tecnologia de referencia puede convertirse
en una cuestion relevante en funcion del periodo y el tipo de sector estudiado; cuando el periodo que
se analiza es corto o se pretende investigar un sector con escaso cambio técnico, puede establecerse
una tecnologia fija como referencia para obtener el cambio productivo. Este puede ser, sin embargo,
un supuesto inadecuado si se pretende estudiar un largo periodo de tiempo o el sector analizado se

caracteriza por un rapido cambio productivo”. Para evitar la arbitrariedad en la eleccion de la
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tecnologia de referencia, Fére, Grosskopf, Lindgren y Roos (1989 y 1992) especifican un indice de
productividad de Malmquist como media geométrica de los dos indices de productividad de

Malmquist definidos por Caves, Christensen y Diewert (1982)

El cambio productivo experimentado por una Unidad entre el periodo t y el periodo t+1 medido
por el indice de productividad total de Malmquist Input orientado puede obtenerse a partir de la

expresion:
t te1 |2 2 g
IPMigrr (X 415Y 115X (Y ) = [IPMCCD IPMccp ] ecuacion (4.8)

Sustituyendo (4.3.) y (4.4.) en la ecuacion (4.8.) se tiene:

Dt Dt+l 172
1Y) 1 Xy

D;(X t+1 ’yt+1) D}H (X t+1 ’YH—I)

IPMigrr (X o5 Y 13X 5Y ) = ecuacion (4.9)

Relacionando ésta expresion (4.9.) con la representacion grafica recogida en la figura 4.3. y las

ecuaciones (4.6.) y (4.7.):

/2

ecuacion (4.10
cd/cA, ce/cA, (410

12
t t+1 rqr [N 1
Eatt Earu ] N {C d'/cA,, c'efeA,

IPMgir (X 15Y 15X Y () =
FGLR t+1 t+1 t t EEM EtA+:

Siguiendo a Fére, Grosskopf, Lindgren y Roos (1989 y 1992), la ecuacion (4.9.) puede rescribirse

cComo:

12
Di(x.,y,) |[DI"&xuyw) DIM(x.y,)

D}+1(Xt+19y't+1) D}(XH—I’YHI) D;(Xt’y't)

IPMgir (X 115 Y 415X Y ) = ecuacion (4.11)

donde:

Di(x,.y,)

—————mide el cambio en la eficiencia técnica relativa entre los periodos ty t+1.
DI (X t+15Y t+1 )

Este componente captura los cambios en el tiempo (efecto catching-up) de la eficiencia
relativa, es decir, si la Unidad se esta acercando o se esta alejando de la frontera eficiente.
Esta variacion en el nivel de eficiencia seria “‘resultado de la capacidad que tienen las
empresas, en la gestién de su proceso productivo, para incorporar el progreso tecnolégico”
(Martin, 2000:3).
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o la media geométrica de los dos indices que aparecen dentro de los corchetes de la expresion

12
D;+l (X t+1 ’yt+l) D}+1 (Xt’yt)

(4.11.), es decir, - -
Di(X 1Y) Dixyy)

, captura el cambio en la tecnologia ,

desplazamiento de la frontera tecnologica, entre los dos periodos evaluados ty t+1. El

t+1
) R ., D" (Xy15Y 1) ) . i
primero de los dos indices de esta expresion, ———  , mide el cambio en la tecnologia

Di(X15Y 1)
(desplazamiento de la frontera) para la Unidad en t+1; mientras que el segundo indice,

D (x,,y,)

D¢ ) mide el cambio en la tecnologia (desplazamiento de la frontera) para esa misma
XY

Unidad en t. Asi, el cambio tecnoldgico es medido como la media geométrica de estos dos

cambios (Fére, Grosskopf'y Lovell, 1994:231; Fare, Grosskopf, Norris y Zhang, 1994:71).

En consecuencia, el crecimiento en productividad entre dos periodos t y t+1 es definido, segin
Fére, Grosskopf, Lindgren y Roos (1989 y 1992), como el producto del cambio en eficiencia técnica

y el cambio tecnologico

La expresion recogida en la ecuacion (4.11.) puede también expresarse, haciendo referencia de nuevo

a la figura 4.3, como:

IPMigir (X s15Y 013X (Y () =

12
t+1 t t
EA,t+1 [EA,HI EA,t :|

t t+1 t+1
EA,t EA,t+l EA,t

cd/cA, c'e’/cA ce/cA,

t+1

 TEeh {c'd'/cAHl Cd/CAtTZ

r.r A ry’ 1/2
:C;//% {% %} ecuacion (4.12)
t

Relacionando las expresiones recogidas en (11) y (12) se tiene que:

a El cambio en eficiencia técnica (CE), o catching-up, es:

Di(X,,Y,) ) B _c'elfeAy,
D;H (X t+1 9Yt+l) EfA,t Cd/CAt

ecuacion (4.13)
O Si este indice toma una valor superior a la unidad indicara que la Unidad se ha acercado a la

frontera tecnolédgica (D" (x,,,,y..,)<D!(X,,y,), es decir, ha mejorado su eficiencia técnica

(EY1,, >EY,). Si el cambio en eficiencia técnica toma un valor inferior a la unidad significara
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que se ha producido un alejamiento respeto de la frontera o, alternativamente, ha empeorado la
eficiencia técnica de la Unidad. Un cambio eficiencia técnica igual a 1 revelard que la Unidad
ha mantenido su posicion relativa respecto a la frontera tecnologica.

El cambio tecnologico (CT) es:

t+1 t+1
EA,t+1 E At

172
} ecuacion (4.14)

c'e’ ce

DY (x ) D&,y ] [E CTP
1 XY 1 XYy | Eaw1 Eay :[ﬂ cd
D;(XHI’YHI) D}(Xt’Yt)

Un resultado mayor que 1 en este componente del indice de productividad indicara una mejora
del cambio técnico (progreso técnico) que sera considerado una evidencia de innovacion (Fire,
Grosskopf, Norris y Zhang, 1994:72). Un cambio tecnoldgico inferior a 1 significaria que la

industria ha registrado pérdida de productividad o regreso técnico.

Si para una Unidad se observa entre el periodo ty t+1 una mejora de productividad entonces el

IPM g (X115 Y a15X (»Y, ) Sera mayor que 1; en cambio, si dicha Unidad experimenta a lo largo del
periodo una pérdida de productividad el IPM g (X 11>Y 213X (»Y,) arrojard un resultado inferior a 1;
y si no se produce cambio productivo el IPM g (X (41»Y 13X, -Y,) Serd la unidad. No obstante, debe

tenerse presente que, evidentemente, los componentes de este indice, cambio eficiencia técnica y
cambio tecnoldgico, pueden evolucionar en direcciones opuestas, es decir, es posible que, al mismo

tiempo, se produzca una mejora de la eficiencia técnica y regreso tecnoldgico.

Por tanto, si para Caves, Christensen y Diewert (1982) la tnica fuente de crecimiento de
productividad era el cambio tecnologico, ahora, para Fare, Grosskopf, Lindgren y Roos (1989, 1992)
y Fére, Grosskopf, Norris y Zhang (1994), el cambio productivo puede venir explicado por el efecto
de dos componentes distintos: el cambio en eficiencia técnica (CE), o efecto catching-up, y el cambio

técnico (CT).
Obtencion de las funciones distancia empleando DEA.

Con la finalidad de determinar el indice de productividad total de Malmquist Input orientado,
IPM g r X a1 Y 13Xy, ) » €8 necesario calcular un total de cuatro funciones distancia Input (véase
ecuacion (4.11.)), que serdan obtenidas mediante el modelo DEA-CCR en su forma envolvente, al
suponer tecnologia de rendimientos constantes a escala. Es conveniente recordar que, como se vio al
estudiar las orientaciones DEA, la medida de eficiencia técnica Input orientada suponiendo una
tecnologia de rendimientos constantes a escala es igual al reciproco de la medida de eficiencia técnica
Output orientada en relacion a la misma caracterizacion de la tecnologia de produccion. Por tanto, las
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medidas de productividad de Malmquist Input y Output orientadas asignan valores reciprocos a los
cambios en productividad y cambio técnico. Sin embargo, los componentes de la descomposicion de
los anteriores en cambio eficiencia técnica pura, cambio eficiencia escala y cambio tecnologico, en

general, no tomaran valores reciprocos (Fire, Grosskopf'y Lovell, 1994:235).

Los problemas de programacion lineal que, para cada Unidad analizada, deberan resolverse al objeto

de obtener las funciones distancia Input implicadas en el IPM g r (X 15 413X (»Y,) SO

1. [D}(xt ,Y )]_l = E,,, que es la medida de la eficiencia técnica de la Unidad evaluada, Unidady,

calculada usando los datos observados para dicha Unidad en el periodo t (subindice) en

relacion con la frontera tecnologica del periodo t (supraindice).
1 .
[D}(Xt’y't)] :E(t),t :Mme,k 0

Sujetoa:

Y A=Y, (modelo 4.3)

0X,, > X\
2>0

-1 . . z . .
2. DI (x 1.y w1)| =E.t., eficiencia técnica de la Unidady que es calculada usando los datos

observados para dicha Unidad en el periodo t+1 en relacion con la frontera eficiente en el

periodo t+1.
+ l g
D} l(x t+1 9Yt+1 )} i EI)ZIH = Mme,x e

Sujetoa:
Yiah2 Yo, (modelo 4.4)

e)(O,H—l = Xt+l7\‘
A>0

Para el célculo de las ultimas dos funciones distancias, modelos (4.5.) y (4.6.), se requiere

informacion de los dos periodos, t y t+1, puesto que se comparan los datos de un periodo con la
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frontera eficiente del otro. Ademas, por esta razon, el valor optimo de 6, 0, puede resultar ser

mayor a la unidad.

3. DI(X 5 i )]_l =E! eficiencia técnica de la Unidady calculada a partir de los datos

o,t+1°

observados en el periodo t+1 respecto a la frontera eficiente del periodo t.

1 .
[D}(X t+1 9Yt+1 )} = E(t),t+l : Mme,x e

Sujetoa:

Y A=Y, (modelo 4.5)

0X,,. > X A

A=0

4. [D}+l (X»Y, )}1 =E; eficiencia técnica de la Unidad, calculada a partir de los datos observados

en el periodo t respecto a la frontera eficiente del periodo t+1.
[D;H (X¢5Yy )}1 :E::tl =Min,, 6

Sujetoa:

Yt+l)\‘ 2 YO,t (modelo 46)

0X, > X, M

t+1

A>0

Aplicacion 4.2.
Para los concesionarios A-F se dispone de informacion relativa a dos periodos de tiempo. Los datos

de las variables (inputs y outputs) se muestra en la tabla 4.3.
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Periodo t Periodo t+1
Inputs Out Inputs Out
Concesionario| X Xo Y1 Yo X1 Xo Y1

A 6 8 12 16 8 8 14
6 14 24 40 11 15 25
14 12 10 25 14 12 8
12 12 20 10 12 13 25
12 18 30 18 11 18 40
20 20 25 25 18 20 24

Tabla 4.3. Valores observados concesionarios en los periodos t y t+1.

Si se evalua la productividad de los concesionarios (en el anexo A.Il puede consultarse el proceso a

seguir utilizando Solver), los resultados son los siguientes:

Cambio eficiencialCambio técnico|Productividad
(CE) (CT) (IPM)
1,133 1,041 1,180
1,000 0,748 0,748
1,224 0,980 1,200
0,890 1,296 1,154
1,029 1,287 1,324
0,893 1,109 0,991

Tabla 4.4. Resultados de la evaluacion de la productividad.

Concesionario

Asi, en el periodo considerado el concesionario A ha experimentado un incremento de productividad
del 18% (el IPM=1,18) debido tanto a una mejora de la eficiencia (CE=1,133) como al progreso
técnico (CT=1,041).

4.4.3. Descomposicion del indice de Malmquist al considerar rendimientos

variables a escala: la propuesta de Fare, Grosskopf, Norris y Zhang.

Hasta ahora se ha visto como, bajo el supuesto de rendimientos constantes a escala, el indice de
productividad de Malmquist (véase las ecuaciones (4.11.) y (4.12.)), puede ser descompuesto en
cambio eficiencia técnica y progreso técnico. No obstante, esta aproximacion puede ser extendida al
incorporar rendimientos variables en la tecnologia (RVE)(véase figura 4.4.). El resultado de esta
extension es, siguiendo a Fare, Grosskopf y Lovell (1994:231-232) y Fire, Grosskopf, Norris y
Zhang (1994:74-75), la descomposicion del cambio eficiencia técnica en cambio eficiencia técnica

pura, calculado en relacién con la tecnologia de rendimientos variables a escala) y un componente
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residual que captura los cambios en la desviacién entre la frontera tecnoldgica de rendimientos

constantes y rendimientos variables a escala (cambio eficiencia escala).

Tras la descomposicion a la que se ha hecho referencia, el cambio eficiencia técnica puede expresarse

como:

Di(x,,¥,)

RCE

D;(Xt’yt) D;(Xt’yt) D;(Xt’Yt)

RCE - RVE RVE

1 - 1 1
D;+ (Xt+17Yt+1) D;+ (Xt+17Yt+1) D;+ (Xt+17Yt+l)

RCE RVE RCE

1
D;Jr (X t+1 ’yt+1 )

RVE

ecuacion (4.15)

. . . - . Di(x.,y)
0 Cambio Eficiencia, Cambio eficiencia Técnica, (CE) es: CE= RE | la

1
D;+ (X t+1 ’yt+1 )

RCE

interpretacion del cambio eficiencia técnica es idéntico al comentado anteriormente. Si CE > 1
se ha producido una ganancia de eficiencia, la Unidad evaluada se encuentra mas cerca de la
frontera tecnoldgica de rendimientos constantes en el periodo t+1 de lo que lo estaba en el
periodo anterior. Lo contrario sucederia si CE <1, no produciéndose cambio alguno en el

supuesto de CE =1.

Di(x,,y,)
Cambio eficiencia técnica pura (CETP)= " TRve i CETP > 1 la Unidad evaluada

1
D;+ (X t+1 ’YHI)

RVE

ha conseguido una ganancia en su eficiencia técnica pura, es decir, ha conseguido acercarse en

el periodo t+1 a la frontera tecnoldgica de rendimientos variables a escala.

D;(Xt’Yt)

RCE

Di(x,,y,)

RVE

1
DF— (X t+1 ’YH—I)

RCE

1
D:Jr (X t+1 7Yt+l)

RVE

o Cambio eficiencia escala (CEE) =

. La eficiencia escala en cada periodo

es el cociente entre el valor de la funcion distancia que satisface rendimientos constantes y el
valor de la funcion distancia que satisface rendimientos variables. “El componente de cambio

en eficiencia de escala es una medida de los cambios en la escala de operaciones en relacion
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al tamafio Optimo” (Quir6és y Picazo, 2001:89). Por tanto, la obtencion de un CEE > 1
significard un acercamiento a la escala mas productiva, es decir, para la Unidad evaluada, la
distancia entre la frontera eficiente de rendimientos constantes a escala y la rendimientos

variables se ha reducido en el periodo t +1 respecto al periodo t.

Sustituyendo la expresion (4.15.) en (4.11.), el indice de productividad total de Malmquist Input

orientado de Fére, Grosskopf, Norris y Zhang (1994), IPM ¢ x (X,.1>Y.15X,»Y,) » vendra definido por:

Di(x.¥,)

RCE

; " 12
Di(x,,y.) Di(x.,y.) Dt+1(x Veiq) Dt+1(x ,Y.)
et e vE e e vE I t+1° 7 t+1 I W)t

t+1 t+1
Dr (X, 15Y41) Di (X q>Yii1)
+1°7 ¢+ +1°7 ¢+
I t+1°7 t+1 RVE 1 t+1°7t+1 RCE

t+1
D %Y i)
RVE |

I

PM Kipp Yt XY~
FGNZY t+1’7t+1""t7 t t t
D yerr)  Dpxesyy)

ecuacion (4.16)

es decir,

IPM i, (X115 Y,3X Y, )=CE CT=(CETP CEE) CT ecuacién (4.17)

produciéndose ganancias de productividad a lo largo del periodo considerado cuando IPM ., >1 y
pérdidas de productividad en el caso de IPM,,, <1, no observandose cambio productivo cuando

IPM,, =1.

Resumiendo lo comentado hasta el momento, puede decirse que son dos las fuentes principales de las
ganancias o pérdidas de productividad de una Unidad: el cambio eficiencia técnica y el progreso
tecnologico. Comparando ambos, si el cambio en eficiencia es mayor que el cambio técnico, el
avance en productividad sera debido en mayor medida a las mejoras en la eficiencia, sucediendo lo
contrario en el caso en que el progreso técnico obtenido supere a aquella. A su vez, al descomponer
el cambio eficiencia técnica puede determinarse qué componente, cambio eficiencia técnica pura o

eficiencia escala, constituye fundamentalmente la fuente de avance o retroceso del mismo.

Obsérvese que el componente progreso técnico (desplazamiento de la frontera) recogido en la
expresion (4.11.) y (4.16.) es el mismo. En ambos casos se mide el desplazamiento de la frontera
tecnoldgica de rendimientos constantes a escala (Thanassoulis, 2001:191). Fére, Grosskopf y Norris

(1997) y Fare, Grosskopf y Russell (1998) justifican el empleo como referencia de una tecnologia de
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rendimientos constantes a escala en la obtencion del componente cambio técnico en base a que se

trata éste de un problema de largo plazo.

En la figura 4.4. se ilustran 5 Unidades (A,B,C,D y E), que producen un unico Output Y a partir de
un unico Input X, en dos periodos de diferentes periodos de tiempo t y t+1. Asimismo, en esta
figura se han representado, para ambos periodos, las fronteras eficientes, tanto bajo el supuesto de

rendimientos constantes como variables a escala.

¥ RCE= Rendimientos Constantes

FWE= Rendimientos “ariables

Frontera RCE
petiodo t+1

Frantera REVE

periodo t+1
Frontera RCE

petiodo t

Frortera RWVE
periodo t

Ktﬂ
Figura 4.4. Frontera eficiente periodo t y t+1 (RCE y RVE).
Tomando como referencia, a modo de ejemplo, la Unidad A, ineficiente técnicamente en los dos
periodos considerados. El cambio eficiencia técnica (CE) de la Unidad A en el periodo sera la razon
de la eficiencia técnica en el periodo t+1 respecto al periodo t, suponiendo una tecnologia de

produccion caracterizada por rendimientos constantes.

fg’
fA,, fg fA

t

CE — EA,t+l ~
EA,t fig fAHl fg

fA

ecuacion (4.19)

t

Recordando la relacion de reciprocidad existente entre las funciones distancia y las medidas de

eficiencia de Farrell:

fg'  fA, 1

CE=— =
fAt+1 fg D;+1(Xt+19yt+l)

Di(x,,y,) ecuacion (4.20)
RCE

RCE
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Si en el periodo t+1 la Unidad A se encuentra mas cerca de la frontera tecnologica de rendimientos
constantes de lo que lo estaba en el periodo t, entonces CE > 1; la obtencion de un CE <1 indicara
el alejamiento de la Unidad respecto de la frontera y, por tanto, un empeoramiento de la eficiencia
técnica; no produciéndose ninguna variacion en el nivel de eficiencia técnica, la Unidad en el periodo
t y t+1 se ha mantenido a la misma distancia de la frontera eficiente, cuando se alcanza un valor

CE =1.

Como se vio en el capitulo 3, la eficiencia técnica (ETG) puede ser descompuesta en eficiencia
técnica pura (ETP), medida de eficiencia obtenida suponiendo una tecnologia de rendimientos
variables a escala, y eficiencia escala (EE), medida resultado de comparar la frontera de rendimientos
constantes con la de rendimientos variables. En el caso de la Unidad A, la eficiencia técnica pura y

eficiencia escala en el periodo t y t+1 vendra dada por:

ETP, - fg
fh

At — fA EEA,t N

t

ecuacion (4.21.)

f'g
ETPA,HI a W EE A+l T 1

t+1

El cambio en eficiencia técnica pura (CETP) experimentado por la Unidad A a lo largo del periodo

sera el cociente entre la ETP en el periodo t+1 y t:

flg’
ETP A o fA
CETP=— At _ 1% _ 18 L ecuacion (4.22))
ETP fh  fA_, fh

At

t+1

fA

t
o equivalentemente,

/gr fAt _ 1
f’At+1 ﬂl D;+1(Xt+17Yt+l)

RCE

CETP =

D;(x,,y,) ecuacion (4.23.)
RCE

De manera analoga, el cambio de la eficiencia escala se obtendra como':

" Recuérdese que la eficiencia escala en cada periodo es el cociente entre la funcion distancia que satisface rendimientos
constantes y la funcion distancia que satisface rendimientos variables En el ejemplo que se esta siguiendo, la Unidad A
S . f'A

presenta eficiencia escala en el periodo t+1 porlo que Di"'(x i,y i) =D'(xii,yer) =—tt
RCE RVE  flg’
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Di(x,,y,)

RCE

EE,. Dix.y)

RVE

EEA,‘ D;H (X t+1 ’Yt+1)

RCE

1
D;+ (X t+1 ’yt+1 )

RVE

CEE = ecuacion (4.24.)

que en el caso particular de la Unidad A, dado que estd no presenta ineficiencias de escala en el

periodo t+1, resultara en:

fA, /fg
CEE= CBam _fA/th _fh
EE,, 1 fg

ecuacion (4.25.)

A partir de (26) y (27) se comprueba que

=CE  ecuacion (4.26.)

cET cpe-|_fg A}
f'A

fh ) fg

t+1
Obtencion de las funciones distancia empleando DEA.

Una vez mas, con la finalidad de determinar el indice de productividad total de Malmquist Input
orientado expresado en la ecuacion (4.16.) es necesario calcular dos nuevas funciones distancia Input:

D/ (x,,y,) o U DM (X sV ) g ? AU€ seran obtenidas mediante el modelo DEA-BCC, al suponer

tecnologia de rendimientos variables a escala. Los problemas de programacion lineal que deberan

resolverse al objeto de obtener las funciones distancia Input implicadas en el

IPMFGLR (XH—I > Yirs X Yt) son:

1
1. [D; x,,y,) I =ETP,,, que es la medida de eficiencia técnica pura de la Unidad, calculada
RVE ?

a partir de los datos observados en el periodo t respecto a la frontera eficiente de rendimientos

variables a escala del periodo t.
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1
D;(Xt’Yt)RVE} :ETP;,t:Mine,k Y

Sujetoa:
Y A>Y,,

modelo (4.7.)
0X,, =X\

1A=1
A>0

1
2. D" (x t+l,yHl)RVE} =ETP.}!, que es la medida de eficiencia técnica pura de la Unidad,

o,t+1

calculada a partir de los datos observados en el periodo t+1 respecto a la frontera eficiente de

rendimientos variables a escala del periodo t+1.

1
[D;H (X 1Y 141 ) RVE} = ETPHl = Mine,x 6

o,t+1

Sujeto a:
Y. A>Y,

t+1 0,t+1

modelo (4.8.)
A

t+1

0>(O,t+1 2 X
IA=1

A=0

La resolucion de los modelos (4.7.) y (4.8.), que nuevamente debe efectuarse para cada una de las n
Unidades analizadas, permitira, junto con la solucion de los modelos (4.3.) a (4.6.)., determinar el
indice de productividad de Malmquist para cada Unidad particular, asi como descomponer éste en

cambio eficiencia técnica, cambio eficiencia escala y cambio técnico.

Aplicacién 4.3.
A partir de los datos de la aplicacion 4.2. se ha obtenido el indice de Malmquist de acuerdo con la

descomposicion de Fire, Grosskopf, Norris y Zhang. En el anexo A.III se facilita el procedimiento
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para obtener el IPM y sus componentes utilizando Solver. Los resultados para cada uno de los 6

concesionarios son:

. e Ty Cambio .
Progreso técnico| Cambio eficiencia |[Cambio eficiencia Indice

N eficiencia e
(CT) técnica pura (CETP)| escala (CEE) Técnica (CE) productividad

Concesionario

1,041 1,000 1,133 1,133 1,180

0,748 1,000 1,000 1,000 0,748
0,980 1,091 1,122 1,224 1,200
1,296 0,941 0,946 0,890 1,154

1,287 1,000 1,029 1,029 1,324
1,109 0,890 1,004 0,893 0,991

Tabla 4.5. Resultados de la evaluacion de la productividad.
Tal y como se vio en la aplicaciéon 4.2, el concesionario A presenta un incremento en productividad
del 18%. En su momento se atribuyd el avance en productividad a la mejora en eficiencia
(CE=1,133) y al progreso técnico (CT=1,041). Ahora puede observarse como el buen

comportamiento de la eficiencia viene determinado por el efecto escala (CEE=1,133).

4.5. OTROS MODELOQOS DEA.

En los capitulos 2 y 3 se ha hecho referencia a los modelos DEA basicos: DEA-CCR y DEA-BCC.
Dentro de ésta categorizacion de modelos basicos deberian ser incluidos los denominados modelos
aditivos (Charnes, Cooper, Golany, Seiford y Stutz, 1985), que combinan las orientaciones Input y
Output en un tnico modelo; y multiplicativos. que se obtienen al aplicar sobre los logaritmos de los
valores originales el modelo aditivo (Charnes, Cooper, Seiford y Stutz, 1982; Charnes, Cooper,

Seiford y Stutz, 1983).

El modelo aditivo, considerando rendimientos variables a escala (T?» = 1), puede ser formulado como

sigue:

Max et o (Is+ +1s° )

Sujeto a:
AY-s" =y,

modelo (4.9.)
-AX-s" =—x,

—

1A=1

AsT,s >0
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Como puede verse, la diferencia entre el modelo aditivo (4.9.) y el modelo DEA-BCC es que en el
primero todas las ineficiencias son capturadas en las variables holguras, s’y s™, es decir, en el

modelo aditivo se omite la cantidad proporcional de ineficiencia dada por 0.

A partir del modelo propuesto por Charnes, Cooper y Rhodes (1978) la metodologia DEA ha
evolucionado enormemente'*. La mayoria de estas mejoras han sido resultado de lagunas encontradas
en los modelos a través de su aplicacion empirica. Esta evolucion en la metodologia DEA ha

permitido que, entre otras cuestiones, en los modelos:

0 Pueda relajarse la necesidad de que las variables sean medidas en una escala continua y se
incorporen variables de tipo categorico (Banker y Morey, 1986a; Kamakura, 1988; Charnes,
Rousseau y Semple, 1992; Rousseau y Semple, 1993; Charnes, Cooper, Lewin y Seiford,
1994; Forsund, 2001).

Se pueden tener en cuenta variables del entorno (Fried, Schmidt y Yaisawarng, 1995) que

g 5 2 g 15
pueden influir sobre la eficiencia y no pueden ser controladas

En lugar de permitir que la DMU evaluada incorpore en su medida de eficiencia los pesos
que le resultan mas favorables (completa flexibilidad) es posible establecer restricciones en
los mismos. En este sentido, varias son las aproximaciones disponibles para restringir los
pesos: Asi, entre otros, Dyson y Thanassoulis (1988) imponen limites superior e inferior a
los multiplicadores; Wong y Beasley (1990), en lugar de establecer restricciones sobre los
pesos inputy y/u output, introducen restricciones sobre los inputs y/u outputs virtuales; y
Thompson, Singleton, Thrall y Smith (1986) y Thompson, Langemeier, Lee y Thrall (1990),

. o 16 z . .
en el modelo conocido como region de confianza °, construyen limites superiores e

inferiores para los valores que pueden tomar los pesos (o multiplicadores)'”.

La posibilidad de trabajar con un panel de datos (Charnes, Clark, Cooper y Golany, 1985), a
lo que suele hacerse referencia como Analisis Ventana (Window Analysis), que permite
estudiar el cambio de la eficiencia en el tiempo, cuando para una DMU se dispone de

informacion en varios periodos de tiempo.

14 A este respecto puede consultarse, por ejemplo, Pastor (2000).

15 Existen distintos métodos para incorporar este tipo de variables en un analisis DEA. Para mas detalles puede
consultarse Banker y Morey (1986a); Bessent y Bessent (1980); Charnes, Cooper y Rhodes (1981).

' Modelo Assurance Region (AR). Pueden definirse modelos AR tipo I (ARI) o modelos AR tipo II (ARII), dependiendo
de que las restricciones afecten Unicamente a pesos input y/u output, en el caso del primero, o que las restricciones
afecten simultaneamente a los pesos input y output, en el caso del segundo.

"7 Mas detalles en Allen (1997) y Allen, Athanassopoulos, Dyson Thanassoulis (1997). Muy recomendable, por la
claridad de exposicion, la lectura de Thanassoulis (2001: capitulo 8).
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Principales extensiones basadas en los modelos DEA basicos.

ANEXO I

MODELO DEA-BCC INPUT ORIENTADO
CON INPUTS NO DISCRECIONALES

A.l1.1. Modelo CCR-10 con inputs no controlables.
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

A.l.1. Resolucion del modelo (4.2) bajo el supuesto de rendimientos constantes a

escala para el concesionario C con Solver de Excel.

El modelo 4.2 corresponden a un modelo que supone rendimientos variables a escala. En la
aplicacion 4.1 se desea evaluar la eficiencia de los concesionarios suponiendo rendimientos

constantes a escala, por lo que habra que eliminar la restriccion de convexidad del modelo 4.2.
Para obtener la puntuacion de eficiencia del concesionario C seguir los siguientes pasos:

Paso 1. Los datos: Introducir en el rango A1:E7 (Figura Al 1) los valores Input y Output de los 6

concesionarios. Esta informacion se encuentra disponible en la tabla 4.1..

Microsoft Excel - Aplicacion 4.1

Ii—‘_"l Archiva  Edicion  Yer Insertar Formato  Herramientas Datos  Wentana 7
RN N RN N NS A B £ =

! arial -0 -|N &K 8| E==E ey oom € 55 %
K14 pd

B c D E
®1 x2 x3 y1
] ] 14 14
11 15 12 25
14 12 g g
12 13 15 25
1 15 20 40
15 20 g 24

|D:l"'\w-llZ'Dl'_'l‘1-l“-'.-l'_n_'ll\_?—1

Figura AI.1. Datos procedentes de la tabla 4.1.

Paso 2. Escribir en la hoja Excel, y como se muestra en la Figura A.IL.2, las formulas'® que permitan
obtener el modelo DEA-CCR para el concesionario C. Recuérdese que el input x3 es no controlable

(en rojo en la Figura A.IL.2).

18 A efectos de resolucion con Solver:
Thita=0,LA=X,,LB=A5,LC=Aq,LD=Ap,LE=Ay,LF=L;,Syl=s,,Sxdl=s,,Sxd2=s,;Sxndl =s,
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Principales extensiones basadas en los modelos DEA basicos.

A | B
Concesionario C
Ohjetivo =$B%30-10~6"(B37-B38-639)
Restricciones  =SUMAPRODUCTORES31: $E%36, FEFZ $EFT) =E4+5B%37
=SUMAPRODUCTO(3ES31:56536, 5652557 =($B%30*B4)-$B%35
=SUMAPRODUCTO(3B$31: 568536, FC52: 5C57) =($B%30*C4)-$B%30
=5UMAPRODUCTORES31: $E 536, $0E2: 5067 =D7-5B540
No negatividad
Thita =$B%30
LA =$B%31
LB =$B%52
LC =$B%33
LE =$B%34
LF =$B%35
LD =$B%36
Syl =$B%37
Sud1 =$B%35
Sud2 =$B%32
Sundi =$B%40

MMMMMMMM_:_\._:_:_\._:_:_\._:_:LD
SO O e (LD | D = O D | OO ] | O (M e (LD B = O
oDoooooooooo

Variahles
Thita
LA,

LB

LC

LE

LF

LD
Syl
Sxdl
Sxd2
Sxndl

Figura AIL.2. Modelo CCR-IO con el input X3 no controlable.

Paso 3. Definir el modelo en Solver y ejecutarlo, los resultados son:

A | B | C | D | E
Concesionario C

Ohjetivo 0,300002

Restricciones i]

22

36

4

No negatividad
03
0
0
2,0647E-13
0
02

[\_’I[\_][\_][\_][\_][\_][\_][\_]_\_\_\_\._x_\_\_\_\._xm
=1 o |th| & Q|| =S oo || - o | e (LR =S
ocoooooooooo

28 |Variables

29 |Thita 03
30 1]
I 1]
32 2 0B47E-13
33 1]
34 0z
35 1]
36
37 |Sxdl
35 |Sxd2
39 |Sxnd1 4

Figura AIL.3. Resultados para el concesionario C.

La puntuacion de eficiencia del concesionario C considerando que el input x3 en no contrable es de

0,3 0 30%.
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

ANEXO I1.

EL INDICE DE PRODUCTIVIDAD DE MALMQUIST:
DESCOMPOSICION DE FARE, GROSSKOPF, LINDGREN Y ROOS
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Principales extensiones basadas en los modelos DEA basicos.

La descomposicion de Fire, Grosskopf, Lindgren y Roos del indice de productividad de Malmquist

se ha definido como:

12

t+1 t t
E0t+l E0t+1 . EO,t

t t+1 t+1
EO,t EO,t+1 EO,t

IP1\/[FGLR (X 1o Yo X0 Yt ) = (ecuaCi(’)n Al 1)

Para determinar el IPM es necesario calcular, para cada uno de los concesionarios disponibles, cuatro

funciones distancias:

Pixyol =Es L PGyl =B PGy =B Py o] =R

A continuacion se describe, para el concesionario A, como obtener las medidas para obtener el IPM a

través de Solver. Con el resto de concesionarios se actuaria de forma analoga.

Paso 1: Abrir un nuevo libro Excel e introducir, en cuatro hojas19 distintas, los datos de la tabla 4.3

tal y como se refleja en la Figura A.IL1:

Ed Microsoft Excel - MALMQUIST FGLR

&rchivo Edicion Wer Insertar Formato Herramientas Datos Yentana 7

Dzld Shy $B2RC gzﬁs“lslﬂ,@wo%v@v

TimesMewRoman - 12 - N XK 8§ EE=EEH T % w W% | EE - d-A -

L25 j =
A B © D F H

periodo t periodo t+1
x1 x2 yl x2
6 8 12 8 8
6 14 24 11 15
14 12 10 14 12
12 12 20 12 13
12 18 30 11 18
20 20 25 18 20

W o~ 0 m &= W k=

Figura A.II.1. Datos de los concesionarios.

Paso 2: Calcular [Di(x.,y.,)]" = E},

Escribir en la hoja 1 de Excel, y como se muestra en la Figura A.IL2, las formulas®® que

permitan obtener el modelo DEA-CCR tomando los datos del periodo t.

" Por defecto, los datos son introducidos en la hoja 1. Para cambiar de hoja, hacer clic en la pestafia situada en la parte
inferior de la ventana y que indica, resaltada en negrita, el nimero de hoja activa. Si unicamente le apareciesen tres hojas
activas, para insertar una nueva hoja: seleccionar Hoja de célculo del ment Insertar.

2 A efectos de resolucion con Solver:

Thita=60,LA=2,,LB=%Ay,LC=A,LD=Ay, LE=A;,LF=2;,Syl=s',Sy2=s},Sx1=s;,Sx2 =s;
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

|| A |

| 10 Concesionario A

| 11 |Funcién objetive =FB$29-10"-6*(FE$36+EBE37THEBE3E+EBE39) | (minimizar)

| 12 [Restricciones =5UNMAPRODUCTOMRDES EDER FBE30FRE35) = =D3+EBE36

|13 | =5UMAPRODUCTO(RES 3 $EES, EBE30EBE3S) = =E3+§BE37

| 14 | =5UNMAPRODUCTORES 3 FBEE EBE30:5BE35) =(FBE2S*E3)-FBE3R

15 =SUMAPRODUCTO(SCE3-5CE8,5B530.$BE35) = =($B§29*C3)-§B$39

| 16 |No negatividad

17 | Thita =p29

18 |LA =B30
19 |LE =E31

20 |LC =B32

21 |LD =BE33

|22 |LE =E34
|23 |LF =E35
| 24 |3y1 =E36

25 | Sy2 =B37

26 |3x1 =BE38

| 27 |Sx2 =B39
28 |variables
29 Thita
30 LA
31 LB
32 LC
33 LD
34 LE
35 LF
36
37
38
39

fan el e N o Bl o B o Dl = N o PR e e )

Figura A.I1.2. Modelo para obtener E;’t .

Definir el modelo en Solver y ejecutarlo, los resultados son:

A
Concesionario A
Funcion objetivo| 0,8749938 (minimizar)
Restricciones 12,000001 = 12

20,000002 = 20,000002
3,0000003 = 3,0000003
7.,0000006 = 70000006
No negatividad
Thita 0,8750001
La 0
LE 0,5
LC
LD
LE
LF
Syl 0
Sy2 4,0000017
Sx1 2,2500002
5x2 0
Variables
Thita 0,8750001
LA 0
LB 0,5
LC
LD
LE
LF
Syl 0
Sy2 4,0000017
Sx1 2,2500002
Sx2 0

Lo e o B e o DR =R R e o e e e

Figura A.I1.3. Resultados para el concesionario A.
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Principales extensiones basadas en los modelos DEA basicos.

Paso 3: Calcular [D;+1 (X ,ym)}l =E; .

Escribir en la hoja 2 de Excel, y como se muestra en la Figura A.IL4, las formulas®’ que

permitan obtener el modelo DEA-CCR tomando los datos del periodo t+1.

| A | B [ ¢ [ o ]
| 10 Concesionario A

| 11 |Funcién objetivo =§B§25-10"-6*(FBF36+-5BE37+EEF38+EBE3S) | (minimizar)

|12 [Restricciones  =SUMAPRODUCTO(FIF3. 5158, $BE30:FBE35) = =I3+5BE36
13 =2UMAPRODUCTO(EIE3 8188, $BE30:5BE35) =I3+§BE37

14 =3UMAPRODUCTO(SGEZ$GES EBE30.EBE3S) =(FB$29*G3)-FBE38
15 | =SUMAPRODUCTO(SHEZFHES FBE30.5BE35) = =(fBE29*H3)-FRE3S
| 16 |No negatividad

|17 | Thita =E2%
18 LA =E30
19 |LE =E31
|20 |LC =E32
21 |LD =E33
|22 | =E34
23 =E35

24 | =BE36
|25 | =B37
|6 |5xl =R38
| 27 | =B39
28 |wariables
29 | Thita

30 |LA

31 |LB

32 |LC

33 |LD

34 |LE

3 |LF

36
37
38

39

[ Rl e e o i o e D =R o o D) == e}

. t+1
Figura A.I1.4. Modelo para obtener E At

Definir el modelo en Solver y ejecutarlo, los resultados son:

21 A efectos de resolucion con Solver:
Thita=0,LA=%,,LB=Ag,LC=Ac,LD=Ap, LE=Ay, LF=A,Syl=s/,Sy2=s5,Sx1=5s,Sx2 =5,
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

A B ©

Concesionario A
11 | Funcion objetive 0,7915906 (minrmizar)
12 Restricciones 14 = 14
13 20 = 20
14 5,6460177 = 5,6460177
15 7.8327434 = 7.8327434

No negatividad
17 | Thita 0,9915929
18 |LA 0
19 |LB 0,4353982
20 LC 0
21 LD 0
22 |LE 0,0778761
23 LF 0
24 |3yl 0
25 |Sy2 0
26 |Sx1 2,2867257
27 Sx2 0
28 \wariables
29 | Thita 0,9915929
30 LA 0
31 LB 0,4353982
32 LC 0
33 LD 0
34 LE 0,0778761
3 LF 0
36 Syl 0
37 Sy2 0
36 Sx1 2,2867257
39 Sx2 0

L e o Bl o e DR =R e o R =R e e

4n
Figura A.IL.5. Resultados para el concesionario A.

Paso 4: Calcular [D;(xt+1 ,ym)}l =E, -

Escribir en la hoja 3 de Excel, y como se muestra en la Figura A.IL6, las formulas™ que

permitan obtener el modelo DEA-CCR tomando los datos del periodo t+1.

22 A efectos de resolucion con Solver:
Thita=0,LA=A,,LB=Agz, LC=Ac,LD=Ap, LE=Ag,LF=A,Syl=s,Sy2=s5,Sx1=s;,Sx2=s,
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Principales extensiones basadas en los modelos DEA basicos.

|| A |

| 10 Concesionario A

| 11 |Funcién objetive =FB$25-10"-6*%($BE36+EBE37HEBE35+FBE39) | (minimizar)

| 12 |Restricciones | =SUMAPRODUCTO(SDSZ.$DES, FEE30.5B535) = =I3+§BE36

113 | =STUMAPRODUCTOFEES FEER FBE30:5BE35) = =I3+5BE37

| 14 | =SUMAPRODUCTO(FBEZFRES, EBE30:FBE3S) =(FBF29*G3)-FBE3R
15 =SUMAPRODUCTO(RCESFCES FREZ0:5BE3) = =(FBF29*H3)-FBE39

| 16 |No negatividad

(17 | Thita =$B29

18 |La =$B$30

19 |LB =$B§31
20| L =fBE32

21 |LD =fE§33

|22 |LE =FB$34
|23 |LF =FB$35
|24 |251 =FB$35
| 25 |5y2 =fB$37
| 26 |2x1 =FB$38
| 27 |5x2 =fB$39
28 wariables
29 Thita
LA
LB
LC
LD
LE
LF

fan el ar N o R o B e Dl = R o R e e e

Figura A.IL.6. Modelo para obtener E}, ..

Definir el modelo en Solver y ejecutarlo, los resultados son:

A
Concesionario A
Funcion objetivo  1,02082533  {munitmizar)

Restricciones 14 = 14
23,3323333 = 23,3333333

3,5 = 35

2,16666667 = 3,16666667

No negatividad

Thita 1,02083333

L& -1,027E-10

LE 0,58323333

LC 0

LD 0

LE 6,7424E-12

LF -3,694E-13

Syl 0

Sy2 3,33323333

Sx1 4, 66666667

5x2 0

variables

Thita 1,02083233

LA -1,027E-10

LB 0,58323333

LC 0

LD 0

LE 6,7424E-12

LF -3,694E-13

Syl 0

Syl 3,33323333

Sx1 466666667

Sx2 0

Fi;gura A.IL.7. Resultados para el concesionario A.

Lo an o o B o PR o R o D) o PR e R )
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

Paso 5: Calcular [D;”(Xt Y4 )}l = E:i :

Escribir en la hoja 4 de Excel, y como se muestra en la Figura A.IL8, las formulas® que

permitan obtener el modelo DEA-CCR tomando los datos del periodo t+1.

A E [ ¢ [ © ]

10 Concesionario A
11 |Funcién objetivo =fB$29-10~-6*%(FEF36+FBF37+EEE38+8E839)  (minimizar)
12 |Restricciones  =3UMAPRODUCTO(SIE3.FIE8,EBE30:5BE35) = =D3+3BE36
13 =SUMAPRODUCTORTES$TE5. $BE30:5BE35) = =EZ+§BE37
14 =SUMAPRODUCTOMFGEZEGEREBE30:8BE3S) =($EE29*R3)-FBE3R
15 =5UMAPRODUCTOHES FHER SBE30:5BE35) =(FBE29*C-FBE39
16 |No negatividad
17 | Thita =B29
18 LA =BE30
19 |LE =E31
20 |LC =B32
2 |LD =B33
2 |LE =B34
23 |LF =BE35
24 |5yl =BE36
25 |8y2 =B37
6 [5x1 =BE38
27 |5x2 =BE39
28 |variables
29 |Thita
30 LA
31 LB
32 LC
33 LD
34 |LE
35 |LF
3B
37
38
39

an

Lan e o [ e o B =R = e R e e Y e |

. t+1
Figura A.I1.8. Modelo para obtener E ;.

Definir el modelo en Solver y ejecutarlo, los resultados son:

23 A efectos de resolucion con Solver:
Thita=0,LA=A,,LB=Agz, LC=Ac,LD=Ap, LE=Ag,LF=A,Syl=s,Sy2=s5,Sx1=s;,Sx2=s,
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Principales extensiones basadas en los modelos DEA basicos.

A B ©

Concesionario A
11 Funcion objetive  0,2309731 (munitmizar)
12 Restricciones 12 12
13 16 16
14 46725664 46725664
15 6,6477876 6,6477876

No negatividad
17 | Thita 0,8308735
18 |LA 0
19 LB 0,3327434
20 | LC 0
21 |LD 0
22 |LE 0,0920354
23 |LF 0
24 Syl 0
25 Sy2 0
26 Szl 0,3132743
27 |5x2 0
28 Variables
29 | Thita 0,8305735
30 LA 0
31 LB 0,3327434
32 LC 0
33 LD 0
34 LE 0,0920354
35 |LF 0
36 Syl 0
37 |Sy2 0
36 Sx1 0,3132743
39 Sx2 0

Figura A.I1.9. Resultados para el concesionario A.

(e Rl el e R o Bl an R e D5 =R e P o N s P -

Paso 6. Sustituir en la expresion de la ecuacion (A.IL.1) los resultados obtenidos en los pasos

anteriores, que de forma resumida han sido:

1 " 1 "
lD;(Xt 7Yt)J = E;,t = 0’875 5 [D; I(XHl’}IHl)} :E;,iﬂ = 0’9916

1 - 1 +
[D;(XHI > Y 41 )} = E;,Hl ~1,0208 ; [D; I(Xt > Y1 )} i E;l ~ 0,831

Asi pues, el indice de productividad de Malmquist sera:

" 12
Elw  Eiw Ei 09916 10208 0875
E,, Ei., EI 0875 09916 0831

IPMigip (X5 Y 013X, Y ) =
IPM g r (X i Y 15Xy, ) = 1179862 1d.18

donde:

E . 09916
E., 0875

o Cambio eficiencia técnica: =1,13325 ;$,133

12 1/2

Eywi Ea 10208 0875
B, Bi 0,9916 0,831

,t+1

o Cambio tecnologico: =1,04113 ;3,041
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

ANEXO I11.

EL INDICE DE PRODUCTIVIDAD DE MALMQUIST:
LA PROPUESTA DE FARE, GROSSKOPF, NORRIS Y ZHANG.
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Principales extensiones basadas en los modelos DEA basicos.

La descomposicion de Fire, Grosskopf, Lindgren y Roos del indice de productividad de Malmquist

se ha definido como:

Di(x,,y,)

RCE

D;(X"y‘) D;(X"y‘) ) D;H(Xtﬂaytﬂ) DIH(XI’yt) "

RVE RVE

IPMpgrz (X 15 Y 53X Y, ) =
e Il t I D;H(Xtﬂaytﬂ) DIH(XHI:VYlH) D:(XHI’yHI) DI(Xl’yt)
R

RVE

D" (X 415 Y 1) N
(ecuacion ALIIL1)

Para determinar el IPM es necesario calcular, para cada uno de los concesionarios disponibles, seis

funciones distancias:

Dl .yl =B D G yed) =B D yad)] = B

1 1

+ 1 + + +
[D; 1(Xt’Yt)J . E:),tl D;(XtaYt) = ETP(:,t > D; I(XtﬂaYtﬂ) =ETP, 1

o,t+1
RVE RVE

A continuacion se describe, para el concesionario A, como obtener las medidas para obtener el IPM a

través de Solver. Con el resto de concesionarios se actuaria de forma anéloga.

Paso 1: Abrir un nuevo libro Excel e introducir, en seis hojas”* distintas, los datos de la tabla 4.3 tal y

como se refleja en la Figura A.IL1:

Ed Microsoft Excel - MALMQUIST FGLR
Archivo Edicion Yer Insertar Formato Herramientas Datos Yenokana 2
DEed SAY & B2RT @ = A& 2% Ml -3,
Times Mew Roman 12 - H X 8 E== & =g om 0,0 i . By . é > |S.¢ |.(_x
L25 j =
A B © D E F @ H
periodo t periodo t+]]
x1 x2 yl y2 xl x2
6 8 12 16 8 8
6 14 24 40 11 15
14 12 10 25 14 12
12 12 20 10 12 13
12 18 30 18 11 18
20 20 25 25 18 20

W o~ o m =W k=

Figura A.IIL.1. Datos de los concesionarios.

Paso 2 a 5: Repetir los pasos 2 a 5 descritos en el Anexo II.

1
} =ETP},

Paso 6: Calcular [Di(Xt 2Yo)

RVE

* Por defecto, los datos son introducidos en la hoja 1. Para cambiar de hoja, hacer clic en la pestafia situada en la parte
inferior de la ventana y que indica, resaltada en negrita, el nimero de hoja activa. Si unicamente le apareciesen tres hojas
activas, para insertar una nueva hoja: seleccionar Hoja de célculo del ment Insertar.
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Evaluaciodn de la eficiencia mediante el andlisis envolvente de datos.
Introduccion a los modelos basicos.

Escribir en la hoja 5 de Excel, y como se muestra en la Figura A.IIL.2, las formulas®™ que

permitan obtener el modelo DEA-BCC tomando los datos del periodo t.
A B c D

Concesionario A

Funcién objetive =§BE30-10"-6*(3BF37+EBEISHEBE39+EBE40) (minimizar)

Restricciones =5TUMAPRODUCTORDEEDES FEE21:5RE36)
=STUMAPRODUCTO(EESZ FEES FBE31LEREE)
=SUMAPRODUCTO(FBE3EBES FBE31.EBE36)
=STUMAPRODUCTO(ECESECER FBE31:5BE36)
=SUMA(R31B36)

=D3+5B$37

=E3+§B$33

=($B$30*B3)-EB39

=($B$30+C3)-§B$40
1

No negatividad

Thita

L&

LB

LC

LD

LE

LF

2yl

vy

=zl

2xd

variables

Thita

LA
LB
LC
LD
LE
LF

fan el o o B o R o R e R R o R e R e

Figura A.IIL.2. Modelo para obtener ETP, .

Definir el modelo en Solver y ejecutarlo, los resultados son:

%5 A efectos de resolucion con Solver:
Thita=0,LA=A,,LB=Agz, LC=Ac,LD=Ap, LE=Ag,LF=A,Syl=s,Sy2=s5,Sx1=s;,Sx2=s,
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A
10 |Concesionario A

—

11 | Funcion objetivo
12 |Restricciones
13

14

15

16

17 No negatividad
18 | Thita

19 L&

20 LB

21 |LC

22 LD

23 LE

24 |LF

25 3yl

26 | Sy2

27 3zl

26 |Sx2

29 'Variables

30 Thita
31 LA
32 LB
8 LC
34 LD
E5 LE
36 LF
37 Syl
=] Sy2
39 Sx1
40 Sx2

Figura A.IIL.3. Resultados para el concesionario A.

—
Ll g
—
Lea Tl gve)

— 0O T
I
— 0O T

(e el o il o e s Rl e R =
fa e o il o [ e D s R o S e e o i e

fawy parl Rl R ) far fan | Ran ) R Lo Lt

L]

1
Paso 7: Calcular [D{™ (X ,;,Y,) RVE} - ETP;:J+1

Escribir en la hoja 6 de Excel, y como se muestra en la Figura A.IIL4, las formulas®® que

permitan obtener el modelo DEA-BCC tomando los datos del periodo t+1.

26 A efectos de resolucion con Solver:
Thita=0,LA=%,,LB=Ag,LC=Ac,LD=Ap, LE=Ay, LF=A,Syl=s/,Sy2=s5,Sx1=5s,Sx2 =5,
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A B ©

Concesionario A

Funcién objetivo =§BF30-107-6*(FBF37+FBE3HEBE3+EBEA0) | (minimizar)

Restricciones | =SUMAPRODUCTO(RIEZFIEE FBE31:EBE36) = =I3+EB$37
=5UMAPRODUCTO(RIE3- 8158, 8B531-5BE36) =J3+§B§38
=5UNAPRODUCTO(EGESEGEE, S B3 1.5BE36) =(FBE30*G3)-FBE3S
=5UNAPRODUCTO(EHES FHES SBEE31.5BE36) =(FBE30*H3-FBE40
=SUMAB3I1TE36) 1

No negatividad

Thita

L&

LB

LC

LD

LE

LF

Syl

Syl

Sxl

2x2

variables

Thita

LA

LB

LC

LD

LE

LF

fe Rl el o i as ) e B R e o R s R R e B E =

t+1

Figura A.IIL.4. Modelo para obtener ETP,,,, .

Definir el modelo en Solver y ejecutarlo, los resultados son:

A B
Concesionario A
Funcion objetivo
Restricciones

No negatividad
Thita
L&
LB
LC
LD
LE
LF
Zyl
vy
=zl
Zxd
variables
Thita
LA
LB
LC
LD
LE
LF
Syl
Sy2
Sx1
Sx2

Figura A.IIL.5. Resultados para el concesionario A.
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Paso 8. Sustituir en la expresion de la ecuacion (A.IIL.1) los resultados obtenidos en los pasos

anteriores, que de forma resumida han sido:

[ 1 + 1 +
_DI(XUyt)} =E\ ~0875 ; [DI (X e15Y o )} =Ej. 09916

[ -1 . 1 "
_]);(Xt+l’yt+l):| :sz,tﬂzlﬂozog ; [Dil(xt’Yt)] =E;,120,831

[ 1 1
D; (X oY ¢ ) RVE ]> N ETP,;,t =1 5 [D:H (X 415 141 ) RVE } e ETP:,rtlJrl =1
Asi pues, el indice de productividad de Malmquist sera:

t
ETP At

1/2
t+1 t t t
ETP) 111 Eat FA,t +1 Ear }

t t+1 ¢arll ¢aril

ETP e ETPA v | |Bac+1r Ba
t+1

Eat+1 |

PMpaNz &Y e+ 1% Ye) =

IPM o, (X415 Y 05Xy ) =1,180

donde:

a Cambio eficiencia técnica pura (CETP):

ETP, 1

E.. 0875
ETPt+l N 1

At+l

BV 09916

o Cambio eficiencia escala (CEE): =1,13325~1,133

Por tanto, el cambio eficiencia (CE) es 1,133 (=CETP*CEE)

1,0208 0,875
0,9916 0,831

. ¢ 2
. poe EAt+l EAt
a Cambio tecnologico (CT): | —— —=| =

t+1 t+1
EA,t+1 EA,t

1/2
} =1,04113~1,041
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