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Capitulo HISTORIA DE LA ESTADISTICA
I

Como dijera Huntsberger: "La palabra estadistica a menudo nos trae a la mente
imagenes de numeros apilados en grandes arreglos y tablas, de volimenes de cifras
relativas a nacimientos, muertes, impuestos, poblaciones, ingresos, deudas, créditos y
asi sucesivamente. Huntsberger tiene razéon pues al instante de escuchar esta palabra
estas son las imagenes que llegan a nuestra cabeza.

La Estadistica es mucho mas que sélo numeros apilados y graficas bonitas. Es una
ciencia con tanta antigliedad como la escritura, y es por si misma auxiliar de todas las
demas ciencias. Los mercados, la medicina, la ingenieria, los gobiernos, etc. Se nombran
entre los mas destacados clientes de ésta.

La ausencia de ésta conllevaria a un caos generalizado, dejando a los administradores y
ejecutivos sin informacion vital a la hora de tomar decisiones en tiempos de
incertidumbre.

La Estadistica que conocemos hoy en dia debe gran parte de su realizacién a los trabajos
matematicos de aquellos hombres que desarrollaron la teoria de las probabilidades, con
la cual se adhirié a la Estadistica a las ciencias formales.

En este breve material se expone los conceptos, la historia, la divisién asi como algunos
errores basicos cometidos al momento de analizar datos Estadisticos.

Definicidon de Estadistica

La Estadistica es la ciencia cuyo objetivo es reunir una informacidon cuantitativa
concerniente a individuos, grupos, series de hechos, etc. y deducir de ello gracias al
analisis de estos datos unos significados precisos o unas previsiones para el futuro.

La estadistica, en general, es la ciencia que trata de la recopilacién, organizacidn
presentacidn, analisis e interpretacion de datos numéricos con e fin de realizar una toma
de decision mas efectiva.

Otros autores tienen definiciones de la Estadistica semejantes a las anteriores, y algunos
otros no tan semejantes. Para Chacdén esta se define como “la ciencia que tiene por
objeto el estudio cuantitativo de los colectivos”; otros la definen como la expresidon
cuantitativa del conocimiento dispuesta en forma adecuada para el escrutinio y analisis.
La mas aceptada, sin embargo, es la de Minguez, que define la Estadistica como “La
ciencia que tiene por objeto aplicar las leyes de la cantidad a los hechos sociales para
medir su intensidad, deducir las leyes que los rigen y hacer su prediccion préxima”.

Los estudiantes confunden comunmente los demds términos asociados con las
Estadisticas, una confusidn que es conveniente aclarar debido a que esta palabra tiene
tres significados: la palabra estadistica, en primer término se usa para referirse a la
informacidon estadistica; también se utiliza para referirse al conjunto de técnicas vy
métodos que se utilizan para analizar la informacién estadistica; y el término estadistico,
en singular y en masculino, se refiere a una medida derivada de una muestra.

Utilidad e Importancia
Los métodos estadisticos tradicionalmente se utilizan para propdsitos descriptivos, para

organizar y resumir datos numéricos. La estadistica descriptiva, por ejemplo trata de la
tabulacién de datos, su presentacién en forma grafica o ilustrativa y el cdlculo de
medidas descriptivas.

Ahora bien, las técnicas estadisticas se aplican de manera amplia en mercadotecnia,
contabilidad, control de calidad y en otras actividades; estudios de consumidores;
anadlisis de resultados en deportes; administradores de instituciones; en la educacion;
organismos politicos; médicos; y por otras personas que intervienen en la toma de
decisiones.
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Historia de la Estadistica

Los comienzos de la estadistica pueden ser hallados en el antiguo Egipto, cuyos faraones
lograron recopilar, hacia el afo 3050 antes de Cristo, prolijos datos relativos a la
poblacidén y la riqueza del pais. De acuerdo al historiador griego Herddoto, dicho registro
de rigueza y poblacion se hizo con el objetivo de preparar la construcciéon de las
piramides. En el mismo Egipto, Ramsés II hizo un censo de las tierras con el objeto de
verificar un nuevo reparto.

En el antiguo Israel la Biblia da referencias, en el libro de los Niumeros, de los datos
estadisticos obtenidos en dos recuentos de la poblacién hebrea. El rey David por otra
parte, ordend a Joab, general del ejército hacer un censo de Israel con la finalidad de
conocer el nUumero de la poblacion.

También los chinos efectuaron censos hace mas de cuarenta siglos. Los griegos
efectuaron censos periédicamente con fines tributarios, sociales (divisién de tierras) y
militares (calculo de recursos y hombres disponibles). La investigacion histérica revela
gue se realizaron 69 censos para calcular los impuestos, determinar los derechos de voto
y ponderar la potencia guerrera.

Pero fueron los romanos, maestros de la organizacion politica, quienes mejor supieron
emplear los recursos de la estadistica. Cada cinco afos realizaban un censo de la
poblacion y sus funcionarios publicos tenian la obligacion de anotar nacimientos,
defunciones y matrimonios, sin olvidar los recuentos periddicos del ganado y de las
riquezas contenidas en las tierras conquistadas. Para el nacimiento de Cristo sucedia uno
de estos empadronamientos de la poblacién bajo la autoridad del imperio.

Durante los mil afios siguientes a la caida del imperio Romano se realizaron muy pocas
operaciones Estadisticas, con la notable excepcién de las relaciones de tierras
pertenecientes a la Iglesia, compiladas por Pipino el Breve en el 758 y por Carlomagno
en el 762 DC. Durante el siglo IX se realizaron en Francia algunos censos parciales de
siervos. En Inglaterra, Guillermo el Conquistador recopilé el Domesday Book o libro del
Gran Catastro para el afio 1086, un documento de la propiedad, extensién y valor de las
tierras de Inglaterra. Esa obra fue el primer compendio estadistico de Inglaterra.

Aunque Carlomagno, en Francia; y Guillermo el Conquistador, en Inglaterra, trataron de
revivir la técnica romana, los métodos estadisticos permanecieron casi olvidados durante
la Edad Media.

Durante los siglos XV, XVI, y XVII, hombres como Leonardo de Vinci, Nicolas Copérnico,
Galileo, Neper, William Harvey, Sir Francis Bacon y René Descartes, hicieron grandes
operaciones al método cientifico, de tal forma que cuando se crearon los Estados
Nacionales y surgié como fuerza el comercio internacional existia ya un método capaz de
aplicarse a los datos econémicos.

Para el afo 1532 empezaron a registrarse en Inglaterra las defunciones debido al temor
que Enrique VII tenia por la peste. Mads o menos por la misma época, en Francia la ley
exigid a los clérigos registrar los bautismos, fallecimientos y matrimonios. Durante un
brote de peste que aparecié a fines de la década de 1500, el gobierno inglés

comenzd a publicar estadistica semanales de los decesos. Esa costumbre continué
muchos afios, y en 1632 estos Bills of Mortality (Cuentas de Mortalidad) contenian los
nacimientos y fallecimientos por sexo. En 1662, el capitdn John Graunt usé documentos
gue abarcaban treinta afios y efectud predicciones sobre el nUmero de personas que
moririan de varias enfermedades y sobre las proporciones de nacimientos de varones y
mujeres que cabria esperar. El trabajo de Graunt, condensado en su obra Natural and
Political Observations...Made upon the Bills of Mortality (Observaciones Politicas y
Naturales ... Hechas a partir de las Cuentas de Mortalidad), fue un esfuerzo innovador en
el andlisis estadistico.

Por el afio 1540 el aleman Sebastidn Muster realizd una compilacidon estadistica de los
recursos nacionales, comprensiva de datos sobre organizacidén politica, instrucciones
sociales, comercio y poderio militar. Durante el siglo XVII aportd indicaciones mas
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concretas de métodos de observacién y analisis cuantitativo y amplié los campos de la
inferencia y la teoria Estadistica.

Los eruditos del siglo XVII demostraron especial interés por la Estadistica Demografica
como resultado de la especulacion sobre si la poblacion aumentaba, decrecia o
permanecia estatica.

En los tiempos modernos tales métodos fueron resucitados por algunos reyes que
necesitaban conocer las riguezas monetarias y el potencial humano de sus respectivos
paises. El primer empleo de los datos estadisticos para fines ajenos a la politica tuvo
lugar en 1691 y estuvo a cargo de Gaspar Neumann, un profesor aleman que vivia en
Breslau. Este investigador se propuso destruir la antigua creencia popular de que en los
anos terminados en siete moria mas gente que en los restantes, y para lograrlo hurgd
pacientemente en los archivos parroquiales de la ciudad. Después de revisar miles de
partidas de defuncidon pudo demostrar que en tales afios no fallecian mas personas que
en los demas. Los procedimientos de Neumann fueron conocidos por el astronomo inglés
Halley, descubridor del cometa que lleva su nombre, quien los aplicéd al estudio de la vida
humana. Sus calculos sirvieron de base para las tablas de mortalidad que hoy utilizan
todas las companias de seguros.

Durante el siglo XVII y principios del XVIII, matematicos como Bernoulli, Francis
Maseres, Lagrange y Laplace desarrollaron la teoria de probabilidades. No obstante
durante cierto tiempo, la teoria de las probabilidades limité su aplicacion a los juegos de
azar y hasta el siglo XVIII no comenzo a aplicarse a los grandes problemas cientificos.
Godofredo Achenwall, profesor de la Universidad de Gotinga, acuiid en 1760 la palabra
estadistica, que extrajo del término italiano statista (estadista). Creia, y con sobrada
razén, que los datos de la nueva ciencia serian el aliado mas eficaz del gobernante
consciente. La raiz remota de la palabra se halla, por otra parte, en el término latino
status, que significa estado o situacién; Esta etimologia aumenta el valor intrinseco de la
palabra, por cuanto la estadistica revela el sentido cuantitativo de las mas variadas
situaciones.

Jacques Quételect es quien aplica las Estadisticas a las ciencias sociales. Este interpretd
la teoria de la probabilidad para su uso en las ciencias sociales y resolver la aplicacion del
principio de promedios y de la variabilidad a los fendmenos sociales. Quételect fue el
primero en realizar la aplicacién practica de todo el método Estadistico, entonces
conocido, a las diversas ramas de la ciencia.

Entretanto, en el periodo del 1800 al 1820 se desarrollaron dos conceptos matematicos
fundamentales para la teoria Estadistica; la teoria de los errores de observacion,
aportada por Laplace y Gauss; y la teoria de los minimos cuadrados desarrollada por
Laplace, Gauss y Legendre. A finales del siglo XIX, Sir Francis Gaston ided el método
conocido por Correlacidon, que tenia por objeto medir la influencia relativa de los factores
sobre las variables. De aqui partié el desarrollo del coeficiente de correlacién creado por
Karl Pearson y otros cultivadores de la ciencia biométrica como J. Pease Norton, R. H.
Hooker y G. Udny Yule, que efectuaron amplios estudios sobre la medida de las
relaciones.

Los progresos mas recientes en el campo de la Estadistica se refieren al ulterior
desarrollo del célculo de probabilidades, particularmente en la rama denominada
indeterminismo o relatividad, se ha demostrado que el determinismo fue reconocido en
la Fisica como resultado de las investigaciones atémicas y que este principio se juzga
aplicable tanto a las ciencias sociales como a las fisicas.

Etapas de Desarrollo de la Estadistica

La historia de la estadistica esta resumida en tres grandes etapas o fases.

1.- Primera Fase: Los Censos:

Desde el momento en que se constituye una autoridad politica, la idea de inventariar de
una forma mas o menos regular la poblacién y las riquezas existentes en el territorio
esta ligada a la conciencia de soberania y a los primeros esfuerzos administrativos.
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2.- Segunda Fase: De la Descripcidn de los Conjuntos a la Aritmética Politica:

Las ideas mercantilistas extrafan una intensificacion de este tipo de investigacion.
Colbert multiplica las encuestas sobre articulos manufacturados, el comercio y la
poblacion: los intendentes del Reino envian a Paris sus memorias. Vauban, mas conocido
por sus fortificaciones o su Dime Royale, que es la primera propuesta de un impuesto
sobre los ingresos, se senala como el verdadero precursor de los sondeos. Mas tarde,
Bufdn se preocupa de esos problemas antes de dedicarse a la historia natural.

La escuela inglesa proporciona un nuevo progreso al superar la fase puramente
descriptiva. Sus tres principales representantes son Graunt, Petty y Halley. El penultimo
es autor de la famosa Aritmética Politica.

Chaptal, ministro del interior francés, publica en 1801 el primer censo general de
poblacion, desarrolla los estudios industriales, de las producciones y los cambios,
haciéndose sistematicos durantes las dos terceras partes del siglo XIX.

3.- Tercera Fase: Estadistica y Calculo de Probabilidades:

El célculo de probabilidades se incorpora rdpidamente como un instrumento de analisis
extremadamente poderoso para el estudio de los fendmenos econdmicos y sociales y en
general para el estudio de fendmenos “cuyas causas son demasiados complejas para
conocerlos totalmente y hacer posible su analisis”.

Division de la Estadistica

La Estadistica para su mejor estudio se ha dividido en dos grandes ramas: la Estadistica
Descriptiva y la Inferencial.

Estadistica Descriptiva: consiste sobre todo en la presentacién de datos en forma de
tablas y graficas. Esta comprende cualquier actividad relacionada con los datos y esta
disefiada para resumir o describir los mismos sin factores pertinentes adicionales; esto
es, sin intentar inferir nada que vaya mas allad de los datos, como tales.

Estadistica Inferencial: se deriva de muestras, de observaciones hechas sélo acerca de
una parte de un conjunto numeroso de elementos y esto implica que su analisis requiere
de generalizaciones que van mas allad de los datos. Como consecuencia, la caracteristica
mas importante del reciente crecimiento de la estadistica ha sido un cambio en el énfasis
de los métodos que describen a métodos que sirven para hacer generalizaciones. La
Estadistica Inferencial investiga o analiza una poblacién partiendo de una muestra
tomada.

Método Estadistico

El conjunto de los métodos que se utilizan para medir las caracteristicas de la
informacidn, para resumir los valores individuales, y para analizar los datos a fin de
extraerles el maximo de informacion, es lo que se llama métodos estadisticos. Los
métodos de andlisis para la informacidon cuantitativa se pueden dividir en los siguientes
seis pasos:

Definicion del problema.

Recopilacién de la informacién existente.

Obtencién de informacion original.

Clasificacion.

Presentacion.

Analisis.

cUuhwnE

Errores Estadisticos Comunes

Al momento de recopilar los datos que serdn procesados se es susceptible de cometer
errores asi como durante los cémputos de los mismos. No obstante, hay otros errores
que no tienen nada que ver con la digitacidn y que no son tan facilmente identificables.
Algunos de éstos errores son:

Sesgo: Es imposible ser completamente objetivo o no tener ideas preconcebidas antes de
comenzar a estudiar un problema, y existen muchas maneras en que una perspectiva o
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estado mental pueda influir en la recopilacién y en el analisis de la informacién. En estos
casos se dice que hay un sesgo cuando el individuo da mayor peso a los datos que
apoyan su opinidon que a aquellos que la contradicen. Un caso extremo de sesgo seria la
situacion donde primero se toma una decision y después se utiliza el anadlisis estadistico
para justificar la decisién ya tomada.

Datos no comparables: el establecer comparaciones es una de las partes mas
importantes del analisis estadistico, pero es extremadamente importante que tales
comparaciones se hagan entre datos que sean comparables.

Proyeccién descuidada de tendencias: la proyeccién simplista de tendencias pasadas
hacia el futuro es uno de los errores que mas ha desacreditado el uso del analisis
estadistico.

Muestreo Incorrecto: en la mayoria de los estudios sucede que el volumen de
informacion disponible es tan inmenso que se hace necesario estudiar muestras, para
derivar conclusiones acerca de la poblacidon a que pertenece la muestra. Si la muestra se
selecciona correctamente, tendrd basicamente las mismas propiedades que la poblacién
de la cual fue extraida; pero si el muestreo se realiza incorrectamente, entonces puede
suceder que los resultados no signifiquen nada
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Capitulo | CARACTERISTICAS DE UNA DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS
II

2.1. Introduccion

La fase previa de cualquier estudio estadistico se basa en la recogida y ordenacion de
datos; esto se realiza con la ayuda de los resimenes numéricos y graficos visto en los
temas anteriores.

2.2. Medidas de posicion

Son aquellas medidas que nos ayudan a saber donde estan los datos pero sin indicar
como se distribuyen.

2.2.1. Medidas de posicion central

a) Media aritmética (X )
La media aritmética o simplemente media, que denotaremos por X, es el numero

obtenido al dividir la suma de todos los valores de la variable entre el numero total de
observaciones, y se define por la siguiente expresién:

n
2 x;n;
=l
x =
N
Ejemplo:

Si tenemos la siguiente distribucién, se pide hallar la media aritmética, de los siguientes
datos expresados en kg.

Xi ni Xi ni
54 2 108
59 3 177
63 4 252
64 1 64
N=10 601

n

25 oy

R TR

Si los datos estan agrupados en intervalos, la expresion de la media aritmética, es la
misma, pero utilizando la marca de clase (Xi).

Ejemplo:

(Li-1, Li] Xj n; Xj
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X =

[30, 40] 35 3 105
(40, 50] 45 2 90
(50, 60] 55 5 275
10 470
B 470
2 M0y
N 10 =

Propiedades:
13) Si sometemos a una variable estadistica X, a un cambio de origen y escalaY =a + b
X, la media aritmética de dicha variable X, varia en la misma proporcién.

Y=aq+bX comm=p Y=a+bX

23) La suma de las desviaciones de los valores o datos de una variable X, respecto a su
media aritmética es cero.

Zn:(x,. —;)nl. =0
i=1

Ventajas e inconvenientes:

La media aritmética viene expresada en las mismas unidades que la variable.

En su calculo intervienen todos los valores de la distribucién.

Es el centro de gravedad de toda la distribucion, representando a todos los valores
observados.

Es Unica.

Su principal inconveniente es que se ve afectada por los valores extremadamente
grandes o pequenos de la distribucién.

Media aritmética ponderada

Es una media aritmética que se emplea en distribuciones de tipo unitario, en las que se
introducen unos coeficientes de ponderacién, denominados ,, que son valores positivos,

gue representan el numero de veces que un valor de la variable es mas importante que
otro.

b) Media geométrica
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Sea una distribucion de frecuencias (x,, n,). La media geométrica, que denotaremos
por G. se define como la raiz N-ésima del producto de los N valores de la distribucion.

— N/ .nl n2 .. nk
G = x| x)7x

Si los datos estan agrupados en intervalos, la expresion de la media geométrica, es la
misma, pero utilizando la marca de clase (Xi).

El empleo mas frecuente de la media geométrica es el de promediar variables tales como
porcentajes, tasas, numeros indices. etc., es decir, en los casos en los que se supone
que la variable presenta variaciones acumulativas.

Ventajas e inconvenientes:

- En su célculo intervienen todos los valores de la distribucion.

- Los valores extremos tienen menor influencia que en la media aritmética.
- Es Unica.

- Su calculo es mas complicado que el de la media aritmética.

Ademas, cuando la variable toma al menos un x, = 0 entonces G se anula, y si la

variable toma valores negativos se pueden presentar una gama de casos particulares en
los que tampoco queda determinada debido al problema de las raices de indice par de
numeros negativos.

c) Media armoénica

La media armdnica, que representaremos por H, se define como sigue:

Obsérvese que la inversa de la media armoénica es la media aritmética de los inversos
de los valores de la variable. No es aconsejable en distribuciones de variables con
valores pequefios. Se suele utilizar para promediar variables tales como productividades,
velocidades, tiempos, rendimientos, cambios, etc.

Ventajas e inconvenientes:

En su calculo intervienen todos los valores de la distribucidn.

Su calculo no tiene sentido cuando algun valor de la variable toma valor cero.
Es Unica.

Relacion entre las medias:
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d) Mediana ( Me)

Dada una distribucion de frecuencias con los valores ordenados de menor a mayor,
llamamos mediana y la representamos por Me, al valor de la variable, que deja a su
izquierda el mismo numero de frecuencias que a su derecha.

e (Calculo de la mediana:
Variara segun el tipo de dato:

a) Variables discretas no agrupadas:

N i .
10) Se calcula B y se construye la columna de las Ni ( frecuencias acumuladas )

29) Se observa cual es la primera Ni que supera o iguala a 5 distinguiéndose dos

Casos:
N
- Si existe un valor de Xi tal que Ni—l < E = N;’ , entonces se toma como Me= X;
N X, + X,
- Si existe un valor i tal que Ni = ? , entonces la Me = —-"* > L
Ejemplo: Sea la distribucion
Xi ni Ni
1 3 3
2 4 7
5 9 16
7 10 26
10 7 33
13 2 35
n =35
lugar que ocupa %:%:17,5

como se produce que N, <%< N, =16<17,7<26 = Me =x,,por lotanto Me =7

El otro caso lo podemos ver en la siguiente distribucion:

Xi ni Ni
1 3 3
2 4 7




APUNTES ESTADISTICOS Pag 12

5 9 16

7 10 26

10 6 32
n= 32

Ve X1+ Xipt _ 5+7=

Lugar que ocupa = 32/2 = 16 ==> 2 2
Notar que en este caso se podria haber producido que hubiera una frecuencia absoluta

6

acumulada superior a 16. En este caso se calcularia como en el ejemplo anterior.

b) Variables agrupadas por intervalos

En este caso hay que detectar en que intervalo esta el valor mediano. Dicho intervalo se
denomina " intervalo mediano “.

Cada intervalo I; vendra expresado segun la notacién I, - ( L.; , L ]; observando la
columna de las frecuencias acumuladas, buscaremos el primer intervalo cuya Ni sea

mayor o igual que e que sera el intervalo modal; una vez identificado dicho intervalo,

procederemos al calculo del valor mediano, debiendo diferenciar dos casos:

19) Si existe Ii tal que Ni—l = ? < Ni, entonces el intervalo mediano es el (L. , L]

y la mediana es:

N

29) Analogamente si existe un Ii tal que Ni - 7 , la mediana es Mele.
Ejemplo:

( Li-1, Li] ni Ni

[20, 25] 100 100

(25, 30] 150 250

(30, 35] 200 450

(35, 40] 180 630

(40 , 45] 41 671

N =671

671/2 = 335.5 ; Me estara en el intervalo (30 - 35 ]. Por tanto realizamos el célculo:
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Me=L,  +2——a, =30

i-1 —
$33972005 35133
00

Ventajas e inconvenientes :

- Es la medida mas representativa en el caso de variables que solo admitan la escala
ordinal.

- Es facil de calcular.

- En la mediana solo influyen los valores centrales y es insensible a los valores
extremos u “outliers ”.

- En su determinacioén no intervienen todos los valores de la variable.

e) Moda

La moda es el valor de la variable que mas veces se repite, y en consecuencia, en una
distribucién de frecuencias, es el valor de la variable que viene afectada por la maxima
frecuencia de la distribucidn. En distribuciones no agrupadas en intervalos se observa la
columna de las frecuencias absolutas, y el valor de la distribucién al que corresponde la
mayor frecuencia sera la moda. A veces aparecen distribuciones de variables con mas de
una moda (bimodales, trimodales, etc), e incluso una distribucién de frecuencias que
presente una moda absoluta y una relativa.

En el caso de estar la variable agrupada en intervalos de distinta amplitud, se define el
intervalo modal, y se denota por ( L-.; , Li ], como aquel que posee mayor densidad de

frecuencia ( h;); la densidad de frecuencia se define como : |/, =4

Una vez identificado el intervalo modal procederemos al célculo de la moda, a través de
la formula:

hiy + iy

En el caso de tener todos los intervalos la misma amplitud, el intervalo modal sera el
que posea una mayor frecuencia absoluta ( n; ) y una vez identificado este, empleando la
formula:

Ventajas e inconvenientes:
- Su calculo es sencillo.
- Es de facil interpretacion.
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- Es la Unica medida de posicién central que puede obtenerse en las variables de tipo
cualitativo.
- En su determinacion no intervienen todos lo valores de la distribucion.

2.2.2. Medidas de posicion no central ( Cuantiles )

Los cuantiles son aquellos valores de la variable, que ordenados de menor a mayor,
dividen a la distribucién en partes, de tal manera que cada una de ellas contiene el
mismo numero de frecuencias.

Los cuantiles mas conocidos son:

a) Cuartiles (( Qi)

Son valores de la variable que dividen a la distribucién en 4 partes, cada una de las
cuales engloba el 25 % de las mismas. Se denotan de la siguiente forma: Q; es el
primer cuartil que deja a su izquierda el 25 % de los datos; Q. es el segundo cuartil que
deja a su izquierda el 50% de los datos, y Qs es el tercer cuartil que deja a su izquierda
el 75% de los datos. (Q, = Me)

b) Deciles ( Di)

Son los valores de la variable que dividen a la distribuciéon en las partes iguales, cada
una de las cuales engloba el 10 % de los datos. En total habra 9 deciles. (Q, = Ds= Me)

c) Centiles o Percentiles (_Pi )

Son los valores que dividen a la distribucion en 100 partes iguales, cada una de las
cuales engloba el 1 % de las observaciones. En total habra 99 percentiles. (Q, = Ds =
Me = Psg)

e Calculo de los cuantiles en distribuciones no agrupadas en intervalos
N
q

- Se calculan a través de la siguiente expresion: , siendo :

r = el orden del cuantil correspondiente

g = el nimero de intervalos con iguales frecuencias u observaciones ( q = 4, 10, 6
100).

N = numero total de observaciones

- La anterior expresion nos indica que valor de la variable estudiada es el cuantil que nos piden, que se correspondera

rN

con el primer valor cuya frecuencia acumulada sea mayor o igual a —

q

Ejemplo: DISTRIBUCIONES NO AGRUPADAS: En la siguiente distribucion
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Xi ni Ni

5 3 3

10 7 10

15 5 15

20 3 18

25 2 20
N =20

Calcular la mediana (Me); el primer y tercer cuartil (C1,C3); el 4° decil (D4) y el 90
percentil (P90)

Mediana (Me)
Lugar que ocupa la mediana = lugar 20/2 = 10
Como es igual a un valor de la frecuencia absoluta acumulada, realizaremos es
’ _ Xi X =1O+15=12,5
calculo: 2 2 =

Primer cuartil (C1)

Lugar que ocupa en la distribucién ( %4). 20 = 20/4 = 5 Como Ni-1 < ﬂ< Ni , es
q
decir 3 <5 < 10 esto implicara que C1 = xi =10

Tercer cuartil (C3)

Lugar que ocupa en la distribucion (3/4).20 = 60/4 = 15, que coincide con un valor
de la frecuencia absoluta acumulada, por tanto realizaremos el calculo:
c, _ XX, :15+20

2 2

=175

Cuarto decil (D4)

Lugar que ocupa en la distribuciéon (4/10) . 20 = 80/10 = 8. Como Ni-1 < ﬂ< Ni

q
yaque 3 < 8 < 10 portanto D4 =10.

Nonagésimo percentil (P90)
Lugar que ocupa en la distribucién (90/100). 20 = 1800/100 = 18. que coincide con un

valor de la frecuencia absoluta acumulada, por tanto realizaremos el calculo:
. ; 20+ 25
_ +
Py=—""=

=225
2 2

e Calculo de los cuantiles en distribuciones agrupadas en intervalos
- Este calculo se resuelve de manera idéntica al de la mediana.

- El intervalo donde se encuentra el cuantil i-esimo, es el primero que una vez
ordenados los datos de menor a mayor, tenga como frecuencia acumulada ( Ni ) un
rN

valor superior o iguala 9 ; una vez
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identificado el intervalo Ii ( Li-1 , Li ], calcularemos el cuantil correspondiente, a
través de la formula:

Cuartil: g=4; Deucil:
g=10; Percentil: =100

Ejemplo:
DISTRIBUCIONES AGRUPADAS: Hallar el primer cuartil, el cuarto decil y el 90 percentil
de la siguiente distribucion:

[Li-1, Li) ni Ni

[0, 100] 90 90

(100, 200] 140 230

(200 , 300] 150 380

(300, 800] 120 500
N = 500

- Primer cuartil (Q1)

- Lugar ocupa el intervalo del primer cuartil: (1/4). 500 = 500/4 = 125. Por tanto Q1
estard situado en el intervalo (100 - 200].Aplicando la expresion directamente,

125-90
4

0, =100+
tendremos:

100 = 125

- Cuarto decil (D4)

- Lugar que ocupa: (4/10) . 500 = 200 . Por tanto D4 estara situado en el intervalo

D, =100+ 200=90

(100 - 200]. Aplicando la expresién tendremos:

100=17857

- Nonagésimo percentil (P 90)
- Lugar que ocupa: (90/100) . 500 = 450, por tanto P90 estara situado en el intervalo
450-380

(300 - 800]. Aplicando la expresion tendremos:

500 =300+ 2500 = 59167
120 —

2.3. Momentos potenciales
Los momentos son medidas obtenidas a partir de todos los datos de una variable

estadistica y sus frecuencias absolutas. Estas medidas caracterizan a las distribuciones
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de frecuencias de tal forma que si los momentos coinciden en dos distribuciones, diremos
gue son iguales.

2.3.1.Momentos respecto al origen
Se define el momento de orden h respecto al origen de una variable estadistica a la
expresion:

Particularidades:

Si h =1, al esigual a la media aritmética.
Si h=0,a0esigualauno (a0 =1)

2.3.2.Momentos centrales o momentos con respecto a la media aritmética

< —h
Z(xl. —X) n,
mh — i=1

N

Particularidades:

-Si h=1,entonces ml1=0
-Si h =2, entonces m2 = S?

2.4. Medidas de dispersion

Las medidas de dispersion tratan de medir el grado de dispersién que tiene una variable
estadistica en torno a una medida de posicidn o tendencia central, indicandonos lo
representativa que es la medida de posicion. A mayor dispersibn menor
representatividad de la medida de posicidon y viceversa.

2.4.1 Medidas de dispersion absoluta

a) Recorrido ( Re )
Se define como la diferencia entre el maximo y el minimo valor de la variable:
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1

R=mixx — minx

1

Ej: Sea X, las indemnizaciones recibidas por cuatro trabajadores de dos empresas Ay B

A

100

120

350

370

B

225

230

240

245

Re ( A) = 370 - 100= 270
Re ( B) = 245 - 225= 20

Otros recorridos:

intervalo intercuartilico

intervalo interdecilico

intervalo intercentilico

r=0,-9
I=(09—Dl)
I= « -pP)

99 1

----> Distribucién menos dispersa

b) Desviacidn absoluta media con respecto a la media ( d¢)
Nos indica las desviaciones con respecto a la media con respecto a la media aritmética

en valor absoluto.

X —Xx

n-

c) Varianza
La varianza mide la mayor o menor dispersion de los valores de la variable respecto a la

media aritmética. Cuanto mayor sea la varianza mayor dispersidon existird y por tanto

menor representatividad tendra la media aritmética.
La varianza se expresa en las mismas unidades que la variable analizada, pero elevadas

al cuadrado.

Propiedades:
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13) La varianza siempre es mayor o igual que cero y menor que infinito (S2 X2 0)

23) Si a una variable X la sometemos a un cambio de origen “ a ” y un cambio de escala
“ b ”, la varianza de la nueva variable Y= a + bX, sera:

d) Desviacidn tipica o estandar
Se define como la raiz cuadrada con signo positivo de la varianza.

S.=S’

2.4.2. Medidas de dispersion relativa
Nos permiten comparar la dispersion de distintas distribuciones.

a) Coeficiente de variacién de Pearson ( CVx )
Indica la relacion existente entre la desviacidn tipica de una muestra y su media.

=l | @

Al dividir la desviacion tipica por la media se convierte en un valor excento de unidad de
medida. Si comparamos la dispersidn en varios conjuntos de observaciones tendra
menor dispersion aquella que tenga menor coeficiente de variacion.

El principal inconveniente, es que al ser un coeficiente inversamente proporcional a la
media aritmética, cuando estd tome valores cercanos a cero, el coeficiente tendera a
infinito.

Ejemplo: Calcula la varianza, desviacion tipica y la dispersion relativa de esta
distribucién.

Sea x el numero de habitaciones que tienen los 8 pisos que forman un bloque de vecinos

| | W N X
WL NN
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N= 8

n
S o
g ax0 4304 5%146%3
7= - = 4.125
N 8 habitaciones
- 2
L5 ey a5 e 60 43
§P= = —(4.125)" =2.86

N 8 (habitaciones )2

S, =4/ =+/286=1.69

habitaciones

2.5. Medidas de forma

e Asimetria
e Curtosis 0 apuntamiento.

Hasta ahora, hemos estado analizando y estudiando la dispersién de una
distribucién, pero parece evidente que necesitamos conocer mas sobre el
comportamiento de una distribucion. En esta parte, analizaremos las medidas de forma,
en el sentido de histograma o representacidon de datos, es decir, que informacion nos
aporta segun la forma que tengan la disposicion de datos.

Las medidas de forma de una distribucidn se pueden clasificar en dos grandes
grupos o bloques: medidas de asimetria y medidas de curtosis.

2.5.1. Medidas de asimetria o sesgo : Coeficiente de asimetria de Fisher.



APUNTES ESTADISTICOS Pag 21

Cuando al trazar una vertical, en el diagrama de barras o histograma, de una
variable, segun sea esta discreta o continua, por el valor de la media, esta vertical, se
transforma en eje de simetria, decimos que la distribucidn es simétrica. En caso
contrario, dicha distribucidn serad asimétrica o diremos que presenta asimetria.

I
1
I
I
i I
. 1
I 3
' —!—h ;
% 1. 1 @
H T T
TP Adqmerrea A darechas ARTAT™IDA & i7LEridss
I
I
i ;
I g
| i
1] —h_"L
-] . R
£ ¥ _®
sumelrica dxiicairiva g derochas gENETIzA & i7quierdes

El coeficiente de asimetria mas preciso es el de Fisher, que se define por:

Segun sea el valor de g1, diremos que la distribucién es asimétrica a derechas o positiva,
a izquierdas o negativa, o simétrica, o sea:

Si gl > 0 = la distribucidén sera asimétrica positiva o a derechas (desplazada hacia la

derecha).
Sigl < 0 = la distribucién sera asimétrica negativa o a izquierdas (desplazada hacia la
izquierda).
Si gl = 0 = la distribucién puede ser simétrica; si la distribucién es simétrica,

entonces si podremos afirmar que g1 = 0.
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21<0

2:=0

i

Si existe simetria, entonces g; =0,y X = Me; si ademas la distribucion es

unimodal, también podemos afirmar que: X = Me= Mo
- Sig; >0, entonces : X > Me > Mo

- Sig; <0, entonces : } < Me < Mo

2.5.2. Medidas de apuntamiento o curtosis: coeficiente de curtosis de Fisher

Con estas medidas nos estamos refiriendo al grado de apuntamiento que tiene una
distribucién; para determinarlo, emplearemos el coeficiente de curtosis de Fisher. (g2)
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Si g2 > 3 la distribucién sera leptocurtica o apuntada
Si g2 = 3 la distribucién serd mesocurtica o normal
Si g2 < 3 la distribucidn sera platiclurtica o menos apuntada que lo normal.

2.6. Medidas de concentracion

Las medidas de concentracién tratan de poner de relieve el mayor o menor grado de
igualdad en el reparto del total de los valores de la variable, son por tanto indicadores
del grado de distribucion de la variable.

Para este fin, estan concebidos los estudios sobre concentracion.

Denominamos concentracion a la mayor o menor equidad en el reparto de la suma
total de los valores de la variable considerada (renta, salarios, etc.).

Las infinitas posibilidades que pueden adoptar los valores, se encuentran entre los
dos extremos:

1.- Concentracion maxima, cuando uno solo percibe el total y los demas nada, en este
caso, nos encontraremos ante un reparto no equitativo:

X1 =X%X2=X%X3 = .o =xn-1=0 y xn.

2.- Concentracion minima, cuando el conjunto total de valores de la variable esta

repartido por igual, en este caso diremos que estamos ante un reparto equitativo
X1 =%X2 =X3 = .o = Xxn-1 = xn

De las diferentes medidas de concentracion que existen nos vamos a centrar en dos:
Indice de Gini, Coeficiente, por tanto sera un valor numérico.
Curva de Lorenz, grafico, por tanto sera una representacion en ejes coordenados.

Sea una distribucién de rentas (xi, ni) de la que formaremos una tabla con las siguientes
columnas:

1.- Los productos xi ni, que nos indicaran la renta total percibida por los ni rentistas
de renta individual xi .



APUNTES ESTADISTICOS Pag 24

2.- Las frecuencias absolutas acumuladas Ni .

3.- Los totales acumulados ui que se calculan de la siguiente forma:
ul=x1nl

u2 =x1nl+ x2n2

u3 =x1nl+x2n2+ x3n3
u4 =x1nl+x2n2+ x3n3+ x4n4
un =x1nl+x2n2+x3n3+x4n4+ ... + Xn nn
n
U, =D XN
Por tanto podemos decir que i=1
4.- La columna total de frecuencias acumuladas relativas, que expresaremos en tanto

por ciento y que representaremos como pi y que vendra dada por la siguiente notacién

n

5.- La renta total de todos los rentistas que serad un y que dada en tanto por ciento, la
cual representaremos como gi y que respondera a la siguiente notacion:

g; =100
un

Por tanto ya podemos confeccionar la tabla que sera la siguiente:

b =i 400 g =i |PI-a
Xi ni Xi ni | Ni ui n Un
x1 nl x1 nl |N1 ul pl ql pl-qgl
X2 n2 x2 n2 |N2 u2 p2 q2 p2 - g2
xn nn xn nn [Nn un pn gn pn - gn

Como podemos ver la ultima columna es la diferencia entre las dos penultimas, esta
diferencia seria 0 para la concentracién minima ya que pi = gi y por tanto su diferencia
seria cero.

Si esto lo representamos graficamente obtendremos la curva de concentracién o curva
de Lorenz .La manera de representarlo serd, en el eje de las X, los valores pi en % y en
el de las Y los valores de gi en %. Al ser un %, el grafico siempre sera un cuadrado, y la
grafica serd una curva que se unira al cuadrado, por los valores (0,0), y (100,100), y
quedara siempre por debajo de la diagonal.

La manera de interpretarla sera: cuanto mas cerca se sitle esta curva de la diagonal,
menor concentracion habra, o mas homogeneidad en la distribucion. Cuanto mas se
acerque a los ejes, por la parte inferior del cuadrado, mayor concentracion.
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Los extremos son

pi %

i %

Distribucion de
concentracion minima

Distribucion de concentracion

Analiticamente calcularemos el indice de Gini el cual responde a la siguiente ecuacion

Este indice tomara los valores de I = 0 cuando pi = qi concentracion minima
ydels=1cuandoqi =0

Esto lo veremos mejor con un ejemplo :



APUNTES ESTADISTICOS Pag 26

Frecuencia
marca Xini [Zun qi = (ui/un)* |pi=(Ni/n) pi - qi
100 *100
Li-1 - Li |xi ni Ni
0-50 |25 23 23 575 575 1,48 8,85 7,37
50 -|75 72 95 5400 |5975 (15,38 36,54 21,1
100 6
100 -|125 62 157 7750 (13725 |35,33 60,38 25,0
150 6
150 -(175 48 205 8400 (22125 |56,95 78,85 21,9
200 0
200 -[225 19 224 4275 (26400 |67,95 86,15 18,2
250 0
250 -[275 8 232 2200 |28600 (73,62 89,23 15,6
300 1
300 -[325 14 246 4550 (33150 (85,33 94,62 9,29
350
350 -[375 7 253 2625 35775 192,08 97,31 5,22
400
400 -|425 5 258 2125 |37900 (97,55 99,23 1,68
450
450 -|475 2 260 950 38850 |100,00 100,00 0,00
500
260 38850 651,15 125,
48

Se pide Indice de concentracién y Curva de Lorenz correspondiente

Indice de concentracion de GINI

k-1

Z(pi_qi)

pe 12548
k1 65115

=0,193

i=t , Observamos que hay poca concentracién por encontrarse cerca

Curva de Lorenz
La curva la obtenemos cerca de la diagonal, que indica que hay poca concentracién:
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120,0

100,0 +

.0
6% | gl

60,0 +
40,0 +

20,0 +

0,0 f f f f f f f f f f
070/10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100 110
o o o o o0 O o o o ,0

pi %
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Capitulo
III DISTRIBUCIONES BIDIMENSIONALES

3.1. Introduccion.

Estudiaremos dos caracteristicas de un mismo elemento de la poblacién (altura y peso,
dos asignaturas, longitud y latitud).

De forma general, si se estudian sobre una misma poblaciéon y se miden por las mismas
unidades estadisticas una variable X y una variable Y, se obtienen series estadisticas de
las variables X e Y.

Considerando simultaneamente las dos series, se suele decir que estamos ante una
variable estadistica bidimensional.

3.2. Tabulaciéon de variables estadisticas bidimensionales.

VVamos a considerar 2 tipos de tabulaciones:
19) Para variables cuantitativas, que reciben el nombre de tabla de correlacion.
29) Para variables cualitativas, que reciben el nombre de tabla de contingencia.

3.2.1.Tablas de correlacion.
Sea una poblacidon estudiada simultaneamente segun dos caracteres X e Y; que
representaremos genéricamente como  (Xj; Yj ; nij), donde Xxj; Yj, son dos valores

cualesquiera y njj es la frecuencia absoluta conjunta del valor i-ésimo de X con el j-ésimo

de.
Una forma de disponer estos resultados es la conocida como tabla de doble entrada
o tabla de correlacion, la cual podemos representar como sigue:
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Y1 Y2 | Yji e Ys nj - fi-
Y
X
X1 nll ni2 |..... nlj |..... nlk ny . f1 -
X2 n21 n22 |..... n2j |.... n2k ny. fa.
Xj nil ni2  |.... nij ... nik nj fi -
Xp nhl nh2 |.... nhj |.... nhk np - fh -
n. j n. 1 n.2 |... N.j | n. g N
f.j f.q f.2 |.. foj e f. k 1

En este caso, nq11 nos indica el nUmero de veces que aparece x1 conjuntamente
con y1; n12, nos indica la frecuencia conjunta de x1 con yy, etc.

e Tipos de distribuciones
Cuando se estudian conjuntamente dos variables, surgen tres tipo de distribuciones:
Distribuciones conjuntas, distribuciones marginales y distribuciones condicionadas.

a) Distribucién conjunta
- La frecuencia absoluta conjunta, viene determinada por el nimero de veces que
aparece el par ordenado ( Xi,Y;j), Y serepresenta por " n; ”.

- La frecuencia relativa conjunta, del par ( x; , y; ) es el cociente entre la frecuencia
absoluta conjunta y el nimero total de observaciones. Se trata de * f;; ”.

Se cumplen las siguientes relaciones entre las frecuencias de distribuciéon conjunta:
13) La suma de las frecuencias absolutas conjuntas, extendida a todos los pares es igual
al total de observaciones.
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23) La suma de todas las frecuencias relativas conjuntas extendida a todos los pares es
igual a la unidad.

b) Distribuciones marginales

Cuando trabajamos con mas de una variable y queremos calcular las distribuciones de
frecuencias de cada una de manera independiente, nos encontramos con las
distribuciones marginales.

Variable X Variable Y

Xj nj. fi. Yj n.j f.j

X1 ny. f1- Y1 n.q f1

X2 ny. fa. Y2 n. f.o

X3 n3. f3 . Y3 n.3 f.3

X4 ng. f4. Y4 n.4 f.q
N 1 N

- Frecuencia absoluta marginal: el valor nj. Representa el numero de veces que

aparece el valor x; de X, sin tener en cuenta cual es el valor de la variable Y. A n;. se
le denomina frecuencia absoluta marginal del valor x; de X, de forma que:

n =n,n,-+..+n

i T i+t is

De la misma manera, la frecuencia absoluta marginal del valor y; de Y se denotara
por n ;

n,=n,n, +..+tn

-J j

- Frecuencia relativa marginal
La frecuencia relativa marginal de x; de X, viene dada por:

La frecuencia relativa marginal de y;de Y, viene dada por:

f.f =

n;
N
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- Se cumplen las siguientes relaciones entre las frecuencias de distribucién marginales:
13) La suma de frecuencias absolutas marginales de la variable X, es igual al nUmero de
observaciones que componen la muestra

23) La suma de las frecuencias relativas marginales de la variable X, es igual a 1.

33) Las dos propiedades anteriores se cumplen también para la variable Y.

c) Distribuciones condicionadas

Consideremos a los n;individuos de la poblaciéon que representan la modalidad y; de la
variable Y, y obsérvese la columna j-esima de la tabla. Sus n;elementos constituyen una
poblacidén, que es un subconjunto de la poblacién total. Sobre este subconjunto se define
la distribucion de X condicionada por y;, que se representa por X / y; ;su frecuencia
absoluta se representa por n;/ j, y su frecuencia relativa porf, /;,parai=1, 2,3, ...,

r siendo fi/j = —

I’l‘j

El razonamiento es analogo cuando condicionamos la variable Y a un determinado valor
de X, es decir Y /x;

Ejemplo:

Sea X= salario en u.m.
Sea Y = antigliedad en la empresa (afios)

X/Y 1 3 5 7 9 11 ni. fi
20 1 2 1 1 0 0 5 0,053
110 2 4 4 5 2 1 18 0,189
130 1 7 3 1 2 0 14 0,147
150 4 6 6 4 3 0 23 0,242
170 2 3 4 6 4 1 20 0,211
190 0 0 2 5 5 3 15 0,158
n.j 10 22 20 |22 16 5 95 1
f.j 0,105 0,232 |0,21 (0,232 |0,168 |0,053 1
1

¢ Cual es la distribucion de la retribucion, pero Unicamente de los empleados con una
antigliedad de 5 afios?, es decir ¢ cual es la distribucidon condicionada de la variable X
condicionada a que Y sea igual a 5?



APUNTES ESTADISTICOS Pag 32

X/Y ni/ y=5|fi/ y=5
90 1 1/20
110 4 4/20
130 3 3/20
150 6 6/20
170 4 4/20
190 2 2/20
n.j 20 1

e Covarianza

La covarianza mide la forma en que varia conjuntamente dos variables X e Y

En el estudio conjunto de dos variables, lo que nos interesa principalmente es saber si
existe algun tipo de relacion entre ellas. Veremos ahora una medida descriptiva que sirve
para medir o cuantificar esta relacién:

L& (=), -,
Sw=2.2 N

i=1 j=1

Si Sxy >0 hay dependencia directa (positiva), es decir las variaciones de las variables

tienen el mismo sentido
Si Syy =0 las variables estan incorreladas, es decir no hay relacién lineal, pero podria

existir otro tipo de relacion.
Si Syy < 0 hay dependencia inversa o negativa, es decir las variaciones de las variables

tienen sentido opuesto.

Graficamente, indicaria la Covarianza, que los datos, se ajustan a una recta, en los
siguientes casos:

/

T

>0 S

<0

Xy Xy

r

sziyj”y

- Otra forma de calcular la Covarianza seria: s,, =m; =————-. Serd la que
N

utilizaremos en la practica.
- La covarianza no es un parametro acotado, y puede tomar cualquier valor real, por lo
gue su magnitud no es importante; lo significativo es el sigho que adopte la misma.
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Ejemplo:
Sea X el tiempo de vida de un insecto ( afios ) e Y la longitud del mismo, ¢ podrias
deducir si existe relacion entre la “edad” del insecto y su tamafio.

X/Y 2 3 4 ni.
1 3 1 0 4
2 1 3 1 5
3 0 1 3 4
n.j 4 5 4 13

le.nl.
P C 1*442*5+3%4

X = 2 afios
N 13
.n .
- o YVl _2%4+43%5+4%4 cms
4 N 13

CDE2HF34IRIRILIRAR Q422K 42334 D% 4H [ 43%2%0+3%3*] +3%4%3
v 13
Al tener la covarianza entre ambas variables signo positivo, podemos deducir que existe
una relacion directa o positiva entre ambas variables, es decir, cuando aumenta la “
edad ” del insecto también aumenta su tamafo.

-2%3=0461

3.2.2.Tablas de contingencia

Cuando tenemos la informacién de 2 variables de tipo cualitativo o de una variable
cualitativa y otra cuantitativa, se dispone de una tabla de contingencia. Nos limitaremos
al caso de 2 variables. Es una tabla de doble entrada en la que en las filas se ubican las
modalidades de una de las variables ( atributos ) y en las columnas las del otro; en las
celdas resultantes del cruce de las filas y las columnas se incluye el numero de
elementos de la distribucién que presentan ambas modalidades.

Si se tiene informacion de N elementos acerca de las variables A y B de tal forma que
presentan “ r ” y “ s ” modalidades respectivamente, la tabla de contingencia seria de la
forma:

B Bl B2 ----- Bj ----- Bs I‘l| fi
\

A

A1 nll nl2 |..... nlj |..... nls ny . f1 -
A> n21 n22 |..... n2j |..... n2s ny . fa .
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Aj nil ni2 ... nij ... nis nj . fi-
Ar nrl nr2 ... nrj ... nrs N . fr .
N.g n. 1 Nn.2 | N.j | N. g N

f. S f. 1 f. 2 | eweas f-j ..... f. S 1

tabla de contingenciar x s

nj= numero de elementos de la distribucidn que presentan la modalidad i —ésima del
atributo A y la modalidad j — esima del atributo B.

Ni.= Nii+ N2+ .. + Nis --> numero de elementos de la distribuciéon con la i - ésima
modalidad del atributo A.

Como a las variables cualitativas no se les puede someter a operaciones de sumas,
restas y divisiones, al venir expresadas en escalas nominales u ordinales no tiene sentido
hablar de medias marginales, condicionadas, varianzas, etc; si podriamos calcular la
moda en el caso de que se empleara una escala nominal y de la mediana si utilizamos
escalas ordinales.

3.3. Dependencia e independencia

3.3.1.Independencia

Cuando no se da ningun tipo de relacion entre 2 variables o atributos, diremos que son
independientes.

Dos variables X e Y, son independientes entre si, cuando una de ellas no influye en la
distribucién de la otra condicionada por el valor que adopte la primera. Por el contrario
existird dependencia cuando los valores de una distribucién condicionan a los de la otra.
Dada dos variables estadisticas X e Y, la condicién necesaria y suficiente para que sean
independientes es:

Propiedades:
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13) Si X es independiente de Y, las distribuciones condicionadas de X/Y; son idénticas a la
distribucién marginal de X.

23) Si X es independiente de Y, Y es independiente de X.

33) Si X e Y son 2 variables estadisticamente independientes, su covarianza es cero. La
reciproca de esta propiedad no es cierta, es decir, la covarianza de 2 variables puede
tomar valor cero, y no ser independientes.

3.3.2.Dependencia funcional ( existe una relacion matematica exacta entre
ambas variables )

El caracter X depende del caracter Y, si a cada modalidad y; de Y corresponde una Unica
modalidad posible de X. Por lo tanto cualquiera que sea j, la frecuencia absoluta n;; vale
cero salvo para un valor de i correspondiente a una columna j tal que nj = n.j

Cada columna de la tabla de frecuencias tendra, por consiguiente, un Unico término
distinto de cero. Si a cada modalidad x; de X corresponde una Unica modalidad posible de
Y, serd Y dependiente de X. La dependencia de X respecto de Y no implica que Y dependa
de X.

Para que la dependencia sea reciproca, los caracteres X e Y deben presentar el mismo

nimero de modalidades ( debe ser n=m) y en cada fila como en cada columna de la
tabla debe haber uno y solo un término diferente de cero.

Sea X el salario de un empleado e Y la antigiedad del mismo en la empresa

X \|1 3 |5 |7 |9
Y

100 15 O |0 |0 |0
120 0 20 |0 |0 |0
140 0 0O |30 |0 |0
160 0 0O |0 |25 |0
180 0 O |0 |0 [10

Dependencia funcional reciproca: X depende de Y e Y depende de X

X \|[1 3 |5 |7 (9 |10
Y

100 15 O |0 |0 |0 |0
120 0 20 0 |0 |0 |0
140 0 0O (30 [0 [12 |0
160 0 0O |0 |25 |0 |O
180 0 O |0 |0 [0 |9

Y depende de X pero X no depende de Y
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3.3.3.Dependencia estadistica ( existe una relacion aproximada )

Existen caracteres que ni son independientes, ni se da entre ellos una relacién de
dependencia funcional, pero si se percibe una cierta relacion de dependencia entre
ambos; se trata de una dependencia estadistica.

Cuando los caracteres son de tipo cuantitativo, el estudio de la dependencia estadistica
se conoce como el problema de " regresion ”, y el andlisis del grado de dependencia que
existe entre las variables se conoce como el problema de correlacion.

3.4.Regresion y correlacién lineal simple

3.4.1.Introduccion a la regresion lineal simple

Cuando se estudian dos caracteristicas simultdneamente sobre una muestra, se puede
considerar que una de ellas influye sobre la otra de alguna manera. El objetivo principal
de la regresidn es descubrir el modo en que se relacionan.

Por ejemplo, en una tabla de pesos y alturas de 10 personas

17118 (161518 |17 |17 (16 |16 |16
Altura |5 |0 |2 |7 |0 |3 |1 |8 |5 |5

80|82 |57 |63 |78 |65 |66 |67 |62 |58

Peso

se puede suponer que la variable “Altura” influye sobre la variable “Peso” en el sentido
de que pesos grandes vienen explicados por valores grandes de altura (en general).

De las dos variables a estudiar, que vamos a denotar con X e Y, vamos a llamar a la X
VARIABLE INDEPENDIENTE o EXPLICATIVA, y a la otra, Y, le llamaremos VARIABLE
DEPENDIENTE o EXPLICADA.

En la mayoria de los casos la relacidon entre las variables es mutua, y es dificil saber qué
variable influye sobre la otra. En el ejemplo anterior, a una persona que mide menos le
supondremos menor altura y a una persona de poca altura le supondremos un peso mas
bajo. Es decir, se puede admitir que cada variable influye sobre la otra de forma natural
y por igual. Un ejemplo mas claro donde distinguir entre variable explicativa y explicada
es aquel donde se anota, de cada alumno de una clase, su tiempo de estudio (en horas)
y su nota de examen. En este caso un pequefio tiempo de estudio tenderd a obtener una
nota mas baja, y una nota buena nos indicard que tal vez el alumno ha estudiado
mucho. Sin embargo, a la hora de determinar qué variable explica a la otra, esta claro
que el “tiempo de estudio” explica la “nota de examen” y no al contrario, pues el alumno
primero estudia un tiempo que puede decidir libremente, y luego obtiene una nota que
ya no decide arbitrariamente. Por tanto,

X = Tiempo de estudio  (variable explicativa o independiente)
Y = Nota de examen (variable explicada o dependiente)

El problema de encontrar una relacién funcional entre dos variables es muy
complejo, ya que existen infinidad de funciones de formas distintas. El caso mas sencillo
de relacién entre dos variables es la relacién LINEAL, es decir que
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(es la ecuacidon de una recta) donde a y b son nimeros, que es el caso al que nos vamos
a limitar.

Cualquier ejemplo de distribucidon bidimensional nos muestra que la relacién entre
variables NO es EXACTA (basta con que un dato de las X tenga dos datos distintos de Y
asociados, como en el ejemplo de las Alturas y Pesos, que a 180 cm. de altura le
correspondia un individuo de 82 kg. y otro de 78 kg.).

e Diagrama de dispersién o nube de puntos
En un problema de este tipo, se observan los valores ( X;y; ) y se representan en un
sistema de ejes coordenados, obteniendo un conjunto de puntos sobre el plano, llamado
“ diagrama de dispersién o nube de puntos ”.

A A O
Y Y
O o O ©
O O O O
© O
O OO0 O O
O O ©
O O O
X X

En los diagramas de arriba se puede observar cdmo en el de la izquierda, una
linea recta inclinada puede aproximarse a casi todos los puntos, mientras que en el otro,
cualquier recta deja a muchos puntos alejados de ella. Asi pues, el hacer un analisis de
regresion lineal sélo estaria justificado en el ejemplo de la izquierda.

Como se puede ver en ambos diagramas, ninguna recta es capaz de pasar por
todos los puntos, y seguir siendo recta. De todas las rectas posibles, la RECTA DE
REGRESION DE Y SOBRE X es aquella que minimiza un cierto error, considerando a X
como variable explicativa o independiente y a Y como la explicada o dependiente.

e Recta de minimos cuadrados o recta de regresién de Y sobre X (y" = a + b x)
Sea vy = a+ b x una recta arbitraria. Para cada dato de X, es decir, para cada x; de la

tabla tenemos emparejado un dato de Y llamada y;, pero también tenemos el valor de
. . .7 *
sustituir la x; en la ecuacion de la recta, al que llamaremos y ;.

/ yi
T

Xi

atbx=y]

Cuando se toma el dato x;, el error que vamos a considerar es el que se comete al
. *
elegir y'; en lugar del verdadero y; .Se denota con e; y vale

e =y-y*
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Esos errores pueden ser positivos o negativos, y 1o que se hace es escoger la recta
gue minimice la suma de los cuadrados de todos esos errores, que es la misma que la
gque minimiza la varianza de los errores.

Usando técnicas de derivacion se llega a que, de todas las rectas y = a + b x, con
a y b niUmeros arbitrarios, aquella que minimiza el error elegido es aquella que cumple

S 3 y b=SL2y por lo tanto a:}_b}
SX

=

a=y-—

AN

S

Asi pues, sustituyendo en y = a + b x, la ecuacién de la recta de regresion de Y
sobre X es

S S

X X

— va — SX’ 1 * .
y*:(y_ é-x}+(—;)x esdecir y =a+bx

y recolocando los términos se puede escribir de la forma

S
y-y="3-(x-%)
SX

e Recta de regresion de X sobre Y

Si se hubiese tomado Y como variable independiente o explicativa, y X como
dependiente o explicada, la recta de regresion que se necesita es la que
minimiza errores de la X. Se llama RECTA DE REGRESION DE X SOBRE Y y se
calcula facilmente permutando los puestos de x e y, obteniéndose

S . " , ,
x—i:%(y—y) esdecir x =a +by
y

.S -
Sabiendo que : b =— y que a =x-by

Xy
2
s?

PROPIEDADES:

- Ambas rectas de regresiéon pasan por el punto ( x,y )

- La pendiente de la recta de regresion de Y sobre X es“ b "y la de X sobreYes“ b °’
“. Dado que las varianzas son positivas por definicion, el signo de las pendientes sera
el mismo que el de la covarianza, y asi, las rectas serdn ambas crecientes o
decrecientes, dependiendo de si la covarianza es positiva o0 negativa,
respectivamente, es decirby b’ tendran el mismo signo.
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- Los términos de las rectas a y a’ constituyen los origenes de las rectas, es decir, son
los valores que adoptan respectivamente y* 6 x* cuando x o y toman el valor cero
en sus correspondientes rectas de regresion.

- Las rectas de regresién las emplearemos para realizar predicciones acerca de los
valores que adoptaran las variables.

- Puede darse el caso, de no existencia de correlacidon lineal entre las variables, lo cual
no implica que no existan otro tipo de relaciones entre las variables estudiadas:
relacién exponecial, relacidon parabdlica, etc.

3.4.2.Correlacion lineal simple (r 6 R)

Para ver si existe relacion lineal entre dos variables X e Y, emplearemos un parametro
que nos mida la fuerza de asociacidon lineal entre ambas variables. La medida de
asociacion lineal mas frecuentemente utilizada entre dos variables es “ r ” o coeficiente
de correlacion lineal de Pearson; este parametro se mide en términos de covarianza de X
eY.

rR=—21| —1<R<I

Si R = 1, existe una correlacidn positiva perfecta entre X e Y

Si R = -1, existe una correlacion negativa perfecta entre X e Y

Si R = 0, no existe correlacion lineal, pudiendo existir otro tipo de relacién

Si —-1<R <0, existe correlacién negativa y dependencia inversa, mayor cuanto mas
se aproximea - 1.

e Si 0<R<1, existe correlacidn positiva, y dependencia directa, mayor cuanto mas se
aproxime a 1.

- Varianza residual y varianza explicada por la regresiéon. Coeficiente de
determinacién lineal (R?)

Si tenemos dos variables X e Y relacionadas linealmente, parte de la variabilidad de la
variable Y, vendra explicada por variaciones de X ( variabilidad explicada por el modelo)
, mientras que el resto responderd a variaciones de fendmenos relacionados con la
variable Y o con el azar ( variabilidad no explicada por el modelo) .

Por tanto nos conviene disponer de una medida que indique el porcentaje de la
variabilidad de la variable explicada que se debe a la variabilidad de la variable
explicativa. Esta medida es el coeficiente de determinacion lineal (R?), y si su valor es
alto nos indicara que el ajuste lineal efectuado es bueno.

En la regresion lineal de Y sobre X, la varianza de la variable Y, puede descomponerse en
la suma de 2 varianzas:

222
Sy, =S, +S,

donde:
Sf, es la varianza total de la variable Y

S’ es la varianza explicada o variabilidad de Y explicada por la regresion. |s~ = bs
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Sj es la varianza residual (e) o variabilidad de Y no explicada por la regresion.

S2 :S2 - bS

e y xy
S? S?

RP="C=1-"¢| 0<R*<1
Sy Sy
S2

R también podemos afirmar que R>=b-b

A

Es una medida de la bondad del ajuste lineal efectuado. Si lo expresamos en porcentaje,
dicho coeficiente nos indica el % de la varianza de la variable explicada ( Y) que se ha
conseguido explicar mediante la regresion lineal.

Si R* = 1, existe dependencia funcional; la totalidad de la variabilidad de Y es explicada
por la regresién.

Si R? = 0, dependencia nula; la variable explicativa no aporta informacion valida para la
estimaciéon de la variable explicada.

Si R? >0.75, se acepta el modelo ajustado

e Relacion existente entre los coeficientes de determinacién y correlacion lineal:

R = +\R?

El signo del coeficiente de correlacion lineal sera el mismo que el de la covarianza.

3.5. Estudio de la asociacion entre variables cualitativas.

En el estudio visto de regresion y correlacién se ha tratado solo el caso de variables
cuantitativas ( ingresos, salarios, precios, etc) Con variables de tipo cualitativo se puede
construir tablas de contingencia, a través de las cuales se puede estudiar la
independencia estadistica entre los distintos atributos.

Si dos atributos son dependientes, se pueden construir una serie de coeficientes que nos
midan el grado asociacién o dependencia entre los mismos.

Partimos de la tabla de contingencia en la que existen r modalidades del atributo Ay s
del atributo B. El total de observaciones sera:

NZZZ”:)’

i=l j=1

n. - -
—L paratodoi,j;

ni‘

N N
si esta expresidén no se cumple, se dira que existe un grado de asociacion o dependencia
entre los atributos.

n..
La independencia estadistica se dard entre los atributos si : WU:

n; n. n. , n -n.
y i -J — L -J
— . ____enij_

N N N N
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El valor nlj es la frecuencia absoluta conjunta tedrica que existiria si los 2 atributos

fuesen independientes.
El valor n, es la frecuencia absoluta conjunta observada.

El coeficiente de asociacion o contingencia es el llamado Cuadrado de Contingencia, que
es un indicador del grado de asociacion:

(n -n)? non
y

=334 Y siendo » -1
' U N

i nl_j
El campo de variacion va desde cero ( cuando existe independencia y nl'.]:nl./. ), hasta

determinados valores positivos, que dependera de las magnitudes de las frecuencias
absolutas que lo componen.

Este inconveniente de los limites variables se eliminara con el empleo del Coeficiente de
contingencia de Pearson:

ZZ

C =

N+;(2

Varia entre cero y uno. El valor cero se dara en el caso de independencia (n,;:n,.j).

Cuanto mas se aproxime a 1 mas fuerte serda el grado de asociacién entre los dos
atributos.

e Estudio de la asociacion entre dos atributos
- Para tablas de contingencia 2 x 2

Sean A y B dos variables cualitativas o atributos tales que presentan 2 modalidades cada
una. La tabla de contingencia correspondiente es la siguiente:

A B, B,
B
Aq Ni1 N1y Ny,
A; N21 N22 Ny,
] n> N
. i . nn,
A y B son independientes si: Ni1=

n,;

A las expresiones se les denomina frecuencias esperadas y se denotan por n; 0

por E,
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Si finalmente podemos concluir que los dos atributos estan asociados, se pueden
plantear dos preguntas:

13) ¢ Cual es la intensidad de la asociacién entre los dos atributos ?

23) ¢ Cual es la direccion de la asociacidon detectada ?

e Asociacion perfecta entre dos atributos

Ocurre cuando, al menos, una de las modalidades de uno de los atributos queda
determinada por una de las modalidades del otro atributo. Esto ocurre cuando existe
algun cero en la tabla 2 x 2. La asociacion perfecta puede ser:

a) Asociacion perfecta y estricta.

Ocurre cuando dada modalidad de uno de los atributos queda inmediatamente
determinada la modalidad del otro. Es decir, cuando n,, =n,, =0 0 n, =n, =0

Ejemplo:
A= tipo de trabajo ( temporal 6 indefinido )
B= Sexo ( hombre 6 mujer )
Sexo \ Tipo|Temporal |[Indefinido
trabajo
Hombre 20 0
Mujer 0 80

Con estos datos sabemos que si un individuo es hombre el tipo de trabajo sera temporal
y si es mujer su contrato sera indefinido.

e Asociacion perfecta e implicita de tipo 2

Ocurre cuando:

10) Si se toma la modalidad de un atributo queda determinada la modalidad del otro
atributo al que pertenece la observacion.

29) Si se toma la otra modalidad, no queda determinada la modalidad del otro atributo al
gue pertenece la observacion.

Es decir, esta asociacién se produce cuando alguna de las frecuencias observada es cero.

Ejemplo:
A= tipo de trabajo ( temporal 6 indefinido )
B= Sexo ( hombre 6 mujer )
Sexo \ Tipo[Temporal |Indefinido
trabajo
Hombre 5 15
Mujer 0 80

- Si la persona observada es mujer sabremos que su contrato es indefinido; si es vardn
puede ser indefinido o temporal.

- Si el contrato analizado es temporal pertenecerd a un hombre; si es un contrato
indefinido, podra ser de un hombre o una mujer.

e También podemos delimitar si la asociacion es positiva o negativa:
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- Asociacién positiva

Cuando se verifica que :

a) La modalidad 1 del atributo A estd asociada a la modalidad 1 del atributo B
b) La modalidad 2 del atributo A esta asociada a la modalidad 2 del atributo B.

- Asociacién negativa:
Cuando se verifica que:
a) La modalidad 1 del atributo A esta asociada a la modalidad 2 del atributo B
b) La modalidad 2 del atributo A esta asociada a la modalidad 1 del atributo A.

Para medir el sentido de la asociacion entre dos atributos emplearemos el indicador Q de
Yule:

_ My, Ty,

Ny Ny + 1,0,

Si Q = 0, entonces existe independencia
Si Q > 0, entonces existe asociacion positiva
Si Q < 0, entonces existe asociacion negativa

e Tablas de contingencia R x S

Para determinar la intensidad de dicha asociacion, calculamos la V de Cramer, que se
define como:

zz(ny Ezj)
V: i=l j=1 j
Nm
m=min (r-1, s-1)
V €(0,1)
ni.n.j
E, = N

Existirda una mayor intensidad en la asociacion entre 2 variables a medida que el
indicador adopte valores préoximos a 1.
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Capitulo ] ]
IV NUMEROS INDICES

Aplicacioén

Existe un gran nuimero de fendmenos econdmicos cuyo significado y estudio alcanza
distintos niveles de complejidad (son los que se conocen como coyuntura econémica,
nivel de inflaccion, nivel de desarrollo, etc.).

Los numeros indice constituyen el instrumental mas adecuado para estudiar la evolucién
de una serie de magnitudes econdmicas que nos den respuesta a cuestiones tales como:
¢Es la coyuntura econdmica positiva o negativa? ¢Es el nivel de inflaccion el adecuado o
no? etc.

Definicion
Un numero indice puede definirse como una medida estadistica que nos proporciona la
variacion relativa de una magnitud (simple o cmpleja) a lo largo del tiempo o el espacio.

Sea X una variable estadistica cuya evolucion se pretende estudiar.
Llamaremos:

e Periodo inicial o base, es aquel momento del tiempo sobre el que se va
comparando la evolucién de la magnitud o variable estadistica Xp.

e Periodo de comparacion, es aquel momento del tiempo en el que el valor de la
magnitud X; se compara con el del periodo base.

t Xt
1, =; 100

0

E

indice de evolucion de 0 a t expresado en %:

e I, toma el valor 100 en el periodo base
e I, <100 implica que X; < X, (indicando una evolucion negativa del periodo 0 al t )
e I, > 100 implica que X; > X, (indicando una evolucién negativa del periodo 0 al t )

e La elaboracion de numeros indices tiene sentido en variables de naturaleza
cuantitativa

e El indice, por estar definido por un cociente, es independiente de las unidades de
medida en las que venga expresada la variable, con lo que se puedan efectuar
agregaciones de distintos indices, construyéndose indicadores de evolucidon general de
fendmenos econdmicos.

Los numeros indices se clasifican atendiendo a:

e La naturaleza de las magnitudes que miden ‘Simples
Complejas

e En el segundo caso, a la importancia relativa de cada |Sin ponderar
componente Ponderados
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m Tipos de Indices

Nameros Indices Simples

Estudian la evolucién en el tiempo de una magnitud que sdlo tiene un componente (sin
desagregacion). Se emplean con gran difusién en el mundo de la empresa a la hora de
estudiar las producciones y ventas de los distintos articulos que fabrican y lanzan al
mercado.

I, Numero indice en el periodo t de la magnitud X

X: Valor de la magnitud X en el periodo t

I :ﬁ 100
Xo Valor de la magnitud X en el periodo base 0 D '¢

0

Nimeros Indices Complejos Sin Ponderar

Estudian la evolucidon en el tiempo de una magnitud que tiene varios componentes y a
los cuales se asigna la misma importancia o peso relativo (siendo esta ultima hipédtesis
nada realista).

Por su naturaleza son de poco uso en el mundo de la economia.

e Sea una magnitud compleja agregada de N componentes (1,2,..., N)
e Sean I;, los numeros indices simples de cada componente i en el periodo t

I, Numero indice total en el periodo t de la magnitud
agregada

I,, Numero indice simple del componente i en el periodo t
X, Valor del componente i en el periodo t

X,, Valor del componente i en el periodo base 0

1 13X,
I,=—2.1,=—2,--100
0 NZ,: o N;X.o

Nameros Indices Complejos Ponderados

Estudian la evolucidn en el tiempo de una magnitud que tiene varios componentes y a
los cuales se asigna un determinado coeficiente de ponderacién wj;. Son los que
realmente se emplean en el andlisis de la evolucidn de fendémenos complejos de
naturaleza econémica (IPC, IPI, etc.)

e Sea una magnitud compleja agregada de N componentes (1,2,..., N)
e Sean I}, los niumeros indices simples de cada componente i en el periodo t
e Sean (wjy, wy, ...,wy) los coeficientes de ponderacién de los componentes

I, Numero indice total en el periodo t de la magnitud N - X,

agregada DI w, -Z,:iXt 100w,
i=1 i= i0

I, Numero indice simple del componente i en el periodo t I, =3 = N

X, Valor del componente i en el periodo t Wi Zwi

X,, Valor del componente i en el periodo base 0
w; Coeficiente de ponderacién del componente i
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Propiedades que cumplen en general los indices simples (pero no todos los
complejos)

Existencia: el indice debe concretarse en un valor real y finito| I, # 0

y:

Identidad: si coinciden el periodo base y el de comparacion, |I; =100
entonces:

Inversién: el producto de dos indices invertidos de dos|1I;1I=1
periodos es:

Circular: la generalizacién de la inversién para varios periodos I" I‘ I’'=1

Proporcionalidad: Si la magnitud varia en proporcion 1+K, el X,=X,+KX,
indice: I"=I'+KI'

m Indices de Precios

Estos indices miden la evolucidn de los precios a lo largo del tiempo.
Los indices de precios se clasifican en:

Simples Sauerbeck
Numeros indice de precios Sin ponderar Bradstreet-Dutot
Complejos

Ponderados Laspeyres
Paasche
Edgeworth
Fisher

m Indices Simples de Precios

P; Indice simple de precios en el periodo t . P
Po Precio en el periodo base 0 Py =-"-100
p: Precio en el periodo t

m Indices Complejos de Precios Sin Ponderar

a) Indice media aritmética de indices simples o de Sauerbeck
Es la media aritmética de los indices de precios simples para cada componente.

1 N t pt
i =— = =100
Ps Indice de Sauerbeck P N;‘ i0 N;P,o

b) Indice media agregativa simple o de Bradstreet-Dutot
Es el cociente entre la media aritmética simple de los N precios en el periodo t y en el
0.
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1 N N
ﬁzpit Zpit
5100 =-5—100

;Pw ZI: Dio

1
N “

Psp Indice de Bradstreet-Dutot P, =

m Indices Complejos de Precios Ponderados

N
4 . Di
Cada uno de los métodos apunta una forma distinta Z ?wi
para establecer los coeficientes de ponderacién w; P, = =1 Zip

— 100

Zwi

i=1

a) Indice de precios de Laspeyres P,
Utiliza como coeficientes de ponderacion el valor de las transacciones en el periodo
base.
Tiene la ventaja de que las ponderaciones del periodo se mantienen fijas para todos los
periodos pero por contra el inconveniente de que su representatividad disminuye segun
nos alejamos.

W; = Pio qio

b) Indice de precios de Paasche Pp

Utiliza como coeficientes de ponderacion el valor de las transacciones, con las
cantidades del periodo de comparacién y los precios del periodo base. Las ponderaciones
son por ello variables.

Tiene la ventaja de que los pesos relativos de los distintos componentes se actualizan
cada periodo con el agravante de complejidad y costes derivados de este célculo.

W; = Pio qit

c) Indice de precios de Edgeworth P,
Utiliza como coeficientes de ponderacion la suma de los dos anteriores.

W; = Pio Gio + Pio qit

d) Indice de precios de Fisher Pe
Se define como la media geométrica de los indices de Laspeyres y Paasche

PF: PLPP

m Indices de Cantidades o Cudanticos
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Los indices cuanticos miden la evolucién de cantidades a lo largo del tiempo.

Para cualquier magnitud y por supuesto las cantidades, siempre se pueden elaborar
numeros indices simples, complejos sin ponderar y complejos ponderados empleando
las mismas consideraciones y la misma formulacion que la vista para indices de precios.

N
qi
Cada uno de los métodos apunta una forma distinta Zq't”’i
para establecer los coeficientes de ponderacion w; Q, =—5"—100

ZW,-

i=1

a) Indice cuantico de Laspeyres Q. W; = (io Pio

b) Indice cuantico de Paasche Qp Wi = {io Pit

c) Indice cuantico de Edgeworth Q¢ Wi = GQio Pio + Qio Pit
d) Indice cuantico de Fisher Qf 0, :m

m Propiedades de los Indices Complejos

Los numeros indices deben cumplir una serie de propiedades ideales: existencia,
identidad, inversién, circular y de proporcionalidad. Asi como los indices simples las
cumplen en su mayoria, los complejos y ponderados no cumplen algunas de ellas.

Sobre los dos indices mas importantes, los de Laspeyres y Paasche podemos decir:
e Cumplen: la existencia, identidad y proporcionalidad
e No cumplen: la inversién y por tanto tampoco la circular

El indice de Laspeyres (tanto de precios como cuantico) es el mas utilizado en los
indicadores generales de precios y produccién. Su disefio y posterior calculo requiere
una rigurosa seleccién de sus componentes y ponderaciones.

Ahora bien, a medida que nos alejamos del periodo base, la estructura de coeficientes
de ponderacion de este indice (y de los demas) es cada vez menos representativa con lo
que es necesario fijar un nuevo periodo base y establecer una nueva estructura de
ponderaciones.

m Cambio de Base en una Serie de Numeros Indices

En los enlaces de series de numeros indices que tienen distinta base, nos apoyamos en
la propiedad de inversidn que, como se ha indicado, no la cumple el indice de Laspeyres,
pero que se actua en la practica como si se cumpliera, ante la necesidad de efectuar
dichos enlaces.

Sea una serie de nimeros indices cuyo periodo base es o: I,,1,,1;,...,1;
Puede interesar cambiar la base o si estd muy alejada en el periodo t de comparacion.
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Para ello no es necesario efectuar un profundo estudio para determinar nuevos
coeficientes de ponderacién (en el caso de indices complejos) sino Unicamente
apoyarnos en la propiedades de inversion y circular que nos permiten obtener el
coeficiente técnico que transforma la serie dada en una nueva con un periodo base
distinto t’.

a) Valor de cada indice en la nueva base t’

Para el periodo t’ existird un indice I, que sirve de enlace técnico para transformar la

serie.
Se cumple que para expresar cada indice antiguo en la nueva base:

’ ’ 1 It
Lnr=1 = ni.=—=I, > I, =~% 100
1, I,
b) Calculo del coeficiente de transformacion

Este coeficiente, multiplicado por cada indice antiguo permite obtener el indice en la
nueva base

I, . g 100
I'=-"% = Coeficiente de Transformacion: I = I%
0

m Renovacion o Enlace de Series de Nimeros Indices con Distintas Bases

La necesidad de la renovacién peridédica de una serie de nimeros indices nos puede
llevar a contar con dos series que tienen periodos base distintos y hay que enlazarlos o
empalmarlos para poder estudiar el fendmeno, comparando su evoluciéon con una Unica
base.

El periodo base que se mantiene es el de la serie que lo tiene mas cercano al momento
actual, aplicando el coeficiente de enlace o empalme a la serie mas antigua.

El concepto o definicidn de este coeficiente de enlace es el mismo empleado en los
cambios de base dentro de la misma serie, aplicandose ahora sélo a los elementos de la
serie que tengan la base mas antigua.

Sea la serie de numeros indices mas antigua en base o: I,,1,,1,,...,1,,....1,

Sea t’ el periodo de la serie antigua al que se quieren actualizar los indices de esta
serie.

El coeficiente de enlace, multiplicado por cada indice de la serie antigua permite obtener
el indice en la nueva base.

Il . 100
=L - Coeficiente de Enlace : I = T
0
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Al 1ndices de Valor y Deflactacién de Series Econémicas |

En economia, los bienes y servicios producidos son adquiridos por las familias,
empresas, etc. Estos bienes presentan gran heterogeneidad y para agregarlos hay que
someterlos a un proceso de homogeneizacidn a través de la obtencion de su valor,
aplicando un sistema de precios.

El proceso de multiplicar (cantidades x precios respectivos) de los distintos componentes
transforma cantidades fisicas heterogéneas (leche, pescado, etc.) en valores
economicos homogéneos (pesetas, dolares, etc.)

Los indices de valor nos permiten estudiar la evolucién a lo largo del tiempo de la
cuantificacion monetaria de un conjunto de bienes. Este valor se llama nominal o en
pesetas corrientes o de cada afio cuando los precios son los del periodo de
comparacion.

Valor en el periodo base (]

N
N Valor en el periodot: V, = th q.
Vy = Zpio Gio i=1
i=1

N
2P 4
El indice complejo de valor, para N I,

N
componentes: Z P i
i=1

La evolucién de los indices a lo largo del tiempo estd motivado, segin la expresion
anterior, por variaciones conjuntas de precios y cantidades, no pudiendo aislarse la
influencia de cada una.

En economia interesa analizar la evolucién del conjunto de N mercancias bajo lo que se
denomina a precios constantes, es decir, sin que se produzcan variaciones en los
precios de los distintos componentes. Para hacerlo se realiza la operacion denominada
deflactacion de series de valores expresadas en precios o pesetas corrientes de cada
ano.

Para comparar el valor de un conjunto de bienes en dos periodos distintos interesa
aislarlo de la subida, inflacion, o de la bajada, deflacion, de sus respectivos precios.
De esta manera, se consigue aislar el calculo de la distorsidon que las subidas de precios,
que no sean debidas a una mejora en la calidad de los bienes y los servicios.

Para poder efectuar un anadlisis comparativo de una serie de valor entre distintos
periodos, hay que pasarla de pesetas corrientes o de cada afo a pesetas constantes o
del periodo que se considere como base. Esto es lo que se denomina deflactar la serie,
dividiéndola por el indice de precios que se considere mas adecuado llamado deflactor
de la serie.

Los indices de Laspeyres y Paasche son los que mas se utilizan como deflactores de
series.

a) Deflacciéon por un Indice de Laspeyres
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Si el valor a precios corrientes se divide por un indice de precios de Laspeyres
tendremos:

N N

1% Zl’ir q; N Zpit q;

P_;: ’;I = ;pit 9o 1;1 =V, Qp
Z}Pn 9io Z}Pit 9o
= -
me 9io

~
I
~

Al deflactar una serie de valor a precios corrientes por un indice de precios de Laspeyres
no se obtiene una serie de valor a precios constantes sino Vo Q, que es el producto del
valor en el afo base por un indice cuantico de Paasche. El P, no es por tanto un
verdadero deflactor, aunque en la practica se considera como tal por ser el indice que se
suele elaborar.

b) Deflacciéon por un Indice de Paasche

Este si es un verdadero deflactor ya que la expresiéon nos da el valor actual de un
conjunto de N mercancias a precios constantes del afio pjp base:

N
v, an q; N
P_: & me q;
’ ;pit 9 o
N
Zl’;o 9

~
Il
~

Segun sea la serie econdmica que se desea deflactar, asi habrad que elegir el indice de
precios mas adecuado:

e Para deflactar la renta disponible de una familia en pesetas constantes de un
determinado afio, el deflactor adecuado sera el IPC (Indice de Precios de Consumo)

e Para deflactar una serie del valor de un conjunto de productos industriales, su
deflactor adecuado sera el IPI (Indice de Precios Industriales)

Indice de Precios de Consumo (IPC)

e FICHA TECNICA

e Tipo de encuesta: continua de periodicidad mensual

e Periodo base: 2001

e Periodo de referencia de las ponderaciones: desde el 2° trimestre de 1999 hasta el 1°
de 2001

e Muestra de municipios: 141 para alimentacion y 97 para el resto
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e NuUmero de articulos: 484

e NuUmero de observaciones: aproximadamente 200.000 precios mensuales

e Clasificacién funcional: 12 grupos, 37 subgrupos, 80 clases y 117 subclases; 57
rubricas y 37 grupos especiales

e Método general de céalculo: Laspeyres encadenado

e Método de recogida: agentes entrevistadores en establecimientos y recogida
centralizada para articulos especiales

Caracteristicas principales

INDICE DE PRECIO DE CONSUMO (I.P.C.)

El Indice de Precios de Consumo es una medida estadistica de la evolucién del
conjunto de precios de los bienes y servicios que consume la poblacion residente en
viviendas familiares en Espania.

El Indice de Precios de Consumo Armonizado es un indicador estadistico cuyo
objetivo es proporcionar una medida comun de la inflacibn que permita realizar
comparaciones entre los paises de la Union Europea. Este indicador de cada pais cubre
las parcelas que superan el uno por mil del total de gasto de la cesta de la compra
nacional.

Hacia un indicador mas moderno y dindmico

Desde enero de 1993 ha estado vigente en Espafia el indice de Precios de Consumo
(IPC) Base 92. La cesta de la compra, a partir de la cual se calcula el IPC, se obtiene
basicamente del consumo de las familias en un momento determinado y debe
actualizarse cada cierto tiempo. En este caso no sélo se renueva la cesta sino que se
introducen novedades en la forma de calcular el IPC por lo que no estamos ante un
«cambio de base» sino ante un «cambio de sistema», Sistema de Indices de Precios
Base 2001, que entra en vigor con la publicacién del IPC de enero de 2002.

Se ha conseguido un indicador mas dinamico, ya que se podran actualizar las
ponderaciones mas frecuentemente y se adaptara mejor a la evolucion del
mercado. Ademas, se podran incluir nuevos productos en la cesta de la compra en
el momento en que su consumo comience a ser significativo.

El nuevo Sistema también sera técnicamente mas moderno, ya que permitira la
inclusion inmediata de mejoras en la metodologia que ofrezcan los distintos foros
académicos y de organismos nacionales e internacionales, especialmente las decisiones
que favorezcan la armonizacion de los IPC de los paises de la Unidn Europea.

A partir del 22 de febrero de 2002, el INE ha llevado a cabo la implantacién definitiva
del nuevo sistema de Indices de Precios de Consumo Base 2001.

El nuevo Sistema se ha llevado a efecto en dos fases, a lo largo de dos afos. En la
primera (hasta 01-2001) se introdujeron algunas mejoras, que se han completado en
01-2002. Se ha conseguido un indicador mas dinamico, ya que se podran actualizar las
ponderaciones mas frecuentemente y se adaptard mejor a la evolucién del mercado.
Ademas, se podran incluir nuevos productos en la cesta de la compra en el momento en
que su consumo comience a ser significativo.
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Introduccion

El Indice de Precios de Consumo (IPC) requiere para su elaboracion la seleccién de una
muestra de bienes y servicios representativa de los distintos comportamientos de
consumo de la poblaciéon, asi como la estructura de ponderaciones que defina la
importancia de cada uno de estos productos. Como en la mayoria de los paises, el IPC
espafiol obtiene esta informacion de la Encuesta de Presupuestos Familiares (EPF), que
fue realizada por ultima vez en el periodo comprendido entre abril de 1990 y marzo de
1991; esta encuesta es la que se utilizd para llevar a cabo el anterior cambio de base
del IPC.

Desde entonces, el comportamiento de los consumidores ha cambiado
considerablemente, ya sea porque variaron los gustos o las modas, su capacidad de
compra, o porque han aparecido nuevos productos en el mercado hacia los que se
desvia el gasto. Todos estos cambios deben reflejarse en la composicion del IPC y en su
estructura de ponderaciones; es por ello por lo que se hace preciso realizar un cambio
de base que permita una mejor adaptacién de este indicador a la realidad econdmica
actual.

A partir del 2° trimestre de 1997 se implantd la nueva Encuesta Continua de
Presupuestos Familiares (ECPF), con el fin de sustituir a la que se venia realizando de
forma trimestral y a la Encuesta Basica que se hacia en periodos de entre ocho y nueve
afos, que era la utilizada para los distintos cambios de base del IPC.

Esta nueva encuesta permite disponer de informacién sobre el gasto de las familias de
forma mas detallada que su predecesora y con una periodicidad mayor que la Encuesta
Basica. Esto hace que el nuevo Sistema del IPC, cuyas lineas generales se presentan en
este documento, parta de un planteamiento conceptual diferente a todos los Sistemas
anteriores.

Por un lado, destaca su dinamismo, ya que se podran actualizar las ponderaciones en
periodos cortos de tiempo, lo que sin duda redundard en una mejor y mas rapida
adaptacion a la evolucion del mercado. Ademads, esta adaptacién a la evolucién del
mercado y al comportamiento de los consumidores se conseguird también con la
posibilidad de incluir nuevos productos en el momento en que su consumo comience
a ser significativo.

Por otro lado, el nuevo Sistema sera técnicamente mas moderno, ya que permitira la
inclusion inmediata de mejoras en la metodologia que ofrezcan los distintos foros
académicos y de organismos nacionales e internacionales. En este sentido, se valoraran
especialmente las decisiones provenientes del Grupo de Trabajo para la armonizacién de
los IPC de la Union Europea (UE).

Con este proposito, se creard un proceso de actualizacion continua de la
estructura de consumo, basado en un flujo continuo de informacion entre el IPC y la
ECPF, como fuente fundamental de informacion.

Caracteristicas mas importantes
Periodo base
El periodo base es aquél para el que la media aritmética de los indices mensuales

se hace igual a 100. El afio 2001 es el periodo base del nuevo Sistema, esto
quiere decir que todos los indices que se calculen estaran referidos a este afio.

Periodo de referencia de las ponderaciones

Es el periodo al que estan referidas las ponderaciones que sirven de estructura del
Sistema; dado que éstas se obtienen de la ECPF, el periodo de referencia del IPC
es el periodo durante el cual se desarrolla esta encuesta.
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El actual cambio de Sistema se ha realizado con la informacién proveniente de la
ECPF, que proporciona la informacidon basica sobre gastos de las familias en
bienes y servicios de consumo. Asi, el periodo de referencia del nuevo Sistema es
el comprendido entre el 2° trimestre de 1999 y el 1° trimestre de 2001.

Para el cédlculo de las ponderaciones se ha dado mas importancia a la informacién
correspondiente a los trimestres mas cercanos al momento de la actualizacion.

Muestra

Para obtener indicadores significativos para todos los niveles de desagregacion
funcional y geografica para los que se publica el IPC, se ha estructurado el
proceso de seleccién de la muestra en tres grandes apartados, cada uno de los
cuales tiene como objetivo la seleccion de los diferentes componentes de la
misma. Estos son los siguientes :

e Seleccion de municipios.
e Seleccion de zonas comerciales y establecimientos.
e Determinacion del numero de observaciones.

Para la seleccion de municipios, como en bases anteriores, se han utilizado
criterios poblacionales, y se ha tenido en cuenta la situacién de las principales
zonas comerciales en cada una de las provincias. La muestra de municipios ha
aumentado respecto a la base 92, pasando de 130 a 141 (para alimentacion) y de
70 a 97 ( para resto).

Por otro lado, se ha prestado especial atencion a los distintos tipos de
establecimiento existente, asi como a la recogida de precios de los articulos
perecederos en municipios no capitales. Con todo ello, se ha aumentado el
numero de precios procesados respecto a la base anterior, pasando ahora a ser
aproximadamente 180.000 precios mensuales.

Campo de consumo

Es el conjunto de los bienes y servicios que los hogares destinan al consumo; no
se consideran, pues, los gastos en bienes de inversién ni los autoconsumos,
autosuministros ni alquileres imputados. En la ECPF los bienes y servicios han
sido clasificados segun la clasificaciéon internacional de consumo COICOP (en
inglés, Classification Of Individual Consumption by Purpose). Asi, cada parcela de
consumo de la ECPF debe estar representada por uno o mas articulos en el IPC,
de forma que la evolucidon de sus precios represente la de todos los elementos
que integran dicha parcela.

Cesta de la compra

Es el conjunto de bienes y servicios seleccionados en el IPC cuya evolucion de
precios representan la de todos aquellos que componen la parcela COICOP a la
que pertenece.

El proceso para determinar la composicion de la cesta de la compra y su
estructura de ponderaciones utiliza como fuente fundamental de informacion la
ECPF; asi, en funcidén de la importancia de cada parcela se han seleccionado uno o
mas articulos para el IPC. El nimero total de articulos que componen la nueva
cesta de la compra es 484.
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Para cada uno de los articulos se elabora su descripcion o especificacién con el fin
de facilitar su identificaciéon por parte del encuestador y permitir la correcta
recogida de los precios. Estas especificaciones tienen en cuenta las
particularidades propias de cada region.

Clasificacion funcional

El IPC base 2001 se adapta completamente a la clasificacion internacional de
consumo COICOP.

Asi, la estructura funcional del IPC constard de 12 grupos, 37 subgrupos, 80
clases y 117 subclases. Ademds, se mantienen las 57 ribricas existentes y se
amplia el nimero de grupos especiales.

Método general de calculo

Hasta ahora, todos los sistemas espafioles anteriores utilizaron lo que se
denomina un indice tipo Laspeyres con base fija, al igual que otros muchos paises
de la Unidn Europea. La ventaja fundamental de un indice de este tipo es que
permite la comparabilidad de una misma estructura de articulos y ponderaciones
a lo largo del tiempo que esté en vigor el Sistema; sin embargo, tiene un
inconveniente y es que la estructura de ponderaciones pierde vigencia a medida
que pasa el tiempo y evolucionan las pautas de consumo de los consumidores.

El nuevo Sistema utilizara la férmula de "Laspeyres encadenado"”, que consiste en
referir los precios del periodo corriente a los precios del ano inmediatamente
anterior; ademads, con una periodicidad que no superard los dos afios se
actualizaran las ponderaciones de las parcelas con informacidon proveniente de la
ECPF.

La utilizacion de las ponderaciones provenientes de la ECPF para calcular los
indices encadenados evita la auto-ponderacién de las parcelas del IPC por medio
del nivel de los indices, es decir, las parcelas no irdn ganando peso en la cesta de
la compra a medida que vaya alcanzando mayor magnitud su indice.

Por otro lado, la actualizacién anual de ponderaciones tiene las siguientes
ventajas:

e EI IPC se adapta a los cambios del mercado y de los habitos de consumo en
un plazo muy breve de tiempo;

e Se puede detectar la aparicidon de nuevos bienes o servicios en el mercado
para su inclusién en el IPC, asi como la desaparicion de los que se
consideren poco significativos.

Basicamente, el proceso de célculo es el mismo que el de un Laspeyres: se
calculan medias ponderadas de los indices de los articulos que componen cada
una de las agregaciones funcionales para las cuales se obtienen indices, y se
compraran con los calculados el mes anterior. En este caso las ponderaciones
utilizadas no permanecen fijas durante todo el periodo de vigencia del sistema.

Otra novedad importante en el nuevo Sistema es la utilizacion de la media
geométrica para el calculo de los precios medios provinciales de todos los
articulos de la cesta de la compra, que intervienen en la elaboracién del indice
mensual.
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Cambios de calidad

El tratamiento de los cambios de calidad es uno de los temas que mas afectan a
cualquier indice de precios.

Un cambio de calidad ocurre cuando cambia alguna de las caracteristicas de la
variedad para la que se recoge el precio y se considera que este cambio implica
un cambio en la utilidad que le reporta al consumidor.

Para la correcta medicidén de la evolucién de los precios es preciso estimar en qué
medida la variacién observada del precio es debida al cambio en la calidad del
producto y qué parte de esta variacion es achacable al precio,
independientemente de su calidad.

Los métodos mas utilizados en el IPC son la consulta a expertos, que consiste
en solicitar a los propios fabricantes o vendedores la informacidén para poder
estimar el cambio de calidad; los precios de las opciones, que analiza los
elementos componentes del antiguo producto y del nhuevo para establecer el coste
de las diferencias entre ambos; y el precio de solapamiento, basado en
suponer que el valor de la diferencia de calidad entre el producto que desaparece
y el nuevo es la diferencia de precio entre ellos en el periodo de solapamiento, es
decir, en el periodo que estén en vigencia los precios de ambos.

El nuevo Sistema introduce una novedad en los métodos de ajustes de calidad
que se vienen utilizando hasta ahora en el IPC, y es la utilizacién de la regresion
hedonica para realizar ajustes de calidad en determinados grupos de productos,
como los electrodomésticos. Dicho método se utiliza como complemento a los
citados anteriormente.

Durante el afo 2002 se continuaran los estudios que permitirdn determinar la
viabilidad de aplicar este nuevo método de ajuste de calidad a otros articulos de
la cesta de la compra, en funcidn de la informacion disponible.

Inclusion de las ofertas y rebajas

Uno de los cambios mas importantes que se producirdn en el IPC con la entrada
en vigor del nuevo Sistema, base 2001, es la inclusidén de los precios rebajados.

El IPC, base 1992, no contemplaba la recogida de estos precios por lo que su
inclusién en el nuevo Sistema producira una ruptura en la serie de este indicador,
que no es posible solucionar totalmente con el método de los enlaces legales,
utilizado cada vez que se lleva a cabo un cambio de base.

No obstante el INE facilitara los datos correspondientes a las tasas de variacién a
largo plazo, para evitar la falta comparacién por la ruptura de la serie.

Enlace de series

Como en los anteriores cambios de base el INE publicara las series enlazadas, asi
como los coeficientes de enlace que permiten su calculo, en aquellos casos en los
gue sea posible dar continuidad a la serie. En los casos en los que no exista una
equivalencia exacta se indicara oportunamente.

El coeficiente de enlace legal se calcula como el cociente entre el indice del mes
de diciembre de 2001 en base 2001 y en base 92. Es por este coeficiente por el
que se multiplican los indices en base 92 y se obtienen los indices en base 2001.
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Periodicidad del cambio de Sistema

Debido a la disponibilidad de datos anuales sobre ponderaciones provenientes de la
Encuesta Continua de Presupuestos Familiares, una de las modificaciones mas
importantes en este nuevo proceso de cambio de sistema es la actualizacién continua de
ponderaciones.

Una vez establecido el nuevo Sistema de IPC, el proceso constara de dos partes:

A) Adaptacion continua del IPC.

Consistira en la revision anual de las ponderaciones para determinados niveles
de desagregacidon geografica y funcional; en ella se estudiaran cada afio la
conveniencia o no de ampliar la composicion de la cobertura de productos asi
como la posibilidad de modificar alguno de los tratamientos empleados en el
calculo del indice.

B) Revision estructural del IPC.

Cada cinco afnos se realizara un completo cambio de base; por tanto, las
operaciones a realizar consistiran en determinar la composicidon de la cesta de la
compra, las ponderaciones para los niveles mas desagregados y la seleccién de la
muestra. También vendra acompanada de una revision mucho mas profunda de
todos los aspectos metodoldgicos que definen el IPC.

De esta forma, se conseguira un indicador mas dinamico y que se adapte de forma mas
rapida a los movimientos del mercado y a la aparicion de innovaciones metodoldgicas.
Ademas, se cumplird con las exigencias de la UE a través de Eurostat.

Se establece a partir de ahora un marco de actuacién totalmente distinto al existente
hasta el momento, al no tratarse de un mero cambio de base y si de un proceso mucho
mas amplio.

Ponderaciones

El IPC es un indice de precios de Laspeyres (luego complejo y ponderado). Segun la
metodologia del INE, la ponderacidon del articulo, wj;, se obtiene como cociente del gasto
realizado en las parcelas representadas por dicho articulo (durante el periodo de
referencias de la EPF 1990/1991) y el gasto total realizado en ese mismo periodo.

Las ponderaciones permanecen fijas a lo largo del periodo de vigencia del sistema de
indices de precios al consumo. Un mismo articulo puede tener ponderaciones diferentes
en las distintas agrupaciones geograficas.

Enlaces de series

Hasta 1976, el IPC elaborado por el INE se denominaba Indice de Coste de la Vida.
Con este nombre se cred y se mantuvo en sus diferentes revisiones:

e Desde 1939 a 1960 (base 1936)

e Desde 1961 a 1968 (base 1958)

e Desde 1969 a 1976 (base 1968).

Con el nombre de Indice de Precios al Consumo (IPC):
e Desde 1977 a 1985 (base 1976)
e Desde 1985 a 1992 (base 1983)
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e Desde 1993 hasta nuestros dias (base 1992)

La citada Metodologia del INE (1992) propone los siguientes coeficientes de enlace de
series:
K92/5s = 0.044699 K92/53 = 0.082113 K92/75 = 0.184347 K92/33 = 0.545261

m Otros Indicadores de Coyuntura en Espaia |

Indices de Produccion Industrial (IPI)

Es un indice de naturaleza cuantica que estudia la evolucién de los voliumenes de
produccion fisica de los distintos sectores industriales. Se elabora con periodicidad
mensual a través de 600 productos industriales representativos del conjunto. El
organismo responsable es el INE.

Indice de Precios Industriales

Completa con el anterior la panoramica coyuntural de la industria en nuestro pais. El
precio que se mide es el de salida de fabrica y cubre las mismas ramas que el IPI. Es el
deflactor que debe utilizarse para obtener la evolucién del valor real de los bienes de
produccion intermedia.

Indice de Ventas al Por Menor
El INE esta construyendo un nuevo indicador de las ventas al por menor tomando datos
en las grandes superficies.

Encuestas de coyuntura

e Encuesta de coyuntura Industrial del Ministerio de Industria y Energia
e Encuesta de coyuntura de la construccion elaborada por el MOPTMA

e Encuesta de coyuntura laboral del Ministerio de Trabajo

Indices de Cotizacion Bursatil
Mide las fluctuaciones de la cotizaciones de las acciones en los distintos mercados
bursatiles de forma diaria. A partir de las cotizaciones de cada valor se elaboran indices
de grupo (banca, comunicaciones, etc.) que convenientemente ponderados dan lugar al
indice general de cada mercado.

EL EFECTO DE LA INCLUSION DE LAS REBAJAS EN EL IPC2001 SOBRE EL
CALCULO DE LAS TASAS

Calculo de tasas de variacién entre periodos de distintas bases
Cuando el periodo inicial sea anterior al afio 2001, los Unicos indices disponibles no
incluyen precios rebajados, por ello, es necesario utilizar un método de calculo de
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variaciones que solucione el problema citado anteriormente: las tasas de variaciéon
de precios se calcularan por partes. Es decir, si se quiere saber cual ha sido la
variacion del IPC desde el mes m del afo t (t < 2001) hasta el mes m’ del afio t’
(t" >= 2002) se consideraran los siguientes tramos temporales:

- m' 2001 Compara meses diferentes, dado que se trata de periodos
m anteriores a enero de 2002 y ninguno viene afectado por el
A mt/m'2001 efecto rebajas. Calculada con datos publicos
o Compara el mismo mes de 2001 con el de 2002. Las
Y 2001 variaciones reales para estos periodos seran publicadas por el
Am’ 2001t/ m’ 2002 |INE pero no se podran calcular a partir de los indices
publicados.
o Compara el mismo mes de distintos afios, ambos posteriores a
A 2);)%2200'[2/m’ p 2001 (incluyen precios rebajados), pero al tratarse de,I mismo
mes la tasa no se ve afectada. Calculada con datos publicos

Ejemplo del efecto de la inclusion de precios rebajados en el IPC

Se ha considerado una serie de IPC - base 1992 desde enero de 2000 hasta
diciembre de 2001 (en la tabla, se ha denominado Serie Publicada - base 1992).
Durante 2001 han sido recogidos los precios y calculados los indices medidos
segun el nuevo Sistema aunque no se publican (en la tabla, a la serie de estos
indices se le ha denominado Serie no Publicada - base 2001, y estd sombreada,
incluye los precios rebajados).

Debido a que entre estas dos series se ha producido un cambio de base, es
necesario enlazarlas para obtener una Unica serie continua medida en la base
2001. Asi, la Serie Publicada - base 92 se transformara en una serie en base 2001
a través de un enlace legal.

Serie Publicada Seri_e NO Serie Publicada
Publicada
Base Base 2001=100 Base 2001=100
1992=100 (incluye rebajas) (enlazada)
Afo 2000 | 2001 2001 2000 2001 | 2002 | 2003
Enero 121,26|124,02 95,21 98,81 |101,05| 99,22 (103,29
Febrero 121,3 |124,11 95,02 98,84 |101,13| 99,32 [103,29
Marzo 121,5 (124,47 99,67 99 101,42|104,38
Abril 122,03|125,18 99,97 99,43 |101,99|104,59
Mayo 122,23|125,47 100,17 99,59 [102,24|104,59
Junio 122,3 125,56 100,47 99,65 |102,31(105,01
Julio 122,34|125,64 96,76 99,68 |102,37(100,91
Agosto 122,36|125,67 96,56 99,7 (102,39|100,91
Septiembre |122,65(126,02 103,81 99,93 |102,68|108,18
Octubre 123,23|127,09 103,91 100,4 |103,55| 108,4
Noviembre [123,84(127,77 104,22 100,91 |104,11| 108,5
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Diciembre [123,94(127,91 104,22 100,99 (104,22|108,72

El enlace legal consiste en calcular un coeficiente que relacione los indices en
ambas bases en el mes de diciembre de 2001. Su calculo se realiza como el
cociente del indice de diciembre de 2001, en base 2001 (Serie No Publicada - base
01 (incluye rebajas) y el indice de diciembre de 2001 en base 1992 (Serie
Publicada — base 1992). En el ejemplo, este coeficiente seria:

1104,22 _
/ 1791 = 0.814797

Los indices enlazados se obtienen como producto de los indices en base 92 por el
coeficiente de enlace legal. Asi, por ejemplo:

e Indice enlazado enero 2000 = 121,26 x 0,81479 = 98,81

e Indice enlazado febrero 2000 = 121,30 x 0,81479 = 98,84

(]
La serie que aparece en la Tabla con el hombre Serie Publicada - Base 2001 (serie
enlazada) contiene los indices base 1992 transformados con el coeficiente de
enlace legal, hasta diciembre de 2001 y los indices calculados en la nueva base a
partir de enero de 2002.
Calculo de la tasa de variacién entre marzo de 2000 y febrero de 2003.
Se consideran tres tramos temporales para los que se obtendran las tasas de
variacion del IPC:
Tramo 1: marzo 2000 - febrero 2001 (a partir de los indices publicados)
Tramo 2: febrero 2001 - febrero 2002 (variacién publicada por el INE)
Tramo 3: febrero 2002 - febrero 2003 (a partir de los indices publicados)
La variacién de precios para el primer y tercer tramo se calculara a partir de los
indices publicados, mientras que para el segundo tramo se tomara la (es una tasa
anual).

Tramo 1:

La variacion para el primer tramo se puede obtener a partir de los indices
publicados en base 1992 o a partir de los indices enlazados en base 2001 al
coincidir las tasas de variacién en ambos casos.

( Marzo 2000 - Febrero 2001 )

Asi:
L™ =99,00 Lo =101,13 I ™ =121,50 Loy " =124,11
yyf;[;__%lo _ 101,13_99,00 XIOO _ 2,1% yf;[;__%lo — 124511_121950 XIOO — 2,1%
99,00 o lo que es lo mismo 121,50
Tramo 2:

El calculo de la tasa de este tramo se realiza con los indices no publicados para el
periodo inicial y con los indices de la serie publicada con base 2001 para el
periodo final. Esta tasa sera publicada por el INE. La forma de calcularla es la
siguiente:

( Febrero 2001 - febrero 2002 )
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e 99,32-95,02

e = 100 = 4,3%
T*200 = 95,02 o ® =99,32 Yo 95,02 ’

Tramo 3:
La variacién para el tercer tramo se obtiene a partir de los indices publicados en
base 2001.
( Febrero 2002 - febrero 2003 )

ep-0s _ 103,29-99,32

: ‘ ‘ = 100 = 4,0%
I{ggl—oz = 9932 155(1)71—03 ~103,29 Yieb-02 99.32 X ,07%

Con las tasas de variacion calculadas para los tres tramos, se obtiene la tasa de
variacion para el periodo completo:

- feb—01 - feb—02 - feb—03
oo gy Yoo | fy g Yoo g T |00
100 100 100
e 2 1+ 22 12 ) 1 %100 = 10,7%
100 100 100

Si en lugar de realizar el cdlculo por tramos se hubiera hecho como es habitual, es
decir, con el indice enlazado de marzo de 2000 en base 2001 y el indice de febrero
de 2003 en base 2001, la tasa hubiera sido:
03 _ 103,29-99,00
129 = 99,00 2% 103,29 Yrr02 =796 00

x100 =4,3%

Como se observa el valor obtenido por el método habitual (4,3%) es muy
diferente de la real (10,7%).

Capitulo

\")

5.1.1

Toda i

SERIES TEMPORALES

ntroduccion

nstitucién, ya sea la familia, la empresa o el gobierno, necesita realizar planes para

el futuro si desea sobrevivir o progresar.

La pla

nificacion racional exige prever los sucesos del futuro que probablemente vayan a

ocurrir.
La previsidon se suele basar en lo ocurrido en el pasado.

La téc

nica estadistica utilizada para hacer inferencias sobre el futuro teniendo en cuenta

lo ocurrido en el pasado es el ANALISIS DE SERIES TEMPORALES.
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NUMEROS INDICES >Tratamos de estudiar la evolucién de una determinada magnitud a
lo largo del tiempo.

SERIES TEMPORALES >Tratamos de hacer predicciones sobre esa magnitud, teniendo en
cuenta sus caracteristicas histéricas o del pasado.

5.2. CONCEPTO DE SERIE TEMPORAL Y DEFINICION DE SUS COMPONENTES.-

Se define una serie temporal (también denominada histérica, cronoldgica o de tiempo)
como un conjunto de datos, correspondientes a un fendmeno econdmico, ordenados en
el tiempo.

Ejemplos

e NO© de accidentes laborales graves en las empresas de mas de 500 empleados de
Sevilla, durante los ultimos 5 anos.

e Ventas de nuestra empresa en los ultimos 10 afos.

e Cantidad de lluvia caida al dia durante el ultimo trimestre.

Los datos son de la forma (y;, t) donde:
yt —» Variable endégena o dependiente

t — Variable exdgena o independiente

Nota: realmente sélo hay una variable a estudiar que es y;. En el analisis de regresion
teniamos dos variables (explicAbamos una variable a partir de la otra). Aqui sélo hay una
variable (explicamos una variable a partir de su pasado histérico).

Ejemplo

Los datos siguientes corresponden al nimero de contratos nuevos realizados por las
empresas de menos de 10 empleados, en Sevilla, durante el periodo 1996-2000.

1996 1997 1998 1999 2000
10 Trimestre 6 11 4 12 6
20 Trimestre 3 12 3 14 9
39 Trimestre 7 9 9 10 10
40 Trimestre 10 8 2 11 9
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N° de contratos nuevos 1996-2000

16
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

—&o—N°de
contratos

-
o

N° de contratos
[0¢]

Periodo

Componentes de una serie temporal:
- La tendencia.
- Las variaciones ciclicas.
- Las variaciones estacionales.
- Las variaciones accidentales.

LA TENDENCIA (T)

Es una componente de la serie temporal que refleja su evoluciéon a largo plazo.

Puede ser de naturaleza estacionaria o constante (se representa con una recta paralela
al eje de abcisas), de naturaleza lineal, de naturaleza parabdlica, de naturaleza
exponencial, etc.

Ejemplo para la tendencia
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Supongamos que tenemos el nimero de kg de carne de vaca consumidos por trimestre
durante los uUltimos afios en unos grandes almacenes.

1998 1999 2000

10 Trimestre

29 Trimestre

39 Trimestre

40 Trimestre

12 12 6
14 11 5
10 8 7
9 10 5

Kg de carne consumidos

o 4/.\
12 1

—e—Kg de
carne

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Periodo

LAS VARIACIONES CICLICAS (C)

Es una componente de la serie que recoge oscilaciones periddicas de amplitud superior a
un afo. Estas oscilaciones periddicas no son regulares y se presentan en los fendmenos
econdmicos cuando se dan de forma alternativa etapas de prosperidad o de depresion.

Ejemplo para las variaciones ciclicas

Supongamos que tenemos las ventas trimestrales de un supermercado en el periodo
1990-1994, expresadas en millones de pesetas constantes del afio 1990.

19 Trimestre
20 Trimestre
30 Trimestre
40 Trimestre

1990 1991 1992 1993 1994

60 70 50 40 90

70 80 60 50 95

50 60 30 25 80

80 100 |70 60 110
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Ventas trimestrales —e—Ventas|

120

-_—

Qo o

o o
L

Millones de ptas
S (e}
o o

N
o
L

o

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Periodo

LAS VARIACIONES ESTACIONALES (E)

Es una componente de la serie que recoge oscilaciones que se producen alrededor de la
tendencia, de forma repetitiva y en periodos iguales o inferiores a un afio.

Su nombre proviene de las estaciones climatoldogicas: primavera, verano, otofio e
invierno.

Ejemplos de variaciones estacionales
- En Navidad las ventas de establecimientos se suelen incrementar.
- El consumo de gasolina aumenta la primera decena del mes y disminuye en la
ultima.
- El clima afecta a la venta de determinados productos: los helados se venden
fundamentalmente en verano y la ropa de abrigo en invierno.

LAS VARIACIONES ACCIDENTALES (A)

Es una componente de la serie que recoge movimientos provocados por factores
imprevisibles (un pedido inesperado a nuestra empresa, una huelga, una ola de calor,
etc). También reciben el nombre de variaciones irregulares, residuales o erraticas.

éComo actlan estas 4 componentes?
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e Modelo Aditivo : yi=T+C+E+A
e Modelo Multiplicativo:  y.=T-C-E-A
e Modelo Mixto : yi=T:-C-E+A
¢ Como detectamos el modo en que interactian las componentes de una serie temporal?
¢ Esquema aditivo o multiplicativo?
19) Calculamos 2 tipos de indicadores:
Ci= Y(i,t+1) / Y(i,t)
di=Y(i,t+1) /Y (i,t)

20) Calculamos los coeficientes de variacion para las series formadas por los dos
indicadores, y si:

CV Ci < CV di » Esquema multiplicativo
CV di < CV Ci » Esquema aditivo

EJEMPLO:

Segun la ECL, las horas no trabajadas por trimestre y trabajador entre 1992 y 1997 son:

92 93 94 95 96 97
TRIM. I |46 45,7 44,6 45,4 35,6 53,8
TRIM. II  [51,7 49,8 38,8 50,8 49,3 47
TRIM. I1I [106,4 100,7 112,4 96,7 100,2 84,8
TRIMIV [68,7 72,1 67,6 62,6 69,5 52

¢ Qué esquema de agregacién es el mas apropiado?

19) Calculamos los 2 tipos de indicadores:

di 92-93 93-94 94-95 95-96 96-97
TRIM. I -0,3 -1,1 0,8 -9,8 18,2
TRIM. IT |-1,9 -11 12 -1,5 -2,3
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TRIM. III [-5,7 11,7 -15,7 3,5 -15,4
TRIMIV [3,4 4,5 -5 6,9 -17,5
Ci 92-93 93-94 94-95 95-96 96-97
TRIM. I [0,993 0,976 1,018 0,784 1,511

TRIM. IT 10,963 0,779 1,309 0,970 0,953
TRIM. ITI 10,946 1,116 0,860 1,036 0,846
TRIM IV 1,049 0,938 0,926 1,110 0,748

20) Calculamos los Coeficientes de variacion de ambas distribuciones:

Sd = 9.271,;
Cvd = 5.267

Sc = 0.174;
CVc=0.174

METODOS PARA DETERMINAR LA TENDENCIA
10) METODO GRAFICO

a) Se efectla la representacion grafica de la serie ordenada Yt.

b) Se unen mediante segmentos rectilineos todos los puntos altos de la serie,
obteniéndose una poligonal de cimas.

c) Se realiza lo mismo con los puntos bajos, obteniéndose la linea poligonal de fondos.

d) Se trazan perpendiculares al eje de abscisas por los puntos cimas y fondos.

e) La tendencia viene dada por la linea amortiguada que une los puntos medios de los
segmentos.
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EJEMPLO:

Dada la siguiente serie trimestral
graficamente la tendencia:

de ventas de un supermercado,

Trimestres /11998 1999 2000 2001
Afos

TRIM. I 50 20 50 70
TRIM. II 80 50 70 100
TRIM. III 70 40 50 90
TRIM IV 60 30 40 60

20) METODO DE LAS MEDIAS MOVILES

*** Empleando 3 observaciones

a) Partimos de la serie temporal observada Yt.

Trimestres /11999 2000 2001
Afos

TRIM. I 150 155 160
TRIM. II 165 170 180
TRIM. III 125 135 140
TRIM IV 170 165 180

representa
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b) Se obtienen sucesivas medias aritméticas para cada Yt, con un numero de
observaciones anteriores y posteriores fijado de antemano.
- Si el numero de observaciones es impar la media Yt, estad centrada y coincide con
el periodo t.
O,= (yl+y2+y3) /3= (150+155+125)/3= 146.6
Os; = (y2+y3+y4) / 3= (165+125+170)/3= 153.3
Os = (y3+y4+y5) /3= (125+170+155)/3= 150
Os = (y4+y5+y6) / 3= (170+155+170)/3=165
Oe¢ = (y5+y6+y7)/ 3= (155+170+135)/3=153.3
O, = (y6+y7+y8) /3= (170+135+165)/3=156.6
Og = (y7+y8+y9) /3= (135+165+160)/3=153.3
Og = (y8+y9+y10)/ 3= (165+160+180)/3=168.3
Oy = (y9+y10+y1l1)/3= (160+180+140)/3=160
Oy = (yl0+y11+y12)/3=(180+140+180)/3=166.6

c) La serie formada por O; , nos indica la linea amortiguada de la tendencia

**x* Fmpleando 4 observaciones

a) Partimos de la serie temporal observada Yt.
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Trimestres /11999 2000 2001
Anos

TRIM. I 150 155 160
TRIM. II 165 170 180
TRIM. III 125 135 140
TRIM IV 170 165 180

b) Se obtienen las sucesivas medias aritméticas

Si el numero de observaciones empleados para obtener la media es par, yt no esta
centrada y no coincide con el periodo t, y habrd que volver a calcular una nueva media
aritmética yt, utilizando los yt, obteniendo de esta manera una nueva serie de medias
moviles centradas.

Oos= (yl+y2+y3+y4 )/ 4 = (150+165+125+170)/4= 152.5

Oss= (y2+y3+y4+y5)/4 = (165+125+170+155)/4= 153.75

O4s5= (y3+y4+y5+y6 )/ 4 = (125+170+155+170)/4= 155

Oss= (y4+y5+y6+y7 )/ 4 = (170+155+170+135)/4= 157.5

Oes= (y5+y6+y7+y8 ) /4 = (155+170+135+165)/4= 156.25

O,5= (y6+y7+y8+y9 )/4 = (170+135+160+180)/4= 157.5

Ogs= (y7+y8+y9+y10 )/4 (135+165+160+180)/4= 160

Oos= (y8+y9+y1l0+yl11)/4 = (165+160+180+140)/4= 161.25

Oios =(y9+y10+y11+y12)/4= (160+180+140+180)/4= 165

Como se puede observar la serie de las medias obtenidas no estd centrada, y debemos
obtener una nueva serie de medias centradas, a partir de la serie " descentrada ”

Oz = (y2.5+y3.5) / 2 =(152.5 + 153.75)/2= 153.125

O4 = (y3.5+y4.5) / 2 = (153.75 +155) /2 = 154.375

Os = (y4.5+y5.5) / 2 =(155+157.5)/2 = 156.25

Oe = (y5.5+y6.5) / 2 = (157.5+156.25)/2 = 156.875

O, = (y6.5+y7.5) / 2 = (156.25+157.5) /2 = 156.875

Og = (y7.5+y8.5) / 2 =(157.5 +160 )/2 = 158.75

Og = (y8.5+y9.5) / 2 = (160 + 161.25) /2=160.625

010 =(y9.5+y10.5) / 2 = (161.25+165) / 2=163.125

c) La serie formada por Yt, nos indica la linea amortiguada de la tendencia
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39) METODO ANALITICO DE LOS MINIMOS CUADRADOS

a) Obtendremos la tendencia a partir de la recta Yt= a+ bt, siendo Yt, la media anual de
las observaciones trimestrales de los casos anteriores.

yl=(yl+y2+y3+y4)/ 4 = 152.5
y2=(y5+y6+y7+y8) / 4 = 156.25
y3=(y9+y10+yl1+y12) /4 = 165.00

n = numero de observaciones y coincide con el n® de periodos ( en nuestro caso 3)

t'=t - Ot ->Si el numero de observaciones es impar Ot es el valor que ocupa el lugar
central(2000)

t'=2(t-0"t) > Si el numero de observaciones es par O 't es la media de los 2 lugares
centrales de la serie de periodos t.

b) Calculamos los coeficientes “a” y “b” de la recta de regresion.
a=xyt/n

b=3sSyt*t /=t

T Yt t’ Yt* t’ {2 Yt2

1999 152,5 -1 -152,5 1 23256,25
2000 156,25 0 0 0 24414,06
2001 165 1 165 1 27225
TOTAL 473,75 0 12,5 2 74895,31

a= 473.75/3 = 157.92
b=12.5/2 =6.25
—

Deshaciendo el cambio de variable, tendremos la siguiente prediccidon de la tendencia:

e Prediccién de las ventas para el aino 2002 - y2002= -12342.08 + 6.25 * 2002 =
170.42

e Hemos calculado la media trimestral - media anual = 170.42 * 4 = 681.68 millones
u.m.

¢ Es fiable la prediccidn realizada ?
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RZ = ( St'yt )2/ St'z* Syt2

R* = (4.16) %/ 0.66 * 32.69 = 0.7939

5.4 DETERMINACION DE LAS VARIACIONES ESTACIONALES

- Método de la razéon a la media movil para determinar la componente estacional en
una serie temporal.

19) Se determina la tendencia por el método de las medias centradas en los periodos
(Yt)
( estamos aplicando cuatro observaciones para el calculo de la media aritmética)

Trimestres /11999 2000 2001
Afos

TRIM. I 156,25 160,625
TRIM. II 156,875 |163,125
TRIM. III 153,125 |156,875

TRIM IV 154,375 [158,75

20) Como este método se basa en la hipotesis multiplicativa, si dividimos la serie
observada Yt, por su correspondiente media mdvil centrada, eliminamos de forma
conjunta las componentes del largo plazo ( tendencia y ciclo ), pero la serie seguira
manteniendo el efecto de la componente estacional.

Trimestres / Anos 1999 2000 2001 Trimestres / 1999 2000 2001
Anos
TRIM. I 155/156,25 [160/160,625 TRIM. I 0,9921 | 0,997
TRIM. II 170/156,875(180/163,125 TRIM. II 11,1035
TRIM. III 125/153,125 (135/156,875 TRIM. III 0,8163 0,8606
TRIM IV 170/154,375 | 165/158,75 TRIM IV 1,1012 1,04

39) Para eliminar el efecto de la componente estacional, calcularemos las medias
aritméticas a nivel de cada estacion (cuatrimestre). Estas medias representan de forma
aislada la importancia de la componente estacional.

M1= ( 0.9921 + 0.9970 ) /2 =0.9945
M2= (1.0837 + 1.1035)/ 2=1.0936
M3= (0.8136 + 0.8606 ) / 2 = 0.8385
M4 =(1.1012 + 1.0400) / 2 = 1.0706

40) Calcularemos los indices de variacion estacional, para lo que previamente
calcularemos la media aritmética anual de las medias estacionales ( M1, M2, M3, M4 ) ,
que sera la base de los indices de variacidn estacional.

MA = ( M1+M2+M3+M4) / 4 = ( 0.9946+1.0936+0.8385+1.0706 ) / 4 = 0.9993

I1= M1/ MA = 0.9945/0.9993 =0.9953
2= M2 / MA = 1.0936/0.9993 =1.0944
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I3= M3 / MA = 0.8385/0.9993 =0.8391
14 =M4 / MA= 1.0706/0.9993 =1.0714

Existiran tantos indices como estaciones o medias estacionales tengan las observaciones.
50) Una vez obtenidos los indices de variacidon estacional puede desestacionalizarse la

serie observada, dividiendo cada valor de la correspondiente estacién por su
correspondiente indice.

Trimestres / Afios 1999 2000 2001 Trimestres / Afios 1999 2000 2001
TRIM. I 150/0,9953 |155/09953 160/0,9953 TRIM. I 150,71 |155,73 |160,8
TRIM. II 165/1,0944 |170/1,0944 |180/1,0944 TRIM. II 150,77 155,34 |164,5
TRIM. III 125/0,8391 |135/0,8391 |140/0,8391 TRIM. III 148,97 (160,89 [166,9
TRIM IV 170/1,0714 |165/1,0714 |180/1,0714 TRIM IV 158,67 154 168

- Método de la Tendencia por Ajuste Minimo-Cuadratico

El objetivo sigue siendo aislar la componente estacional de la serie por eliminacion
sucesiva de todos los demas. La diferencia con el método anterior es que, en este caso,
las componentes a I/p (tendencia-ciclo) las obtenemos mediante un ajuste minimo-
cuadratico de las medias aritméticas anuales y, calculdndose bajo la hipdtesis aditiva.

Sigue los siguientes pasos:

e Se calculan las medias anuales de los datos observados y,:y,,¥,,¥;... Si las
observaciones son trimestrales estas medias se obtienen con 4 datos, si son
mensuales con 12 datos, etc. para el caso de que el periodo de repeticidén sea el afio

e Se ajusta una recta por minimos cuadrados y,=a+bt que nos representa, como
sabemos, la tendencia, siendo el coeficiente angular de la recta el incremento medio
anual de la tendencia, que influira de forma distinta al pasar de una estacion a otra

e Se calculan, con los datos observados, las medias estacionales (M;, M, M3, ...) con
objeto de eliminar la componente accidental. Estas medias son brutas pues siguen
incluyendo los componentes a I/p (tendencia-ciclo) que deben someterse a una
correccion

e Empleando el incremento medio anual dado por el coeficiente, se obtienen las medias
estacionales corregidas de las componentes a largo plazo (M’;, M’;, M’3, ...) bajo el
esquema aditivo:

Para la r-ésima estacién, , (r-1)b

la media estacional corregida M, =M, -

de la tendencia interestacional sera

n° estaciones

e Los indices de variacion estacional se obtienen con la misma sistematica del método
anterior: con las medias estacionales corregidas se obtiene la media aritmética anual
M’A que sirve de base para calcular los indices:

I = M, 100 I,= M, 100 ... (expresados en %)
' M'A > MAaA T
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e Obtenidos estos indices, podemos desestacionalizar la serie como en el método
anterior.

5.4. DETERMINACION DE LAS VARIACIONES CICLICAS

Cuando hemos definido esta componente se ha dicho que recoge las oscilaciones
periodicas de larga duracidon. El problema es que estos movimientos no suelen ser
regulares como los estacionales y su determinacién encierra dificultades de forma que
como se ha apuntado en los casos practicos se suelen tratar conjuntamente con la
tendencia llamando componente extraestacional al efecto (TxC) si estamos en el marco
multiplicativo o (T+C) si es el aditivo.

A pesar de estas dificultades se puede tratar de aislar el ciclo bajo la hipétesis
multiplicativa dejandola como residuo con la eliminaciéon de la tendencia y la variacién
estacional.

Pasos a seguir:

- Estimar la tendencia.

- Calcular los indices de variacion estacional.

- Se desestacionaliza la serie observada.

- Se elimina la tendencia dividiendo cada valor desestacionalizado por la serie de
tendencia.

Expresando el proceso en forma de cociente seria:

V.  TxExCxA
TxE IxE

= CxA

El proceso finalizaria intentando eliminar la componente accidental A y determinando
el periodo de los ciclos que nos llevaria a un tratamiento de analisis armdnico que
superaria el nivel descriptivo que estamos dado al tratamiento clasico de las Series
temporales.

| Capitulo |
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VI DISTRIBUCIONES ALEATORIAS

EMl introduccion |

Dentro de la estadistica se pueden considerar dos ramas perfectamente diferenciadas
por sus objetivos y por los métodos que utilizan:

Estadistica Descriptiva o Deductiva

Inferencia Estadistica o Estadistica Inductiva

e Se utiliza cuando la observacién de la poblacién no es exhaustiva sino sélo de un
subconjunto de la misma de forma que, los resultados o conclusiones obtenidos de la
muestra, los generalizamos a la poblaciéon

e La muestra se toma para obtener un conocimiento de la poblaciéon pero nunca nos
proporciona informacion exacta, sino que incluye un cierto nivel de incertidumbre

e Sin embargo si serda posible, a partir de la muestra, hacer afirmaciones sobre la
naturaleza de esa incertidumbre que vendrd expresada en el lenguaje de la
probabilidad, siendo por ello un concepto muy necesario y muy importante en la
inferencia estadistica

e Segun V. Barnett (1982): -La estadistica es la ciencia que estudia como debe
emplearse la informacidon y como dar una guia de accion en situaciones practicas que
envuelven incertidumbre-. Las “situaciones practicas que envuelven incertidumbre”
son lo que nosostros llamaremos experimentos aleatorios.

B Fenomenos Aleatorios |

Un experimento es cualquier situacidon u operacion en la cual se pueden presentar uno
0 varios resultados de un conjunto bien definido de posibles resultados.

Los experimentos pueden ser de dos tipos segun si, al repetirlo bajo idénticas
condiciones:

Deterministico Aleatorio

Se obtienen siempre los mismo resultados. No se obtienen siempre los mismo

Ej: medir con la misma regla e identicas resultados.

condiciones la longitud de una barra Ej: el Ilanzamiento de wuna moneda
observando la sucesiéon de caras y cruces
que se presentan

Las siguientes son caracteristicas de un experimento aleatorio:

e El experimento se puede repetir indefinidamente bajo idénticas condiciones

e Cualquier modificacidon a las condiciones iniciales de la repeticion puede modificar el
resultado

e Se puede determinar el conjunto de posibles resultados pero no predecir un resultado
particular

e Si el experimento se repite gran nimero de veces entonces aparece algun modelo de
regularidad estadistica en los resultados obtenidos
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EB Espacio Muestral |

Se denomina resultado basico o elemental, comportamiento individual o punto
muestral a cada uno de los posibles resultados de un experimento aleatorio. Los
resultados basicos elementales serdn definidos de forma que no puedan ocurrir dos
simultaneamente pero si uno necesariamente.

Se denomina conjunto universal, espacio muestral o espacio de comportamiento
E al conjunto de todos los resultados elementales del experimento aleatorio. Pueden ser
de varios tipos:

Espacio Muestral Discreto

Espacio muestral finito Espacio muestral infinito numerable

Tiene un numero finito de elementos. Tiene un numero infinito numerable de
elementos es decir, se puede establecer
una aplicacién biyectiva entre E'y N.

Ejemplo: Ejemplo:
Experimento aleatorio consistente en lanzar Experimento aleatorio consistente en lanzar
un dado. ElI espacio muestral es un dado hasta que sea obtenido el nimero
E={1,2,3,4,5,6} 1

E={{1},{2,1},{3,1}

{2,2,1},{2,3,1},...}

Espacio Muestral Continuo
Si el espacio muestral contiene un numero infinito de elementos, es decir, no se puede
establecer una correspondencia biunivoca entre Ey N.

Ejemplo:

Experimento aleatorio consistente en tirar una bola perfecta sobre un suelo perfecto y
observar la posicidon que ocupara esa bola sobre la superficie. E={Toda la superficie del
suelo}

I8l sucesos |

Un suceso S es un subconjunto del espacio muestral, es decir, un subconjunto de
resultados elementales del experimento aleatorio.

Diremos que ocurre o se presenta el suceso cuando al realizarse el experimento
aleatorio, da lugar a uno de los resultados elementales pertenecientes al subconjunto S
gue define el suceso
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Se pueden considerar cuatro tipos de sucesos segun el n°® de elementos que entren a
formar parte:

e Suceso elemental, suceso simple o punto muestral es cada uno de los
resultados posibles del experimento aleatorio luego los sucesos elementales son
subconjuntos de E con sdlo un elemento

e Suceso compuesto es aquel que consta de dos o0 mas sucesos elementales

e Suceso seguro, cierto o universal es aquel que consta de todos los sucesos
elementales del espacio muestral E, es decir, coincide con E. Se le denomina seguro o
cierto porque ocurre siempre.

e Suceso imposible es aquel que no tiene ningln elemento del espacio muestral E y
por tanto no ocurrird nunca. Se denota por &J.

BBl operaciones con sucesos |

Con los sucesos se opera de manera similar a como se hace en los conjuntos y sus
operaciones se definen de manera analoga. Los sucesos a considerar seran los
correspondientes a un experimento aleatorio y por tanto seran subconjuntos del espacio
muestral E.

Suceso Contenido en Otro
Dados dos sucesos A y B de un experimento aleatorio:

Diremos que A esta incluido en B si:

Cada suceso elemental de A pertenece también a B, es

decir, siempre que ocurre el suceso A, también ocurreel AcB 6 A=B
suceso B.

Diremos también que A implica B.

Igualdad de Sucesos
Dados dos sucesos A y B de un experimento aleatorio:

Diremos que A y B son iguales si: AcB
Siempre que ocurre el suceso A también ocurre By al A=B < Be A
reveés.

Union de Sucesos
Dados dos sucesos A y B de un experimento aleatorio:

AUB
La union de ambos sucesos A y B es: E A B
Otro suceso compuesto por los resultados o sucesos
elementales pertenecientes a A, a B, 0 a los dos a la vez
(interseccién).

En general, dados n sucesos Aj;, Az, As,..., A, SU UNION
es
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otro suceso formado por los resultados o sucesos
elementales que pertenecen al menos a uno de los
sucesos A;.

Interseccion de Sucesos
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Dados dos sucesos A y B de un experimento aleatorio:

La interseccion de ambos sucesos A y B es:

Otro suceso compuesto por los resultado o sucesos
elementales que pertenecen a A vy a B,
simultaneamente.

En general, dados n sucesos A;, A, As,..., A, Su
interseccion es otro suceso formado por los resultados o
sucesos elementales que pertenecen a todos los sucesos
A,

Sucesos Disjuntos, Incompatibles o Excluyentes

ANB

Dados dos sucesos A y B de un experimento aleatorio:

Diremos que estos sucesos A y B son disjuntos,
incompatibles o mutuamente excluyentes cuando:

No tienen ningun suceso elemental en comun o dicho de
otra forma, si al verificarse A no se verifica B, ni al
reves.

Sistema Exhaustivo de Sucesos

ANB=J

Dados n sucesos Aj, Az, As,..., A, de un experimento aleatorio:

Diremos que estos forman una coleccidn o_sistema
exhaustivo de sucesos si la unién de todos ellos es igual
al espacio muestral E.

Diremos que estos forman un sistema completo de
sucesos o una particién de E si, ademas de la anterior,
condicién, se cumple que son disjuntos dos a dos, es
decir, son mutuamente excluyentes, disjuntos o
incompatibles.

A, UAn.. UA, =4, =E

i=1

ANA, =D Vizj

El conjunto de todos los sucesos elementales que constituyen un espacio muestral
forman una coleccidon de sucesos mutuamente excluyente y exhaustivo ya que, de todos
ellos, sélo uno debe ocurrir y no pueden ocurrir dos simultdneamente.

Suceso Complementario o Contrario

Dado un suceso A de un experimento aleatorio:

Se define como suceso complementario o_contrario de A
a:

Otro suceso que ocurre cuando no ocurre el suceso A, 0
bien, es el suceso constituido por todos los sucesos
elementales del espacio muestral E que no pertenecen a

|
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Diferencia de Sucesos

Dados dos sucesos A y B de un experimento aleatorio: -
A—-B=ANB
E A B

Se define como la diferencia de ambos sucesos Ay B a:
Otro suceso constituido por los sucesos elementales que
pertenecen a A, pero no a B.

Diferencia Simétrica de Sucesos

Dados dos sucesos A y B de un experimento aleatorio:
AAB=(A-B)UB-A)

AAB=(ANB)U(BNA)
E A4 B

Se define como diferencia simétrica de ambos sucesos A
y B a:

Otro suceso constituido por los sucesos elementales que
pertenecen a A, o0 a B, pero que no simultaneamente a
ambos.

m Propiedades de las Operaciones con Sucesos

Los sucesos asociados a un experimento aleatorio verifican las siguientes propiedades:

E=0 O=E A=4
EVUA=E @uUA=A AUA=E EnA=A Q@nA=0 AnA=Q
Propiedad idempotente: 4 A=A AnNA=A

Propiedad conmutativa: 4 UB= B uAd A nNB= B nNA

Propiedad asociativa: 4,04, UA4;)=(A,VA,)uA;, A,N(A,NA)=(A,N A,)NA,

Propiedad distributiva: A, A )= (A0 A4)0 (A 0 4,)
CANA,VA)=(A,NA,)U(A,NA;)
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Propiedad simplificativa: Au(AnB)=A AN((AUB)=A

Leyes de Morgan: (AuB)=Zm§ (AmB)=Zu§

Sucesidon de Sucesos |

Llamaremos sucesion de sucesos a una familia de sucesos A;, A, As,..., A, en la que
éstos aparecen ordenados por el subindice n. La representaremos por { A, }
n=1,2,3,...

Sucesion Creciente

Una sucesion de sucesos { Apn } A, cA,cA,C .. la representamos por {
diremos AT}

gue es creciente si se verifica:

Sucesion Decreciente

Una sucesion de sucesos { A, } A,0A4,D04,> ... la representamos por <{
diremos Al

que es decreciente si se verifica:

Limite de una Sucesion

El limite de una sucesion creciente / . © ) =
decreciente de sucesos { AT} / { fg”i 4, :UlAn / 5’1’0 4, :ﬂlAn
A} " "

Limites Inferior y Superior de una Sucesion de Sucesos

A, =lim inf A, =U[ﬂAkj A" =lim sup A, =ﬂ[UAkj

n—owo et \k=n n—o n=I\k=n
El limite inferior de la sucesidn es un suceso El limite superior de la sucesién es un
formado por los resultados o sucesos suceso formado por todos los
elementales que pertenecen a todos los resultados o sucesos elementales que
sucesos de la sucesion excepto quizd a un pertenecen a una infinidad de sucesos
numero finito de sucesos de la sucesiodn

En el supuesto que se verifique diremos que la sucesidon es convergente y se expresa
como:
A, = lim infA, = lim supA,=A"=A4 A —>A limA=A

n—>0 n—x0

gﬂgebra de Sucesos

Como se ha venido observando, los sucesos los consideramos como conjuntos, siendo
valido para éstos todo lo estudiado en la teoria de conjuntos. Para llegar a la
construccion axiomatica del Calculo de Probabilidades, necesitamos dar unas estructuras
algebraicas basicas construidas sobre los sucesos, de la misma manera que se
construyen sobre los conjuntos.
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Coleccion de Conjuntos o Sucesos

Es otro conjunto cuyos elementos son conjuntos y lo llamaremos conjunto de las
partes de E, es decir, A=P(E) es el conjunto formado por todos los subconjuntos de E
0 por todos los sucesos contenidos en el espacio muestral E.

Algebra de Sucesos o Algebra de Boole

Sea A=P(E) una coleccion de sucesos donde se han definido las operaciones:

- Unidn de sucesos - Interseccion de sucesos - Complementario de un suceso

y que adema verifican las propiedades definidas al exponer las operaciones con sucesos.
Diremos que la coleccién de sucesos no vacia A tiene estructura de Algebra de
Boole si A es una clase cerrada frente a las operaciones de complementario, unién e
interseccion de sucesos en numero finito, es decir si se verifican las condiciones
siguientes:

e VA e A= P(E) se verifica que su complementario Ae A= P(E)

e VA,A, € A= P(E) se verifica que 4,0 A, € A=P(E)

e Lo relativo a que la interseccion sea cerrada y que el nUmero de sucesos sea finito se
obtiene como consecuencia de las condiciones anteriores, como ahora se indicara

De las dos condiciones iniciales, se deducen las siguientes consecuencias:

El espacio muestral E € A= P(E)
Si los sucesos 4, B € A= P(E) se verifica que AnNB € A= P(E)
El suceso imposible U e 4= P(E)

Si A,,A4,,A,,...,A, € A=P(E) se verifica que | J4, e A=P(E) y ()4, € A=P(E)

i=1 i=1

Si hacemos la extensién al caso de un numero infinito numerable de sucesos, entonces
aparece una nueva estructura algebraica que recibe el nombre de a-Algebra o Campo
de Borel, que es una generalizacion de la anterior.

Cuando el espacio muestral E es finito, todos los subconjuntos de E se pueden
considerar como sucesos. Esto no ocurre cuando el espacio muestral es infinito (no
numerable), pues es dificil considerar el conjunto formado por todos los subconjuntos
posibles, existiendo subconjuntos que no pueden considerarse como sucesos.

En resumen, podemos decir que a partir del espacio muestral E, hemos llegado a definir
la coleccién de sucesos A=P(E) que tiene estructura de Algebra de Sucesos o
Algebra de Boole si el espacio muestral es finito o bien tiene la estructura de a-
Algebra si el espacio muestral es infinito.

Al par (E, A) en donde E es el espacio muestral y A una o-Algebra sobre E, le
llamaremos espacio o conjunto medible, en el cual sera posible establecer una medida o
probabilidad, como se vera después.

EMl Métodos de Enumeracion o Conteo
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Las siguientes son algunas técnicas utiles para contar el nUmero de resultados o sucesos
de un experimento aleatorio.

Tablas de Doble Entrada

Es util para relacionar dos pruebas, indicdndonos los resultados que integran el espacio
muestral, pudiendo indicar sobre la tabla determinados sucesos en los que estemos
interesados. En general con m elementos a;, az, as,..., an Y N elementos by, by, bs,...,
b,, es posible formar m x n pares (a,, bs) tales que cada par tiene al menos algun
elemento diferente de cada grupo.

Principio de Multiplicacion

Sean los conjuntos C;, C3, Cs,..., C, que tienen respectivamente n;, n;, ns,..., Ny k-

uplas donde, en cada k-upla, el primer elemento pertenece a C;, el segundo a C,, etc.

e En el caso particular de que n; = n; = n3 = ... = n, el nUmero posible de k-uplas
sera n .

e En el caso general, el nimero de posibles resultados serd n; x n; X N3 X ... X Ng. Este
principio es de utilidad en el caso de un experimento aleatorio compuesto por otros k
experimentos.

Diagramas de arbol

Este diagrama nos permite indicar de manera sencilla el conjunto de posibles resultados
en un experimento aleatorio siempre y cuando los resultados del experimento puedan
obtenerse en diferentes fases sucesivas.

Ej: Experimento aleatorio consistente en lanzar al aire un dado y después 3 veces
consecutivas una moneda.

Combinaciones, Variaciones y Permutaciones
Combinaciones

Llamaremos combinaciones de m m !

elementos C,.= =

== . ’ n l(m-n)!
tomados de n en n al numero de nl(m-n)
subconjuntos diferentes de n elementos

que se pueden

formar con los m elementos del conjunto

inicial

C_ombmacmnes con repet|C|on_ cr —[m +n-1)_ (m+n-1)!
Si en los subconjuntos anteriores se mn — n _—n \m-1)!
pueden : )

repetir los elementos

Variaciones

Llamaremos variaciones de m elementos
tomados de n en n a los distintos m!
subconjuntos diferentes de n elementos| V. = m(m-])(m-Z)...(m-m+1):—,
que se pueden formar (m - n)!
con los m elementos, influyendo el orden
en el

gue se toman

Variaciones con repeticion
Si en los subconjuntos anteriores se|VR =m"
pueden

repetir los elementos
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Permutaciones

Llamaremos permutaciones de n Pn =n!

elementos a las variaciones de n

elementos tomados de n en n

Permutaciones con repeticion Pt _ n!

Llamaremos permutaciones con|n
repeticion de n elementos k-distintos que
se repiten uno x; veces, otro x; veces, ...|X; t x, + ... tx, =n
y el ultimo x, veces

x,!x,l.x,.!
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Capitulo
VII PROBABILIDAD

EM 1ntroduccion |

e Se indicaba en el capitulo anterior que cuando un experimento aleatorio se repite un
gran numero de veces, los posibles resultados tienden a presentarse un nimero muy
parecido de veces, lo cual indica que la frecuencia de aparicién de cada resultado
tiende a estabilizarse.

e El concepto o idea que generalmente se tiene del término probabilidad es adquirido
de forma intuitiva, siendo suficiente para manejarlo en la vida corriente.

Nos interesa ahora la medida numérica de la posibilidad de que ocurra un suceso A
cuando se realiza el experimento aleatorio. A esta medida la llamaremos probabilidad
del suceso A y la representaremos por p(A).

La probabilidad es una medida sobre la escala 0 a 1 de tal forma que:
e Al suceso imposible le corresponde el valor 0

e Al suceso seguro le corresponde el valor 1

e El resto de sucesos tendran una probabilidad comprendida entre 0 y 1

El concepto de probabilidad no es Unico, pues se puede considerar desde distintos
puntos de vista:
e El punto de vista objetivo
e Definicidn clasica o a priori
e Definicidon frecuentista o a posteriori
e El punto de vista subjetivo

Al Definicién Clasica de la Probabilidad |

Sea un experimento aleatorio cuyo correspondiente espacio muestral E estd formado
por un numero n finito de posibles resultados distintos y con la misma probabilidad de
ocurrir {€1, €2, «+x , € ).

Si n; resultados constituyen el subconjunto o suceso Aj, n; resultados constituyen el
subconjunto o suceso A, Yy, en general, ny resultados constituyen el subconjunto o
suceso Ax de tal forma que:

ng +n+...+n,=n

_m _n _n
Las probabilidades de los sucesos Aj, Aj,..., PA)= n p4;)= n pA,)= p
A, son:

es decir, que la probabilidad de cualquier Regla de Laplace para E finitos
suceso A es igual al cociente entre el nUmero
de casos favorables que integran el suceso A
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y el nimero _ IV’ de casos favorables de A
de casos posibles del espacio muestral E. pA)=

N° de casos posibles de E

e Para que se pueda aplicar la regla de p(e:) = p(ez) = ... = p(en)
Laplace es necesario que todos los sucesos y por tanto

elementales sean equiprobables, es decir: p(ei)=1/n Vvi=1,2,...,n
e Siendo A={e; ez ... , ey} el suceso “) i y k N’ casos favorables
formado por k sucesos elementales P j:,p 7= W~ N°casos posibles

siendo k < n tendremos:

La probabilidad verifica las siguientes condiciones:

e La probabilidad de cualquier suceso es =" < >0
siempre un nimero no negativo entre 0y 1~ P =7, m=<n n,n=
e La probabilidad del suceso seguro E vale 1 _n_ 0
e La probabilidad del suceso inmposible es 0 pE)= n =1 p(2)= n =0
e La probabilidad de la unién de varios sucesos
incompatibles o excluyentes A;, Aj,..., A, €s
igual a la suma de probabilidades de cada pA,v ... VA,)= p(4,)+ p(A,)+ ... +p(A,)
uno de ellos

Esta definicion clasica de probabilidad fue una de las primeras que se dieron (1900) y se
atribuye a Laplace; también se conoce con el nombre de probabilidad a priori pues,
para calcularla, es necesario conocer, antes de realizar el experimento aleatorio, el
espacio muestral y el nUmero de resultados o sucesos elementales que entran a formar
parte del suceso.

La aplicacion de la definicion clasica de probabilidad puede presentar dificultades de
aplicacion cuando el espacio muestral es infinito o cuando los posibles resultados de un
experimento no son equiprobables. Ej: En un proceso de fabricacion de piezas puede
haber algunas defectuosas y si queremos determinar la probabilidad de que una pieza
sea defectuosa no podemos utilizar la definicion clasica pues necesitariamos conocer
previamente el resultado del proceso de fabricacién.

Para resolver estos casos, se hace una extensidén de la definicion de probabilidad, de
manera que se pueda aplicar con menos restricciones, llegando asi a la definicidn
frecuentista de probabilidad.

[EBll D<finicion Frecuentista de la Probabilidad |

La definicidon frecuentista consiste en definir la probabilidad como el limite cuando n
tiende a infinito de la proporcion o frecuencia relativa del suceso.
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Sea un experimento aleatorio cuyo espacio muestral

es E

Sea A cualquier suceso perteneciente a E n(A)
Si repetimos n veces el experimiento en las mismas n
condiciones, la frecuencia relativa del suceso A sera:

Cuando el niumero n de repeticiones se hace muy

grande . n(A)
la frecuencia relativa converge hacia un valor que p(A) = lim= =
lamaremos probabilidad del suceso A.

Es imposible llegar a este limite, ya que no podemos repetir el experimiento un nimero
infinito de veces, pero si podemos repetirlo muchas veces y observar como las
frecuencias relativas tienden a estabilizarse.

Esta definicidon frecuentista de la probabilidad se llama también probabilidad a
posteriori ya que sbélo podemos dar la probabilidad de un suceso después de repetir y
observar un gran numero de veces el experimento aleatorio correspondiente. Algunos
autores las llaman probabilidades tedricas.

IEMl Definicién Subjetiva de la Probabilidad |

Tanto la definicién cldsica como la frecuentista se basan en las repeticiones del
experimento aleatorio; pero existen muchos experimentos que no se pueden repetir
bajo las mismas condiciones y por tanto no puede aplicarse la interpretacién objetiva de
la probabilidad.

En esos casos es necesario acudir a un punto de vista alternativo, que no dependa de
las repeticiones, sino que considere la probabilidad como un concepto subjetivo que
exprese el grado de creencia o confianza individual sobre la posibilidad de que el suceso
ocurra.

Se trata por tanto de un juicio personal o individual y es posible por tanto que,
diferentes observadores tengan distintos grados de creencia sobre los posibles
resultados, igualmente validos.

IEBll pefinicion Axiomatica de la Probabilidad |

La definicidn axiomatica de la probabilidad es quizds la mas simple de todas las
definiciones y la menos controvertida ya que estd basada en un conjunto de axiomas
que establecen los requisitos minimos para dar una definicién de probabilidad.

La ventaja de esta definicion es que permite un desarrollo riguroso y matematico de la
probabilidad. Fue introducida por A. N. Kolmogorov y aceptada por estadisticos vy
matematicos en general.

Definicion
Dado el espacio muestral E y la a~Algebra A=P(E) diremos que una funciéon p: A - [
0,1 ] es una probabilidad si satisface los siguientes axiomas de Kolmogorov:
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e p(A) >0 para cualquier suceso A A=P(A)

e p(E) =1
e Dada una sucesion numerable de sucesos incompatibles A;, A,,...€ A, se verifica que

pA, VAL ... )= p(UA,-j =pA;)+ p4,)+ ...

A la funcion p: A - /0,1 ]
A - p = p(A) se denomina probabilidad del suceso A.

La terna (E, A, p) formada por el espacio muestral E, la o-Algebra A=P(E) y la
probabilidad p se denomina espacio probabilistico.

m Teoremas Elementales o Consecuencias de los Axiomas

Los siguientes resultados se deducen directamente de los axiomas de probabilidad.

Teorema I

La probabilidad del suceso imposible es nula p(&)=0

e Si para cualquier suceso A resulta que p(A)=0 diremos que A es el suceso nulo,
pero esto no implica que A=Y

e Si para cualquier suceso A resulta que p(A)=1 diremos que A es el suceso casi
seguro, pero esto no implica que 4A=E

Teorema II
Para cualquier suceso A A=P(A) se verifica que:
La probabilidad de su suceso complementario es p(4)=1- p(4)

Teorema III
La probabilidad P es mondtona no decreciente, es decir:
vA,B € A=P(A) con AcB = p(A) <p(B)y ademas p(B-A) = p(B) - p(A)

Teorema IV
Para cualquier suceso A € A=P(A) se verifica que: p(A) < 1
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Teorema V
Para dos sucesos cualesquiera A,B € A=P(A) se verifica que: p( AuB ) = p(A) + p(B)

-p(ANB)
Esta propiedad es generalizable a n sucesos:

p[UA,.j=;p(A,.)-Zp(A,.mA_I.)+ 2 P(A,NA; A A, )+t D) _ﬂA,)

i<j i<j<k

Teorema VI
Para dos sucesos cualesquiera A,B € A=P(A) se verifica que: p( AuB ) <p(A) + p(B)
Esta propiedad es generalizable a n sucesos:

p[U Aij = ;P(Ai)

Teorema VII
Dada una sucesién creciente de sucesos Aj, A,, ... , A, (abreviadamente representado
por { A,T})

se verifica que:

lim p(A,) = p( lim A,)= p(U Anj

n=1

Teorema VIII

Dada una sucesion decreciente de sucesos Aj;, Az, ... , A, (abreviadamente
representado por { Apl})

se verifica que:

lim p(A,) = p( lim A,)= p(ﬂ AJ
n—>0 n—>o0 n=1

Probabilidad Condicionada

Hasta ahora hemos introducido el concepto de probabilidad considerando que la Unica
informacion sobre el experimiento era el espacio muestral. Sin embargo hay situaciones
en las que se incorpora informaciéon suplementaria respecto de un suceso relacionado
con el experimento aleatorio, cambiando su probabilidad de ocurrencia.

El hecho de introducir mas informaciéon, como puede ser la ocurrencia de otro suceso,
conduce a que determinados sucesos no pueden haber ocurrido, variando el espacio de
resultados y cambiando sus probabilidades.

Definicion

Dado un espacio probabilistico (E, A, p) asociado a un experimento aleatorio.
Sea A un suceso tal que A e A=p(A) y p(A)=0

Sea B un suceso tal que B € A=p(A)

Se define |la probabilidad condicionada de B dado p(B/A)zp(AmB)
Ao p(A)

probabilidad de B condicionada a A como:
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La probabilidad condicionada cumple los tres axiomas de Kolmogorov:
p(AnB)

* YVBe A=P(E) pB/A)= >0
p(A)
P(ANE)
e pE/A)= =1
p ) o4

e Sea { A; } una sucesién de sucesos disjuntos dos a dos, entonces:

p[f] 4/ A] = 4,/

Regla de Multiplicacion de Probabilidades o Probabilidad Compuesta
Partiendo de la definicién de la probabilidad
condicionada p(B/A) podemos escribir: P(ANB)=p(A) p(B/ A)

mTeorema de la Probabilidad Compuesta o Producto

n—-1
Sean n sucesos Ay, A;,..., Ah,e A=P(A) y tales que ﬂAij>0' Se verifica que:
i=1

PANA,N .. NA)=pA,)pA,/ A) p(A,/ A,NA,)...p(A / A, ... NA,,)

m Teorema de la Probabilidad Total |

Sean n sucesos disjuntos Aj, Aa,..., Ap,e A=P(A) tales que p( A; )>0 i=1,2,....n y
tales que forman un sistema completo de sucesos. Para cualquier suceso Be A=P(A)
cuyas probabilidades condicionadas son conocidas p( B/A; ), se verifica que:

p(B)=2. p(4,) p(B/ A,)

i=1

EXM Teorema de Bayes |

Sean n sucesos disjuntos A;, Az,..., Ahe A=P(A) tales que p( A; )>0 i=1,2,....n y
tales que forman un sistema completo de sucesos. Para cualquier suceso Be A=P(A) se
verifica que:

y aplicando el teorema de la probabilidad

total:
P(A ) B)= nP(Ai) P(B/A4) D(4) p(B/A)
2.p(4,) p(B/ 4) PAB) ="

Sistema completo de sucesos A;, Az,..., Se denominan hipotesis
A,
Las probabilidades p( A; )>0 Se denominan probabilidades a priori ya
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i=1,2,...,n que son las que se asignan inicialmente al los
sucesos A;

Las probabilidades p( B/A; )>0 Se denominan verosimilitudes del suceso B
i=1,2,...,.n admitiendo la hipotesis A;

Las verosimilitudes p( B/A; ) nos permiten modificar nuestro grado de creencia original
p( A; ) obteniendo la probabilidad a posteriori p( A;/ B ).

El teorema de Bayes, ademas de ser una aplicacion de las probabilidades condicionadas,
es fundamental para el desarrollo de la estadistica bayesiana, la cual utiliza la
interpretacion subjetiva de la probabilidad.

m Independencia de Sucesos |

Teniendo en cuenta la definiciéon de la probabilidad del suceso B condicionada a A se
puede decir:

e Cuando p( B/A ) > P( B ) entonces el suceso A favorece al B

e Cuando p( B/A ) < P( B ) entonces el suceso A desfavorece al B

e Cuando p( B/A ) = P( B ) entonces la ocurrencia de A no tiene ningun efecto sobre
la de B

Diremos que dos sucesos A y B son independientes si se verifica una cualquiera de las
siguientes condiciones equivalentes:

e p(B/A)=p(B) siP(A)>0
e p(A/B)=p(B) siP(B)>0
e p(AnB)= p(A) p(B)

Podemos decir por tanto que si el suceso B es independiente del suceso A, entonces el
suceso A también es independiente del suceso B, lo que equivale a decir que ambos
sucesos son mutuamente independientes.

La independencia de sucesos puede extenderse a mas de dos sucesos:
P(ANBNCQ) = p(4) p(B) p(C)

Ademads, se cumple el siguiente teorema: Si A y B son dos sucesos independientes,
entonces también lo son los sucesos A yB AyB AyB
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Capitulo
VIII VARIABLES ALEATORIAS Y SUS DISTRIBUCIONES

_ Variable Aleatoria Unidimensional |

La relacién entre los sucesos del espacio muestral y el valor numérico que se les asigna
se establece a través de variable aleatoria.

Definicion

Una variable aleatoria es una funcidon que asigna un valor numérico a cada suceso
elemental del espacio muestral.

Es decir, una variable aleatoria es una variable cuyo valor numérico estd determinado
por el resultado del experimento aleatorio. La variable aleatoria la notaremos con letras
en mayuscula X, Y, ... y con las letras en minuscula x, vy, ... sus valores.

La v.a. puede tomar un nimero numerable o no numerable de valores, dando lugar a
dos tipos de v.a.: discretas y continuas.

Definicion
Se dice que una variable aleatoria X es discreta si puede tomar un namero finito o
infinito, pero numerable, de posibles valores.

Definicion

Se dice que una variable aleatoria X es continua si puede tomar un numero infinito (no
numerable) de valores, o bien, si puede tomar un numero infinito de valores
correspondientes a los puntos de uno o mas intervalos de la recta real.

DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD DE VARIABLES ALEATORIAS
DISCRETAS

Sea X una v.a. discreta que toma un numero finito de valores, r en total, xi, X2, ..., Xi,
saay Xr.
La probabilidad de que la v.a. X tome un valor particular x; se representara por:
p; = P(x;) = P(X = x;).

Definicion

La distribucion de probabilidad o funcién de probabilidad de una variable aleatoria X,
P(x), es una funcién que asigna las probabilidades con que la v.a. toma los posibles
valores, de forma que las probabilidades verifiquen:

1) 0<P(x;) <1, i=1,2,...,r
2) Y P(x,) =1
i=1
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Si X es una v.a. discreta, para determinar la P[a <X < b], siendo a < b, tan sélo hay
gue sumar las probabilidades correspondientes a valores de X comprendidos entre ay b,

x=b x=b
es decir: Pla< X <b]=> P(X = x) = > P(x)

Definicion

Sea una v.a. X de tipo discreto que toma un n© finito o infinito numerable de valores Xy,
X2, ..., Xr Y cuya distribucidon de probabilidad es P(x). Se define la funcidn de distribucion
acumulativa de la v.a. X, F(x), como la probabilidad de que la v.a. X tome valores
menores o iguales que X, es decir:

F(x)= P(X <x) = T P(x,) = S P(X = x,)

X; <X X; =Xy
Representando la suma de las probabilidades puntuales hasta el valor x inclusive de la
v.a. X.

La funcion de distribucién de una v.a. discreta es una funcién que verifica:
-0<F(x)<1, wx
- Es no decreciente, es decir, six, < x,, entonces F(x) < F(x;)-

Se puede decir por tanto que una v.a. X discreta, esta caracterizada por su funcién de
probabilidad o distribucion de probabilidad P(x) y también por su funcién de distribucién
F(x).

DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD DE VARIABLES ALEATORIAS
CONTINUAS

La v.a. de tipo continuo se tratara de forma diferente a como se ha visto en el caso de
v.a. discreta, ya que en el caso continuo no es posible asignar una probabilidad a cada
uno de los infinitos posibles valores de la v.a. y que estas probabilidades sumen uno
(como en el caso discreto), teniendo por tanto que utilizar una aproximacién diferente
para llegar a obtener la distribucién de probabilidad de una v.a. continua.

Definicion
Sea X una v.a. continua. Si existe una funcién f(x) tal que verifica:
I. f(xX)>0, -w<Xx<+wo

I1. jf‘”f(x)dx =1
Diremos que f(x) es la funcién de densidad de la v.a. continua X.
En el caso continuo la suma de las densidad o el area bajo la curva f(x) debe ser igual a

la unidad, y como consecuencia la probabilidad de que la v.a. continua X tome valores en
el intervalo [a,b] sera igual al area bajo la curva f(x) acotada entre a y b, es decir:

P(a < X <b) = [ F(x)dx
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Si la v.a. X es discreta, existen las probabilidades puntuales P(X=Xx;). En el caso continuo,
si x; es un punto interior al intervalo de definicion de la v.a. continua X, entonces

P(X=x)) = 0: P(X =x;)=P(x; < X<x;)=0
es decir, el area entre x; y x; es nula.

En el caso continuo P(X=x;) = 0, con lo que se verifica que:

P(a< X <b)=P(a<x <b) yaqueP(X =a)=0yP(X =b) =0lo cual no sucede en el caso
discreto.

Definicion

Sea X una v.a. de tipo continuo que toma un numero infinito de valores sobre la recta
real y con funcion de densidad f(x). Se define la funcidn de distribucién acumulativa de

la v.a. X, F(x), como la probabilidad de que la v.a. continua X tome valores menores o
iguales a x, es decir:

F(x)=P(X <x)=[ F(x)dx
y representa el area limitada por la curva f(x), a la izquierda de la recta X=x.

Consideramos una masa unidad distribuida sobre el intervalo (- «,+© ), y la funcién de
distribucién F(x) para cada valor x de la v.a. nos da la cantidad de masa que hay en el
intervalo (— 0, X], es decir, la masa que hay en el punto x y a la izquierda de x, aunque
nos dara igual considerar el intervalo (- «, X ), de forma que:

F(x)=P(X <x)=P(X <x) yaque P(X =x)=0

y también 1- F(x)=P(X > x) = P(X > x)

La funcién de distribucién de una v.a. continua es una funcidon que verifica:
1. F(—<0)=0

2. F(+0) =1

3.Es no decreciente, es decir, si x; < x; entonces F(x;) < F(x;)

4. P(a< X <b)= [ F(x)dx = F(b) - F(a)

5. Laderivadade la funcion de distribucion es la funcion de densidad
dF(x)
ax
Como la Ib f(x)dx representa graficamente el area encerrada bajo la curva f(x) y los

= £(x)

valores a y b del eje de abscisas, entonces a la probabilidad
P(a < X < b) = F(b) - F(a)
se le puede dar la misma interpretacion.

A VARIABLE ALEATORIA BIDIMENSIONAL
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En determinadas ocasiones hay que trabajar en espacios de mas de una dimensién,
estableciendo aplicaciones que transforman los sucesos elementales del experimento
aleatorio en puntos del espacio n-dimensional (R"), estas aplicaciones se hacen utilizando
v.a. bidimensionales o n-dimensionales.

En muchas ocasiones nos puede interesar estudiar conjuntamente dos caracteristicas del
fendmeno aleatorio, es decir, estudiar el comportamiento conjunto de dos v.a. para
intentar explicar la posible relacion entre ellas. Para poder estudiar conjuntamente las
dos v.a., es necesario conocer la distribucidén de probabilidad conjunta.

ﬂ DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD BIDIMENSIONAL

Sea la X una v.a. discreta que toma un numero finito de valores xi, Xz, ..., X; Yy sea Y una
v.a. de tipo discreto, que toma valores yi, ya, ..., Ys.

La probabilidad de que la v.a. X tome el valor x;, y la v.a. Y toma el valor y;, la
designaremos por:

Pi,-=P(xi,y,-)=P(X=x,-,Y=y,-)

Definicion

La distribucion de probabilidad bidimensional o distribuciéon de probabilidad conjunta de
una v.a. discreta bidimensional es una funcion P(x;,y;) que asigna las probabilidades a los
diferentes valores conjuntos de la v.a. bidimensional (X,Y), de tal manera que se
verifiquen las dos condiciones siguientes:

I. 0<P(x;,,y;)<1, i=1,2,..,r; j=1,2,...,8

IL Y Y Px,y,) =1

i=1 j=1

Definicion

Sea una v.a. bidimensional (X,Y) de tipo discreto cuya distribucidn de probabilidad es p;;
= P(xy,Y;), i=1,2, ..., ryj=1,2,...,s. Se define la funcidn de distribucidn conjunta,
F(x,y) como:

Fouy) =PX <x,Y<y)=F SPx,y) =Y SPX=x,Y=y,

XX y;<y Xj=X1 Yi=Y1
y representa la suma de las probabilidades puntuales P(x;,y;) hasta el valor (x , y)
inclusive de la v.a. bidimensional (X,Y).

Consideremos ahora una v.a. bidimensional (X,Y) de tipo continuo:

Definicion
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Sea (X,Y) una v.a. bidimensional de tipo continuo, si existe una funcion f(x,y) tal que
verifica:

I. f(x,y)>0, -o0<X<+0, =-0<Y < +0

IL [ [ 7f(x,y)dx dy =1

diremos que f(x,y) es la funcion de densidad de la v.a. bidimensional continua (X,Y).

Esta funcidén de densidad conjunta, se puede interpretar como un histograma de
frecuencias relativas conjuntas para X e Y, pues la funcidn de densidad f(x,y) representa
una superficie de densidad de probabilidad en el espacio tridimensional , y el volumen
por debajo de esta superficie y por encima del rectangulo x, < X <x, € y, <Y <y,, €S

igual a la probabilidad de que las v.a. tienen valores dentro del rectangulo indicado, es
decir:

P(X, < X < Xp,y; <Y <y,) = [7[F(x,y)dxdy

Definicion

Sea una v.a. bidimensional (X,Y) de tipo continuo que toma valores sobre el espacio
bidimensional R? y cuya funcidn de densidad es f(x,y). Se define la funcidn de
distribucién de la v.a. bidimensional, F(x,y) como:

Fx,y)=P(X <x,Y <y)=[ [ f(x,y)dxdy

La funcién de distribucién bidimensional satisface una serie de propiedades:
1. F(-o0,-0) = F(-,y) = F(X,-©0) =0

2. F(400,+0) =1

3. Es monodtona no decreciente respecto alas dos variables, es decir :

Si x; <x, =>F(xy,y) <F(X,,Y)

Si y, <y, =FXvy,)<F(XY,)

4. Sia, <a, yb, <b,,siendo a,,a,,b,,b, eR entonces:

P(a, < X<a,,b; <Y<b,)>0

5.La derivada parcial segunda respecto de x e y de la funcién de distribucion
F(x,y) esla funcion de densidad

0°F(x,y)
I — f ,
“axiy (x,y)

H DISTRIBUCIONES MARGINALES

Ahora nos va a interesar conocer la distribucién de alguna o de ambas v.a. por separado,
a partir de la informacion que nos proporcionaba la distribucidon conjunta de (X,Y), lo cual
nos lleva al concepto de distribucién marginal.

En el caso de la v.a. bidimensional (X,Y), teniendo en cuenta que todos los sucesos
bivariantes, correspondientes a los diferentes valores que puede tomar la v.a.
bidimensional, es decir: (X=x;, Y=y;) i,j=1,2,3, ....
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eran sucesos mutuamente excluyentes, entonces podremos decir que el suceso
univariante X=x; es la union de todos los sucesos bivariantes (X=x;, Y=y;) para todos los
valores posibles de vyj;.

Definicion

Sea una v.a. bidimensional (X,Y) de tipo discreto cuya distribucion de probabilidad es
pi;=P(xi, y;). Entonces las distribuciones de probabilidad marginales, de X e Y,
respectivamente vienen dadas por

Pi. :Zp/_] :P(X/):ZP(Xuyj):ZP(X :X//Y :yj)

Y
P.j:Zpij:P(yj)zzp(xilyj)zzp(x:XIIY:yj)

La distribucion de probabilidad marginal de X es la probabilidad de que X=Xx; con
independencia del valor que tome Y, con lo que se puede escribir:

P.=P(X=x)=3p,
j
De forma analoga la distribucidon de probabilidad marginal de Y sera:
P.j :P(Y:yj):ZpU

Definicion
Sea una v.a. bidimensional (X,Y) de tipo discreto cuya distribucidn de probabilidad es p;;
= P(x,Y;). Entonces las funciones de distribucion marginales de X e Y, se definen:

Fi(Xx) = F(XA4®0) =P(X <X,Y <+0)= > DP(x,y;) = P

Xi<SXY; Xi<XxX
Fy(y) = F(+0,¥) = P(X <+0,Y <y)= > S P(x;,y;) =D P,
Yisy X yisy

Si consideramos una v.a. bidimensional de tipo continuo (X,Y) se obtiene:

Definicion. Sea una v.a. bidimensional (X,Y) de tipo continuo, cuya funcién de densidad
conjunta es f(x,y). Entonces las funciones de densidad marginales de X e Y, se definen:

f.(x) = [ f(x,y)dy
f(y) = [ F(x,y)dx

Definicion. Sea una v.a. bidimensional (X,Y) de tipo continuo, cuya funcidn de densidad
conjunta es f(x,y). Entonces se definen las funciones de distribucion marginales de X e Y
como:

Fi(X) = FOx,+0) = P(X < X,Y < +) = [ ( [, y)dyjdx A

Foly) = Flan,y) = POX <10, Y < y) = [ ([ 7RGy fay = [ £,y



APUNTES ESTADISTICOS Pag 97

n DISTRIBUCIONES CONDICIONADAS

Queremos conocer cdmo se distribuye una de las variables cuando se imponen
condiciones a la otra variable. En el tema anterior definiamos

P(A N B)
P(B/A)= PA) P(A) > 0.
Ahora consideramos la v.a. bidimensional (X,Y), con su correspondiente distribucién de
probabilidad.
Se define la probabilidad condicionada de la v.a. discreta X dado Y=y;
P, [y) = P(X =, /Y =y = X=XV 2V)) _ Py
P(Y = yj) p;

siempreque P(Y =y;) >0

En este caso y; es fijo y x; varia sobre todos los posibles valores de la v.a. X, obteniendo
asi la distribucion de probabilidad de la v.a. discreta X bajo la condicion Y=yj;.

Andlogamente la distribucién de probabilidad condicionada de la v.a. discreta Y dado

X=x; seria:
P(X:XiIY:y') b
P(yj/Xi):P(Y:yj/X:Xi): P(XZX) / :p_.Jr

siempreque P(X = x,;) >0

En este caso x; es fijo e y; varia sobre todos los posibles valores de la variable aleatoria
Y.

Logicamente :

SPX=x/Y =y, =P _p, 1
=x /Y =y)="—="2=
P(x;/y;)=0 y ademds 4 j b, p,
P(y,/x)=0 >h
P(Y =y, /X =x)="L—="21
; ’ p. P

Funcion de distribucion condicionada de la v.a. discreta X dado Y=y;:
ZP(X:X['IY:yj) Zpij

F(x/y)=P(X<x/Y=y,)="= =X siempre que
’ P(Y:yj) p_j

P(Y:yj)zp.j >0
Analogamente la funcidn de distribucidon condicionada de la v.a. discreta Y dado X=x;.
ZP(X:XIIYzyj) Zp/_]
y;<

Fly/x)=P(Y <y/X=x)=2Y =2 siempreque
(v/x)=PY<y/ ) POX =) preq

P(X=x,)=p, >0
Funcién de densidad condicionada de la v.a. continua X dado Y=y:
f(x,y)
, H()>0
f(x/y)=1 fi(y) 2
0, en elresto
Funcidon de densidad condicionada de la v.a. continua Y dado X=x:
f(x,y)
, (X)>0
Fy /x) =1 fip @ )
0, en el resto
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Funcidn de distribucion condicionada de la v.a. continua X dado Y=y:

9 © F(x,y)dx
F(x/y)=[ f(x/y)dx = L
e ,(y)
Funcion de distribucion condicionada de la v.a. continua Y dado X=x:
y [" FOx, y)dy
Fly /x)=[_fly/x)dy ===
- f,(x)

n INDEPENDENCIA DE VARIABLES ALEATORIAS

Independencia de sucesos: P(AnB) = P(A)-P(B)

Definicion

Consideremos una v.a. bidimensional (X,Y) cuya funcién de distribucién conjunta es
F(x,y) y sus funciones de distribucion marginales F;(x) y F2(y) respectivamente.

Se dird que las v.a. X e Y son independientes si y sélo si se verifica que la funcion de
distribucién conjunta F(x,y) es igual al producto de sus distribuciones marginales, es
decir:

X e Y sonindependientes < F(x,y) = F,(x) - F,(y), V(X,Y)
O bien de manera equivalente en el caso discreto :
P(XI/Y = Yj) =Pis Vj
P(y;/X=x;)=p;, Vi
y en el caso continuo si f(x/y) = f,(x), Vy
fly/x) = f(y), VX

Si X e Y son v.a. discretas, con distribucion de probabilidad conjunta p;=P(x;,y;), Y con
distribuciones de probabilidad marginales P; =P(x;) y P;=P(y;) respectivamente, entonces
diremos que las v.a. son independientes si y solo si se verifica:

P(xi,y;)=P(x). P(y;) V(X,¥), o bien p;=pip,

Si X e Y son v.a. continuas, con funcién de densidad conjunta f(x,y) y funciones de
densidad marginales f;(x) y f>(y) respectivamente, se dird que las v.a. son
independientes si y solo si se verifica:

fx,y)=f1(x).f(y) V(X,Y)
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Capitulo ]
IX CARACTERISTICAS DE LAS VARIABLES

En este tema estudiaremos algunas caracteristicas, tanto para v.a. discretas como para
v.a. continuas, como pueden ser la media, varianza, etc, asi como sus relaciones.

“ VALOR ESPERADO DE UNA VARIABLE ALEATORIA UNIDIMENSIONAL

Definiciéon
Sea X una v.a. discreta que toma los valores xi, Xz,...,X; Y cuya funcién de probabilidad
es P(x;),i=1,2,3,...
Se define el valor esperado de X, E(X) como:
E(X)= Z_xiP(xl.)

I
Si la v.a. X es de tipo continuo, con funcion de densidad f(x), definimos el valor esperado
E(X), como:

E(X) = [ xf(x)dx

La expresion de E(X) en el caso que X sea una v.a. discreta, este valor es la media
ponderada de los posibles valores que puede tomar la variable X, en donde los pesos o
ponderaciones son las probabilidades, P(Xi) = P(X = x;), de ocurrencia de los posibles

valores de X. Luego el valore esperado de X se interpreta como una media ponderada de
los posibles valores de X, y ho como el valor que se espera que tome X, pues puede
suceder que E(X) no sea uno de los posibles valores de X. En el caso de v.a. continua,
E(X) nos indica el centro de la funcidon de densidad, es decir, nos indica el centro de
gravedad de la distribucion.

Sea X una v.a. de tipo discreto, con funcion de probabilidad P(x;), y sea g(X) una funcién
de la v.a. X, entonces definimos E[g(X)] como:

Elg(] = 3 90)P(x)

Si la v.a. X es de tipo continuo, con funcién de densidad f(x), entonces definimos el valor
esperado de g(X), E[g(X)] como:

Elg(X)] = [ g0af (x)dx
PROPIEDADES:

1. La esperanza de una constante es la propia constante. Es decir si K es una
constante entonces:
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E[K] = k

2. Siuna v.a. X esta acotada, es decir existen dos valoresay b talesquea < X < b,
entonces se verifica que:
as E(X)<b

3. Sea X una v.a. y sean g(X) y h(X) dos funciones de X que, a su vez son v.a.,
cuyos valores esperados existen y sean a y b dos constantes cualesquiera,
entonces:

E[a. g(X) + b.h(X)] = a.E[g(X)] + b . E[h(X)]

4. Sea X una v.a y sean g(X) y h(X) dos funciones de X que a su vez son v.a cuyos
valores esperados existen; si g(X)<h(X), entonces:

E[9(X)] = E[h(X)]
5. Sea X una v.a. y sea g(X) una funcidon de X que, a su vez es una v.a., cuyo valor

existe, entonces:
|[E[g(X)1I = E[1g(X)]]

6. Si X es una v.a. con distribucidn simétrica respecto del valor ¢, entonces, si existe
la E[X], su valor sera igual a c, es decir, E[X] = c.

H MOMENTOS DE UNA VARIABLE ALEATORIA UNIDIMENSIONAL

Los momentos nos proporcionan informacion sobre las propiedades de la distribucién
de la variable aleatoria. Nos permitiran hacer comparaciones de dos distribuciones y
determinar cudl es mas dispersa respecto a la media, o cudl es mas apuntada, etc.

Proporcionan valores numeéricos sobre caracteristicas de la distribucion de una v.a.

Definicion
Sea X una v.a. y r un niumero entero positivo. Se define el momento de orden r de X,
y se notara por a, como:

ar = E[X"], parar=1, 2, ....

Definicion
Sea X una v.a. y r un niumero entero y positivo. Se define el momento central de
orden r de X, y se notard por g, como:

Mr=E[( X - E[X])T],parar=1, 2, ....

En ambos casos los momentos se definen como valores esperados, luego para que
existan los momento tendran que existir los correspondientes valores esperados .
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Los momentos, si existen, son niumeros calculados como sumas o integrales,
dependiendo de si se trata de v.a. discretas o continuas, de forma que se puede

escribir el momento de orden r, como:

a, = E[X"|= Y x[P(x,), r=1,2,...

r

a =E[Xr]:f:x’f(x)dx, r=1,2,...

Y el momento central de orden r sera:

i, :E[(X—E[x])f]:z(x,. - E[x)DP(x,), F=2, ..
u = E[(x - ExD]=[T(x - ExDF(x)ax, F=2, ..
Caso especial:
a; = E[X] = ¢

Con lo que el momento central de orden r, seruede expresar:

1, = E[(X - E[X]) | = E|(X - w) |

Nota: En la definicion del momento central de orden r, indicamos desde r = 2,3,..., ya

gue el momento central de orden uno es igual a cero, y; = 0.

H VARIANZA

Se define como el momento central de orden dos, y se expresa como

Var(X) = 0% = u, = E[(X - E[X])?]
y se le llama varianza de la distribucidn.
Es una medida de dispersion de los valores de la variable respecto de su media, y nos
permite conocer el grado de dispersion de los valores de la distribucién, pudiendo
realizar comparaciones con otras distribuciones. También se puede utilizar como una
cierta medida de cdmo representa la media a la distribucion.

La varianza se expresa en las mismas unidades que la variable X, pero al cuadrado. La

desviacion estandar o desviacién tipica (raiz cuadrada positiva de la varianza ), se
expresa en las mismas unidades de medida que la variable X. Se notara por oy .

Propiedades de la Varianza:

1. La varianza se puede expresar como:
Var(X) = E|X?|- (E[X])? = @, —a? = a, — 12

2. La varianza de una constante c es cero.

3. Sea X una v.a. cuya varianza existe, y a una constante cualquiera. Entonces:
Var(a.X) = a*Var(X)
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4. Sea X una v.a. cuya varianza existe y a, b dos constantes cualesquiera. Entonces:

Var(a.X + b) = a*Var(X)

5. Sean X e Y dos v.a. independientes cuyas varianzas existen, entonces se verifica que
la varianza de la suma o de la diferencia de ambas v.a. independientes es igual a la
suma de las varianzas. Es decir:

Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y)
Si las v.a. no son independientes entonces:
E[(X - EQO)(Y - E(Y))] = Cov(X,Y)
y se verificara que:
Var(X +Y) =Var(X) +Var(Y) £ 2Cov(X,Y)

6. Si Xi, X3, ..., X,, son v.a. independientes, cuyas varianzas existen, entonces para ay,
a,, ..., an, constantes cualesquiera se verifica que:

Var(i a.X,)= Zn: a’Var(X,)
i=1 i=1

7. La varianza de una v.a. X es cero si y sdlo si X es una v.a. degenerada o constante.

n COEFICIENTE DE VARIACION

La varianza es una medida de dispersién que esta influenciada por el tamafio de los
valores de dicha variable y por la media. Para evitar esta influencia damos una medida
relativa de dispersion que exprese la dispersion de la variable respecto del tamafio de la
variable, midiendo el tamafo de la variable por su valor esperado. Esta medida de
dispersion es el coeficiente de variacion:

cV,

Ox Ox

E[X] Hx
Este coeficiente de variacion expresa la dispersidon de una v.a. respecto a su media y es
muy util para comparar dos distribuciones de probabilidad.

El coeficiente de variacién no tendra sentido cuando la variable X tome valores positivos
y negativos (pues puede ocurrir que la media quede compensada por los valores
positivos y negativos y no refleje el tamafio de X). Con lo que el coeficiente de variacién
solo tendra sentido cuando X sea una variable que tome sdlo valores positivos.

E CAMBIO DE ORIGEN Y DE ESCALA
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Dada una v.a. X, se dird que se ha realizado un cambio de origen 0’ cuando se realice la
siguiente transformacion:

T=X-0
A través de esta transformacion todos los valores de la v.a. X se desplazan 0’ unidades
del eje de ordenadas manteniendo la misma posicidon relativa y la misma distancia entre
ellos.
Siendo el valor esperado de |la nueva variable T:
E[T] = E[X] - 0’, o lo que es lo mismo pt = pux — 0’

Si ademas realizamos un cambio de escala e (e > 0) cuando se realiza la siguiente
transformacién:

X -0

e

Si e < 1 entonces los nuevos valores transformados se alejan unos de otros y aumenta
la dispersidn respecto de X 6 T; si
e > 1 entonces los nuevos valores transformados se acercan unos a otros, es decir, se
concentran y disminuye la dispersion respecto de X 6 T.

Ely]= E{X _ Oi ~ E[Xl_ 0" es decir : iy = My =0

Y =

e e

Lo cual nos indica que se produce también el mismo cambio de origen y de escala en el
valor esperado o media de la variable.

El cambio de origen no le afecta a la varianza de la variable transformada, ya que lo
Unico que hace el cambio de origen es desplazar los valores de la variable inicial X
manteniendo la misma posicidn relativa y en consecuencia no modifica la dispersién, es
decir:
1 2
o2 = Var(Y) = Var(x —0 j _ YartX) _ ok
e e e

. . .7 , . o
siendo la desviacion tipica o, = —=*
e

Es decir, la varianza es invariante frente a cambios de origen pero no lo es frente a
cambios de escala, ya que al dividir todos los valores de la variable X por el cambio de
escala, éstos se dispersan si e < 1, y se concentrn si e > 1.

Veamos como afecta el cambio de origen y de escala al coeficiente de variacién:

Ox
cv,=2r-_€ ___9% sjendoCV, =X
py  Hx =0 -0 Hx

e

Luego CVy # CVy, salvo cuadno 0’ = 0, es decir, cuando no haya cambio de origen.
Pudiendo decir que el coeficiente de variacidn es invariante frente a cambios de escala,
pero no frente a cambios de origen, ya que cuando se produce un cambio de origen la
media de la variable cambia, y por tanto el coeficiente de variacion.

E TIPIFICACION DE UNA VARIABLE
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Puede ocurrir que la forma de distintas distribuciones sean analogas, diferenciandose tan
s6lo por el hecho de estar representadas o medidas en sistemas con distinto origen o
distintas escalas. Entonces decimos que todas estas distribuciones pertenecen a la
misma familia de distribuciones.

Es frecuente el estudiar las propiedades de las distribuciones no en particular para cada
una de las posibilidades existentes sino para alguna distribucién que podria considerarse
estandar o mas representativa de toda la familia, y luego mediante la aplicacion del
correspondiente cambio de origen y de escala, intentar deducir las propiedades para la
distribucién particular considerada.

Cuando se pretende comparar magnitudes expresadas en distintas unidades o en
distintas situaciones, para poder compararlas, tendran que ser homogéneas. Al proceso
de homogeneizacidn de las diferentes magnitudes se le llama tipificacién o
normalizacion.
Se dird que una variable Z, esta tipificada cuando su media es cero y su desviacion tipica
sea uno. Es decir, dada una variable X, de media px y varianza o°, la variable Z
tipificada sera:

Z = M, siendoo, >0

Ox

Es decir, para tipificar una variable, sélo hay que transformarla mediante un cambio de
origen 0'= py, y un cambio de escala e = oy.
La nueva variable Z es adimensional (no tiene asociada unidad de medida), y por tanto
se podra comparar directamente con otras variables tipificadas.

Teniendo en cuenta el efecto que produce el cambio de escala y de origen, se verifica:
1y =E[Z]=E|:X_’UX}= Hx — Hx =0

Ox Ox

2
o =Var(Z) = Var(uj =% g

2
Oy o

OTRAS MEDIDAS DE POSICION Y DISPERSION

Las principales medidas de posicion y de dispersién son la media y la varianza, pero hay
otras que también se utilizan como son: los cuantiles (mediana, cuartiles, deciles,
percentiles), la moda, desviacion absoluta media respecto de la mediana, recorrido
intercuartilico, etc. Veamos a continuacion alguna de ellas.

Definicion
Dada una v.a. X, se define el cuantil de orden g, para 0 < g < 1, como aquel valor x; tal
que:

P(X<x,)>q, y P(X=>=x,)>1-q siXesdiscreta

P(X<x,)=q, o F(x,)=q si X es continua

Los cuantiles x, dividen la distribucion en dos partes, asi pues a la izquierda quedan
todos los valores de la v.a. que son menores o iguales que X,y a la derecha quedan los
valores que son mayores o iguales que Xxg.
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Los cuantiles en el caso de una v.a. continua se calcularan simplemente resolviendo la
ecuacion: F(x;) = g, cuya solucidon no sera siempre Unica, y la solucion sera el cuantil
que estamos buscando.

En el caso discreto el cuantil tampoco tiene por qué ser Uunico, obteniéndose
generalmente por interpolacidn, ya que no siempre se podra obtener una solucidon exacta
Unica.

Dentro de los cuantiles nos interesan: la Mediana (M), los Cuartiles (Qi, Q», Q3), Deciles
(D1, Dy, ..., Do)y Percentiles (P;, P, ..., Pgg), los cuales dividen los valores de la variable
en mitades, cuartas, décimas y centésimas partes, respectivamente.

Otra medida de posicidén central es la Moda.

Definicion
Dada una v.a. X, con su correspondiente funcidon de probabilidad o con su funcion de
densidad, segun que estemos en el caso discreto o continuo, se define la Moda, como el
valor mas probable de la variable, que serd aquel valor de la variable para el cual la
funcion de probabilidad o la funcion de densidad se hace maxima.
En el caso continuo la Moda sera aquel valor M, tal que si f(x) es la funcién de densidad
de la v.a. X, entonces:

f(M,) =0 ; f(M,) <0

Definicion

La desviacion absoluta media respecto a la mediana se define como un momento
absoluto de primer orden.

En el caso continuo sera:

E|x -m.[]= [ ¢ = MJF(x)dx

En el caso discreto sera:
E[X -M.[]= 3 |x, - MJP(X = x;)

Definicion
Una medida de dispersidn asociada a los cuartiles es el Recorrido intercuartilico:

Ro=Q3 - Qi
Dentro de este intervalo intercuartilico se encuentran el 50% de los valores centrales de
la variable (prescindiendo del 25% de los valores mas pequefios y del 25% de los valores
mas grandes).

n MEDIDAS DE FORMA

Necesitamos definir una serie de medidas que nos permitan cuantificar, en la medida de
lo posible, la forma de la distribucidén, es decir, tendremos que definir unas medidas que
nos den informacién sobre la funcién de probabilidad o sobre la funcidon de densidad, de
forma que podamos cuantificar el grado de simetria y el de apuntamiento o de
aplastamiento, bien de la funcién de probabilidad, o bien de la funcién de densidad.

Las medidas de forma seran adimensionales e invariantes ante cambios de origen y de
escala.

» Coeficiente de Asimetria

de manera que:
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71 < 0, distribucidn asimétrica a la izquierda
7, = 0, distribucion simétrica o casi simétrica respecto a la Mediana (punto de simetria)

71> 0, distribucién asimétrica a la derecha

Existen otros coeficientes de asimetria, de forma que cuando la distribucion es unimodal,
se define el indice de simetria de Pearson:

> Coeficiente de curtosis o apuntamiento
Este coeficiente trata de medir el grado de agrupamiento de los valores centrales en
torno de la media aritmética. Es decir, mide el grado de aplastamiento de la grafica
correspondiente a la funcion de densidad.
Fisher define este coeficiente de curtosis como:

V2 = lu_j -3

o

tomando como referencia la funcion de densidad de una distribucion normal . En este
caso tan solo hacemos referencia al caso continuo, ya que comparamos con la funcion de
densidad de la distribucidon normal.

7> = 0, distribucion Mesocurtica (mismo grado de concentracidon que la distribucién
normal).

7> < 0, distribucion Platicurtica (la distribucidon tiene los datos centrales menos
concentrados que la distribucidon normal, es decir, menos apuntada que la distribucién
normal).
7, > 0, distribucion Leptocurtica (la distribucion tiene los datos centrales mas
concentrados que la distribucién normal, es decir, sera mas apuntada que la distribucién
normal).

n TEOREMA DE MARKOV Y DESIGUALDAD DE CHEBYCHEV

El problema al que nos enfrentamos es que ahora no conocemos la distribucién y tan
solo conocemos la media y la varianza de una distribucion desconocida y queremos
calcular cotas superiores de ciertas probabilidades e incluso la probabilidad para algun
intervalo relativo a la media. Estos resultados vendran dados por medio del teorema de
Markov y por la desigualdad de Chebychev.

Teorema de Markov

Sea X una v.a., no negativa (es decir, P(X =2 0) = 1), y cuya media, E[X], existe.
Entonces para cualquier k > 0, se verifica

E[x]
P(X 2 k)<=~

Una consecuencia inmediata del teorema de Markov viene dada por la desigualdad de
Chebychev.

Desiqgualdad de Chebychev
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Sea X una v.a. con media p y varianza o finita. Entonces para cualquier k > 0, se
verifica:

2
PﬂX—y\zk]s%

Otra de expresar esta desigualdad sera:
2

o}

Plx - 4 </<]21—F
Estas expresiones de la desigualdad de Chebychev nos indican que podemos expresar en
términos de probabilidad la dispersiéon de los valores de la variable alrededor de su
media, utilizando para ello la varianza como medida de dispersiéon y no siendo necesario
el conocimiento de la distribucién de la v.a. X.
Esto nos indica que la varianza tiene un efecto muy significativo sobre las probabilidades
asociadas a estos intervalos.

En general y para cualquier A > 0, y haciendo kK = Ao en la desigualdad de Chebychev
resulta que:

2
PﬂX—y|z;ta]§%=%, o bien
P[y—/10<)(<,u+/10']21—%

“ FUNCION GENERATRIZ DE MOMENTOS

Un valor esperado Util, cuando existe, es E[e®], donde t es un nimero real, y se llama

funcidon generatriz de momentos de X. Se puede utilizar para calcular los momentos de la
distribuciéon de una v.a. y es también utilizada para obtener la distribucion de una
funcién de v.a.

Definicion
Sea X una v.a. Se define la funcion generatriz de momentos de X, gx(t), como:
gx(t) = E[e"]

gx(t) = E[etx]: ZP(X’) et

Caso discreto :

Caso continuo:
g, (t) = Ele™]= [ e™F(x)dx

Para que exista la funcion generatriz de momentos tendra que existir el correspondiente
valor esperado.

Si existe la funcion generatriz de momentos, se puede obtener cualquier momento
respecto al origen a..

Teorema
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Si existe el momento de orden r, respecto al origen, a,, entonces para cualquier valor
entero y positivo r,

a, = gir)(o) — d Cg/xr(t)
t t=0

Es decir, el momento respecto al origen de orden r, a,, se puede obtener derivando la
funcidon generatriz de momentos r veces, respecto a t, y particularizando para t = 0.

CAMBIOS DE VARIABLE EN LAS FUNCIONES GENERATRICES DE MOMENTOS

Sea X una v.a. cuya funcién generatriz de momentos es
g,(t) = E[etXJ, y pretendemos calcular la funcion generatriz de momentos de una v.a. Y

= a X + b, donde a y b son constantes reales.
De forma que:

g,(t) = E[etYJ _ E[et(axm)J _ Eletaxeth _
_ eth[etax] _ e“’gx(at)

FUNCION GENERATRIZ DE MOMENTOS DE UNA COMBINACION LINEAL DE n-
VARIABLES ALEATORIAS INDEPENDIENTES

Sean n-variables aleatorias X;, X5, ..., Xn, todas ellas independientes, con funcién
generatriz  de momentos g, (£),gy (t),...,gx,(t), respectivamente, y sea

n
Y =a,X, +a,X,+...+a,X, =) aX,, donde ay,...,a, son constantes reales.
i=1

La funcién generatriz de momentos de Y sera:
gy(t) — E[etY] — E[et(a1X1+52X2+...+a,,Xn)] _
— E[etaIX1 ] . E[eta2X2 ]. ) .E[eta,,X,,] —
=gy (at),gx (8t),...,gx,(axt) =

= I1gy (at)

Si todas las v.a. Xi, X5, ..., Xn, son independientes y tienen la misma distribucién, y por
tanto, la misma funciéon generatriz de momentos g(t), entonces la funcién generatriz de
momentos de la variable Y = X; + X2 + ... + Xn sera:

g, () = [g®)]
UNICIDAD DE LA FUNCIéN GENERATRIZ DE MOMENTOS

Si dos v.a. tienen la misma funcién generatriz de momentos, entonces también tienen la
misma distribucion de probabilidad. Es decir, si X e Y son dos v.a. con funciones
generatrices gx(t) y gy(t), respectivamente, y si gx(t) = gy(t), entonces las
correspondientes distribuciones de probabilidad también son iguales. La inversa también
se verifica.

EXWl VALOR ESPERADO DE UNA VARIABLE ALEATORIA BIDIMENSIONAL
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Designemos por (X,Y) una v.a. bidimensional y por g(X,Y) una funcién de (X,Y) que
también sera una v.a.

Definicion
Llamamos valor esperado o esperanza de la funcion g(X,Y) para el caso en que la v.a.
bidimensional (X,Y) sea discreta, con distribucion de probabilidad P[X=x;, Y=y;] al valor:

Elgx, V)] =Y. 3 g9(x,, v, PX = x,Y = y,]

Si la v.a. bidimensional (X,Y) es continua, con funcion de densidad f(x,y) entonces el
valor esperado de g(X,Y) sera:

Elax, M= [ g0x,y)f(x,y)dxdy

Como sucedia en el caso unidimensional, en ambos casos el resultado es un numero y
para que exista el valor esperado es necesario que la correspondiente serie o integral de
la definicion sean absolutamente convergentes, es decir, serd necesario que E[|g(X,Y)|]
sea finito.

Si la funcion de la v.a. bidimensional es g(X,Y) = XY entonces la esperanza o valor
esperado para el caso discreto sera:

E[X'Y]:ZZX:' 'yjP[X:XiIY:yj]:ZZXi Y iPj
i ]
Para el caso continuo
E[X-¥]=["[ x-yf(x,y)dxdy

Sila funcidbn es g(X,Y) =X +Y
Entonces la esperanza o valor esperado para el caso discreto sera:

EX+Y]=33 0 +y, PX =x,Y =y, =33 (x, +v,)p,
i J i Jj
Caso continuo:

E[X +Y]=["["(x+y)f(x,y)dxdy

PROPIEDADES:

1. Sean X e Y dos v.a. cuyos valores esperados E[X] y E[Y] existen, y sean a y b dos
constantes cualesquiera, entonces
E[aX + bY]= aE[X] + bE[Y]

2. Sean X1, X5, ..., X, v.a. cuyos valores esperados E[Xi],
i=1,2,...,n, existen y sean a;, a,,...,a, constantes cualesquiera, entonces:

E[a1X1+a2X2+...+aan] = alE[X1]+ azE[X2]+...+ anE[Xn]

3. Si X e Y son dos v.a. independientes, cuyos valores esperados E[X] y E[Y] existen,
entonces:
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E[XY] = E[X] . E[Y]

4. Si X3, X5, ..., X, son v.a. independientes y sus valores esperados E[X;] existen,
entonces:

E[X1. Xz..o Xn] = E[X4]. .E[Xz]...E[X,]

5. Si Xy, X5, ..., X, son v.a. independientes, y existen los valores esperados E[gi(X})],
i=1,2,.., n, entonces:

E[9:(X1). 92(X2) ... gn(Xn)] = E[91(X1)]. E[g2 (X2)] ...E[gn(Xn)]

ﬂ MOMENTOS DE UNA VARIABLE ALEATORIA BIDIMENSIONAL

Definicion

Sea (X,Y) una v.a. bidimensional, y r, s dos numeros enteros no negativos. Definimos el
momento de orden r en X y de orden s en Y, y lo notaremos por a,, como el siguiente
valor esperado, si existe:

as =E[X.Y],parar,s=0,1, 2, ...

Si hacemos s = 0 6 bien r = 0 obtendriamos los correspondientes momentos respecto al
origen, de orden r para X y de orden s para Y. Asi pues, los que mas se utilizan son:

aio = E[X]=px dz = E[XZ]
do; = E[Y]=py doz = E[YZ]
a;; = E[XY]

Definicion

Sea (X,Y) una v.a. bidimensional, cuyas esperanzas E[X] y E[Y] existen, y r, s dos
enteros no negativos. Definimos el momento central de orden ren Xy de ordensenyY,y
lo notaremos por W, como el siguiente valor esperado, si existe:

Mrs = E[(X - E[X])r (Y - E[Y])S]l parar, s = OI 1, 21

Observese que:
Mo = E[(X = E[XD)]=0 'y Ho: = E[(Y - E[Y])]=0

Hao = E[(X - E[X])’] = Var(X)

E[(Y - E[Y])?] = Var(Y)

Mo2
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M11 = E[(X = E[X]) (Y = E[Y])] = a1 - ai0 ao: = Cov(X,Y)

H COVARIANZA

Uno de los momentos centrales de mayor interés es el momento pi1, que se define:

M1 = E[(X = E[X]) (Y - E[Y])]
A este momento le denominamos covarianza entre X e Y, y lo representaremos por
Cov(X,Y), Oxy O Hxy-

La covarianza nos permite dar una medida de la dependencia lineal entre X e Y.
Covarianza positiva: Cuando los valores de X crecen los valores de Y también tiende a
crecer.

Covarianza negativa: Cuando los valores de X crecen los valores de Y tiende a decrecer.

Se puede utilizar la covarianza como una medida de la relacién entre dos v.a.
La covarianza no es una medida de las relaciones o dependencias entre las dos variables
X e Y, sino que Unicamente es una medida de la fuerza de la relacién lineal entre X e Y.
Un inconveniente para utilizar la covarianza, es que la magnitud o tamafio numérico de
la covarianza no es significativa, pues la magnitud de la covarianza depende de las
unidades de medida utilizadas en X e Y.
PROPIEDADES:

1. La covarianza se puede expresar en funcién de los momentos respecto del origen:

Cov(X,Y)= E[X.Y] - E[X] E[Y] = @11 - Q10 Qos

2. Si X e Y son dos v.a. independientes entonces:

Cov(X,Y) =0

3. Sean X e Y v.a. y sean también las v.a. U = aXy V = bY, siendo a, b dos niumeros
reales cualesquiera. Entonces se verifica:

Cov(U,V) = a.b. Cov (X,Y)

La Cov(X,Y) = Cov(Y,X)

La Cov(X,X) = Var(X)

La Cov(X,a) = O para cualquier niumero real a.
Si X, Y, X son v.a., entonces:

N A

Cov(X +Y,Z) =Cov(Z X+ Y ) =Cov(X,Z) + Cov(Y,Z)
8. Si X eY son dos v.a., entonces:

Var(XzxY) = Var(X) + Var(Y) £2 Cov(X,Y)
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y si X e Y son independientes, entonces:

Var(XxY) = Var(X) + Var(Y)
9. Si X;, X5, ..., X, son v.a. cualesquiera. Entonces:
Var(iX,) = iVar(X,) +2 i Cov(X;, X;)
i=1 i=1

ij=1
i<j

10.Si X;, X5, ..., X, son v.a. sonv.a.y aa,,...,a, numeros reales cualesquiera.
Entonces:
Var(® a,X;)=> a’Var(X,)+2 > aa; Cov(X,, X))
i=1 i=1

i,j=1
i<j

En estas dos propiedades si las v.a. son independientes lo seran dos a dos y entonces

la COV(X,-,X,-) son nulas.

ﬂ COEFICIENTES DE CORRELACION

Este coeficiente mide la fuerza de la relacion lineal entre las v.a.

Definicion
Sean X e Y dos v.a. cuyas varianzas existen y son distintas de cero. Entonces definimos
el coeficiente de correlacidn lineal entre X e Y, que notaremos por pxy :
Cov(X,Y) oy
JVar(X)\Var(Y) oxo,

Pxy =

PROPIEDADES:

1. Silas variables X e Y son independientes el coeficiente de correlacién es nulo.
2. Si X e Y son v.a. cuyas varianzas existen y son distintas de cero, entonces:
-1<p,, <+1

El coeficiente de correlacion nos da una medida de la fuerza de la relacion lineal entre
las variables, es decir, nos da una medida numérica del grado en que las variables
estan relacionadas linealmente.

Si pxy toma un valor préoximo a la unidad entonces existe una fuerte relacién lineal
entre X e Y.

Si pxy = 1 entonces existe exactamente una relacion lineal entre X e Y.

Si pxy toma un valor préoximo a cero puede existir una relacion no lineal entre X e Y.
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Si pxy = 0 diremos que las variables estan incorrelacionadas y si pxy # 0 entonces se
dird que estan correlacionadas. La correlacion sera positiva cuando pxy > 0 y sera
negativa cuando pxy < O.

FUNCION GENERATRIZ DE MOMENTOS DE UNA VARIABLE ALEATORIA
BIDIMENSIONAL

Sea (X,Y) una v.a. bidimensional. Definimos la funcion generatriz de momentos de (X,Y),
que notaremos por g(t;, t;) como:

g(tu tz) = E[etIXHZY]
Caso discreto:

g(t1lt2) _ E[et1X+t2Y] _ Zetlx,+tz}/jp(xilyj)
1]
Caso continuo:

g(t, t,) = Ele" % |= [7[7 e f(x,y)dxdy

Para que exista la funcién generatriz de momentos tiene que existir el correspondiente
valor esperado, y por tanto la correspondiente serie o integral tendran que ser
convergentes.

Las funciones generatrices marginales de momentos seran:
g(t,,0) = Ele™|

g(0,t,) = Ele® |

Teorema

Si existe el momento respecto al origen de orden r para X y de orden s para Y, G,
entonces se verifica que
al’JrS t t
a,—s — EerS]: gr( 1; 2)
ot; ot; b0
Es decir, los momentos de orden r, s, se pueden obtener derivando la funcién generatriz

de momentos r-veces respecto a t; y s-veces respecto a t,, y particularizando para los
valorest; =0y t, =0.



