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Apeéndice

El algoritmo BFEA se implementd cuando se comercializaba la version 4.0 de
Mathematica. Esta version no incluia el comando Piecewise. Actualmente se
comercializa la version 5.1 de Mathematica que incluye el comando Piecewise. Para
las personas que saben programar en Mathematica, pueden pensar que el algoritmo BFEA
es innecesario dado que, en esta nueva version de Mathematica, es posible obtener las
expresiones analiticas de los B-splines sin el algoritmo BFEA.

Esta fue también una primera observacidn que tuvimos los autores, pero hemos
optado por seguir utilizando este algoritmo simplemente porque al codificarlo obtenemos
un programa que es mas veloz que otro en el que no se haga uso del mismo.

En este Apéndice hemos decidido presentar al lector las dos opciones y los
tiempos que demanda la ejecucién de ambas. De este modo podra apreciarse la ventaja en
el ahorro de tiempo cuando se usa el algoritmo BFEA.

A continuacién mostramos el cddigo de un programa para obtener las expresiones
analiticas de los B-splines sin hacer uso del algoritmo BFEA.

Programa para obtener las expresiones analiticas de los B-splines sin usar el algoritmo BFEA.

$Divide[n_,d_] :=If[d===0,0,n/d]

Bs[t_,i_,k_,x ]:=
PiecewiseExpand [
$Divide[t-x[[i]],x[[i+k-1]]-x[[i]]]Bs[t,i,k-1,x]+

$Divide[x[[i+k]]-t,x[[i+k]]-x[[i+1]]]1Bs[t,i+1,k-1,x]

Bs[t ,i ,1,x ]:=Piecewise[{{0,t<x[[i]]},{1,t<x[[i+1]]}},0]

Como puede apreciarse el codigo es bastante corto y se hace uso del comando
incorporado en Mathematica PiecewiseExpand para implementar el comando Bs.

Para que el lector note la diferencia en el tiempo de ejecucién entre el comando
Bs Yyelcomando Bsplines, implementado en el paquete BsplinesCurves (quese



39

basa el algoritmo BFEA), usaremos los siguientes ejemplos. Hacemos la observacion que
no se muestran todos lo resultados por ser extensos; mostrandose solo el tiempo de
ejecucion que es lo que mas interesa en este caso.

Tiempo empleado con el comando Bs.
k=5;
Bs[t,#,k,Range[0,15]]&/Q@Range[11]//Timing

{0.156 Second, ...}

Tiempo empleado con el comando Bspline.

<<BsplinesCurves"

k=5;
Bspline[k,
Knots->#] &/@Partition[Range[0,15],{k+1},{1}]//Timing

{0.062 Second, ...}
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Capitulo 1

B-splines expresados analiticamente

En este capitulo presentamos el algoritmo implementado (algoritmo al que hemos
decidido llamar algoritmo BFEA?) para generar las expresiones analiticas de las
funciones B-splines con algun sistema de céalculo simbélico. Partimos de la definicion
recursiva, planteada por Cox-deBoor, de las funciones B-splines y a partir de ella
elaboramos una definicidn alternativa que constituye por si misma el algoritmo BFEA.

1.1 Definicion recursiva de los B-splines

Sean k eN y una sucesion no decreciente de numeros reales x = {x; } de longitud por lo
menos k + 1, llamada vector de nodos o sucesién de nodos. El i-ésimo B-spline de orden
k respecto al vector de nodos x se define por

Ni () = N Nij-1(t) +—

itk -1~ X ik — Xir1

Nkl N (1)

para todo nimero real t, con

0, i
) |[ tex Q)
N (O ={1t<x,

O,tZXiH_

. . 0_p
Aqui se adopta la convencion o

1.2 Fundamentos del algoritmo BFEA

En (2) las funciones  N;j 1 yatienen una expresion analitica clara. Veamos que sucede

para los valores k> 2. Por ejemplo y de acuerdo a (1), la expresion analitica de las

funciones N; o se obtiene asi

1B-splines Functions Expressed Analytically (Funciones B-splines Expresadas Analiticamente).



Ni2 (0 = 55 Nia) + 25— N a0

Al reemplazar las funciones  Njqy Nj,q1 por sus respectivas expresiones analiticas

obtenemos

0, t <X 0, t<Xj
N ()= t-x Jl,t<x' Xisk %[1,t<x'+l . (3)
2 Xirk -1 || +1 Xik i+1| i1+2
0, t=Xj4 0, t=Xj 2

La dificultad que encontramos es que no se obtiene directamente un valor 1 6 0, para

Nj1Y Nj41,1,sino que aparecen las “condicionales”

0, t<x 0,t<x
[ <XI y [1,[ X|+1
% i+1 4 i+2

[01t2Xi+1 [O’tzxi+2

Por supuesto que en forma manual la expresion (3) puede operarse hasta obtener

el siguiente resultado

0,t<xi 0, t<Xji1
Ni2(t) = % t<X|+1+%i)}—t<Xi+2

|+k -1 i |+k i+1
t 0, t>Xj41 [ 0,t>Xj,2

mas aun, esta expresion puede simplificarse aplicando las reglas de suma de funciones de

tal manera que se obtiene

Xisk-17% i+1 o (4)



Pero los lenguajes de programacién simbdlica no piensan ni toman decisiones para

efectuar estas operaciones.

Ante semejante situacion debemos buscar una forma de llegar al mismo
resultado, efectuando operaciones matematicas validas, pero siguiendo un “camino”

diferente.

Planteemos entonces la posibilidad de operar por intervalos. llustremos lo que se

plantea trabajando con la misma funcién, Nj » . Para esta funcion en intervalo [X;, Xj,1)

se tiene

t—Xi

Nio (t)=

ik-1— X

puesto que en este intervalo el valor de las funciones Nj1 es 1y el de las funciones
Nj 1,1 es0;y enelintervalo [Xj 1, Xj 4+ 2 ) las mismas funciones se expresan
Xiwk —t
Njo () =",
12 (0 Xisk = Xis1
ya que en este otro intervalo el valor de las funciones  N; 1 es 0y el de las funciones
Nj,11 es 1. Teniendo en cuenta que fuera de estos intervalos el valor de las funciones

N; 2 es cero, podemos escribir las expresiones analiticas de las funciones  Nj 2 como en

@3).

De acuerdo a lo hasta aqui planteado vemos que surge la necesidad de conseguir,
de alguna manera, que las funciones puedan trabajarse por intervalos para luego anexarle
los respectivos dominios. ¢Y como lograr semejante resultado? Una primera idea para

responder a esta interrogante es la que se explica a continuacion.



Sea la secuencia de nodos X ={X;, X2,..., Xns1}, cOn N € N . Con respecto a x se

pueden definir n funciones N;;: R — R, asaber:

0,t<xq JO,t<x2 jo,t<xn
Nl,l(t): 1Lt<X,, N2,1(t): 1,t<X3,...,N n,1(t): Lt<X,,q -
O’tZXZ O,tZXS O,tZXn+1

Nétese que la secuencia {X1, X5 ,..., Xn,1} Se particiona en n intervalos, los cuales son:

(X1, X2 ), [X2, X3) s -ovs [Xn s Xnaa) -

A continuacién vamos a construir una matriz cuadrada de orden n . En esta

matriz las columnas indicaran los n intervalos que se han generado con los nodos

{X1, X2,...,Xn41} Y las filas indicaran el valor de cada una de las n funciones
N;;: R — R, definidas con respecto a {X1, X2 ,..., Xn,1}, en los intervalos indicados

por las columnas. Esta matriz, entonces tiene la siguiente forma:

[le X2> [XZ’ X3> [Xi’ Xi+1> [Xn’ Xn+l>
N, 1 0 . 0 . 0
N, () 0 1 0 . 0
: : : . 5)
N.() 0 0 1 0
Na® 0 0 0 1

Claramente se aprecia que la matriz asi formada es una matriz identidad. Lo que resta es
aprovechar esta construccion para nuestro propdsito. Con esta finalidad anotaremos, a

continuacion, dos ideas clave:

i. Primeramente ha surgido, con esta construccion, una forma de obtener el valor de
cualquiera de las funciones indicadas en las columnas en cualquiera de los

intervalos indicados en las filas de la matriz obtenida.



ii. En segundo lugar destaquemos que es factible utilizar el algoritmo para construir

una matriz identidad, el cual nos dice lo siguiente:

. . lLi=]j .
In:(lij)nxn“ij = 0 iijzsi],

donde 9 es la funcién delta de Kronecker.

Para lograr nuestro proposito definamos ahoraa  [Xj, Xj,1) como el j -ésimo
intervalo formado a partir de los nodos X, X j,1 . A continuacion afiadiremos el subindice

ja N;j; paraindicar que el valor que se obtenga es el valor de N;, enelintervalo

[Xj,Xjs1), en forma breve podemos anotar N; 1 j(t) = Sij :

Como podra verse esta nueva notacion nos permitira obtener el valor de cualquier

funcion N;,; enalgln j -ésimo intervalo. Por ejemplo, Ny 1(t) devuelve el valor de
Ny1(t) en el primer intervalo (esto es, en [Xy, X ) ), asi tenemos ~ Njp 1 1(t)=1.Dela
misma manera Np 1, (t) devuelve el valor de Nqq(t) en el segundo intervalo (esto es,

en [Xy, X3) ), porlocual Nj 1 2 (t) =0 ; etc.

Este resultado no seria Util de no ser porque es factible afiadir este mismo

subindice a las funciones  Nj |y de esta manera puede operarse por intervalos para
obtener las funciones  N;  ( k > 1) expresadas analiticamente. Estas operaciones se

asemejan a las que se realizaron cuando se obtuvo (4) y (5).

Por ejemplo, para obtener las expresiones analiticas de las funciones N; 2
procederemos como sigue. En el intervalo  j=1 (estoes [Xj, Xj1)) de acuerdo a (1)

obtenemos

t— Xj
Xipk -1~ X

Ni2,i (t) =

yenelintervalo j=1+ 1(estoes [Xj 11, Xj + 2 ) ) también de acuerdo a (1) obtenemos
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Xy —t
Nigin®) =5

ik~ Xis1

Y puesto que fuera de estos intervalos el valor de las funciones N; > es cero, obtenemos

nuevamente la expresion (3).

De manera similar podemos trabajar por intervalos para valores de k mayores
que 2y asi partiendo de las ideas (i) y (ii) hemos llegado a implementar un algoritmo que
puede emplearse para obtener las expresiones analiticas de las funciones B-splines con
asistencia de un lenguaje de programacion simbdlico. Esto gracias a que al operar por
intervalos nos independizamos de “condicionales” como las que aparecieron en (2) y

trabajamos directamente con el valor 1 o con el valor 0.

1.3 Algoritmo BFEA para generar las expresiones analiticas de
los B-splines

En resumen, las expresiones analiticas de las funciones B-splines de orden k

definidas respecto al vector de nodos x ={X; } , pueden obtenerse mediante la siguiente

féormula recursiva

X Xipk —

t—
Nik,j®=——"Njpq;®+ Nis1k-1,j(®),
i+k-17 A i+k T AN+l
con Niq ()= 5.1; donde j representa el j -ésimo intervalo [Xj,Xj+1) ySesla

., . 0_
funcidn delta de Kronecker. Incluyendo la convencion 0 0,

1.4 El algoritmo BFEA codificado en Mathematica

La codificacion del algoritmo BFEA en Mathematica es bastante sencilla. En este texto
damos la idea general de la misma, siendo ésta la misma que se ha utilizado en la
codificacion del paquete BsplinesCurves Y cuya funcionalidad se explica en detalle

en el capitulo 3.
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A continuacion definimos dos comandos: $Divide Yy NN. El comando
. - 0_ N
$Divide permite adoptar la convencion 0 0 y el comando NN es la definicién

recursiva de las funciones B-splines.

Definicion de los comandos $Divide y NN.

$Divide[nn , dd ] := If[dd === 0, O, nn/dd] ;

NN[t , i , k , j , x ] :=
Plus[$Divide [t - x[[i]], x[[i + k - 1]] - x[[i]]1]1*
NN[t, i, k - 1, j, x],
$Divide [x[[i + k]] - t, x[[1i + k]] - x[[1i + 1]]1]1*
NN[t, i + 1, k - 1, 3, x]

1

NN[t , 1, 1, j_, x_] := If[i ==3, 1, 0]

Con estos dos comandos ya es posible generar las expresiones analiticas de los B-
splines. Primero daremos una idea explicativa de la obtencion de las mismas por
intervalos, como lo mencionamos en el articulo anterior, donde explicAbamos la

obtencion del algoritmo.

Supongamos que para la secuencia de nodos x={0,1,2,3,4,5,6} se desea

encontrar las ecuaciones matematicas de la funciones B-splines de primer orden (k = 1)

en el primer intervalo, esto es en el intervalo [0,1). Teniendo en cuenta que se generan

seis funciones, digitamos

Funciones B-splines Ni 1 con respecto a la secuencia de nodos X = {0,1,2,3,4,5,6} en el intervalo [O,1> .

Table[NN[t,i,1,1,{0,1,2,3,4,5,6}],{i,6}]
{1, 0, 0, 0, O, O}
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Obtengamos, para la misma secuencia de nodos, las ecuaciones matematicas de
las funciones B-splines de primer orden (k = 1) en el segundo intervalo, esto es en el

intervalo [1, 2) .

Funciones B-splines Ni 1 €on respecto a la secuencia de nodos X = {0,1,2,3,4,5,6} en el intervalo [1, 2) .

Table[NN[t,i,1,2,{0,1,2,3,4,5,6}],{i,6}]
{0, 1, 0, 0, 0, 0}

Mas aun podemaos obtener las expresiones analiticas de las funciones B-splines de
primer orden en todos los intervalos que se forman para la secuencia de nodos
X=4{0,1,2,345,6} .

Funciones B-splines Ni 1 €on respecto a la secuencia de nodos X = {0,1,2,3,4,5,6}.

Table[
NN[t,i,1,3,{0,1,2,3,4,5,6}],
{i,6},{3,6}]

{{1,0,0,0,0,0},¢0,1,0,0,0,0}, {0,0,1,0,0,0},{0,0,0,1,0,0},
{0,0,0,0,1,0},{0,0,0,0,0,11}}

MatrixForm[%]
1 00O0OO0aQ

o 1L o0o0a0oan
ool o00an
o oolaoan
oooolaqd
ooooaol

La ultima salida obtenida es un caso particular de la matriz identidad (5) presentada en la

seccion 1.3.

Obtengamos, ahora, las expresiones analiticas de las funciones B-splines de

segundo orden (k = 2), definidas con respecto a la misma secuencia de nodos.
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Funciones B-splines Ni,z con respecto a la secuencia de nodos X = {0,1,2,3,4,5,6} .

Table|
NN[t,i,2,3,{0,1,2,3,4,5,6}],
{i,5},{3,6}]
{{t,2-t,0,0,0,0},{0,-1+t,3-t,0,0,0},
{0,0,-2+t,4-t,0,0},{0,0,0,-3+t,5-t,0},{0,0,0,0,-4+t,6-t}}

MatrixForm[%]
L Z2-t 0 ] 1] ]
0 -1+t 3-t ] 1] ]
] 1] -2+t 4-t 1] ]
] 1] 0 -3+t 5-t ]
] 1] 0 ] -d+t B-L

Y luego las expresiones analiticas de las funciones B-splines de tercer orden

(k = 3), definidas con respecto a la misma secuencia de nodos.

Funciones B-splines Ni,3 con respecto a la secuencia de nodos X = {0,1,2,3,4,5,6} .

Table|
NN[t,i,3,3,{0,1,2,3,4,5,6}],

{i 5},{j,6}]
{{ _(3 tj(l+tj+—(2 tjt_(a t),nnn}
1 1 1 1
{D,E( 1+1)t f 5 (AT (F2en) e = (3-8) (Flet), — (4~ £t ,n};
{n,n,_(z+tj,_(5 tj(3+tj+—(4 tj(2+tj,i(5 0t o,
1 1 1 ;
{n,n,u,—(3+t),—(5 B (48 = (5-1) (-3+T),  (6-1) }}

MatrixForm[%//Simplify]

% o EELTL- I - 0 0 0
0 %(_14,1:)2 —%+5t—t2 %(_44,1:)2 0 0
0 0 %(_24,1;)2 —%Mﬁ't—ta %(_54,1:)2 0

0 0 0 %(—3+tji _%J,gt_ti %(_64,1:33
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Capitulo 2

Expresiones Analiticas de las
curvas de B-splines

E n este capitulo utilizamos el algoritmo BFEA para obtener las expresiones analiticas
de las curvas de B-splines. Este mismo algoritmo resulta Gtil para obtener las
expresiones analiticas de las curvas de B-splines puesto que éstas se definen a partir de

las funciones B-splines.

2.1 Definicién recursiva de las curvas de B-splines

Sean k € N, la secuencia de nodos x = {x; } con yj <X;,, Vi € N. La restriccion de

n+1

a(t) =; piNi(®, PieR",

. ., 0_ ; .
(incluyendo la convencién = 0) al intervalo [a, b] =R ¢ llamada curva de B-splines

de orden k respecto a la secuencia de nodos  x ={x; } y asociada al conjunto de puntos

p; . Los coeficientes p; son llamados puntos de control o puntos de de Boor. Al poligono

determinado por el conjunto P = { p }"** se le denomina poligono de control.
ii=1

2.2 Definicién de poligono de control (capsula convexa)

Mas adelante cuando se mencionen las propiedades de las curvas de B-splines se
mencionara la llamada capsula convexa. Por ello daremos, a continuacién, la definicién

de la misma.

Definicién.
(1) Un conjunto C de puntos es convexo si para todo p, g € C el segmento de recta

pq esta contenido en C.
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(2) Lacépsula convexa de un conjunto S de puntos es el conjunto convexo mas

pequefio C que contiene a S.

Observacion.

La capsula convexa de un conjunto finito de puntos S es un poligono convexo cuyos

vértices (puntos de esquina) son elementos de S.

Mathematica incluye el paquete ComputationalGeometry (que incorpora el
comando ConvexHull, con el cual es posible obtener la cépsula convexa de un

conjunto finito de puntos del plano (ver [2]).

A continuacion mostramos un ejemplo de cdmo funciona este comando, para ello
consideramos el siguiente conjunto de puntos del plano
(4.4,14), (6.7,15.25), (6.9,12.8), (2.1,11.1), (9.5,14.9), (13.2,11.9), (10.3,12.3), (6.8,9.5),
(3.3,7.7), (0.6,5.1), (5.3,2.4), (8.45,4.7), (11.5,9.6), (13.8,7.3), (12.9,3.1), (11,1.1)
asignados a la variable data2bD.

Cargando el paquete ComputationalGeometry y obteniendo la capsula convexa del conjunto de puntos dado.

<<DiscreteMath ComputationalGeometry"

data2D = {{4.4, 14}, {6.7, 15.25}, {6.9, 12.8}, {2.1, 11.1},
{9.5, 14.9}, {13.2, 11.9}, {10.3, 12.3}, {6.8, 9.5},

{3.3, 7.7}, {0.6, 5.1}, {5.3, 2.4}, {8.45, 4.7},

{11.5, 9.6}, {13.8, 7.3}, {12.9, 3.1}, {11, 1.1}};

capsulaconvexa = ConvexHull[data2D]

{14,6,5,2,1,4,10,11,16,15}

Esta salida nos indica que la capsula convexa esta conformada por la unién de los puntos
gue estan en las posiciones 14, 6, 5, 2, 1, 4, 10, 11, 16, 15, 14, en ese orden. Note que esta

salida ha sido asignada a la variable capsulaconvexa.
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Gréfica de la capsula convexa del conjunto de puntos data2D.

PlanarGraphPlot[data2D, capsulaconvexal]

Otra forma de graficar la capsula convexa del conjunto de puntos data2D.

Show [

Graphics|
{RGBColor[0,1,1],
Polygon[Map[data2D[[#]]&,capsulaconvexa]]}
] ,AspectRatio->Automatic

2.3 El algoritmo BFEA en la obtencion de las expresiones
analiticas de las curvas de B-splines

En la definicion de las curvas de B-splines aparecen las funciones B-splines. Por esta
razon el algoritmo BFEA también es de utilidad para obtener las expresiones analiticas de

las curvas de B-splines.
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Podemos escribir, entonces, que las expresiones analiticas de las curvas de

B-splines de orden k definidas respecto a la secuencia de nodos x={x}, con

Xi<Xik  Vie N,y asociada al conjunto de puntos P ={p }"** < R" pueden obtenerse
ii=1

mediante

n+1

a(t):z piNiy (O, PieR"
i1
. - 0_ . Co
incluyendo la convencion 0 0, donde jeZ representa el ] -ésimo intervalo,

[Xj, Xj+1)-
Lo que estamos obteniendo con esta definicion alternativa son las ecuaciones

matematicas de la curva de B-splines por intervalos, es decir por trozos.

2.4 Curvas de B-splines obtenidas con el algoritmo BFEA en
Mathematica

En el articulo anterior se da una férmula, basada en el algoritmo BFEA, para
obtener las expresiones analiticas de las curvas de B-splines por intervalos. En el presente

articulo implementaremos esta férmula para probar su efectividad.

Primero codificamos las funciones B-splines, tal como se hizo en la seccién 1.4.

Definicién de los comandos Convention y NN.

Convention[nn_, dd ] := If[dd === 0, 0, nn/dd];

NN[var , i , k , j , x ] :=
If[fk == 1,
Iffi =3, 1, 0],
Plus[Convention[var - x[[i]], x[[i + k - 1]] - x[[i]]]~*
NN[var, i, k - 1, j, x],
Convention[x[[i + k]] - var, x[[1i + k]] - x[[1i + 1]]1]1*

NN[var, i + 1, k - 1, j, x]]
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Luego codificamos las curvas de B-splines como sigue.

Definicién del comando Curva.

Curval[var_,k ,j ,x ,pts_]:=
Sum|[
pts[[i]]1*NN[t,i,k,], x],
{i,Length[pts]}]

Una vez hecha esta codificacion la utilizamos para encontrar las ecuaciones
matematicas de la curva de B-splines de tercer orden (k = 3) definida para el siguiente
conjunto de puntos: (1,1), (2,3), (3,1), (5,4), (7,2) y la secuencia de nodos
{0,1,2,3,4,5,6,7}; en cada uno de los intervalos que forman a partir de la secuencia de

nodos dada.

Curva de B-plines de tercer orden definida para el conjunto de puntos (1,1), (2,3), (3,1), (5,4), (7,2), la

secuencia de nodos {0,1,2,3,4,5,6,7}, en el intervalo [0,1) .

Curva[t,3,1,{0,1,2,3,4,5,6,7},
{{1,1},{2,3},{3,1},{5,4},{7,2}}]

3 3
=

Par abreviar utilizaremos el comando Table.

Curva de B-plines de tercer orden definida para el conjunto de puntos (1,1), (2,3), (3,1), (5,4), (7,2), la

secuencia de nodos {0,1,2,3,4,5,6,7}.

cc=Table[

Curval[t,3,3,{0,1,2,3,4,5,6,7},
{{1,1},{2,3},{3,1},{5,4},{7,2}}1,{3,7}1//Simplify

ne, }{-én:,E},{_i+t,—2(5—5t+t23};
(L-arery, Leraneesen),

2 2ve), 2 comaasnosch],
{

% —z233+94t-ath, 13- 21;} {E -7+t (_?+tj*}}
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Hemos asignado la salida en la variable cc, con el propésito de visualizar la

gréafica de la curva, para ello seguimos el siguiente proceso.

Gréfica de la curva de B-plines de tercer orden definida para el conjunto de puntos (1,1), (2,3), (3,1), (5,4),
(7,2), la secuencia de nodos {0,1,2,3,4,5,6,7}.

graf=ParametricPlot|[
Which[t<1l,cc[[1]],t<2,cc[[2]],t<3,
cc[[3]],t<4,cc[[4]],t<5,cc[[5]],t<6,cc[[6]],t<7,cc[[7]]]
{t,2,5}]

Grafica de la curva de B-plines de tercer orden definida para el conjunto de puntos (1,1), (2,3), (3,1), (5,4),

(7,2), la secuencia de nodos {0,1,2,3,4,5,6,7} y su poligono de control.

Show[graf,Graphics[{RGBColor[1,0,0] ,Line[{{1,1},{2,3},{3,1},
{5,4},{7,2}}1}11

3k

De la misma manera se puede obtener las expresiones analiticas de una curva de

B-splines definida para un conjunto de puntos de R®. Esto se hace de la siguiente manera.
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Curva de B-plines de tercer orden definida para el conjunto de puntos (1,1,1), (2,3,0), (3,1,1), (5,4,-1), (7,2,1), la
secuencia de nodos {0,1,2,3,4,5,6,7}.

cc=Table[
Curval[t,3,3,{0,1,2,3,4,5,6,7},
{{1,1,1},{2,3,0},{3,1,1},{5,4,-1},{7,2,1}}1,
{3,7}1//simplify

i

{‘;_ },{_ém,%,_;at_f};

13
+t, -2 (5-5t+thy, ?—5t+t}

[\.‘lll—'

H

t};

2 (-2+t), _( 99+ 46 t- 55, 2 (20 - 9t+t)}

{
{-

1 3
{E (& - -’-1t+tj,—(61 3t 5thy, S16+ 10—
{

{ 233+94c-0chy, 13-z, —(—95+34t—3tzj},
{

w|-.1:\:u||—-

-7+t (-7+1)t, —( 741 }}

Gréfica de la curva de B-plines de tercer orden definida para el conjunto de puntos (1,1,1), (2,3,0), (3,1,1), (5,4,-

1), (7,2,1), la secuencia de nodos {0,1,2,3,4,5,6,7}.

graf=ParametricPlot|[
Which[t<1l,cc[[1]],t<2,cc[[2]],t<3,
cc[[3]],t<4,cc[[4]],t<5,cc[[5]],t<6,cc[[6]],t<7,cc[[7]]]
{t,2,5}]
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Gréfica de la curva de B-plines de tercer orden definida para el conjunto de puntos (1,1,1), (2,3,0), (3,1,1), (5,4,-

1), (7,2,1), la secuencia de nodos {0,1,2,3,4,5,6,7} y su poligono de control.

Show[graf,Graphics3D[{RGBColor[1,0,0] ,Line[{{1,1,1},{2,3,0},
{3,1,1},{5,4,-1},{7,2,1}}1}11

Como se aprecia con el algoritmo BFEA hemos sido capaces de obtener las
expresiones analiticas de las curvas de B-splines, para dos conjuntos de puntos. Por
supuesto, que con este mismo codigo pueden obtenerse las expresiones analiticas de las
curvas de B-splines para un conjunto de puntos de R". Esto nos muestra la utilidad y
efectividad del algoritmo BFEA.
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Capitulo 3

El paguete BsplinesCurves

I n este capitulo se describe el paquete BsplinesCurves, sefialando los comandos

en él implementados.

3.1 Comandos implementados

El paguete BsplinesCurves incorpora los siguientes comandos: Uniform, Open,

Bspline, Curve, CUy0 USO se describe a continuacion.

Comando Descripcion
Uniform[n+l, k] genera un vector de nodos uniforme
para n+1 puntos y orden k
Open [n+1, k] genera un vector de nodos abierto para
n+1 puntos y orden k
Bspline [K] genera la expresion analitica de una

funcion b-spline de orden k para un
vector de nodos uniforme

Bspline [var, k] genera la expresion analitica de una
funcion b-spline de orden k para un
vector de nodos uniforme en la
variable var

Bspline [val, K] genera el valor de la funcion b-spline
de orden k para el vector de nodos
uniforme evaluada en val

Curve [pts] genera la expresion analitica de una
curva de b-splines de orden 3 para un
vector de nodos abierto en la variable t

Curve [var, pts] genera la expresion analitica de una
curva de b-splines de orden 3 para un
vector de nodos abierto en la variable
var

Curve [val, pts] genera el valor de una curva de
b-splines de orden 3 para un vector de
nodos abierto evaluada en val
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Adicionalmente los comandos Bspline y Curves incorporan las siguientes opciones:

Opcidn Valor por defecto Descripcién

Knots Uniform es una opcion de los comandos
Bspline 'y Curve que permite
ingresar el vector de nodos.

Order 3 es una opcion del comando Curve
que permite ingresar el orden de la
curva.

Range True es una opcion del comando Curve

gue permite obtener la curva con o
sin el intervalo valido.

3.2 Guia de usuario

Para utilizar el paquete BsplinesCurves primero debe grabarse el archivo
BsplinesCurves.m en la carpeta ExtraPackages de WolframResearch, especifica-
mente en la direccion que se indica a continuacion C:\Archivos de programa\Wolfram
Research\Mathematica\5.1\AddOns\ExtraPackages

Después de realizar el proceso anterior podemos cargar el paquete mediante
<<BsplinesCurves"
Una vez ejecutado este comando, es decir, después de presionar en simultaneo las teclas

Shift-Enter, es posible obtener los resultados que se detallan a continuacién.

3.2.1 Mensajes de ayuda

Cada uno de los comandos implementados posee un mensaje de ayuda que puede

ser invocado digitando ?Comando, por ejemplo

Invocando los mensajes de ayuda para los comandos Uniform y Bsplines.

?Uniform
Uniform[nmasl, k] is a command that returns an uniform knots
vector of order 'k', for 'nmasl' points. Remember that 1 <=

k <= nmasl.
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?Bspline

Bspline[ (var,) %k, x] 1s a command which admits a variable
'var', order 'k' and knots sequence 'x' and returns the B-
splines function of order 'k' defined regarding the knots

sequence 'x'. In the case of not entering the wvariable 1is

assumed that it is 't'.

3.2.2 Secuencias de nodos

Para obtener secuencias de nodos uniformes y abiertas lo hacemos como se indica

a continuacion.

Dos secuencias de nodos: uniforme y abierta, respectivamente.

Uniform[6, 3]
{0,1,2,3,4,5,6,7,8}

Open|[6, 3]
{0,0,0,1,2,3,4,4,4}

El paquete s6lo acepta valores entero positivos para n+1y k (1 <k <n+1), en

caso de ingresar otro tipo de datos devuelve la misma entrada.

Casos en los que se devuelve la misma entrada.

Uniform[m, 3]

Uniform[m, 3]

Openly, x]
Open [y, x]

3.3.3 Funciones B-splines

Para obtener funciones B-splines de orden k (1, 2, 3, ...) definidas con repecto a la

secuencia de nodos x = {xi, X2, X3, ...} |0 hacemos como se indica a continuacion.
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Funcién B-spline de orden 3 (k=3) definida con respecto a una secuencia de nodos uniforme.

Bspline[3]
0 L0
i t=1
&
%E—3+Et—2tij £tz
%E—3+t)2 t<3

Funcién B-spline de orden 1 (k=1) definida con respecto a la secuencia de nodos X={x[1],x[2]}.

Bspline[l,Knots->Array([x,2]]

0 t=x[l]
{1 tx[Z]

Funcién B-spline de orden 2 (k=2) definida con respecto a la secuencia de nodos X={x[4],x[5],x[6]}.

Bspline[2,Knots->Array[x,3,4]]

0 t = x[4]
i tax[5]
%[2]-=[5]
L) N SO Y
—<[514x6]

Los resultados mostrados anteriormente son para casos generales. En estos casos
no es posible obtener una expresion grafica de las ecuaciones matemaéticas de las

funciones obtenidas.

Caso en que nos es posible graficar la funcién B-spline.

Bspline[l,Knots->Array([x,2]]

0 tex[l]
{1 tx[Z]

Plot[%,{t,x[1],x[2]}]

Flot::plln :

Limiting walue x[1l] in {t, x[1]: %[E€]} 1= mnot a machine-sime real rumber. More..

Plot[%, {t,x[1],x[2]}]

En casos particulares, en los cuales se obtienen funciones que pueden ser

graficadas por Mathematica, tenemos
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Funcion B-spline de orden 3 (k=3) definida con respecto a la secuencia de nodos X={0,0,1,2}.

f=Bspline[3,Knots->{0,0,1,2}]
] L= 0
(dt-3th t=l

1
i
%E—2+tji ta2

Gréfica de la funcion f, anteriormente definida

Plot[f,{t,-1,3},PlotRange->All]

Note que hasta aqui las funciones obtenidas dependen de la variable t, puesto que
ésta es asumida por defecto. Sin embargo, también es posible obtener funciones B-splines

dependientes de cualquier variable (que se ajuste a cierta necesidad del usuario).

En el siguiente ejemplo se muestra un caso en el que la funcién B-spline depende

de la variable 0.

Funcion B-spline de orden 5 (k=5) definida con respecto a la secuencia de nodos X={-2,-1,0,1,3,6} que
depende de la variable 6.

f=Bspline[#,5]

ro 2= -2
1 3

(248 Bae-1
1 ygzs1046-126" g4’ _z2368% B0

10
S
£20

L (16Z+p486- 5406 +1448° _1368%) B2 3

(246 + 3128 - 366" _19z268° 4+ 716%) Bl

L o-s+Ent B=6
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Funcion B-spline de orden 5 (k=5) definida con respecto a la secuencia de nodos X={-2,-1,0,1,3,6} que

depende de la variable 6.

f=Bspline[#,5,Knots->{-2,-1,0,1,3,6}]

ro B -z
1 4

(248 B« -1
L igz+lode-1za g4t —z238Y 8«0

L izas+3lze-366 —19z258° +716Y Bl
L (lez+cdne-5406f + 1448 - 138Y) 8+ 3

2L i-5+en? BB

Gréfica de la funcion f, anteriormente definida.

Plot[f,{#,-2,6},PlotRange->All]

También es posible obtener el valor de la funcién en cualquier nimero real del
dominio.

Funcion B-spline de orden 7 (k=7) definida con respecto a la secuencia de nodos X={0,0,1,2,6,7,8,9}; evaluada

en-10,05y /3, respectivamente.

Bspline[-10,7,Knots->{0,0,1,2,6,7,8,9}]
0

Bspline[0.5,7,Knots->{0,0,1,2,6,7,8,9}]
0.000231454

Bspline[Sqrt[3],7,Knots->{0,0,1,2,6,7,8,9}]

64733 - 35280 4 3
62720
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Utilizaremos, a continuacion, el comando Partition (ver [2]) como una forma
practica de obtener las funciones B-splines de orden 3 (k = 3) definidas con respecto a la
secuencia de nodos {0,1,1,3,4,6,6,6}.

Aplicando Partition a la secuencia de nodos X={0,1,1,3,4,6,6,6}.

k=3;

kv=Partition[{0,1,1,3,4,6,6,6},{k+1},{1}]
n=Length[kv] ;
{{0,1,1,3},{1,1,3,4},{1,3,4,6},{3,4,6,6},{4,6,6,6}}

Ahora hacemos uso del comando Map, que también puede escribirse /@ (ver [2]),

para obtener funciones B-splines requeridas.

Funciones B-splines de orden 3 (k = 3) definidas con respecto a la secuencia de nodos {0,1,1,3,4,6,6,6}.

ff=Bspline[k,Knots->#]&/Q@kv
rio =0
{ tt Ll
%(—3+tji t=3

ro =l
L i-17+22t-58th)  ta3
1z r

L _aret = d
2
ro t=1
%(_1”;)2 t3

_§ (ll-7t+th) tedf

1 ginyt t< b
13

ro L=3
L-3enyt t<d
2 r

ﬁ (-l0E+48t-5t5) t=6

0 <4
% (-4+1t)t t{ﬁ}
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Gréfica de las funciones B-splines de orden 3 definidas con respecto a la secuencia de nodos {0,1,1,3,4,6,6,6}.

Plot[
ff//Evaluate,{t,0,6},PlotStyle->Table[Hue[i/n], {i,n}]
1

Cabe mencionar que un caso particular de las fucniones B-splines son las
Ilamadas funciones de Bézier (ver [1]), las cuales se obtienen cuando el orden (k) es igual
al nimero de puntos (n+1). El siguiente ejemplo nos presenta un caso particular en el que
se obtienen funciones de Bézier. En este caso el orden elegido es 6 y la secuencia de
nodos, es {0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1}.

Funciones B-splines de orden 6 (k = 6) definidas con respecto a la secuencia de nodos {0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1}.

k=6;

kv=Partition[Open[k,6 k], {k+1},{1}]

n=Length[kv] ;
{{0,0,0,0,0,0,1},{0,0,0,0,0,1,1},{0,0,0,0,1,1,1},
{0,0,0,1,1,1,1%,{0,0,1,1,1,1,1}%,{0,1,1,1,1,1,1}}

ff=Bspline[k,Knots->#]&/Qkv

0 L0 ] Tl
{{_pl+tﬁ t{l’{s(-l+m*t tel’
0 t=0
{-m -l+titelr o1’
0 |
{lu (-letife? tel’
{EI t=0 {EI t{D}

Eimlatyet cel' Ll el
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Gréfica de las funciones B-splines de orden 6 definidas con respecto a la secuencia de nodos
{0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1}.

Plot[
ff//Evaluate,{t,0,1},PlotStyle->Table[Hue[i/n], {i,n}]
1

1.

3.3.4 Curvas de B-splines

Para obtener las ecuaciones matematicas de las curvas de B-splines, como puede
leerse en el articulo 2, se ha implementado el comando Curve. Con este comando
podemos obtener curvas definidas de R en R, de R en R?, de R en R®y en general de R

en R". Por supuesto que las graficas sélo pueden obtenerse para los tres primeros casos.

En los ejemplos dados a continuacion se presentan algunos de estos casos.

Curva de B-splines de orden 3 definida para un vector de nodos abierto y los puntos de control (1),(2),(1),(4).

pts={1,2,1,4};

c=Curve[pts]

Fin <
k4
()
{% (-l+2t)} t=2
1 i
Sewence[ {? (_9+l|:|t-2tj} E{S; i, 2, 4}
[+ 45-z26t+ach)] £« d
{2 (-13l+62E-7t] ©£<S5
[2(-6+1t)t) t<@
L o te6
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Gréfica de la Curva de B-splines definida anteriormente.

Plot[c//Evaluate]

Curva de B-splines de orden 3 definida para un vector de nodos abierto y los puntos de control (0,0),(1,2), (-
1,3),(0,1),(3,0).

PtS = {{OIO}I{112}I{_113}I{011}I{3lo}};

c=Curve [pts]

Fio, 0 tz0]|t=l
{% (-l+t)®, (-l+t)t] £tz
{% (—15+l4t—3t2),%(—lEHBt,—t.zj} t<3
{% (39—22t+3tij,%(—28+2I]t—3tij} t<d
Jequence 1L, 2, 5.}
[ [L(23-1at+2¢"), L (36-12c+th] t<5 e
{_% (59—22t+2t2),%(—6+tji} t=xh
{% (-7+t)%, 0} t7
| [0, Ot te7

Gréafica de la Curva de B-splines definida anteriormente.

cc=ParametricPlot[c//Evaluate]
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Curva de B-splines de orden 3 definida para un vector de nodos abierto y los puntos de control (0,0),(1,2), (-
1,3),(0,1),(3,0) y la poligonal que une estos puntos.

Show|[
Graphics[{RGBColor[1l, 0, 0] ,Line[pts]}],
cc,PlotRange->All ,Axes->True

Curva de B-splines de orden 3 definida para un vector de nodos abierto y los puntos de control (0,0,2),(1,2,1), (-
1,3,-2),(0,1,-2),(3,0,2).

Pts={{01012}/{11211}/{_1/31_2}/{0111_2}1{3/0/2}};

c=Curve [pts]

Seq'uence[

ri0, 0,0}
{0, 0, tf}
{% i-l+ti?, (-1+t1%, % (-5+10t-3t)}
{% (-15+14at-3th, % (-10+8t-th, % (-l+ér-zth]

{% (39 -zzrt+3tly, L -28+200-3t), % (44-24t+3th) ]

M-II—- M-II—-

{%(23-14“21;*), (36-lzt+th), 2 (15-8L+th) ]
{-% (59-zzt+zth, % (-6+ )%, -85+ 34t-3t"]
{% (-7+t)%, 0, (-T+1)}

L {0, 0, 03

P B, 20500
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Gréfica de la Curva de B-splines definida anteriormente.

cc=ParametricPlot3D[c//Evaluate]

Curva de B-splines de orden 3 definida para un vector de nodos abierto y los puntos de control (0,0,2),(1,2,1), (-

1,3,-2),(0,1,-2),(3,0,2) y la poligonal que une estos puntos.

Show [
Graphics3D[{RGBColor[1l, 0, 0] ,Line[pts]}],
cc, Axes->True




Curva de B-splines de orden 3 definida para un vector de nodos abierto y los puntos de control (0,0,2,-
1),(1,2,1,0),(-1,3,-2,4),(0,1,-2,3),(3,0,2,1).

34

pts={{0/0/21_1}/{1121110}/{_1/31_214}1{0111_213}1{3101211}};

c=Curve [pts]

Sequence[

{
{
{
{
{
=
{
L1

{t,

Ll L I N | e o

ri{o, 0,0, 0}
&
nn:lt,‘*2

i=l+taf, (-1+tt, i (-5+10t-3tly, % (3-6r+2th))
(-15+14t-3t), _( l0+8t-th, L = E?—th_,%(?—l[lt+3tij}

(39-22t+3thy), T —28+20t-3th, (—4+tjz,%(—65+38t—5t23}

1 i
b3 b3
(23-14t+ 2 iy, % (36-12t+t), 0, % (-l+6t-thl

2ogEg-zzt+zthy, L = i-6+t1%, 0, % (49 - 14t +th ]

z -7+t D,%(—?+tjz}

o,0,0,0

2,5.}]

t

t

t

=

t=

Para finalizar veamos algunos ejemplos en los que se cambian los valores por

defecto de las opciones implementadas en el comando Curve.

Curva de B-splines de orden 5 definida para un vector de nodos abierto y los puntos de control (0,0),(1,2), (-
1,3),(0,1),(3,0).

pts = {{0,0},{1,2},{-1,3},{0,1},{3,0}};
c=Curve [pts,Order->5]

Sequence’ fac-18tf+24ef o7, 2de-3efo 4?3ty £a 1, {t, 0, 1.

{o, o} tz0

(o, 0} tzl

cc=ParametricPlot[c//Evaluate]

'




Curva de B-splines de orden 5 definida para un vector de nodos abierto y los puntos de control (0,0),(1,2), (-
1,3),(0,1),(3,0) y la poligonal que une estos puntos.
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Show|[
Graphics[{RGBColor[1l, 0, 0] ,Line[pts]}],
cc,PlotRange->All ,Axes->True

Curva de B-splines de orden 4 definida para el vector de nodos {-1,-1,2,3.5,4,6,7,7,7} y los puntos de control
(0,0),(1,2), (-1,3),(0,1),(3,0).

PtS = {{OIO}I{112}I{_113}I{011}I{3Io}};

c=Curve [pts,Order->4,Knots->{-1,-1,2,7/2,4,6,7,7,7}]
Sequence[

[0, 0 |
& k] 4 2

(o W+, 2 Ler)?) t<Z

{21W (604 - 883 c+ 462 £F 71 t%, stu (616 - 852 € + 498 t* - 59 £*) | t{%

{% {1540+ 1288 £ - 350 t¥ + 31 t¥y, 1tu (2548 - 2266 £+ 714" -71t%)] <4

& E
{L (2254 - 1092 t+ 147 £ —arty, 24tlisiisdbedrifelyiste } £<B
Los Lign

{i (19502 - 9744 £+ 1617 £f a9 ¥y, ﬁ (-2401 + 1470 - 273cf + 16 6% ] £<7
L {0, O} t=7
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Curva de B-splines de orden 4 definida para el vector de nodos {-1,-1,2,3.5,4,6,7,7,7} y los puntos de control
(0,0),(1,2), (-1,3),(0,1),(3,0) y la poligonal que une estos puntos.

Show|[
Graphics[{RGBColor[1l, O,

0] ,Line[pts]}],

cc,PlotRange->All ,Axes->True
1

2F
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Introduccion

L a construccion de curvas de forma libre en un ambiente industrial se remonta a la
época Romana, con la construccion naval. Las costillas de una nave producidas con
tablones de madera que emanan de la quilla debian producirse con plantillas que pudieran
usarse muchas veces. Esto llevo al empleo de técnicas que fueron perfeccionadas por los
venecianos (siglos X111 al XVI). La forma de las costillas se defini6 en términos de arcos
circulares tangentes continuos. El casco de la nave se obtuvo variando la forma de las
costillas a lo largo de la quilla (una manifestacion temprana de las superficies definidas
mediante producto tensorial en la actualidad). Hasta esta época no existié ningun dibujo
para definir el casco de una nave, estos se hicieron populares en Inglaterra alla por el afio
1600. Y probablemente en aquella época se invent? el clasico “spline” definido como una

tira flexible de madera o caucho usada para dibujar curvas lisas.

En general, las curvas fueron empleadas para disefiar durante siglos; la mayoria
de estas curvas eran circulos, pero algunas fueron de “forma libre”. El empleo de estas
curvas parte desde el disefio de naves hasta llegar a la arquitectura. Cuando las curvas
tuvieron que ser dibujadas exactamente, la herramienta cominmente usada fue un juego
de plantillas conocidas como “curvas francesas” que consisten en porciones de conicas y
espirales. Otra herramienta mecénica utilizada fue el llamado spline, tira de madera a la
gue se le daba cierta forma y para mantener esa forma se utilizaban pesas de metal
conocidas como ducks. La contraparte matematica de un spline mecanico es una curva
spline definida en forma paramétrica y que al igual que un spline mecanico se utilizé para

disefiar.

Posteriormente, en los afios cincuenta, dos matematicos franceses (Paul de Faget
de Casteljau y Pierre Bézier) trabajando en forma independiente llegaron a resultados
similares descubriendo asi las hoy conocidas curvas de Bézier. EI descubrimiento de estas

curvas fue de tal trascendencia que su uso en el disefio se adopt6 a nivel mundial.



Posteriormente se mejoran los resultados obtenidos con las curvas de Bézier al

descubrirse su generalizacion: las curvas de B-splines (nombre corto para Basis Splines).

Alrededor de los afios sesenta, C. de Boor empez06 a trabajar para los laboratorios
de investigacion de la General Motors usando en este trabajo los B-splines para efectuar
representaciones geométricas. Mas tarde se vuelve uno de los mas arduos propulsores de
los B-splines en la teoria de aproximacion. La evaluacion recursiva de las curvas B-
splines se debe a €l y en la actualidad se conoce como el algoritmo de de Boor. Esta
evaluacion recursiva fue descubierta en forma independiente por de Boor, L. Mansfield y
M. Cox. Gracias a esta evaluacion recursiva los B-splines se convierten en una
herramienta viable en CAGD, ya que antes de su descubrimiento los B-splines se

definieron usando un tedioso método de diferencias divididas que era muy inestable.

La programacion de los B-splines en lenguajes tradicionales como Fortran,
Pascal, C, etc. mediante la evaluacion recursiva propuesta por de Boor esta sumamente
difundida. Sin embargo, a partir de la década de los ochenta con el nacimiento de los
sistemas de calculo simbélico (Mathematica, Maple, etc.) es posible avanzar un poco mas
y obtener las expresiones analiticas de los B-splines que resultarian (tiles, en primera
instancia, para fines académicos en cursos de Pre-Grado y Post-Grado®. Con la finalidad
de aprovechar estas nuevas herramientas, especificamente Mathematica, es que hemos
elaborado este texto en el que se plantea un algoritmo nuevo basado en el de de Boor que
al codificarse en Mathematica 5.1 nos permite construir el paquete BsplinesCurves

con el cual generamos las expresiones analiticas de los B-splines.

I Maple ya incluye un paguete (CurveFitting) en el que se han implementado comandos para
obtener estas expresiones



