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RESUMEN

En este caso tendremos en cuenta algunos casos particulares que a nuestro juicio son importantes aplicaciones de las ecuaciones
diferenciales que aparentan ser de dificil solucin, sin embargo, nos proponemos establecer un conjunto de rudimentos que nos
permitiran solucionar estos problemas conocidos como clasicos en esta parte de las ciencias técnicas, no pretendemos con ello
que ustedes se especialicen en esta parte de las ciencias técnicas, sino, mas bien que sean capaces de comprender el amplio
campo de aplicaciones de las ecuaciones diferenciales como rudimento matematico que nos permite solucionar problemas que por
|os tradicionales métodos de |a Fisica conocida por usted hasta ahora le serfa muy trabajoso y por supuesto no estaria exento a
cometer abismales errores, por lo que presentamos las siguientes situaciones problémicas.

Este ejemplo haremos un analisis detallado de un caso particular de oscilaciones, donde aparentemente el sistema es complicado
pero trataremos de mostrarlo con la mayor simplicidad posible

El. A continuacion mostramos un disco circular homogéneo A de masa m vy de radio R que pende de dos hilos
inextensibles arrollados en su eje horizontal B de radio r, sometido a la accion de la fuerza de gravedad, el disco
desciende hacia abajo, donde los hilos se desenrollan hasta su longitud total. Al girar ulteriormente el disco en el
misma sentido, los hilos se arrollan en el eje B y el mismo disco asciende hacia arriba. Terminada |a subida el disca,
los hilos comienzan a desenrollarse nuevamente y se repite nuevamente el proceso. Este simple mecanismo se
denomina Péndulo de Maxwell.
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Determinar las relaciones de los hilos y la velocidad del centro de gravedad C del disco.
Nota: En la posicidn extrema superior consideremos la velocidad del centro de gravedad Cigual a cero. La
masa del eje By de los hilos se despreciara al igual que las fuerzas de rozamiento.

Resolucidn:
En este caso le proponemos el siguiente procedimiento:
o £l disco lleva aplicadas las fuerzas P =m g, o sea la fuerza de gravedad que actda sobre el disco y dos relaciones de

fuerzas sobre los hilos F, los ejes de coordenadas x e y y el sentido de lectura positiva del angulo de giro ¢ como lo indicamos

en la figura anterior.
e Planteamos las ecuaciones diferenciales del movimiento del plano del disco A como sigue:
2
d“Xc 0
dt®

d?y.

m
dt?

=mg-2F

2

Como: 1= R }Es el momento de Inercia del Disco A

2 2
m%” d Z):ZFr
2 dt

Para las condiciones iniciales nulas de la primera ecuacin del sistema encontramos X = 0. Esto evidentemente nos indica que

el centro de gravedad C se mueve verticalmente.

o Ahora utilizaremos la dependencia entre |a velocidad angular del disco y |a velocidad de su centro de gravedad v, =r @
d? d? . . :
T{C =T dtgo y luego dividimos la sequnda ecuacian del sistema por la tercera, o sea:

es decir % = rd—(p, calculando
dt dt




=mg-— +
dt? J 2 dt’
dZYc
dt? _mg-2F
mR? d’p 2Fr
dt?
2 2
Como: 3ZC:r—f’,entonces:
dt
d’p ) 2 1 mg-2F
m| r—; | 5=
dt? \m%?)d%e  2Fr
dt?
2r _mg-2F
R? 2Fr

De esta relacion podemos determinar la reaccidn del hilo:
2r _mg-2F_mg 2F _

w2 2Fr  2Fr 2Fr
2r mg 1] 1

2r

? 2Fr 2r

— = 4

2Fr R?* 2r
2Fr R° R + 412
ST yor=2
mg 2r 21

2 2
2Fr:(iR +4r ]mg
2r

mg 2r 1 . .
Invertimos la ecuacion

*mg

+=2r

2r 2r

_mgR?+4mgr?
4r®

F_(mgiR2+4mgr2Ji

F

Ahora sustituimos F en la ecuacian:



mdzyczmg—z mgR°+4mgr?) _
dt? 4r?
mdzyczm _mg‘RZ—4mgr2:mg_mg‘ﬁz_4mgr2:
dt? 2r? 2r? 2r?
2 2
mddt{c:mg_ng? _4rgg§+m
r
d?y. gR® 4g
:a: _—
dt? g 2r2 2
Como
d®ye _dve
dt? dt
Entonces:
2
r
gR* . 49
dv. = gdt —=——dt ——dt
c =90 2

Como en la posicin superior extrema del disco, para t = 0 = v, =0 integramos

Ve B t _g_iRZt _4_gt
!dvc_gldt > !dt : !dt

9{2
Ve :gt—%rz t- 20t
ERZ
Ve :[g— %I‘Z —Zgjt:

mz
Ve =0t|1-—5-2|=
C g[ 2r2 J

R2
Ve = gt| — —1
¢ g(Zr2 j

Esta ecuacian corresponde al descenso del disco hacia abajo. Es importante analizar que en caso que el disco C descienda o
2

d°yc

ascienda la aceleracion a= 2 permanecerd constante, o sea, no depende del tiempo ya que:
a=dYe 9% 49
dt? 2r> 2



Suplemento de la Teoria del potencial Newtoniano

Supongamos que en cierto punto PO(X, Y, Z)Esté ubicada una masa m,,. De acuerdo con la Ley de Gravitacian Universal, una
masa m, ubicada en un punto Ml(g,n, 5)32 encontrara bajo el efecto de una fuerza tal que se cumple que:

m,m, -
Fop=—7v R’ r

Donde:
R=pJ(x—e) +(y-n) +(z-¢)

v = ks la constante de gravitacian universal

—

- R I o o .
r= i Es el vector unitario cuya direccitn coincide con la direccitn del vector P,M,

Ahora para lograr una mejor interpretacion del campo gravitacional donde ocurren las interacciones newtonianas consideremos
y =1y m, =1, obtendremos que:

mg -
Es facil percatarse que las componentes de la fuerza serén
m
FOx = _R_g(g - X)
m
I:Oy = _R_g(ﬂ - y)
m
FOZ = _R_g(é: - Z)
Evidentemente que el potencial de la fuerza de gravedad definido como una funcin escalar u tal que:
=gradu = wu _a_ui+a_u]+a_uk>
ox oy oz
Sera:
u="To
R

Si la masa esté concentrada no en el punto PO(X, Y, Z), sino que estd distribuida por el dominio € con una densidad p, , ).

entonces para el potencial de la fuerza de gravedad y para los componentes de |a fuerza de gravedad obtendremos las siguientes
ECUACIONES:

u(e,n,&)= Jy % dxdydz
- _L[j _p:;,z,z) (& — x)dxdydz
) %w -

_U I X“ z )dxdydz
Donde F

-, F,,F, son las proyecciones de Ia fuerza de atraccian sobre los ejes de coordenadas.
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Es evidente que el potencial de |a Fuerza de Gravedad definido como funcitn escalar U tal que F=—-V U seré:

UM
R
Ademas podemos a partir de esta disertacion matematica, es facil ahora para todos interpretar cuantitativa y cualitativamente |o

siquiente:

Momento lineal y Energia Cinética de un cuerpo puntual. Las caracteristicas dindmicas fundamentales de un cuerpo son; el
momento lineal y la energia cinética. Para comprender esto con mayor facilidad realizaremos el siguiente anélisis @ modo de
recordacion y profundizacian.

Se |e llama momentao lineal de un cuerpo a la magnitud vectorial P igual al producto de la masa por la velocidad del cuerpo

P =mv vy cuando se trata de un sistema de cuerpos este es igual al vector resultante de la suma algebraica de todos los
momentos de los cuerpos que formen el sistema, o sea:

El momento lineal también se le [lama impulso, y el impulso de un sistema es igual al producto de la masa de todo el sistema por la

— © B
velocidad de su centro de inercia: P =" m, v,
i=1
En muchos textos se trata el momento lineal como la cantidad de movimiento, pero en nuestro caso lo llamaremos momento lineal
o impulso, para evitar confusiones filosdficas (con respeto de otros autores).
Impulso de la fuerza. Para caracterizar la accion que ejerce una fuerza sobre un cuerpo en un intervalo de tiempo cualquiera que
sea [t,,t] 6 At =t —t,se introduce en la mecénica la nocian de impulso de |a fuerza. Primero para mejor compresidn por parte

de todos analizaremos el Impulso Elemental, es decir el impulso durante un intervalo de tiempo muy pequeiio dt . El impulso

elemental de una fuerza es una magnitud vectorial dJ igual al producto del vector fuerza Epur el intervalo de tiempo elemental
dt. o sea:

dJ = Fdt
Este esta dirigido por la linea de accian de la fuerza, por ejemplo el impulso elemental de |as fuerzas de los gases que provocan la
salida de un proyectil de un arma corta. Por lo que el impulso de una fuerza cualquiera en un intervalo de tiempo finito
At =t —t, se calculara como la suma integral de los impulsos elementales correspondientes, o sea:

Por lagica, el impulso de fuerza correspondiente a cualquier intervalo de tiempo t es igual a la integral definida del impulso

(—

elemental calculada entre |os limites desde cero hasta t. En un caso particular si (F = nunstante) tendremos que:
J=Fot-
0

En este caso el madulo de J es también igual a J = Ft. En caso general, el madulo del impulso puede calcularse por sus
proyecciones. Las proyecciones del impulso sobre los ejes se hallan teniendo en cuenta las proyecciones de las fuerza sobre los
mismos ejes, 0 Sea:
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Con ayuda de estas proyecciones se puede construir el vector J y calcular sumddulo, o sea:
2 [~ 2 [~ )
=\/(Jx) +(Jy) +(Jz)

Ademés si recordamos los conocimientos de Geometria Analitica podemos determinar los angulos formados por este con los ejes
coordenados:

-

J

i b
COSo = j \/(jx)2+(jy)2+(jz)2
Jy Jy
p=Tr=
R NN
1, J,
COSy =-—=

- > \2 > 2 -~ \2

Jx ] +\Jy ] +;
Para resolver el problema fundamental de la dindmica es importante separar |as fuerzas, cuyos impulsos pueden ser calculados de
antemano sin conocer la Ley del movimiento que realiza el cuerpo puntual sometido a |a accion de estas fuerzas. No obstante es
importante que nos percatemos que solamente las fuerzas constantes y aquellas que dependen del tiempo pertenecen a este tipo

de fuerzas, o sea, son las conocidas por todos de la Fisica elemental como no conservativas. Para calcular los impulsos de fuerzas
que dependen de las coordenadas o de la velocidad del movimiento del cuerpo puntual hace falta conocer la Ley de su movimiento,

es decir, las ecuaciones:
x=f(t)y="f,(t)z=f,t)
Dado el caso, expresando X,y,z @ V,,V,,V, en funcion de t podemos determinar el impulso. Sin conocer la Ley del

movimiento del cuerpo puntual, es decir, sin resolver el problema fundamental de la dindmica, es imposible calcular los impulsos de
tales fuerzas.
Teorema de la variacian del momento lineal de un cuerpo puntual. Si consideramos la masa de un cuerpo constante y su

. dv L -
aceleracion a = @ podemos plantear que la Ley Fundamental de |a Dinamica, se puede expresar de la siguiente forma:

dimv) &
o5
t i1
Ahora demostraremos que esta ecuacion, también expresa al mismo tiempo el teorema de la variacion del momento lineal de un
cuerpo puntual en forma diferencial, o sea: /7 derivada del momento lineal con relaciin &/ tiempo, es igual a la suma geométrica de
las fuerzas que actian sobre el mencionads cuerpo.
Para demostrar lo que hemos planteado, supongamos que un cuerpo de masa mque se mueve bajo |a accidn de una fuerza

F= ZE. . tiene en el instante t = O la velocidad v, y en el instante t, la velocidad v, . por lo que multiplicaremos la igualdad
i=1
de la Ley Fundamental de la Dindmica por dt . o sea:



Ahora procederemos a las integrales definidas respecto al tiempo, desde O a t, en el miembro derecho y el limite de integracidn
en el miembro izquierdo seran las velocidades correspondientes al intervalo de tiempo dado, o sea, v, y v, por lo que
procederemos de la siguiente forma:

0

fa(me)=3 frot

i=1 0
m:fdv = Z::Iﬁdt
Como::

t

J=F j dt = At
0

Entonces nos quedara que :
m(v]: = iji
i=1
mV2 — va = ii
i=1

o0
Esta expresitn obtenida, que es la solucitn de la ecuacidn diferencial d(mv)=">"F,dt. explica claramente que; /7 variacidn de/
i=1
mamenta lineal en un intervalo de tiempo, s jgual 3 la suma geométrica de los impulsas de todas las fuerzas que sobre el cuerpo
actian en el mismo intervalo de tiempo. Esta afirmacian es el Teorema de la variacion del momento lineal.
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Durante la resolucion de situaciones problémicas es importante conocer no sélo la ecuacion vectorial analizada con anterioridad,
sino también, las ecuaciones de las proyecciones y si proyectamos ambos miembros de |a igualdad sobre los ejes coordenados nos
quedara que:
® -
MV, — MV, = > i
i=1

mv,, —mvy, = > Jiy
i=1

mv,, —mv,, = > Ji
i=1

Trabajo de una fuerza. Potencia. Para caracterizar la accion que ejerce una fuerza sobre un cuerpo al comunicarle un
desplazamiento, se introduce la nocion de trabajo de la fuerza. El trabajo en este caso caracteriza la accion de la fuerza que
provoca en el cuerpo cierta variacion del madulo de la velocidad en un intervalo de tiempo dado, por |o que consideramos que
debemos hacer las siguientes apreciaciones, para de esta forma sea més facil comprender estas cuestiones que son importantes
para tener una més sdlida concepcion mecénica del mundo teniendo en cuenta futuras aplicaciones précticas y fendmenos
conocidos por todos nosotros.

o Trabajo elemental de una fuerza. Este es el que realiza una fuerza cuando esta actda sobre un cuerpo comunicando un
desplazamiento muy pequefio d S , como mostramos a continuacion:

El trabajo elemental de la fuerza Fesla magnitud escalar igual a:
dW=F ds
Donde: F. es la proyeccion de la fuerza F sobre la tangente a la trayectoria orientada del desplazamiento del cuerpo puntual, y

d s es el desplazamiento pequeio del cuerpo a lo largo de esta tangente. Esta definician corresponde a la nocidn de trabajo como
una caracteristica de la accidn de la fuerza que provoca la variacion del madulo de la velocidad del cuerpo, por lo que si
descomponemos la fuerza F en las componentes F, y F,, solamente |a componente F, provocard la variacian del madulo de la
velocidad del cuerpo puntual, comunicando a este una aceleracian tangencial. La componente F, a su vez modifica, la direccian del
vector velocidad (comunicandole al cuerpo una aceleracian normal), o sea, esta componente no “realiza trabajo”, ahora bien, si
tenemos en cuenta que: F. = Fcos « entonces el trabajo elemental nos quedara:

dW =Fcosad s

e manera que: &/ trabajo elemental de una fuerza es jgusl 8/ producto de la proyeccion de esta fuerza sobre la direccion del
desplazamiento del cuerpo puntus! por el desplazamiento elemental d s , o gl trabajo elemental es jgual a/ products del midulo de
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la fuerza por el desplazamiento elementsl d's, por el coseno del dnguln entre la direccion de la fuerza y la direccion del
desplazamients.

Expresidn analitica del trabajo elemental. Para ello descompongamos |a fuerza F en las componentes o proyecciones sobre

los ejes coordenados, o sea, F, ,F,,F, como mostramos a continuacian:

M
z

X

El desplazamiento elemental sera MM = d's y se compone de los diferenciales o desplazamientos dx, dy, dz a lo largo de los
ejes de coordenadas. Por lo que el trabajo elemental de |a fuerza de forma analitica seré:

d W = Fxdx + Fydy + F.dz
La solucion de esta ecuacian diferencial nos resolvera un importante problema fisico de gran aplicacidn en la técnica, o sea, nos

permitird determinar el trabajo realizado por una fuerza para un desplazamiento finito cualquiera que sea y se calculara como la
suma integral de los trabajos elementales correspondientes, o sea:

M M = = =
faw= | (dex+ F,dy+ dez)
M, M,

M = = = M—_' M—_’ M__'
W) = I(dex+Fydy+dez)= [Fxdx+ [Fydy+ [Fudz
M, M, M, M,
g
M__’
W(MOM) = IFrd S

M,

Método grafico del célculo del trabajo. Si la fuerza depende de la distancia s y el diagrama de la dependencia entre F_y Ses

conocido como mostramos a continuacion:
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El trabajo de la fuerza F. puede ser calculado de la siguiente forma. Supongamos que en la posician inicial M el cuerpo se
encuentre a una distancia S, del origen y en la posicin M., a una distancia S, teniendo en cuenta el concepto de trabajo de

una fuerza y el sentido geométrico de la integral, entonces:
S1

W(M0M1) = J.Fz-d S=0

So

Potencia. Se llama potencia a la magnitud que determina el trabajo que efectda una fuerza durante la unidad de tiempo, por o que

podemos expresar de manera general que:
F.ds
N = d—W ==
dt dt

ds
Como :E =V, entonces:

N=F v
Por consiguiente, la potencia es igual al producto de la componente tangencial de la fuerza por la velocidad del movimiento, por
esto es importante tener en cuenta que en la practica industrial se toma por unidad de potencia el caballo de fuerza que es

equivalentea 736 Wy 1IW =1 ! El trabajo de una maquina puede ser medido por el producto de su potencia por el tiempo de
s

trabajo es por eso que en la técnica surgid la medida del trabajo: 1 kilovatio hnra(l kWh = 3,610° .J)
De la igualdad N =F_ v, se deduce que para un motor, cuya potencia es igual a N, la fuerza de traccin F_ sera tanto

mayor, cuanto menor sea la velocidad del movimiento v . Ejemplo de ello tenemos lo que ocurre cuando un automavil ests
ascendiendo por una pendiente muy inclinada o en los caminos o carreteras en mal estado, se reduce o se conectan velocidades
inferiores que permiten que el automavil, se mueva con mayor fuerza de traccidn.
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Ejemplos de célculo de trabajo

e Trabajo de la Fuerza de Gravedad.

Supongamos que un cuerpo puntual M sometido a la accidn de la fuerza de gravedad P = mﬁ, se desplaza de la posician
M, (X,, Yo.2,) @ la posicien M, (X,, ;,2,). Elegiremos los ejes de coordenadas de modo que el eje 0z esté dirigido
verticalmente hacia arriba como mostramos a continuacian:

M
z M, {qunsZu]

Enestecaso P, =0,P, =0y P, = —P teniendo en cuenta que:

M - = M,
Wiy = J' (dex+Pydy+Pzdzj - Idez _
M,

M,
M, z
Wiy, = _[(— P)dz = —PJ.dz = —P(Z]Z =—P(z,-2,)=
M, Z

W(MOMl) = P(Zo - Zl)
Donde:z,—z, =h,y como:P=mg,entonces:
W(M0M1) =mg h
Por la ecuacidn que se dedujo con anterioridad podemos afirmar que el trabajo de la fuerza de gravedad es igual al madulo de la
fuerza por el desplazamiento vertical de su punto de aplicacian, tomado con el signo mas (+) 0 menos (—) El trabajo es positivo

cuando el punto inicial se encuentra por encima del punto final y viceversa.

Del resultado obtenido es facil deducir que el trabajo realizado por la fuerza de gravedad no depende de |a trayectoria del cuerpo,
sino de |a posicidn o las coordenadas iniciales y finales del cuerpo durante su movimiento mecénico provocado por la accion de
esta fuerza. Las fuerzas que poseen tal propiedad se llaman Potenciales o Conservativas.
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e Trabajo de la Fuerza Elastica

Para ello supongamos que una carga de masa m situada sobre un plano horizontal y fijado al extremo libre de un resorte como

mostramos a continuacion:
|..r .':1

Sefialaremos con el punto O la posician que ocupa en el extremo del resorte cuando este no esta ni estirado ni contraido (libre), o
sed, AO =, es la longitud del resorte estando libre y tomaremos este punto como origen de coordenadas. Si movemos la carga
de la posicidn de equilibrio o la sacamos de |a posician O de modo que estiramos el resorte hasta una magnitud |, sobre la carga

m, actuard una fuerza Fde elasticidad del resorte dirigida hacia el punto O. De acuerdo con la Ley de Hooke (Esta Ley nos
plantea que la fuerza elastica con que el cuerpo se deforma es proporcional a la magnitud de la deformacian) el valor de esta
fuerza es proporcional al alargamiento del resorte Al =1—1,. Como en este caso Al = X, entonces el madulo de esta fuerza

sera:

F = KAl = KX
El coeficiente k se llama coeficiente de rigidez del resorte y este depende de las caracteristicas quimicas del mismo, o sea, de |a
estructura de la sustancia con la que esta fabricado. En |a préctica habitualmente el valor de k se mide el % considerandn que

el coeficiente k es numéricamente igual a la fuerza que debe aplicarse a un resorte para extenderlo 1 m.
Ahora estamos listos para hallar el trabajo que realiza la fuerza de elasticidad al desplazar la carga desde la posician MO(XO)

hasta la posician Ml(xl), para ello hagamos un anlisis de la siguiente figura:
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Como podemos observar en este caso F=—F=—kx;F, =F, =0. por lo que podemos plantear que si:

M, My = = =
faw= | (dex+ Fydy+ dezj
M, M,

M; Xy
Wi, = I(— k xdx + k ydy + k zdz) = —kJ.xdx =
M, Xo
(btenemos :

Xo

Wistaw,) = g(xo2 =9

Este resultado también puede ser obtenido por el diagrama de |a figura anterior, donde se representa Fen funcian de X . o sea:

E I‘f[u {xu} hlil[xlj

Del grafico anterior es facil deducir que el drea bajo la curva o serd el trabajo realizado por |a fuerza elastica para desplazar el
cuerpo de masa mdesde la posician M (X, ) hasta la posician M, (X, ). o sea:
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M; Xy
o =Wy, = j(—kxdx+kydy+kzdz):—ijdx:

M,

Como M,(x,) y M,(x,),entonces:

Xo

- x?)

Wiy =5 %o =%,

En este caso hemos calculado el érea del trapecio sombreado o, en esta farmula podemos ver que si Al, = x,. entonces
Al = x, porloque: x,> = AIZ y x.° = Al de aqui que:

Kk

Wiy = E(Alo2 —Al?)

oMy )

Es decir, el trabajo realizado por |a fuerza de elasticidad o elastica es igual al semiproducto del coeficiente de rigidez o constante
elastica por la diferencia de |os cuadrados de alargamiento inicial y final (o comprensiones del resorte).

. , . 2 2 . 2 2 .
El trabajo serd positivo cuando Al," > Al" 6 X,° > X,y viceversa.

e Trabajo de la Fuerza de Rozamiento.

En este caso analizaremos las caracteristicas cualitativas y cuantitativas del trabajo que realiza |a fuerza de rozamiento que es
una fuerza tal que siempre se opone al sentido del vector desplazamiento de un cuerpo coincidiendo con la direccion de dicho
desplazamiento.

Examinemos un cuerpo puntual que se mueve por una superficie rugosa o curva, como o mostramos a continuacian:

A

-..Ml
T T T TTT LT

El madulo de la fuerza de rozamiento que actia sobre el cuerpo puntual es ,u‘N‘, donde « es el coeficiente de rozamiento y

N es |a reaccion normal de la superficie- |a fuerza de rozamiento esté dirigida en sentido opuesto al desplazamiento del cuerpo.

Por consiguiente Fr: = —,u‘ﬁ‘ . por lo que sustituyendo en la ecuacion analitica elemental de trabajo, nos queda:

M, My
Wiy, = JFmd 5= —,uJ‘N‘ds
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Donde s es la longitud de arco de la curva MM, , por |o que podemos deducir que la fuerza de rozamiento no es una fuerza
conservativa.

e *Trabajo de la fuerza de Gravitacidn. Si la Tierra (Nuestro planeta) se considera una esfera homogénea (o una esfera
formada por capas homogéneas concéntricas), sobre un cuerpo puntual M de masa m que se encuentre fuera de la esfera

(Tierra). actuara una fuerza de gravitacion (atraccian) F dirigida hacia el centro Ode la esfera, como lo mostramos a
continuacian.
Ml @ - =
.\.Ml

En virtud de la Ley de Gravitacion Universal la fuerza de gravitacion varia inversamente proporcional al cuadrado de la distancia
r desde el cuerpo M de masa m que se encuentre fuera de |a esfera hasta el centro O, o sea:
F=K 2
r
Donde K es el coeficiente de proporcionalidad que puede determinarse a partir de las siguientes condiciones: cuando el cuerpo se
encuentra sobre la superficie terrestre entonces r =R |, donde R es el radio de la Tierra, la fuerza de atraccidn es igual a
mg. donde g es la aceleracion en caida libre o aceleracian de la fuerza de gravedad sobre la superficie terrestre. Entonces es

vélido plantear que:

m| R?

mg =K — %

9 R?| m
K =gR?

Primero calcularemos el trabajo elemental de la fuerza F.la figura anterior muestra que el desplazamiento elemental MM del
cuerpo puntual M puede descompanerse en el desplazamients Ma numéricamente igual al incremento d r de la distancia
OM =r vy dirigido a lo largo de OM y el desplazamienta Mb perpendicular 8 OM y por lo tanto, a la fuerza F.Ya que en
este sequndo desplazamiento Ma esté dirigido e sentido contrario a |a fuerza, entonces el trabajo elemental seré:

dW=—Fdr=-K_
r

Por lo que si el cuerpo se desplaza desde la posician M, a M, entonces procederemos a solucionar esta ecuacidn diferencial

COMO Sigue:
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M, M, M, m
JldW=I\J4.l(—F)d r:—h{Kr—zd r=

Como :Mo(ro) y Ml(rl)

Wi, an,) :—KmT%:—KmTrZ dr=

i}

-2t fo r fo
W(Mo,Ml):_Km _2+1 :—Km _—1 ==

r1 rO
Km Km
W(MOle) = -
rl rO

Donde :K_m = U Es el potencial del campo gravitacional sobre el cuerpo de masa m
r

Esta magnitud es importante desde el punto de vista fisico-matematico ya que nos permite valorar el campo gravitacional teniendo
en cuenta la posicién de un cuerpo respecto a otro de mayor masa, o sea, el trabajo realizado de la fuerza gravitatoria serd
positiva si r, > r;, es decir cuando el cuerpo de menor masa se acerca al de mayor masa (el cuerpo se acerca a la superficie
terrestre) y negativo si r, < r, (el cuerpo se aleja de la superficie terrestre). Por consiguiente la fuerza de gravitacion es una

fuerza potencial.

Energia mecénica

La energia como es sabido por todos, ni se crea ni se destruye, solamente se transforma, por lo que es facil definir que esta es la

magnitud que nos cualifica (o sea, nos dice el tipo de movimiento, mecénico, termodindmico, etc.) y nos cuantifica el movimiento de

la materia (o sea, nos expresa cuanto més grande es). En nuestro caso especifico nos referiremos al movimiento mecénico y sdlo a

uno de los tipos de energias mecanicas mas conocidas por nosotros, la energia cinética, que es la magnitud escalar (conocida en

mv?
2

las ciencias técnicas como fuerza viva), igual al semiproducto de la masa por el cuadrado de la velocidad, o sea: E, =

Pero también existen otros tipos de energia mecénica que son:

e Energia Potencial: se llama energia potencial de un sistema mecénico que solo depende de su configuracidn, es decir,
la posician mutua de las particulas o cuerpos y de sus posiciones en el campo potencial externo. La disminucion de la energia
potencial al trasladarse el sistema mecanico desde una posician arbitraria (X,,Y,,Z,) a otra posicion arbitraria

(Xn, Yo Zn) se mide por el trabajo W,,, que realizan al ocurrir esto las fuerzas potenciales (internas y externas) que acttian
sobre el sistema mecénico, por lo que podemos plantear que:

Epo —Epn =W,
Por lo que podemos decir que el trabajo de las fuerzas potenciales durante una pequeiia variacian de la configuracian del

sistema mecénico es igual a: d W = —dE |
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Observacidn: Se supone que las fuerzas potenciales externas son estacionarias, o sea, pueden variar con el tiempo solamente
como consecuencia del cambio de posicion del sistema mecanico considerado respecto a un sistema de referencia. En caso
contrario:

OE
dE, =-d W+—"dt
ot

En el caso mas simple, en que el sistema es un cuerpo puntual situado en un campo de potencial, la relacian entre la fuerza F que
actia sobre el cuerpo puntual y la energia potencial E ; de este cuerpo puntual en el campo tiene la siguiente forma:

s_0U o __ou
oX Y oy

F, :—%—U F=—grad(U)=-VU
z

Campo de fuerzas, potencial y funcidn de la fuerza

Supongamos que la fuerza F que actia sobre un punto depende sdlo de la posicion de este, es decir:
Fx=f,(xy,2)Fy = f,(xy.2)
Fo=1,(xy.2)

El campo de definician de las funciones IEX,IEy,IEz se llama campo de fuerzas. Si el punto se desplaza en un campo de fuerzasy

el trabajo de las fuerzas del campo no depende de |a trayectoria por la cual se desplaza el cuerpo puntual, sino depende solamente
de las posiciones inicial M, y final M ; de este durante su movimiento como mostramos a continuacian:

M,

I,

Tal campo de fuerzas se llama potencial. En un campo de fuerzas potencial el trabajo realizado por un contorno cerrado cualquiera
es igual a cero (0) esto es demostrado el |a teoria de las integrales curvilineas, por lo que el trabajo elemental de la fuerza F es

|a diferencial total de cierta funcitin Q( cy2)’ 0 Sea:
dW=F dx+F dy+F dz=dU
La funcian (D( ey S8 lama funcidn de fuerza. Puesto que:

ou ou ouU
= dx + dy +

ox ay oz
De estas dos dltimas igualdades y de la independencia de las diferenciales dx, dy,dz tendremos que:

duU dz
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Teorema de la variacidn de la energia cinética de un cuerpo puntual. Tengamos en cuenta un cuerpo cuyas dimensiones se
desprecian de masa m bajo |a accidn de fuerzas aplicadas de manera tal que este se desplaza de la posician M, donde tiene una

velocidad v, (Posicidn Inicial). a la posician M donde su velocidad es v, como mostramas a continuacidn:

I, %1
*r—> e
Vi Fr %

% = a,_ Es |a aceleracidn tangencial

Esta se pude expresar de la siguiente forma:
dv dvds dv
_ = aT = =—YV
dt ds dt ds
Sustituyendo en la ecuacion diferencial de la Ley Fundamental de la Dindmica, nos queda que:
dv

m—v="F;
ds
Ahora multiplicaremos ambos miembros de |a igualdad anterior por el diferencial ds y pasamos m bajo el signo de diferencial.
dv
m—v = F,|*ds
ds
mvdv = F, ds
Teniendo en cuenta por sus estudios de Fisica Clésica, recordemos que:
F, ds =d W,

Donde d W es el trabajo elemental de la fuerza F

Por o que la expresian del teorema de la variacian de la energia cinética en forma diferencial seré:
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mvdv=F; ds
mvdv =d W,
Integramos en ambos miembros :

v M
m J'vdv= J.d W,
Vo M,

y nos queda que :

De aqui que:
mv?  mv¢
2 2 (M, M)

2

El resultado anterior nos expresa de forma definida el Teorema de la Variacian de la Energia Cinética: /z variaciin de la energia
cinética de un cuerpo puntual en un desplazamients cualguiera que sea, es gual a la suma algebraica de todos los trabsjos de
todas las fuerzas que actian durante dicho desplazamiento.

Estas condiciones son necesarias y suficientes para que un campo de fuerzas sea potencial

Conservacidn de la Energia mecénica de un cuerpo puntual durante su movimiento en un campo de fuerzas potencial.
Durante el movimiento de un cuerpo puntual en un campo de fuerzas potencial es teorema de la variacion de la energia cinética

mv? mv; M= = M=
> 20 =Wy, ) 8Causa de Wi, = Idex+ IFydy+ szdZ =U(X,Y,2)—U(Xy, Yy, 2, ) puede ser
M, M, M,
escrito de |a siguiente forma:
mv?  mv]
" 20 =U(x,Y,2)—U(X,y, Yo, 2,)

Introduciendo la energia potencial Ep(x, Y, z)dEI cuerpo puntual como funcian de signo opuesto al de |a funcian fuerza, o sea:
E,(x y,2)=-U(xy,2)
Ep(XO’ Yo Zo)= _U(Xw Yoo Zo)

mv: mv?
5 - 20 =—Ep(X,y,Z)—(_Ep(Xo’YO’ZO))
mvZ? mv? mvy
2V _ 20 =—Ep(X,y,Z)+Ep(Xo'yO’ZO + 20 +Ep(x,y,z)
mv? mv,

-Cte

mv;
T+Ep(xi y’z)zEp(XO'yO’ZO)+T:Ep(Xn’yn'Zn)+ >

Del resultado obtenido con anterioridad podemos afirmar teniendo en cuenta para reducir la ecuacion que:

mv? mv?
2 =EC’ 20 :Eco

Podemos escribir que: E, +E | = E,, que nos expresa que la Energia Mecanica Total del cuerpo puntual es igual a la suma de de

sus energias potencial y cinética y nos expresa la Ley de Conservacidan de la Energia Mecanica Total del cuerpo puntual en un
campo de fuerzas potencial. Este es un caso particular de la Ley de conservacitn y transformacion de la energia que se estudia en
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|a Fisica General y tiene una gran importancia filosafica como una de las leyes mas importantes de |a Teoria del Universo, ya que es
una manifestacion proporcional por las Ciencias Naturales y Exactas de la idea materialista de la indestructibilidad del movimienta,
por lo que constituye el fundamento cientifico natural de la concepcion materialista dialéctica del mundo.

Resolucidn de problemas: Para comenzar la resolucion de un problema hace falta, ante todo, averiguar o comprobar si
se puede aplicar uno de los teoremas demostrados con anterioridad y luego saber, écudl es el adecuado? Para lograr esto
debemos tener en cuenta |o siguiente:

Con ayuda del teorema de |a variacian de la energia cinética se resuelven facilimente los problemas, en los cuéles

=]

Las fuerzas efectivas son constantes o dependen solamente de |a distancia.
Las magnitudes dadas o las incagnitas estan comprendidas entre: |a fuerzas efectivas, el desplazamiento del cuerpo
puntual y las velocidades al comienzo y al final del movimiento (es decir las magnitudes F,t,v,,Vv,)

o

2

El orden de resolucidn puede ser el siguiente:

| Utilizando los datos del problema, determinar el teorema que puede ser aplicado para su solucidn.

2. Representar el dibujo siempre que sea posible del cuerpo puntual en movimiento en una posicion arbitraria y
mostrar todas las fuerzas activas y relaciones de ligadura que actdan sobre el cuerpo puntual (si el movimiento
no es libre)

3. Con ayuda de las farmulas correspondientes calcular los impulsos y el trabajo de todas las fuerzas durante el
movimienta.

Los teoremas demostrados y temas tratados con anterioridad nos permitiran resolver los ejemplos que a continuacidn trataremos
y otras situaciones que se presente en su futura vida profesional.

Ejemplos:

El. Un cuerpo cuyo peso es p=01N se mueve uniformemente por una circunferencia con una velocidad
v=2 % . Determine el impulso y el trabajo de |a fuerza que actda sobre el cuerpo durante el tiempo en que este

recorre una cuarta parte de la circunferencia.

Resolucidn:

Segun el teorema de la variacion del impulso:
dJ=Fdt
t \
Jdi=]Fdt=

0 Vo
J=mv-my,

Ahora para poder hallar |a diferencia entre los momentos lineales construimos el grafico aproximado del problema planteado:
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Del trigngulo rectangulo obtenido hallamos:

J=myv, -my, =

3 =(mv,)? +(=mv, ) =m?v,> +m?v,’ =
J? :m"-(v12+v02)
2I=Am2 (v +v,2) =
J=myv,” +v,’
Y

Segin los datos del problema las condiciones establecen que v, =v, =v y p=mg .. m == por lo que nos quedara que:
g

1=P e ve R oy :gﬁ(Jv_z):

g g
Como : \/V_2 =V, entonces :
1=Pu2
g

Ahora sustituimos por los valores conocidos, o sea p=01N, v=2 % y la aceleracian en caida libre

g =9,80665 %2 por lo que:

j__ OLN (2 ,%)f:

© 9,80665 r%z
Como:1 N=1Kg r%z , entonces : Kg V%Z *3% =Kg
1200101 Kg|2 r%Xl,4142);

~ m j
J=0,0288 Kg 4 0 00288 Ns

Para determinar el trabajo de la fuerza que actia sobre el cuerpo durante el tiempo en que este recorre una cuarta parte de la
circunferencia, utilizaremos el teorema de |a variacidn de la energia cinética en forma diferencial:
mv?  mv;
2 - 2 = (Mo M)
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Como v, =V, =V, entonces nos queda que:
m
E(Vz V)= Wiy ) =0

Como podemos apreciar este resultado nos muestra que el trabajo realizado por una fuerza para trasladar un cuerpo de una
posiciin a otra es numéricamente igual a la variacitn de la energia cinética del cuerpo y en este caso es cero (0)ya que e cumple

uno de |os axiomas de ligaduras de acuerdo con el cuél: todo cuerpo puntual no libre puede considerarse como libre después
de despreciar la ligadura y reemplazar su accidn por la reaccidn de esta ligadura, por lo que, el trabajo de la reaccidn de
una superficie (o curva) inmavil y lisa serd igual a cero para todo desplazamiento. Por consiguiente, durante el
desplazamiento por una superficie (o curva) inmavil y lisa la variacian de la energia cinética del cuerpo puntual es igual a la suma
de los trabajos de todas las fuerzas activas que actian sobre el cuerpo puntual durante el desplazamiento. Es importante que
usted conozca que todo cuerpo cuyos desplazamientos en el espacio se ven restringidos, sea por encontrarse enlazado con otros
Cuerpos, sea por encontrarse en contacto con ellos, se llama no libre o ligado.

Ell. A continuacian mostramos una carga de masa m situada sobre un plano horizontal que se le comunica por medio de
un golpe una velocidad v, .

A
T
—v—>
ﬁl‘ﬂ!
< m
* > >
M, oM 7
mg
4

El movimiento ulterior de la carga se frena por la accidn de una fuerza Fr, como se muestra en la figura. Determine el tiempo que
demora en detenerse y el camino recorrido por la misma hasta detenerse.

Resolucidn:
Los datos de nuestro problema, nos muestran que para determinar el tiempo del movimiento se puede utilizar el teorema de la
variacion del momento lineal, por lo que |e proponemos proceder como sigue:

mv, —mv, = > J;
i=1
Como |a carga se desplaza por el eje X entonces nos queda:
mv,, —myv,, = ZJix
i=1

mv, —mv,, =J,

tl N tl
Coma: Ide = Zj F, dt entonces podemos plantear que:
0 0

-23 -



ty
mv, —mv,, = ZIFX dt
0

Ahora podemos analizar las fuerzas resultantes que provocan que el cuerpo de masa m se detenga, para que sea més facil
tomemos de la figura aquellas fuerzas que actian sobre la carga, o sea:

A

177 E

k.
Sobre la carga como podemos apreciar actian; la fuerza de gravedad mg, la reaccion del plano N v la fuerza de frenado o

fuerza de rozamiento Fr.. En el caso presente también es importante analizar que v, =0 ya que la carga se detiene y

Vo, =V, Que es la velocidad que se le comunica por medio de un golpe a la mencionada carga. Solamente Fn. nos da un

proyeccion no nula sobre el eje Ox que se por donde se desplaza el cuerpo de masa m. Como esta es constante entonces
podemos plantear que:

J, = Fxtfdt :—sztjdt =
0 0

J =—F,(t]t =—F_(t,-0)=

2 oz
J,=-F_t
Teniendo en cuenta que:
mv,, —mv,, =J,
lgualamos ambas ecuaciones y nos quedara que:
mv, —mv,, =-F_t,

m(le _V0x): —Fu by

roz
Como: v, =0y v, =V, entonces:
m(O_VO): _Fruz tl

—mv, =—F, t|*1

F .t = mvo|+FmZ

roz
_my,
F

roz

L

Y esta serd la ecuacidn para determinar el tiempo que demora en detenerse.
Ahora procederemos a calcular el camino recorrido por la carga hasta detenerse, por lo que utilizaremos el teorema de la

variacion de |a energia cinética:

mv,> mv;

2 2 = Y (Mg.M)

Donde teniendo en cuenta que el trabajo realizado por |a fuerza de rozamiento es:

M, M,
W(MoMl) = jFruzd S= —U J.‘N‘d S
M, M,
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Y en este caso como |a fuerza de rozamiento es constante M, =S, =0 yM, =s, . siendo este el camino recorrido en un

tiempo t, nos quedard que:

M, 5
W(MoMl) == Iszd S=-— sz J‘d S=
M, So
S
W(MOMl) = Fruz (S]s: = Fruz (Sl_ SO ) =
W(MOMl) == Frnzsl

Ahora podemos igualar ambas ecuaciones obtenidas ya que para t;, =0—=s, =0 y para t, =5s,. 0 sea en el inicio los
parametros se corresponden al igual que al final o al detenerse el cuerpo, por lo que el camino recorrido hasta detenerse v, =0

se calculard de |a siguiente forma:

mv,> mv?
2 - T =- Frnzsl
Como :v, =0
2
mv,
- 2 == Fruzsl * _l
2
mv,
szsl = 2 g
mv;
S, =
2 Fruz

Por |o que esta ecuacion obtenida nos permitiria determinar el camino recorrido por el cuerpo puntual hasta detenerse.
Elll. A continuacion mostramos un pistdn sobre el que actian fuerzas cuya resultante R varia durante cierto intervalo
de tiempo segin la ley 9% =0,4mg(l—wt). Donde m=0,25kg, g =9,80665 %2 y el coeficiente

I . . . .
v =1,6 - esunaconstante de proporcion que depende del material de construccian del pistdn.

S T
R—> =

Si consideramos que t es el tiempo en segundos. Determine |a velocidad del pistan en el instante t, = 0,5 s, si en el instante
= i = m
t, =0 suvelocidad v, = 0,2 4

Resolucidn:

Los datos de este problema son:

|
t,=0,v,=0,2 r% m=025ky, g=980665 T/, y=16 -

S
Donde:
R =0,4mg(1—yt)
Es una fuerza que depende del tiempo, o sea, no es constante, por lo que procederemos analizando el grafico coma sigue:
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el
F—> =
M, M it

El movimiento del piston ocurre desde M, hasta M, a lo largo del eje Ox (horizontal) desde t, =0 hasta t, =0,5s.

comenzando con una velocidad v, = 0,2 % hasta que pasan At =0;5 s=t,, por lo que es vélido para nosotros emplear la

ecuacion del teorema de la variacion del momento lineal en el eje OX:
MV, — MV, =J,|+mv,,
mv,, =J,+myv,,

Ahora de manera analoga al ejercicio anterior teniendo en cuenta que:
R =0,4mg(Ll—yt)

JX:]l‘Fth:
0

Donde en nuestrocaso :
0,5s

I= tji)f{dt = [o.4mg(1-ythit=
0 0

0,5s 0,5s 0,5s
J=0,4mg j(i—wt)dt=0,4mg[ jdt—w J'tdt}=
0 0 0

2

1=0,4 mg{(t]ﬁ’ss - w(%TT =0,4 mg[(O,S s)— %(0,5 s)z} -

0
2
J=04 mg{(O,S s)—%} _

Sustituyendo por los datos conocidos:

16 |jo,zss2

1=0,4(0,25 kg)(9,80665 %2 (05 S)_st _

o,g S) =0,980665 N(0,5 s—0,2 5) =

J =0,980665 N[O,S s—

J=0,980665 N(0,35)=
J=0,2941995 Ns

Ahora teniendo en cuenta que:
mv,, =J,+mv,,

— — — m .
Y coma en nuestro caso V,, =V,,V,, =V, =0,2 A entonces:

-26 -



mv, = J+mv,|+m
J+my,
v, =
m
Ahora sustituimos con todos los valores conocidos:
02041995 kg™ +0,25 k0,2 ™/ ): 02041995 kg +0,05 kg™, )

0,25 kg 0,25 kg
0,3441995 kgM
0,25 kg
v, =1376798 1/
La velocidad del pistdn en el instante t, =0,5 s, es v, =1376798 %

EIV. A continuacian mostramos una carga suspendida por un hilo de longitud | =19,6133 mse desvia de la vertical un
angulo ¢, = 45° y luego se suelta sin velocidad inicial.

7

Hallar la velocidad de |a carga en el instante que el hilo forma un angulo ¢ = 30° con la vertical.

Resolucidn:

En las condiciones de este problema se toman en cuenta los siguientes parametros: el desplazamiento de la carga, que se
determina por el angulo de desviacitn del hilo, y las velocidades v, y v, por lo que para solucionar el mismo podemos emplear el

teorema de |a variacidn de |a energia cinética:
2

2
mv my
2 20 - ZW(MOM)

Sobre la carga actdan la fuerza de gravedad P =mg y la tensidn del hilo T . £l trabajo de la fuerza es nulo, porque N_ =0

Donde segn las condiciones iniciales v, =0 de aqui que:
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2
2 h
T —p[dh=P(n], =
ho

Si h, =0y h=1Icos¢—Icos ¢, entonces podemos escribir que:

2
m2V =P(h-0)=Ph

2
m2v = P(l cos ¢ — | cos ¢, ) = PI(cos ¢ — cos ¢, x2
m

. 2P1(cos ¢ —cos ¢, )
m
Como es sabido P = m g, y nos quedara que:

2magl —
v2 = <19 (cosnfﬁ 0sdh) _ 29l(cos ¢ —cos¢,)
v=./2gl(cos¢—cosg,)
Ahora sustituimos por los valores conocidos:
9 =9,80665 1), | =196133 m ¢, = 45° ¢ =30°

, Y\nns queda que:
v=[2le.80665 1/, [19,6133 m)cos30° ~cos 45°) -

v \/@9,6133 %2 119,6133 m)0,866 —0,707)
v \/(19,6133 )§ (m% J0.159) =
v=196133,/0159/ =

v=196133(0,39)"/ =
v=7649187 M/

EV. Una carga se encuentra colocada en la parte media de una viga elstica flexionandola hasta una magnitud o,

12

(flexion esttica de la viga) como mostramos a continuacian:
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Despreciando el peso de |a viga, determinar la flexion méxima &_, sila carga cae sobre la viga desde una altura H como se
indica el la anterior figura.

Resolucidn:

En este caso se plantea una situacian aparentemente dificil, pero, le proponemos utilizar el teorema de la variacion de la energia
cinética ya que en los cambios de flexion la velocidad inicial de la carga v, y su velocidad final v, en el momento de flexion maxima

de la viga, son iguales a cero, por lo que podemos plantear que:
2

mv? mv
ZWR — 21 _ 20 —

> W, =0

Este trabajo es realizado por la fuerza de gravedad P =mgen el desplazamiento desde M, hasta M,y la fuerza de

elasticidad de la viga F en el desplazamients M'M.

Por |o que aqui el trabajo de la fuerza de gravedad seré:

H H H
W, = IPds: des:P Ids=

~Omax _éma'x ~Omax

WP = P(S]I—_‘Bmax = P(H - (_ 8méx )) =
WP = P(H + 8ITIE'!X)
El trabajo de |a fuerza de elasticidad de la viga sera:

-29 -



Brmx
W, = [Fds=
0
Como : F = —«x 3, entonces :

B 52 B K (o
W, =—K"!5d 5 =—;<(?L =—E(5m—o)

Ksznéx
2
Ahora como hemos planteado con anterioridad

D W =0=W,+W,
K&

P(H +8,, )+| ——m | =0
(o) -5

2
PH + Psméx—%zo

W, = -

Pero durante el equilibrio de |a carga sobre la viga, la fuerza de gravedad se equilibra con la fuerza de elasticidad de la viga, por
consiguiente P = F = x8,,,. por lo que podemos escribir que:

2
g

méx

2

K

k8,,(H+8

est max

K%
H 8 ) — max
( + ITIEX) 2

= Zsest(H +6méx)
-25,,H-23,0_,,

est

Ko *E

est

82

= 28&st H + 26&st8méx
62 - zaest H - ZSEstSméx = 0

max

Esta es una ecuacitn de sequndo grado del tipp ax® + 2bx + ¢ = Oy teniendo en cuenta los datos del problema &_,, > 0 por lo

62

max

que su solucidn sera:
2 1.y
a=1=x"=9,, .. X=9,,

2bx=-28 _H :b:—%

est

8me’lx = _(_ 8E51)+ \/SEstz_ 4(_ %j(sest)
6ma’lx = 833t+ V8§St+ 2H 8Est
=8,/ =8,,+d

Importante: Es interesante percatarse que cuando H =Oresulta que §,, =9, ot =0+ 0,

consiguiente, si ponemos la carga sobre la parte media de una viga horizontal, su flexian maxima durante la caida de la carga sera
igual al doble de la flexidn estatica. Después la viga con la carga comenzara a realizar oscilaciones alrededor de la posicion de
equilibrio. Bajo la influencia de la resistencia, estas oscilaciones se amortiguaran y el sistema se detendra o dejaré de oscilar

cuando la flexian de la viga sea igual la flexian estética &, ..

=28, Por
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EVI. Determine que velocidad inicial minima v, dirigida verticalmente hacia arriba hace falta comunicar a un cuerpo

para que este se eleve de la superficie de la Tierra a una altura H . Durante los calculos desprecie la resistencia del
aire.

Resolucidn:

En este ejercicio consideremos el mencionado cuerpo de tal manera que sus dimensiones se desprecien (cuerpo puntual) y seria
maés facil resolver |a situacian partiendo del teorema de la variacian de la energia cinética, entonces:

mv; mvy

2 2 (MoM;)

Donde mes |a masa del cuerpo puntual

, - , 1 1 1 1
Ahora podemos calular el trabajo de |a fuerza F sin utilizar la formula Wy, \, ) =&m| ———|=mg R =——=1 que
o r1 rO r.l r-0
nos cuantifica y cualifica el trabajo de la fuerza de gravitacidn, por lo que le proponemos para este caso acorde con los datos
conocidos el siguiente método y de esta forma serd mas facil la resolucion de este ejercicio:
e Lonstruimos un gréfico de la situacion planteada:

e

¥

Hemos puesto intencionalmente el origen de coordenadas en el centro de la Tierra (Centro de Gravitacidn) y orientamos el eje 0x
en el sentido del movimiento. El punto M es una posicion arbitraria del cuerpo puntual durante su lanzamiento hacia arriba y la
fuerza F aplicada a este, de acuerdo con las condiciones del problema seréa:
F= sz
X
El coeficiente de proporcionalidad « se halla a partir de |a condician de que sobre la Tierra (o superficie terrestre) la fuerza de

gravitacian es igual a m g (donde (g =9,80665 %2) es |a aceleracion en caida libre o aceleracion de la fuerza de gravedad

sobre la superficie terrestre).

De aqui que:
m 2
moKpE

Kk=gR?

Segin nuestro grafico notamos que:
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F=-F=—k2
X
F, =F, =0

Procederemos a determinar el trabajo segan |a expresian analitica del trabajo elemental de una fuerza cualquiera:

M_, M_, M_,
W(MOM) = Il_:xdx+ J.I_:ydy+ II_:de =
M, M, M,

En nuestro caso nos quedaré de |a siguientﬂ forma:
Ml—>

MM,) IFdx_ IFdx_

M, M,

M, M,
=] [ o= wem [ -
M, My
M,
W) = ijxzdx_
M,

Del gréfico es facil percatarse que: M, (R) y M, (R+H). por lo que:

Wi

R+H XL R+H
- _ 24y — _ s —
Winim,) =—KM jx dx = K‘m(_l} =

R R

Aplicando la propiedad: # —KkmyXx "=

-1 |R+H 1 R+H

Wiy, = :KmH -
( 1 1) R—(R+H) R—R-H

Wintgmy) = &M = B3| EARCANEAYS N1 RASEAREA Y
R+H R RR+H) R(R+H)

—H
W =5 )

xkmH
Wit =~ e —
MM) T R(R+H)

X< |~

. s 1 1 1 1 .
Este resultado también puede ser obtenido utilizando la farmula Wy, ) =xm| ——— |=mg R?| =———= |, si tenemos
o r.l r.0 r.l I’.O
en cuenta que e este caso hemos de tener en cuenta que: r, =R y r, = R+ H esto es facil de comprobar en su estudio

independiente, sdlo tiene que sustituir.
Como en nuestro caso |a posicidn superior M, la velocidad del cuerpo puntual v, =0, o de lo contrario el cuerpo continuaria

N . . . _omvy mvg )
alejandose de la Tierra, poniendo el valor hallado del trabajo en la ecuacian - = Wiy, N0S quedard que:
mv; mv;  xkmH
2 2 R(R+H)

Donde:
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mv;
2
Por lo que:

_mvy;  xmH |*_1
2 R(R+H)

mv? xmH 2
0 *

2 R(R+H) m

,  2xH
=—— /f
i R(R+H)‘/—

Sustituyendo el coeficiente & = g R? nos queda:

v - 29R?H
* VR(R+H)
VO

=0

20RH
R+H

Importante: Ahora examinaremos algunos casos particulares:

Primero.  Supongamos que H es muy pequefia en comparacian con R, o sea, H << R En este caso

H . .
podemos plantear que R =~ O es una magnitud tan pequefia que su valor es cercano a cera.

Dividiendo el numerador y el denominador por R nos quedaré de la siguiente forma:

2gH
Vy = =
V, = 4/2gH

De este modo para magnitudes de H muy pequefias llegamos a la farmula de Galileo (Compruebe en textos de Fisica
General)

Segundo.  Hallemos la velocidad inicial, con la cual hace falta lanzar un cuerpo para que este se aleje

infinitamente de la Tierra, o sea, salga del campo gravitatorio de la Tierra. Dividiendo el
numerador y el denominador por H obtendremos:
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Cuando H = oo, considerando el radio de la Tierra R =~ 6378 Km=>6,378.10° m y g = 9,80665 m52 hallamos:

/ \

2gR 2080665 M/ [6378.10° m)

0 = 6 =
R, 6,378.10° m
0
6
Como: w ~0
o0

v, = \/2(9,80665 ”%Z\XG,378.106 m)=

v, = \/b25,0936274 10° mZZ)E

v, =111810° M/

Este resultado es conocido en Cosmologia como Tercera Velocidad Casmica

Teorema de los momentos: De las dos caracteristicas dindgmicas fundamentales (Momento lineal y Energia Cinética de un cuerpo
puntual) mv es una magnitud vectorial. A veces durante el estudio del movimiento de un cuerpo puntual, en vez de la variacian del

propio vector mv, resulta necesario examinar la variacion de su momento. El momento del vector mv respecto a un centro
dado Ooeje X,y 6 zredesigna por mo(mv) 0 mz(mv) (respecto a un eje) y se llama respectivamente momento de la

cantidad de movimiento 0 momento cinético del cuerpo puntual respecto a este centro (eje). Se calcula el momento del vector

mv de la misma manera que el momento de una fuerza. En este caso se considera que el vector mv esta aplicado al cuerpo
puntual en movimiento como lo mostramos a continuacian:

Su madulo es |m0(mvx =mvh, donde h es la longitud de |a perpendicular trazada del centro O a la direccion del vector

mv.
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Teorema de los momentos respecto a un eje. Examinemos un cuerpo puntual de masa m que se mueve bajo la accidn de una

fuerza F. Hallemos para este cuerpo la relacion entre los momentos de los vectores mvy F respecto a un eje inmdvil z . Segin

|a farmula del momento de fuerza respecto a un eje:
m,(F)=xF,—yF,

Por analogia para la magnitud m, (mv) nos quedard que:
m,(mv)=mxv, —myv,
mz(mv): m(XVy - Wx)
Derivando los dos miembros de la iqualdad respecto al tiempo se halla:

dv
imz(mv): m(%vy —ﬂvxj+[mx—y—myd\/x}

dt dt

dx y
Como: — =V, y — =V, nos queda que:
dt « dat "’ aeta g

d dv dv,
amz(mv):m(vxvy—vyvx)+[mxd—ty—my ” ]z
d
%mz(mv):m(0)+[mx%—myd(;/;]:
d B dv, dv,
amz(mv)_[me my dtj

De acuerdo con:
m,(F)=xF,—yF,

Y la Ley Fundamental de la Dindmica:

dv
mx—> = xF,
dt
dv
my—==yF
Yo = V5

De aqui que nos quedara:

%mz(mv)szy—ny =m,(F)

La ecuacion obtenida expresa el Teorema de los momentos respecto del eje: /7 derivada del momento cinético del cuerpo
puntusl respectn de un gje cualguiera con relacian &l tiempo, es igual 8l momento de fa fuerza efectiva respecta del mismo gje.
Existe un teorema andlogo para los momentos respecto de cualquier centro O . Su expresidan matematica esté dada por la farmula
siguiente:
d[m(mv)]
dt

= mo(F)

De la ecuacidn %mz(mv): m, (F) es facil deducir que. si m,(F)=0, entonces m,(mv)= constante (la derivada de

una constante es igual a cern). es decir, si el momento de |a fuerza efectiva respecto a cualquier eje es igual a cero, el momento
cinético del punto respecto al eje es una magnitud constante.
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Teorema de los momentos respecto de un centro. Para un cuerpo puntual que se mueve bajo |a accian de una fuerza F como

la figura anterior, hallemos |a dependencia entre los vectores m\7y F respecto de un centro inmavil O . Segdn la farmula del
momento de fuerza respecto de un centro inmavil O :
m,(F)=rxF
Por analogia nos quedaré:
mo(m\7)= rxmv
En este caso, el vector m,(F) esta dirigido perpendicularmente al plano que pasa por el centro O y por el vector F, el vector
mo(m\7) esta dirigido perpendicularmente al plano que pasa por centro O y por el vector mv .

Si derivamos la expresidn mo(mv = rx mv respecto al tiempo, nos quedara:

d|m, (mv) _ d(rxmg)z(ﬂxm§j+(rxmd_\7] _
dt dt

dt dt
d|m0!m\7!| (» ~) ( ~)
=\vxmvj+irkma
dt
Como vxmv = 0, ya que son vectores paralelos y el producto vectorial de dos vectores paralelos es ceroy ma=F.
Entonces:
d |m !m\7 H =
0 =rxF
dt
d |m !m\7 ’| -
5 = mO(F)
dt

Esto demuestra el teorema de los momentos respecto de un centro: /7 derivada del momento cinético de un cuerpo puntual
tomadn respects & un centra in mivil con relacion al tiempo, s igual al momento de la fuerza que actia sobre el punto, respectn a
este misma Centro.

En la préctica, tal resultado es muy importante en el caso del movimiento de un cuerpo bajo la accion de una fuerza central.
Ejemplos:

(1). A continuacian mostramos una bola M esté ligada (unida) a un hilo MBA cuya porcion BA ha pasado por el
interior de un tubo vertical:
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M, & '(;[. »

%57[/4

En el instante cuando la bola esté a una distancia h, del eje z del tubo, se le comunica una velocidad v, perpendicular al hilo

MBA . Al mismo tiempo el hilo empieza a introducirse lentamente en el tubo.

o Hallar |a velocidad v, que tendra la bola cuando |a distancia al eje z del tubo disminuya hasta h, .

Resolucidn:
En este caso le proponemas el siguiente procedimiento:

Sobre la bola actuan la fuerza de gravedad P = mv, la reaccitn del hilo o tension T . Los momentos de estas fuerzas respecto al
gje z son iguales a cero (en virtud del teorema de los momentos respecto del eje), porque, la fuerza es paralela al eje z y la

fuerza T interseca a este eje. Por |o que segin el teorema de los momentos respecto a un eje podemos plantear que:
d
—m,(mv)=0
dt

Donde:
m,(mv)=mvh = constante
Como |a masa es constante es facil deducir que:
mv, hy =mv, h,|+mh,
_ VO hO
o

Este resultado implica que a medida que la bola se esté acercandoh, — 0 aleje z (tubo) la velocidad ird aumentando, o sea:

.V, h
lim 22 =w
h,—0 h1

MOVIMIENTO DE UN CLERPD BAJO LA ACCIGN DE UNA FUERZA CENTRAL. LEY DE LAS AREAS

Este tema es muy importante ya que se aplica en la Cosmologia y Astronautica, por lo que su estudio e interpretacion permitia no
sdlo comprender las caracteristicas del movimiento de los planetas, satélites y otros cuerpos celeste, sino, también el lanzamiento
de estaciones orbitales para estudios cientificos sobre muchos fendmenos de nuestro planeta.
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La fuerza central es aquella cuya linea de accidn pasa todo el tiempo por un centro determinado O . Como ejemplo de este tipo de
fuerza tenemos la fuerza de atraccion que ejerce el Sol sobre la Tierra o cualquier otro planeta del Sistema Solar, o la que ejerce

|a Tierra sobre cualquier satélite de la misma.
d |m !m\7 )| ~
L = mo(F)

Si utilizamos |a ecuacitn:
dt

Analicemos el movimiento de un punto M sometido a la accion de una fuerza central F, como en este caso mO(F):O ,

entonces mo(mv)= rx v = constante , es decir, el madulo y la direccin del vector m, v son constantes, para que podamos

comprender con més facilidad la situacian planteada le mostramos a continuacion la representacion grafica del fendmeno que
estamos analizando:

e
il

0 x
Como hemos visto con anterioridad el vector mo(mv)z rx mv esté dirigido perpendicularmente al plano que pasa por los
vectores r y v. Por ldgica si el vector rx v tiene siempre |a direccion constante, el radio vector r = OM del punto M y el

vector velocidad v deben ser todo el tiempo coplanares. De aqui concluimos que la trayectoria del punto M serd una curva plana.

Ademés al mismo tiempo se cumplirg ‘mo v| = Vvh = constante .

De este modo, un punto sometido a la accion de una fuerza central se moverd por una curva plana y su velocidad v variara de

manera tal que el momento del vector v respecto del centro O permanecerd constante. Este dltimo resultado tiene una
interpretacion geométrica evidente.
Ya que:
ds
vh=h—
dt

y
hds=2do
Donde:
do Es el area de un triangulo elemental AOMM 'implicara que:
do

vh=2—
dt
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., do . . . . -
La magnitud —tnus determina la velocidad con que aumenta el &rea que describe el radio vector r=OM durante el

movimiento de un punto (cuerpo puntual) M y de llama velocidad de sector del punto. En el caso que se estudia la velocidad es
constante:

Vh:2d—5+2
dt

dﬁzlvh

dt 2

Como :vh = ‘mog,antunnes :

do6 1 _ -

—=>m,V

at 2

Por lo que podemos decir con certeza que, w7 punto sametido 4 la accidn de una fuerza central se mueve por ung curva plang con
una velocidad de sector constante, es decir, de tal modo que g/ radio vectar del punto durante su movimients recorre jguales greas
en fguales intervalos de tiempo (Ley de las dreas)

Esta Ley tiene lugar durante los movimientos de los planetas alrededor del Sol y en todo sistema gravitacional del
universo donde exista un cuerpo al menos que sea satélite de otro. Siendo esta una de la expresiones de Kepler.
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