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Resumen

Desde su aparicién, el modelo de Solow-Swan ha sido un
referente teodrico fundamental en el uso de modelos de
crecimiento econdémico, dando Ilugar a mdultiples
desarrollos y derivaciones: Sin embargo su uso en la
practica econémicas no ha sida tan amplia como su éxito
tedrico. Con este trabajo pretendo demostrar que el
modelo de Solow-Swan puede ser de gran utilidad en la
practica econémica.

La revision de esta literatura muestra el importante papel
desempefia los modelos de crecimiento econémico y su
contribucion al analisis de los procesos productivos de un
pais.

A través de una simple simulacién de dicho modelo se
puede obtener la tasa de crecimiento de la economia, la
velocidad de convergencia, la regla de oro que maximiza,
el consumo de los agentes econdmicos y el tiempo de
convergencia.

El objetivo de este articulo es exponer el papel que juega
la velocidad de convergencia en los modelos de
crecimiento mas representativos, esto es, el modelo de
Solow-Swan y el de crecimiento endégeno.
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de oro, Velocidad de convergencia.
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ABSTRACT

Since its inception, the model Solow-Swan has been a
fundamental theoretical reference in the use of models of
economic growth, leading to many developments and
referral: However, their use in economic practice has aids as
broad as its theoretical success. This study tries to show that
the model Solow-Swan can be very useful in economic
practice.

The review of the literature shows the important role of
economic growth models and their contribution to the
analysis of the production processes of a country.

Through a simple simulation of this model can obtain the
growth rate of the economy, the convergence rate, the golden
rule that maximizes the use of operators and convergence

time.

The aim of this paper is to expose the role played by the
speed of convergence in growth models more representative,

that is, the Solow-Swan model and endogenous growth.

Keywords: Equation Solow - Swan, Steady State, Golden Rule, speed of
convergence.
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Simulacion del Modelo de Solow - Swan

En muchas situaciones reales han
ocurrido “desastres” econdmicos... pero
en definitiva no es la matematica o los
modelos los que fallan, sino el uso
indiscriminado de ellos.

I.Introduccion|

a historia del crecimiento econémico se remonta a los primeros clasicos como

Adan Smith, David Ricardo y Thomas Malthus, estos economistas

desarrollaron el tema del crecimiento he introdujeron conceptos como;
rendimientos decrecientes y su relaciébn con la acumulacién de capital fisico o
humano, el progreso tecnoldgico, la especializacion del trabajo, el enfoque
competitivo como elemento de analisis de equilibrio dindmico.

Mas adelante en el siglo XX Ramsey, Young y Schumpeter hicieron aportes para
determinar de la tasa de crecimiento y del progreso tecnoldgico. El enfoque que
desarrolla Xavier Sala y Martin en su texto “Apuntes sobre el crecimiento
econémico” se basa en la metodologia y los conceptos desarrollados en la segunda
mitad del siglo XX por los economistas neoclasicos.! A partir del modelo Solow -
Swan (1956), se revoluciona la teoria neoclasica. Pero este andlisis no estuvo
completo hasta los trabajos de los matematicos Cass (1965) y Koopmans (1965),
gue reintrodujeron el enfoque de la optimizacién intertemporal desarrollado por
Ramsey (1928) para analisis el comportamiento de los consumidores en el modelo
neoclasico.

En 1986 se presenta la tesis doctoral de Paul Romer y la consiguiente bendicion de
Robert Lucas (1988) hicieron renacer la teoria del crecimiento como campo de
investigacién activo. Los nuevos investigadores tuvieron como objetivo crucial la
construcciéon de modelos que se diferenciaran de los modelos neoclasicos. De ahi
gue a estas nuevas teorias se le conoce con el nombre de teorias de crecimiento
endogeno. Una primera familia de modelos (Romer (1986)), Lucas (1988), Rebelo
(1991) Barro (1991)) lograron generar tasas positivas de crecimiento, a base de
eliminar los rendimientos decrecientes a escala a través de externalidades o de
introducir capital humano en sus modelos.

ll. Modelo Neoclasico de Crecimiento de Solow]

Robert Solow en 1956 publicé un ensayo titulado “A Contribution to the Theory of
Economic Growth”. Que seria de gran influencia para las generaciones futuras.

Partiendo del equilibrio macroeconémico entre ahorro e inversion; incluye: al capital
fisico como un activo acumulable, a la mano de obra como reproducible, al ahorro
real como funcion del ingreso, la tasa de depreciacion y el crecimiento poblacional.

1 . . .
Este texto desarrollan en forma detenida la velocidad de convergencia y es nuestro texto de
cabecera para el desarrollo de este modelo.

2
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De manera general podemos decir con rigurosidad que, el modelo de Solow es un

modelo de la sintesis clasico-keynesiana y parte de las siguientes hipétesis?:

Supuestos

v" Solo se produce bien el mismo que se consume e invierte®.

v La relacion capital-producto es endogena vy flexible.

v' La fuerza de trabajo agregada crece a una tasa constante y exégena: n

v' El ahorro agregado “s”, es una proporcion del ingreso nacional, dado la
proporcion marginal ahorrar.

v" Mercado de competencia perfecta.

v’ La economia no tiene relacién con el exterior.

Funcién de Produccién Agregada

La funcién de produccion Neoclasica agregada que permite sustitucién entre los
factores de manera que dicha funcién puede ser expresada de la siguiente manera:

Y, = F(K,,L,)...(1)
Donde:
Y, : Produccion agregada en el instante “t”.
K, : Stock de capital agregado en el instante “t".
L, : Fuerza de trabajo en el instante “t".

Esta ecuacion (1) representa el lado de la oferta de una economia simplificada y
sefala que el producto esta en funcién de la acumulacion de capital y de la mano de
obra.

Esta funcién esta sujeta a Rendimiento de Escala Constante (REC), es decir, si se
aumentan o disminuyen, los factores de produccion en determinada proporcion, por
ejemplo (11), el producto aumentaria o disminuiria en la misma proporcion, o sea,
(11). De ahi que la funcion de produccién pueda ser rescrita de la siguiente manera:

AY, = F(LK, AL )=1F(K,,L)...(1) VA >0

Como se sabe la funcién presenta rendimiento constante a escala* Entonces A >1,
nos da AY, < F(L.K,,A.L,), si se invierte la desigualdad la funcién de produccion

agregada muestra rendimiento decrecientes a escala.

SiA= Li reemplazado en la funcion E= F(E‘,lj: y, = F(k)...(111)°

t

2 El modelo de Solow ha sido considerado como de inspiracion neoclasica, ello por oposicién al
modelo de tipo Keynesiano de Harrod y Domar.

Se supone una economia parecida a la de Robinson Crusoe, donde no hay empresas, ni
empleados y ni mercados, donde Robinson combinaba su propio trabajo para producir.

3
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Donde:
K . : .
k, = Tt: Cantidad por trabajo en el instante “t”.
t
Yt e - 4 H g
y, =— : Produccion por unidad de trabajo en el instante “t".

t

La ecuacion de la (FPI) expresa el producto por unidad de trabajo como una funcion
del capital por unidad de trabajo solamente. Para entender la intuicion de esta
ecuacion, supongamos un aumento en la escala de operaciones mediante un
aumento proporcional enL, y K, donde el producto por trabajador no cambiaria.

De manera que la produccion por trabajador no depende del tamafio total de la
economia si no, de la cantidad de capital por trabajad (persona activa). Como es
sabido, la teoria de la produccion se centra en los niveles de empleo de cualquier
factor de produccién para los que el producto marginal es positivo pero decreciente,
de manera que para nuestra funcién de produccion representada en la ecuacion
(1) tenemos:

Yo = f(0)=0

PMg, =g—3k’:= f'(k) > 0...(ClO)

dPMg,
dk?

= f'(k) <0...(ClIO®)

La funcion de produccion intensiva, que cumple con las condiciones de primer y
segundo orden de la funciéon. Y esta de buen comportamiento esto quiere decir que
satisface las condiciones de INADA, es decir:

a) Sin factores productivos no hay produccion.
b) La magnitud de los productos marginales (PMg) son positivos.

X o0 & 0
dL, dK,
c) La curva de los productos marginales son decrecientes.
d) Cuando k, tiende al infinito, entonces el PMg,,, tiene al vector nulo.

Limg .. = PMg, =0

e) Cuando L, tiende al infinito, entonces el PMg,,, tiene al vector nulo.
Lim .. =PMg, =0

f) Cuando k, tiende al cero, entonces el PMg,,, tiene al infinito.
Limy )0 = PMgy =0

5 . . o

Como sabemos por microeconomia los rendimiento constante a escala da un numero de empresas
que es indeterminado, esto quiere decir, que no esta determinado por el modelo. Y es nos permite
trabajar con la funcién de produccion en su forma intensiva.

® C110: condicién de segundo orden, y que nos asegura que f(k) es céncava y tiene un maximo.
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g) Cuando L, tiende al cero, entonces el PMg,,, tiene al infinito.
Lim o = PMg, =0

Inversion neta por trabajador

Se plantea que la inversidon neta por trabajador, va ser igual a la suma de la tasa de
cambio por trabajador.

Demostracion:

K . .
k=—= K, =k,.L,, Derivado con respecto al tiempo,”"t”.
Lt

dK, dL, dk, . . . 1
=k. + L. =Ki=k.L+L .ki...x—=

g g g T K Tkebr bk L,

ﬁ=k.5+£.l.<

Lt t Lt

I”:k.n+l.<

Donde;

k: : Tasa de cambio de capital por trabajador en el instante “t”.
k, : Capital por trabajador en el instante “t".

n : Tasa de crecimiento de la fuerza laboral.
" : Inversion neta.

De la condicion de equilibrio macroeconémico tenemos:

S=l=sY=1"

SF(K,L)=1" . x~ > sf(%,l): 5 sf(k)=ketnk,

1o
Lt t Lt

En el estado estacionario si ki =0 — s f (k) =nk, = fk) _n

El Diagrama de Solow

nk,
-~
Fi
A4 sF (k)
""""""" " Curva de ahorro por trabajador
n i
5 |
0 N k
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Version de Barro
Nos dice que si partimos de la ecuacion fundamental de Solow, y la dividimos entre
el capital por trabajador nos dara la tasa de crecimiento estacionario (y,)

s (k)= ke+ nk, , dividiendo entre k — Kt _g k) _p

K, K,
f(k,)
=s—-n
T« K,

Beneficios, salarios y distribucion del ingreso

El modelo de Solow asume competencia perfecta en los mercados de bienes y de
factores, plantea que para cualquier punto en la curva del producto se puede
obtener lo siguiente:

El Diagrama de Fases

En el grafico podemos apreciar como k;y k,que se encuentran en la curva, tienden

a ki, donde este punto nos da el estado estacionario del modelo. También se puede
apreciar en el grafico que en k,, la tasa de cambio por trabajador es positiva, pero

en k,, la tasa de cambio por trabajador es negativa.

v™: Relacién capital-producto
& Los pardmetros
o “: Relacién producto-capital
( k* : Capital por trabajador
= Las variables por trabajador <
y* : Producto por trabajador

~

-

W : Masa de salario
&  Laretribucion de los factores <

r : Tasa de interés
N\
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&  Los precios relativos de los factores { —
r

La Distribucioén del Ingreso

M recta tangente (#+ &) curva de ampliacion
neta de capital

fiid
curva del producto por
trabajador

5.1 (x,)

curva de ahomo

W

“1|§ M

En el grafico se aprecia como se a distribuido el ingreso entre la masa salarial (W) 'y
el beneficio total (r.K = B).

Analiticamente la ecuacion fundamental de Solow k: =s.f (k,) —nk,, en el estado del
s.f(k,) =nk,, se determina : k

. . . n.k : .
crecimiento proporcionado, ki =0 entoncesy f(k,)=—, se determina| : k
S

*

-y
¢ Mercado de capitales

Como, y, = f(k,) esta definido como:

%= f(k)—>Y, = f(k).L,, derivado con respecto a K,

t

~0

o, of (k) L
=L,. f

K, ok k) K,

Mo A x UL (K/)

K, a ok, oK, oK,
af =LprK)r—

oK, L,

PMgK, = f'(k,)
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¢ Mercado de Trabajo

PMgL, =W
PMgL, = f(k)-rk —— PMgL = f(k)-f'(k)k

W= f (k) - F/(k )k

Distribucién del Ingreso
En esta parte veremos como se divide el ingreso, en masa salarial y beneficio.

Y=W+B=Y=wL+r.K...(¢)

Dividiendo a la ecuacion (¢ ) entre Li nos dara:
t

Y
e W.+r.K...(@) — Producto x Trabajador = Tasa de salario + Beneficio neto x trabajador

Dividiendo a la ecuacion (¢ ) entre y, nos daré:

1:V_V+ﬂ
y |y

Donde:

. Participacion del salario en el ingreso nacional.

w

Y/IL Y Y

wL W

y
w
y

: Participacion de los beneficios en el ingreso nacional.

rk
y
rk_r(K/L) rK_B
y YL Y Y

1. El Modelo de Solow — Swan|

El modelo de crecimiento con funcién Cobb-Douglas, desarrollado por Solow y
Swan de manera separada en 1956. Este modelo hace referencia a los supuestos,
de ecuaciones fundamental, al examen de cémo se alcanza el equilibrio.

Supuestos del modelo

A los supuestos basicos del modelo de Solow se le afiaden los siguientes supuestos
particulares:

v' Utiliza una funcién de produccién Cobb-Douglas.

v' El stock de capital se deprecia a una tasa constate exdégena:
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Funcion de Produccién agregada

La funcion de produccién neoclasica, es homogénea de grado uno o linealmente
homogénea, con rendimientos constantes a escala y, ademas, con rendimientos
marginales de cada uno de los factores, positivos y decrecientes.

Y, =F(K,,L,A)=AK".1*...(I) con: O<a <1
Rendimientos de escala constante.’
s.a:
Rendimientos decrecientes.

Donde:

A : indice de Nivel de tecnologia®.

o : Elasticidad del producto respecto al capital.
Y, : Produccion agregada en el instante “t”.

K,: Stock de capital agregado en el instante “t”.
L, : Fuerza de trabajo agregada.

Si multiplicado a la ecuacién (1) por A >0, comprobaremos que la funcion es
homogénea de grado uno.

ALY, = AK A (AL )™ =AY, = AL KEAM L =LY, =LAK: L
Por lo tanto queda comprobado que a funcion es homogénea de grado uno.

Esta funcion también puede ser rescrita con la funcién de produccién intensiva
(FPI), de la siguiente forma:

Dividiendo a la ecuacion (1), entre L,
Y, AK!.L™

K o
Y, =AK L =y, =A—L| —> vy =Ak"...(FPI)
L, L, L

t

e La productivaza marginal de capita (k,) es positiva.

df () _ ey pant
& = f'(k)=ak* >0

e Lafuncién es céncava (por que la segunda derivada es negativa).

2
% = (k) = —a(l-a)k*? <0
t

e Satisface las condiciones correspondientes a INADA (1964).

" Charles Cobb y Paul Douglas (1928) propusieron una funcion de produccion, tal que los factores de
produccion cobran sus productos marginales. En su andlisis de la manufactura de los EE.UU.

8 . . L. .
Generalmente se asume que el indice de nivel de tecnolégico es la unidad, donde A ; = A.



Cesar H., Antunez Irgoin | Simulacién del Modelo de Solow - Swan

~1/o0
o 1
Limf (K)o = O;Fg: 0
~1/0
Limf '(k, )y y0 = 0‘-%: ©

Solow considera que toda la poblacion esta empleada y, ademas, crece a una tasa
constante determinada exégenamente. Su forma funcional es:

La ecuacion fundamental de Solow - Swan

De la ecuaciéon fundamental de Solow con depreciacion tenemos:

ke =sf(k)-(n+3)k , vy, =f(k)

Pero la funcién de produccién Cobb-Douglas; y, = Ak = f (k)= Ak

Reemplazando la (FPI) en la ecuacion de Solow.

ke = SAK® —(n+8 )k, La ecuacién fundamental de Solow — Swan

Esta ecuacion diferencial de acumulacion de capital, donde la tasa de cambio del
capital por trabajador es igual al remanente del ahorro bruto por trabajador respecto
a la ampliacién bruta de capital.

lv. El Estado Estacionariol
En estado estacionario y, debe ser constante. Para que el stock de capital crezca a
una tasa constante, el stock de capital per capita debe ser siempre el mismo.

Yy =0

Vamos a demostrar que el PIB per capita, y el consumo per cépita crecen a largo
plazo a la misma tasa que el stock de capital, es decir crecen a una tasa nula.

En el estado de crecimiento estacionario (Growth steady state), cuando k: =0,
entonces sAk" =(n—-3 )k, se determina k; .

1

sA Kk N sA sAjl—a

n+o :kf‘ n+06

=k ok :(n+6

Donde el asterisco (*) denota el valor de equilibrio de la variable.

Reemplazando el k; hallado en la (FPI), nos da el valor de producto por trabajador
de equilibrio (y; ).

SA jm

n+o

Yi :A'kta - yt* :(

10
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Entonces el PBI per cépita es expresado como:

—iziaAkta_lkt ZQ,&:O

Y Ak Ki
La tasa de crecimiento del consumo per capita a largo plazo vendra dada por la
siguiente expresion:

y

G _ (- S)a Ak k. _y ﬁ _0

G (-9AK K

Ye=

Asi, hemos demostrado que en el contexto del modelo de Solow-swan las variables
per capita (PIB, capital y consumo) crecen a largo plazo a una tasa nula.

Yk =Yy =Yc=0

Estado estacionario de las variables

{r+ &
yz F 9
kil
(Ul ; / 5706,
Cr
R R S

i, =111,

] -

k; L
En el grafico podemos apreciar que en el estado de crecimiento estacionario se
determina, k; e y, . Donde también se aprecia que la tasa de ahorro , s, donde esta
determina el reparto entre consumo por trabajador (c,) Yy inversion por trabajador
(i,). En el cualquier nivel de k, la produccién es f(k,) , la inversion por trabajador es
s.f(k,), y el consumo por trabajador es f(k,)-s.f(k,).

Entonces el modelo de Solow-Swan nos dice el producto per cépita, el consumo per
capita y el capital per cdpita no crecen en el largo plazo y que el producto por
persona es constante a largo plazo. Esto quiere decir que el nivel de ingreso medio
de una persona es igual en una década que en otra.

Version de Barro
A partir de la ecuacién fundamental de Solow — Swan con depreciacion;

i.(t =s.f(k,) —(n—éS).kt , dividiendo a esta ecuacion entre el capital por trabajador de
equilibrio (k,), tenemos:

11
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%zsA‘%_(ms)...(u)

k¢ >
Y = sAktL —(n+8), La ecuacion fundamenta Solow-Swan-Barro

El miembro izquierdo de la ecuacidén (1) representa la tasa de crecimiento del
capital per capita y es igual a la diferencia entre sk*™ (curva de ahorro) y (n+3)
(curva de depreciacion).

En el crecimiento estacionario la y, =0, entonces =(n+38), se determina k; .

S.AkY
K

1
Hallando k'; sA _k k' = SA Jre
n+é k* n+o

Versién de Barro

Curva de Depreciacidn

{4+ &)

e
%

W

En el grafico podemos apreciar que la curva de ahorro es decreciente, tiende a cero
cuando k,se aproxima a infinito y cuando k se acerca a cero (CONDICIONES INADA).

En cuanto a la curva de depreciacion es horizontal, es decir, es independiente de
k . Considerando que ésta es estrictamente positiva y la curva sk*™* toma valores

entre cero e infinito, las dos funciones (curvas) se cruzan una sola vez en la gréfica
(punto E, ) y la k' correspondiente que representa a este punto es el capital per

capita que existe en el estado estacionario.

IV. La Dindmica de transmision sobre la Convergencial

Se le da el nombre de “Dindmica de transmision”, por que hace preediciones del
modelo que se relaciona con las tasa de crecimiento. En este sentido el modelo
neoclasico trata de explicar la rapidez con la cual, la economia evoluciona hacia el
estado estacionario. En esta parte trataremos de explicar las implicarias de los dos
tipos de convergencia:

12
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(a) Hipotesis de la convergencia Absoluta

Esta primera hipétesis fue propuesta por historiadores econdmicos como
Aleksander Gerschenkron (1952) y Moses Abramovitz (1986).

Plantean que a largo plazo los paises del mundo que solo difieran en su relacion
capital trabajo, tenderan a un mismo estado de crecimiento proporcionado. En este
sentido, aquellas economias que se encontraban en una situacion menos favorable
(nivel de ingreso per capita inferior), tenderian a mostrar tasas de crecimiento
superiores a las economias mas desarrolladas (nivel de ingreso per capita
superior)®.

< Implicancias

Aquello paises, que el mismo tiempo (inicio), tienen relativamente un menor capital
por trabajador, crecen mas rapido, que los paises que tienen al inicio mayor capital
por trabajador.

La Convergencia Absoluta

A F
=0
¥y /| gk

gf::-[l

&

1 f \
k'ﬁﬁ_'ﬁ'

|
|
I Curva de Ahaorro
|
|

¥

&
e | —yr—ar—y—
—— -

|

b
g

o
by
e
™ b

kr k,

En el grafico podemos apreciar que los paises pobres que tienen menor capital por
trabajador (k), en el largo plazo creceran a una tasas mayores que los paises ricos

con mayor capital por trabajador (k).
k” <k® =g, <g

Donde:
g¢ : Tasa de crecimiento del pais pobre.

g7 : Tasa de crecimiento del pais rico.

William Baumol (1986), fue uno de los primeros en presentar evidencia
documentada entre algunos paises y la ausencia de convergencia de otros.

La critica de Bradford De Long (1988), es que la convergencia de Baumol para
paises desarrollados en el siglo pasado, era una muestra sesgada (por que solo
usaba paises industrializados). En particular De Long observo dos cosas: Primero

Finalmente, por lo que respecta al concepto, debe mencionarse que en el caso de que las
economias sean lo suficientemente parecidas si podra esperarse la existencia de convergencia
absoluta.



Cesar H., Antunez Irgoin | Simulacién del Modelo de Solow - Swan

solo incluia paises industrializado (de la década del 1980), segundo al incluir a
Argentina en la muestra, que era mas rico que Japon en 1870, no se cumplia la
convergencia Absoluta.

Robert Barro (1992), como se muestra a continuacion utilizando una muestra de 98
paises constata que la hipoétesis de convergencia absoluta es invalidad.

El argumento de la convergencia absoluta fue rechazado por la evidencia empirica,
ya que si bien algunos paises han logrado un alto nivel de crecimiento sostenido,
alcanzando los niveles de ingreso per capita de las economias desarrolladas, las
diferencias presentes entre los paises mas pobres del planeta y los mas ricos
muestran un alto grado de persistencia.

La polémica en torno a la convergencia entre los paises generé gran abundancia de
estudios empiricos en la década de los noventa que buscaba determinar su
existencia en diferentes grupos de paises.

La Convergencia en el Mundo

Series analizadas Referencia Convergencia | Convergencia
absoluta condicional

Mundo (110 paises) | Salan-i-Martin (1996) No Si

Mundo (98 paises) Barro (1991) No Si

Mundo (98 paises) Mankiw, Romer, Weill No Si
(1992)

Estados Unidos (48 | Barro y Salan-i-Martin Si Si

estados) (1992)

OCDE (22 paises) Mankiw, Romer, Weill Si Si
(1992)

Pacifico del sur (9 Cashin y Loayza (1995) Si Si

islas)

América Latina (12 | José de Gregorio (1995) No Si

paises)

América Latina (23 Corbo y Rojas (1994) No se Si

paises) responde

México (32 estados) | Navarrete (1994) No evidente Si

México (31 estados) | J.Ramon y R.Batiz (1996) Si Si

(b) Hipotesis de la convergencia Condicional

En el mundo existe una diversidad de economias que presenta un nivel de
equilibrio particular, el cual depende de factores de caracter tecnoldgico, PBI per
capita, tales como el nivel de alfabetismo y la esperanza de vida al nacer,
institucional y social, hacia el cual se tiende a lo largo del tiempo.

Los paises pobres no tienen necesariamente que alcanzar a los paises mas ricos en
el estado estacionario; por el contrario, es probable que los paises pobres tengan un
stock de capital por trabajo efectivo muy cercano a “su correspondiente” estado
estacionario. Esta hipétesis también implica que los paises pobres.

14



Cesar H., Antunez Irgoin | Simulacién del Modelo de Solow - Swan

Planteamiento

Cada grupo de paises tiende a largo plazo, a su propio estado de crecimiento
proporcionado.

v" Aquello paises que al inicio tenian relativamente un menor capital por trabajador,
creceran dentro de su propio grupo, mas rapido que los otros paises que al inicio
tenian mas capital por trabajador.

AN

Esto quiere decir que se dara la convergencia dentro de su propio grupo. Lo mismo
se efectla con los otros grupos de paises si se constata que la convergencia
condicional en plausible.

IVI. La Regla de Orol

Para analizar esta seccion hay que responder dos preguntas; ¢Coémo varia el
consumo de largo plazo aumenta el ahorro? y ¢ Cual es la tasa de ahorro optima
gque maximiza mi consumo?

Para responder la primera pregunta analizaremos la derivada parcial del consumo,
el ingreso per capita con respecto al ahorro:

oc, . oy,
oy 4 (1-9) 2
i ( )as

@y

N _ & S 1 .o
os l-o \n+d n+o

)

*

%:—y*+(1—s) a A{ Sj 1
0s 1-a n+o n+o

Podemos apreciar en la ultima ecuacion que el primer término tiene un componente
negativo y que el corchete es positivo por lo que no se puede determinar si el
aumento de la tasa de ahorro afecta positivamente o negativamente al consumo de
largo plazo.

Para responder a la segunda pregunta tenemos que definir primero la regla de oro.
Esta regla nos quiere decir que el valor de k, del estado estacionario que maximiza

el consumo se le llama la regla de oro de la acumulaciébn de capital y lo
denotaremos con k°*°,

Para encontrar el stock de capital que se refiere Phelps, lo primero que debemos
hacer es encontrar el estado estacionario de la ecuacién de Solow-Swan, por lo que

ki =0. Por lo que si reescribimos la ecuacion, teniendo en cuenta que el ahorro es

10 , - . -
Asi es como lo llama Phelps (1961) cuando hace referencia a la tasa de ahorro que maximiza el
consumo en el estado estacionario.

15
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igual a la produccion menos el consumo. Para expresar al consumo de estado

estacionario E:t, con funcion del capital en el estado estacionario.
0=f(k)-c, -G +nk’ — c =Ffk)-G+nk ..(¥F).

La ecuacion [W] nos dice que el consumo en el estado estacionario, es igual a la
produccion menos la depreciacion. Esto quiere decir que un aumento del capital

aumentara f(k), el consumo en el estado estacionario y por ultimo aumenta la
cantidad de maquinas utilizadas en la produccion, de esta manera se afecta a

& +n)k’ .

Para encontrar la regla mencionada ahora tenemos que maximizar el consumo en el
estado estacionario con respecto a k;’, entonces derivando a ¢, de la ecuacion (¥ ),

con respecto a k; .

La regla de oro de acumulacién de capital
{r+ dx

¥

g

Fy

ki

¥

Como se puede apreciar en el grafico y en la ecuaciéon (Q), expresa la pendiente de
la curva, donde el punto de distancia entre las dos curvas es méaxima y determina el

consumo de oro (¢ °). Pero para alcanzar este punto es necesario encontrar el
ahorro que haga que en el crecimiento estacionario sea precisamente k.

Ahora analicemos que pasa con la economia segun el grafico si tenemos un stock
de capital superior a k™, entonces en este punto la economia se encontrara en un
estado ineficiente.

Ahora ya estamos en condiciones de responder la segun da pregunta, pero tenemos
gue analizar también la relacion existente entre el stock de capital y el consumo de
estado estacionario. Para ello analizaremos la derivada parcial del consumo con
respecto al stock de capital por trabajador.
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1
oA |t
n+o

B A —(n+8)>0 - k {
ok,

Esta ecuacion nos dice que el stock de capital por trabajador es menor al capital de
la regla de oro, el consumo aumenta con el stock de capital.

1
aA }1—11

ait=ocAk:°“1—(n+8)=O — k :[n+6

ok,

1

., . . . A o .
Esta ecuacion nos dice que el stock de capital es igual a (a—aj al capital de la
n+

regla de oro por lo que hace que el consumo sea maximo.

1
aA }M
n+o

a—C‘—ocAk:“"l—(n+6) <0 - k >{
ok,

Esta ecuacion nos dice que el stock de capital es superior al de la regla de oro por
lo que el consumo disminuye cuando el capital aumenta.

En el siguiente grafico se muestra la relacion que hemos encontrado entre el capital
del estado estacionario y el consumo de las familias. Este grafico describe las tres n
ecuaciones anteriores.

aA
n+o

incentivar el ahorro (lo que hard que aumente la inversion) llevado a un menor
consumo a largo plazo de las familias.

: L : . o
Si la economia tiene un stock de capital superior a ( j , entonces se

Por lo que si el stock de capital de la economia se encuentra ha la derecha del
capital de la regla de oro, entonces existe una relacion inversa entre consumo y el
stock capital, por tanto mas capital involucra menor consumo a largo plazo y por
tanto un meno por bienestar de la sociedad.

17
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Si la economia tienen un stock de capital superior al de la regla de oro y se reduce
el ahorro, y con ello el capital per capita el consumo aumentara.

{m+ d)k,

,

PBIl per capita g, Pendiente =d+n -

,

YOl aidaleiatddl )

D e o = = -

Fy

5, F&,)

0 i Gre [ Stock de E'apital
! per capita

Podemos apreciar en el grafico que la pendiente en el punto y°°; k°° es igual a la
suma de la tasa de crecimiento de la poblacion y la tasa de depreciacion. Por lo que
para este stock de capital se obtiene el maximo consumo que puede obtener la
familia.

Si la economia tiene un ahorro mayor, que la regla de oro s', donde el punto es c*;
y*, entonces obtendra un menor consumo que la regla de oro. Si la tasa de ahorro
disminuye y pasa de s' a s°° , entonces el consumo de largo plazo aumenta desde

c*ac®.

Podemos apreciar este efecto del consumo de largo, donde existe la reduccion de la
tasa de ahorro de la economia.

Variacion del consumo ante una reduccién de “s”

Reduccidn de "s"

W

0 t

. . +Ol .
A largo plazo la economia convergera a k ¢, donde el consumo es superior y
también es superior k. Entonces si la economia encuentra un kS, entonces

18
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reducimos la tasa de ahorro a un s°° y con esto consegui aumentar el consumo en
todos los momentos del tiempo.

IVIl. La Velocidad de Convergencial

Siguiendo a Sala-i-Larain (2000) la velocidad de convergencia, hacia el estado
estacionario se puede definir, Como el cambio el cambio en la tasa de crecimiento,
cuando el capital aumenta en uno por ciento. Para lo cual se tiene que regresar al
modelo sin progreso tecnolégico y utilizando la funcién de produccion Cobb-Douglas.
La velocidad de la velocidad de convergencia esta representado por la letra “[3".

o«

p=- aLog(k,)

Para calcular la tasa de crecimiento como funcion de Log(k;), vamos a realizar un
artificio:

K —gt) N Klﬂ — @ (@ DLrk) N Ak’m — Ag (@ dLrto) ©)

Recordando la ecuaciéon fundamental de Solow-Swan:

ke =SAK® —(n+58)k - l:(t=S.Akta_l—(n+5)...(8)

t
Reemplazando la ecuacion (®) en la ecuacion (g) tenemos:

v, =sAe @ _(n435)

Derivando esta expresion con respecto al Ln(k;) tenemos:

B=|l-a)sAe | 5 B=(1-a) e
M

Sabemos que en el estado estacionario la tasa de stock de capital es nula (y«=0),
por lo que n+& = sA(k™®)™.

M

¥
* Fr=0—n+d= 4

I-

Curva de Depreciacidn (7 + &)

Fr
E\Q *
I kT

1Curva de Ahorro
|

~
g

k)
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Entonces la velocidad de convergencia es:
B'=(1-a)n+3)

Otra forma de obtener la velocidad de convergencia es linealizar el modelo de
Solow-Swan y mediante la aproximacion de Taylor de primer orden de

ke k, =s.Ak* ™ —(n+38) alrededor de Log(ki*) se obtiene:

1 =-(1-a)sAe " Log (k) — Log (k)]
H_/
7 =—(-a)(n+8)[Log(k,) - Log(k )]... ()

Esto quiere decir que el crecimiento del capital esta inversamente relacionado con el
nivel de capital inicial.

Aplicando la derivada de la ecuacién (w) con respecto al Log(k;), tenemos la
velocidad de convergencia.™

4—@3—7—@—aXn+8)

B = aog(k) =

Si A=1, 06=8%, n=1.6%, 0=0.3, entonces reemplazando en la velocidad de
convergencia. 3 = 6.72% anual.

Esto quiere decir que cada afio se cubre el 6.72% de la diferencia existente entre el
capital inicial (ko) y el capital en el estado estacionario (k*).

Si observamos la ecuacion (w) es una ecuacion diferencial en Log(k;) cuya solucién
es:

Log(kt) = (1_ eiﬁt)l-og(kt*) +e™ Log(kt)

Y si en el momento “t” para el cual el Log(k;) se encuentra en la mitad del camino
entre ko y k¢*, se satisface la condicién e® = 1/2 y tomando logaritmo a ambos lados
y despejando “t” tenemos que el tiempo de convergencia (tiempo que tarda en
recorrer la mitad del camino) es:

_Ln(2)

B *
Por lo que esta velocidad implica la mitad de la distancia entre ko y k*; desaparece
en un tiempo de convergencia de:

t =Ln(2)/ 0.0672 = 10 afios

t

11 . . . L . ,
El lector puede verificar si consideramos un progreso tecnoldgico exdgeno, tenemos que la
velocidad de convergencia es * = (1 - a)(n + 6 + Q).
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IVIIl. Simulacién del Modelo}

Para simular el modelo tenemos que establecer los parametros:
A=1

6 =0.08
a=0.6
n=1.6%
s0=0

En la hoja de calculo escribimos los siguientes parametros:
En la celda A2: A
EnlaceldaB2: 1

En la celda A3: 8

En la celda B3: 0.08
En la celda A4: a

En la celda B4: 0.06
En la celda A5: n

En la celda B5: 1.6%
En la celda A6: s()
En la celda B6: 0

Parametros del Modelo
A= 1
0= 0.08
a= 0.6
n= 1.06%
S(0) = 0

En la celda A8: t

En la celda B8: kx
En la celda C8: y=*
En la celda D8: c*

Al > J= | Parametros del Modelo
V| yi B C O E
1 |Par.imetm5 del Mndeloll
2 A 1
2 i) 0.08
4 o 0.6
3 n 1.06%
6 s(o) 0
7
S =3 kt ?t ct

En la columna A correspondiente al tiempo:

En la celda A9: O
En la celda A10: A9+0.05
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Seleccionemos la celda A9 y cojemos con el puntero el borde inferior de la celda (la
cruz) + Ctrl y arrastramos hasta la celda A29 (es la celda donde la tasa de ahorro
alcanza el 100%, esto significa que todo se ahorra y no existe consumo).

En la columna B correspondiente al capital por trabajado en el estado estacionario:
En la celda B9: =((A9*$B$2)/($B$5+$B$3))"(1/(1-$B$4))
1

SA )i
ue es la formula: k* =
Q & (n+8j

Seleccionemos la celda B9 y cojemos con el puntero el borde inferior de la celda (la
cruz) y arrastramos hasta la celda B29.

En la celda C9: =$B$2*B9\($B%$4)
Que es la formula: y; = Ak.*

Seleccionemos la celda C9 y cojemos con el puntero el borde inferior de la celda (la
cruz) y arrastramos hasta la celda C29.

En la celda D9: =C9*(1-A9)
Que es la formula: ¢, =y, (1-3)

Seleccionemos la celda D9 y cojemos con el puntero el borde inferior de la celda (la
cruz) y arrastramos hasta la celda D29.

S k* y* c*
0.00 0.00 0.0 0.00
0.05 0.23 0.4 0.39
0.10 1.28 1.2 1.04
0.15 3.53 2.1 1.81
0.20 7.24 3.3 2.62
0.25 12.65 4.6 3.44
0.30 19.95 6.0 4.22
0.35 29.33 7.6 4.94
0.40 40.96 9.3 5.57
0.45 54.98 111 6.09
0.50 71.55 13.0 6.48
0.55 90.80 15.0 6.73
0.60 112.86 17.0 6.82
0.65 137.87 19.2 6.73
0.70 165.93 21.5 6.44
0.75 197.17 23.8 5.95
0.80 231.69 26.2 5.25
0.85 269.60 28.7 4.31
0.90 311.02 31.3 3.13
0.95 356.03 34.0 1.70
1.00 404.74 36.7 0.00
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= Podemos apreciar en nuestro cuadro la tasa de ahorro que hace maximo el
consumo (regla de oro) es 0.6, donde se obtiene un consumo de 6.82 unidades
monetarias.

# Si graficamos el consumo mediante el grafico de lineas con marcadores,
podremos apreciar el maximo consumo que se obtiene con el s°° (0.6).

Tasa de Ahorro de la Regla de Oro

c*
8.00 -
7.00 -
6.00 - Tasa de ahorro
5.00 - Optima (Soro)
4.00 A
3.00 - La tasa de ahorro
2.00 - que maximiza mi
consumo es s=0.6
1.00 -+
0.00 -~
100 J 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00
——cC*

Transmision de s > s°°

Oromn

En una nueva hoja que llamaremos “s > s™" copiaremos el cuadro de parametros,
pero esta vez cambiaremos la tasa de ahorro inicial por 0.8

Parametros del Modelo
A= 1
0= 0.08
a= 0.6
n= 1.06%
S) = 0.8
S(ro) = |005

En la celda A8: tiempo
En la celda B8: ks

En la celda C8: y*

En la celda D8: c*

En la celda E8: k™e/(1+n)

23



Cesar H., Antunez Irgoin | Simulacién del Modelo de Solow - Swan

B6 - { £ | 0.8
@ oA | B | c E F G H
1 Parametros del Modelo
2 A 5
3 5 0.08
4| @ 0.6
5 n 1.06%
& s 08|
7 Sfoma) 0.6
5 tiempo K~ ¥y o

K] r.H'[. Regla de Oro J'S:rs.{nm}/':‘i{;ro}r*ﬂ)T

En la columna A correspondiente al tiempo:

En la celda A9: 0

Seleccionemos la celda A9 y cojemos con el puntero el borde inferior de la celda (la
cruz) + Ctrl y arrastramos hasta la celda A109 (el minimo de observaciones es 100
para una simulacion).

En la celda B9: =($B$6*$B$2/($B$5+$B$4))N(1/(1-$B%$4))
1

Sorolp\ 1o
n+o

Que es la formula: k; =(

En la celda B10: B9+E10
Seleccionemos la celda B10 y cojemos con el puntero el borde inferior de la celda
(la cruz) y arrastramos hasta la celda B109.

En la celda C9: =$B$2*B9"$B$3
Que es la formula: y, = Ak.*

Seleccionemos la celda C9 y cojemos con el puntero el borde inferior de la celda (la
cruz) y arrastramos hasta la celda C109.

En la celda D9: =C9*(1-B6)
Que es laformula:c; =y, (1-s,)

En la celda D10: =C10*(1-$B$7)
Que es la formula: ¢, =y, (1-s"°)

Seleccionemos la celda D10 y cojemos con el puntero el borde inferior de la celda
(la cruz) y arrastramos hasta la celda D109.

En la celda E10: =($B$7*C9-($B$5+$B$3)*B9)/(1+$B$5)

s”° y:—l -(n+d )kt*—l

Que la formula es:
1+n

Donde uno entre uno mas “n” es el factor de correccion para hallar la tasa de
crecimiento.
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Seleccionemos la celda E10 y cojemos con el puntero el borde inferior de la celda
(la cruz) y arrastramos hasta la celda E109.

& Si graficamos el consumo mediante un gréafico de lineas podremos ver el mismo
grafico que el de la pagina 18.

Consumo (s{o)<s*oro)
£, 120 -

100 -

B0 -

o
4.0

20 -

I

0.0 T T T T I T T T T T T i T T T T i T T i T i i el

13
17
21
25
29
33
a7
57
61
G5
]
73
77

41
45
44
53

21

B85

29

a3

a7
101

—

En el grafico se puede apreciar el descenso del consumo y su recuperacion
convergiendo a C*gro.

Transmision de s

En una nueva hoja que llamaremos

0I’O>S

u0ro
S

pero esta vez cambiaremos la tasa de ahorro inicial por 0.3

Parametros del Modelo
A= 1
0= 0.08
a= 0.6
n= 1.06%
S) = 0.3
S(ro) = |005

En la celda A8: tiempo
En la celda B8: k=
En la celda C8: y=x
En la celda D8: cx

En la celda E8: k™e/(1+n)

> s ” copiaremos el cuadro de parametros,
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4 A i B G D E F G H

1 Parametros del Modelo

2 A 1

3 & 0.08

4 o 0.6

5 n 1.06%

6 (0] 0.3

T Sjora) 06

o tewo | v o |

4 4 » M| RegladeOro .~ 5>5(oro} | S(oro)>S . Tasi KNl 1l I |

En la columna A correspondiente al tiempo:

En la celda A9: 0
Seleccionemos la celda A9 + Ctrl y cojemos con el puntero el borde inferior de la
celda (la cruz) y arrastramos hasta la celda A109.

En la celda B9: =($B$6*$B%$2/($B$5+$B$3))"(1/(1-$B%$4))
1

s"° A\ta
n+o

Que es la formula: k; =(

En la celda B10: B9+E10
Seleccionemos la celda B10 y cojemos con el puntero el borde inferior de la celda
(la cruz) y arrastramos hasta la celda B109.

En la celda C9: =$B$2*B9"$B$4
Que es la formula: y, = Ak.®

Seleccionemos la celda C9 y cojemos con el puntero el borde inferior de la celda (la
cruz) y arrastramos hasta la celda C109.

En la celda D9: =C9*(1-B6)
Que es la formula:c, =y, (1-s,)

En la celda D10: =C10*(1-$B%$7)
Que es la formula: ¢, =y, (1-s"°)

Seleccionemos la celda D10 y cojemos con el puntero el borde inferior de la celda
(la cruz) y arrastramos hasta la celda D109.

En la celda E10: =($B$7*C9-($B$5+$B$3)*B9)/(1+$B3$5)

s”° y’:—l -(n+d )kt*—l
1+n

Que la formula es:

Donde uno entre uno mas “n” es el factor de correccion para hallar la tasa de
crecimiento.

Seleccionemos la celda E10 y cojemos con el puntero el borde inferior de la celda
(la cruz) y arrastramos hasta la celda E109.

# Si graficamos el consumo mediante un grafico de lineas podremos la evolucién
del consumo per capita.
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Consumo (s*oro<s{o))

6.0

5.0

4.0

3.0

20

10 4

00 -

69
73
77
81
85
84
a3
a7
101

Una tasa de ahorro superior s° significa que la economia se encuentra a la
derecha de la regla de oro, en dicha zona existe una ineficiencia dinamica.

La Velocidad de convergencia:

Si A=1, 5=8%, n=1.06%, a=0.6, entonces reemplazando en la velocidad de

convergencia. 3 = 3.62% anual.
B'=(1-a)n+3)

El tiempo de convergencia es:
_Ln(2)

k3

t

=Ln(2)/ 0.0362 =19 afios

El nuevo 3 corregido es:

(1—a)(n+3)

=0.0362/(1+1.06%)= 0.036
1+n

B=

Tasa de Crecimiento:

En una nueva hoja que llamaremos “Tasa de crecimiento” aumentaremos a los
parametros ya conocidos el nuevo [ corregido y eliminaremos la tasa de ahorro

inicial s).
Parametros del
Modelo
A 1
o 0.08
o 0.6
n 1.06%
S(oro) 0.6
B 0.036

En la celda A8: t
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En la celda B8: k=

En la celda C8: y=*

En la celda D8: k”e/(1+n)

En la celda E8: yx

En la celda F8: k_hut_aprox
En la celda G8: yx aproximada

En la celda H8: Diferencia

E15 - £ |
4 A B c | D |t F _ G _ H
1 Parametros del Modelo
2 A 1
3 [ 0.08
4 | o 0.6
5 n 1.06%
& Sjora) 0.6
7 B 0.036
2 t | K ¥R+ I :% ‘k_hl-ﬁ._awqu Yk aproximada | [
M 4 » ¥ ~5>5(or0) . S(oro)>5 | Tasa de Crecimi( Kl T

En la columna A correspondiente al tiempo:

En la celda A9: 0
Seleccionemos la celda A9 + Ctrl y cojemos con el puntero el borde inferior de la
celda (la cruz) y arrastramos hasta la celda A109.

En la celda A110: EE(Equilibrio estacionario)
En la celda B110: ='Regla de Oro''B21 (capital de la regla de oro)
En la celda C110: ='Regla de Oro'!C21 (ingreso per capita de la regla de oro)

En la celda B9: =B110/2

En la celda B10: =B9+D10

Seleccionemos la celda B10 + Ctrl y cojemos con el puntero el borde inferior de la
celda (la cruz) y arrastramos hasta la celda B109.

En la celda C9: =$B$2*B9"$B$4
Seleccionemos la celda C9 y cojemos con el puntero el borde inferior de la celda (la
cruz) y arrastramos hasta la celda B109.

Que es la formula: y, = Ak*

En la celda D10: =($B$6*C9-($B$5+$B$3)*B9)/(1+$B$5)

s y’:—l B (n +90 )kt*—l
1+n

Seleccionemos la celda D10 + Ctrl y cojemos con el puntero el borde inferior de la
celda (la cruz) y arrastramos hasta la celda D109.

Que la formula es:
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En la celda E10: =(D10/B9)*100

Que la formula es: (l.(t/ k, ,)* 100

Seleccionemos la celda E10 + Ctrl y cojemos con el puntero el borde inferior de la
celda (la cruz) y arrastramos hasta la celda E109.

En la celda F9: =LN(B9/B110)

k oro

"
Que la formula es: Ln( ! J

En la celda F10: =F9*(1-$B$7)
Que la formula es: vy, (1- B)

Seleccionemos la celda F10 + Ctrl y cojemos con el puntero el borde inferior de la
celda (la cruz) y arrastramos hasta la celda F109.

En la celda G10: =(F10-F9)*100
Que la formula es: (k _hut _aprox,,, —k _hut _aprox,) * 100

Seleccionemos la celda G10 + Ctrl y cojemos con el puntero el borde inferior de la
celda (la cruz) y arrastramos hasta la celda G1009.

En la celda H10: =G10-E10
Que la formula es: (y, —y aproximada )

Seleccionemos la celda H10 + Ctrl y cojemos con el puntero el borde inferior de la
celda (la cruz) y arrastramos hasta la celda H109.

& Si graficamos la tasa de crecimiento del capital por trabajado exacta y
aproximada

3.50 -

. Tasas de Crecimiento de k

3.00 4
2.50 A
2.00 4
1.50 A
1.00

0.50 -

0.00 T T T T T T T T T I T T T T T T T T T I T I T T T T T T T T
1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 52 £F £1 65 £9 73 77 81 85 89 93 o7 f

Exacta Aproximada
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& Si graficamos los errores (la tasa de crecimiento aproximado menos la real).

po

0.10

0.05

0.00
-0.05
-0.10
-0.15
-0.20
-0.25
-0.30
-0.35
-0.40

-

Errores

5 9 1717 21 25 29 33 37 41 45 49 53 57 61 65 69 V3 77 B1 B5 89 93 97 ¢

Diferencia
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