An sketch about a possible reproduction and
accumulation sraffian theory

Reading the Sraffa’s boolProduction commodities by means
commoditiest is difficult to conclude that the Italian ecanist have a
reproduction theory of economic just as have Manhis bookThe
Capital. But this theory is only implicit question in himok but is
necessary to develop it. This article it is anmatieto go as far as is
possible to create an reproduction and accumulat@affiantheory.

by Antonio Mora Plaza.
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Esbozo de una teoria de la reproduccion y acumulacion
a partir de Sraffa

De la lectura de la obra de Piero Sraffa Producde&mercancias por
medio de mercancias no pareciera posible obtenzrtenria de la
reproduccion y acumulacién semejante a la que tMaex en sus
escritos. Sin embargo, en el libro del italiano aplicita una teoria
de la reproduccion simple que puede ser extendigwdeoria sobre la
reproduccion ampliada. Este articulo trata de taeda luz.

por Antonio Mora Plaza

palabras clave: Sraffa, produccién, reproducciéanalacion.

AMP Una teoria de la reproduccion a partir de @raff 06/10/2010 - 6:56 -1/16



ESBOZO DE UNA TEORIA DE LA REPRODUCCION Y
ACUMULACION A PARTIR DE SRAFFA

Piero Sraffa
araffa i Pl

£

por

Antonio Mora Plaza

n
2y, =w LA +r)2 px;  desde j=1 a j=n
i=1
py=0+R VX pixy desde j=1 a j=n
" I jm
EP,'.V,_ Z E.n,i.'l'.g.l= 1
.l' =1 =l i=1

Xi=1
1

AMP Una teoria de la reproduccion a partir de @raff 06/10/2010 - 6:56 -2/16



ESBOZO DE UNA TEORIA DE LA REPRODUCCION Y
ACUMULACION A PARTIR DE SRAFFA

Antonio Mora Plaza

Leyendo literalmente la obra de Sraffiabduccion de mercancias
por medio de mercanciaso podria decirse que tiene el economista
italiano una teoria explicita de la reproduccionmenos aun, de la
acumulaciéon, como tiene, por ejemplo, Marx. Sin argb su modelo
lo es de equilibrio general y tiene por ello unari explicita de, al
menos, reproduccion simple. Lo tiene por los sigige motivos: a) en
la ecuacion que define su sistema -que luego veremo estan
fechadas ni sus variables ni sus supuestas coestétia razon-patron
R interrelaciona los medios de produccion con laglpctos finales en
terminos fisicos y esto exige dos momentos difesedel tiempo; ¢) la
mercancia-patron se calcula a partir de unos niglgores que, al
igual que la razén-patron, interrelaciona mediogrgductos que no
pueden ser simultaneos; d) la matriz de requertmseA=XY" que
relaciona también medios y productos se suponetaitesa o largo
del tiempo, incluso cuando llega Sraffa a la reducalel capital a
trabajo fechado; e) la propia aplicacion del te@dterron-Froebenius
exige una matriz de requerimientdssarada en el tiempo para obtener
un vector de precios no negativos. Se podria af@giim argumento
mas, pero quiza seria redundante. Ademas, cuaiadi@a 8os sefala el
tipo de economia (modelo) objeto de analisis nos én el prefacio
que: ‘La investigacion se ocupa exclusivamente de aaella
propiedades de un sistema econOmico que no depeiedeariaciones
en la escala de produccién o en las proporcionefoddactores’. Es
verdad que la diana a la que apunta es el marginaJipero con ello
esta suponiendo -quiza sin querer- o rendimierdostantes a lo largo
del tiempo o reproduccion simple o ambas cosash&mo, en la
ecuacion que define el sistema en la reproducdidple se pueden
despejar los precios (Unicos) en funcion del restdas variables. No
hay originalidad en todo esto, pero si creo quéndg si se logra
demostrar que los modelos que Sraffa va exponiguakgndo por la
produccion sin excedente, con excedente, la redimica trabajo
fechado, la produccidon conjunta, la diferencia@éitre bienes basicos
y no basicos, y la produccién con capital fijo,sabe en cualquier caso
de la reproduccion simpleSe puede presentar ese recorrido por sus

! Pag. 11 de Produccién de mercancias por medio de mercancias (en adelante
PMPM).
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esquemas como un caso particular de un modelo medwccion y
acumulacién parecido pero distinto al de Marx, gsiepor otro lado, al
gue mas se parece, y ello a pesar de que unodratajlo que llama
precios de producciénSraffa) y el otro con valores-trabajo (Marx).
No es este el momento, pero no me resisto a afiguarel italiano no
tiene justificacion en llamarles precios de prodtg/ en el aleman
los valores-trabajo da lugar a una definicion aeitede la explotacion
en lugar de una ley econdmica. Sélo en el intetesan apéndice B
se ve obligado Sraffa a hablar explicitamentemteductos no-basicos
que se auto-reproducth No es que Sraffa se negara a admitir que su
modelo implica la reproduccion simple, sino quejadgue su interés
se centraba en la distribucion, dejo, digamos, sojesquema. Nada
gue objetar, porque hasta los genios deben pasadescansar. Los
simples mortales vamos a tratar modestamente depletan su
esquema.

Reproduccién simple Vamos a entrar directamente en la
reproduccion simple haciendo explicitos el sistel®aecuaciones que
pueden definirla. Por supuesto que éstas no hanedadjidas al azar
sino tras algunos intentos de comprobar si la rinesh no traicionaba
el modeloesrafianooriginal. Son estas las ecuaciones:

(1) FexnYorn T Faa X = @+ g)[Pka +WLk]
(2) Fe kYo kn T Raa X = @+ gy ) B X,
(3) Xl =Xy Bu=R=P

(3 bis) Z Xirrjj = Z X, Ppara todoi=lan
j=1 j=1
(4) R kYol =1
(5) LI =LI=1
La ecuacion (1) es la akefinicion del sistemg se ha diferenciado los

bienes no-basico¥:... que aqui vamos a llamde consumosea cual
sea el consumidor y que son aquellos que se comsamel periodo

2En mi opinién son solo precios de intercambio porque Sraffa no tiene una teoria de
costes ni una funcién de costes. Llamarlos precios de produccioén induce al error.
% Pag. 125 de PMPM.
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considerado (por ejemplo, un afo) y no son medoprdduccion;
Ycxa €S Una matrino cuadradamxn y Pcy.: €S Su vector de precios
1xm. Xy.+1, pOr su parte, es la matriz de bienes basieos pero que
aqui los consideramos como medios de produccidéduprdos. Ello
supone quiza forzar las definicionesrafianasde bienes basicos y no-
basicos, pero no queda otro remédireo, a pesar de todo, que no
supone traicion al menos a su espiues el vector de precidsn,
gue es comun a los medios de produccidon como préakictos finales
gue sirven para producir; este vector de preciosmgeece constante a
lo largo del tiempo, por lo que hemos omitido leerencia temporal.
Por ultimo, X, es la matriz de medios de produccrium. Se hapre-
multiplicadotambién er{l) la masa salarialL por la tasa de ganancia
g, a pesar de que Sraffa suele trabajar con lo glleneh salariopost-
factum Hoy dia eso es inadmisible y la razon de trabagar-y que
procede de Ricardo- esta mal justificada por éhita’. No obstante,
los resultados son esencialmente los mismos, smocqn un factor
(1+g) pegado av. Que la matrizYc ... seano cuadrada se ha hecho en
aras del realismo, porque que el nUmero de mem@srihdy bienes y
servicios) destinadas al consumm €n Yc,.,) sea igual al numero de
mercancias destinadas a la reproduccion de lososgden X1y Xy)
esun sucesaasi imposible. La ecuaci@®) surge de hacer cero la tasa
de salariosv. La (3) es la ecuacion estratégica de este modelo. En ella
se expresa la igualdad entre el total de los meatkgsroducciorX, en
términos fisicosde un periodo y los productos finales de medios de
producciénX,.; del periodo siguiente, también en términos fisiéss.
decir, el sistema se reproduce asi mismo solo snmedios de
produccién, mercancia a mercancia, en el totabsleséctores. Insisto
gue no se exige que cada sector produzca la mismadad de
mercancias periodo a periodo, sino que la iguaidadke parda suma
de todos los sectores (pero mercancia a mercafcial) modelo se ve
muy rigido, vale con que se cumpla la ecuacionéemihos devalor
PX,+11=PXyl, dondel es el vector de unaos1l. No obstante, en mi
opinidon debe mantenerse la ecuacion tal y comoess{d), es decir,
como suma en términos fisicos de todos los sectges cada
mercancia por dos motivos: a) porque creo que essat@rde con el
espirituesrafianoque se desprende de su obra; b) porque hacerlo en

*Schefold ha hablado de abandonar la distinciéon de bienes basicos y no-basicos
porque traen mas complicaciones que dilucidan conceptos.

®Y no solo por Sraffa sino por todos los economistas posteriores. Se ha confundido la
forma de calculo (que es lo que hace Sraffa) con cuando se cobran los salarios (que
es lo que cree Sraffa que hace).
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términos de valores, es decir, coPX,..1=P.XI, se corre el peligro de
llegarséloa una igualdad total y tautoldgica endemanda agregada

en términos de valor (derivada de las rentas s#dary las ganancias)

y oferta agregadacomo suma, en términos de valor, de los bienes de
coNsSumoYc,.; Mas los bienes finales de producc¥,. Insisto que el
peligro es acabar en una igualdad contable en ldgarn equilibrio
derivado de leyes econdmicas.

El sistema es deeproduccién simpleporque lo que indicét) y
(3) es que con las rentas obtenidas por la vent4,dé se compran
nuevamente medios de producciéon para el periodoesitg, que son
idénticas siXy+1l=Xy+ol; alternativamente pueden serlo en términos de
valor y por el total, si hacemos que se cumpK..=PXyl. Las
ecuacione#4) y (5) son los numerarios que se van a aplicar y queno s
han elegido al azar precisamente. Hemos dejado Ipatdtimo la
explicacion sobre el periodo temporal que llevanredto de las
variables. En la ecuacion que define el sistemadlja diferenciado el
periodok+1l donde se obtienen los bienes de consi¥yg: y de
productos finales de medidg,; -asi como sus respectivos precios- de
los periodos de las variablegy X, del lado derecho de la ecuacion y
gue se supone que entraron en la produccion erniodp anteriok.
No obstante, dado que estamos en la reproduccidmplesi las
referencias temporales desaparecen porque se sup@ndanto el
trabajo como los medios de produccion se repitendiégrentes
periodos, asi como los productos de cons¥Mmabas tasas de salano
y de gananciay permanecen constantes en el modelo. Queda claro
pues, que la (3) es una ecuaciéon de comportamignéo permite
alternativas, es decir, que es una ley econdémicao yuna mera
definicion. De la ecuacioned) y (2) sale la ecuacién explicita de
precios de medios y productos finales.

_(d+gw -1
() gvw—9 =%

® Eso pas6 con la demanda agregada de origen keynesiano, y el propio Keynes y
epigonos se enfrascaron con conceptos como la demanda ex-ante y ex-post para
evitar la tautologia.

"No hay que confundir que lo sea o0 no de produccién simple o conjunta. En este caso
podria valer para ambas, porque nada se ha dicho sobre la matriz Y de productos
finales de medios de produccion: si no fuera diagonal habria también en estos
productos produccion conjunta- aparte de los bienes de consumo Pc- y si Y fuera
diagonal lo seria de produccion simple para estos productos.
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Una vez calculada Ig), del conjunto den+2 ecuaciones que van de la
(3) a la(5) mas lasn ecuaciones dé&) nos da, todo ello, la ecuacion
fundamental de este sistema:

— du—9
@ YT+ 9),

iSi reemplazaramog, por la razon-patroresrafiana R, seria la
ecuacion fundamental de Sraffa de esta razon gersionpre-factum

en el pago de salarios! Es por supuesto una amalpgésto qu® no
saldria de este conjunto de ecuaciones ni aun ouaiiadiéramos la
ecuacionPX,.1=(1+R)PX, porque ello exigiria un numerario tal como
PXi+1l-PX =1, cosa queno hemos hecho y que no podriamos hacer
porque ya hemos tomado como numer&d,Yc...1 en(4), cosa que ha
sido imprescindible para llegaitaaecuacion (7)O lo uno o lo otro.

Frontera salario-gananci€ambiando de tema, esta ecuacion es
ademas la frontera de salarios-ganancias con putgogorte en
w(g=0)=1 y g(w=0)=gu. La funcion (7) entre tasa de salario y de
ganancia como variables es crecientemente dectecipoesto que
tiene la primera derivada negativa y la segundéipaslLa (7) implica
otra ecuacion que no hemos hecha explicita, queras sigue:

(8) P Yo il = WL I +g(wlh |l + B X, 1)

La (8) nos dice que las rentas totdldel lado derecho de la ecuacion,
es decir, las derivadas del trabajo mas las gamsasobre las masa de
salarios y medios de produccidde(mand® han de comprar todos -
pero solo- los medios de consume..Yc.l (Ofertd). Es la segunda
ecuacion de equilibrio del sistema, complementemia la(3), pero en
términos de valor, es decir, corRX.1l=PX,l. Con ello completamos
la reproduccion simple. Podemos enunciarlo @siposible sistema de
equilibrio y reproduccién simple esrafiano es agesl el que el
conjunto de todos los bienes de consumo son compradn el
conjunto de las rentas del trabajo mas las ganam@mpresariales y
gue, complementariamente, el valor de los produdioales se

8 No se puede llegar sé6lo a una ecuacion como R.Yz =WL+g(WL+PX) a partir sélo
del sistema de ecuaciones original.
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destinan integramente a comprar los mismos proguctono medios
de produccion.

Reproduccion ampliadd®ebemos avanzar porque lo dicho hasta
ahora esta implicito en la obra de Sraffa, aundum® @udiera llegar a
(7) ni a definir explicitamentg). Ahora si nos adentramos en terrenos
no explorados por el genial italiano, porque vamasiponer dogsas
de acumulacion(o de reproduccion ampliada) del sistema. Una -
llamémoslav- en la reproduccion de los medios de producignotra
-que seral- para la reproduccion de los bienes de consvimémbos
hechos quedan reflejados en las ecuaciones quensigu

(9) Xyl =@+v)xX,1 conv>0

©@bis) Yol = @+U)XY,, I conv>0

En (9) el sistema ya no simplemente se auto-reproduce gsie deja el
margenvX,l destinada a aumentar los productos finales deaneti
produccionXy.il por ese misma cantidad fisica para todas los medio
de produccién del conjunto de los sectores. Adesgagumentan los
bienes de consumo fin}, un porcentaje igual & Alternativamente -

y al igual que antes- podemos suponer que el sksssMmacumula en
términos de valor, aplicande a PX,l directamente para obtener
PXk+1| =(1+V)ka| yu aPCKXCKl Y NOS dd:)c,k+1Yc,k+1:(1+U)Pc,kYC’k. Como
curiosidad podemos anadir que la diferencia anye es un indice de
productividadno laboraf del sistema. Si ahora resolvemos el conjunto
de ecuaciones originales, pero sustituyends)lpor la(9) y (9 bis),nos

da la significativa ecuacion:

L _@+u)x(g,-0)
(10 1+ )% (9, - V)

donde vemos qu€10) se diferencia deg7) en que el segundo
multiplicando del denominador ya no gg sino guw-v y que en el
numerador aparece un nuevo multiplicandeuj. La tasa de ganancia
se obtendria d@o):

°No laboral dado que no interviene explicitamente L.
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gy @+u-w)-vw
1+u+w(g,—V)

(11) 9=

Despejando ahoila tasa de acumulaciofo de reproduccion):

= Gul@+gw-1-u]+g@+u)
1) L+g)w

Y la tasa de crecimiento de los bienes de consumo:

4= @u=vla+gw-1|
du—9

Uno de los mantras de la teoria del crecimient@ldsica es que, bajo
ciertas condiciones, la tasa de crecimiento de eoa@nomia es
proporcional (incluso igual) a la tasa general deagcia del sistema.
No entramos si la realidad se adecua a esta cabhtlueoclasica
porgue la realidad -y mas la actual- la ha dejastidh de muerte. En
el modelo esrafiano no existe proporcionalidadc@aimos la primera
derivada d€12)y a pesar de su terrible aspecto, queda:

dv _ (L+u)x(g, - 9)
dg (1+g)°w

(13) >0 sigy>9

La segunda derivada es:

dv __@+u)x(@+g,)

(14) dg2 (1+ g)3W < O

Es decir, la primera derivada positiva y la segunégativa significa
qgue la funcidn (12) es decrecientemente creciente. Ademas, su

crecimiento se detiene tangencialmente con la:raeté+g,,)/W que
es, por lo tanto, su tope maximo. Los puntos die mn:

conv>0 si w<l+u

_ - Gu(w-1-u)
(15) v(g=0) == W
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g(V:O) — gM (1+U_VV)

cong>0 si w<l+u
(16) 1+u+wg, :

En el caso que nos ocupa, la ecuacion de repramuctl| sistema
equivalente a Ig) de la reproduccion simple seria como sigue:

(17) @+u)P. Yo I =(g-Vv)B X, I + 1+ g)wLl

donde el lado derecho de la ecuacion son las gesapcalarios que
van a demandar los bienes de consumo (lado izap)ie®k puede
observar en(17) que las ganancias derivadas de los medios de
produccion ¢-v)PX,l son menores que €8) -que erargPX,l- por la
necesidad de dedicar parte de ellaBX(l) en (9) a aumentar la
demanda de productos finales de medios de produigig. Por ello,
ahora las ganancias correspondiente a la masaakaat | han de
servir para compensar esa menor demanda.

Generalizacién.lUna generalizaciéon del sistemardproduccion
simplede origen esrafiano vendria dado por el sistenecdaciones:

18  RaYorn tPXiw =[RX+LW [x(1+G)
(19) R Yokt BX = RX A+ Gy)

(20) Xl > X,

(9) Xl =@+v)xX, I conv>0

(9bis) Yol = @+u)xY,, I conv>0

donde lo que cambia respecto al modelo anterioregeoduccion
ampliada es que ahora ya no tenemos tasas unitiiasalarios y
ganancias, sino matrices diagonales de sal¥viode salariosc y de
ganancias maxima&y,. De las ecuacionegl9), (9) y (9bis)sale la
ecuacion de equilibrio del sistema:

1

T XLW(L+G)(G, =~ G) (G~ V)|

(21) RoacYeul =
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Es esta una ecuacion que implica un doble equlidfPior un lado
indica la necesidad de igualar la oferta de biedesonsumo (lado
izquierdo de la ecuacion) con las rentas salarialgananciales que
representa el lado derecho; por otro es un equailiemporal, porque Si

el sistema respectal), elloindicaria que la senda de crecimiento de los
bienes de consumai) se equilibra con la demanda derivada de las
rentas producidas en los dos sectores en los gumshelivido la
economia: el de medios de produccién y el de bideesonsumo. Un
gobierno que tuviera el poder politico y econéniapaz de obligar a
mantener ese equilibrio en el conjunto de la ecdagudria dominar
las crisis y evitar 0, al menos, aplanar muchidwscciclos internos de

la economia. Mejor aun si ese poder fuera un poderdial. Pero eso
es una utopia. Volviendo a la ecuacion de equilitzd), de ella y de la
de definicion del sistema de este epigrafe, es,déeila(18), junto el
resto, obtenemos la complementaria de equilibrio y que uea
alternativa a l@21):

(23) @+ u)R, Yo ! = B X, (G, — VIl =LW(@+G)l

En esta no tenemos la matriz diagonal de ganancasnasGy
y en la (21) esta ausenta la matriz de medi¥g. Juntas son
redundantes. No es este el Unico modelo posibleegeoduccion
simple o acumulada respetuoso con el esstafiang pero es el mas
simple posible porque so6lo hemos exigido que seodeca -0 se
amplie- los productos finales de un periodo que seran medios de
produccidon en el periodo siguiente y que se hagardpio con los
bienes de consum.. Incluso la reproduccion ampliado de los medios
de produccion no es necesaria. Es decir, la taseegl®duccionv
podria ser cero. No se me ocurre otra manera méasuada de
equiparar en lo posible los bienes de consumo dealeroeconomia
convencional con el criterio de bienes-basicode Sraffa. Aunque se
ha expresado el equilibrio en términos monetamdsprigen de los
equilibrios en la reproduccion del sistema se hehbea partir de la
igualdad -0 del crecimientoen términos fisicosle los productos
finales de medios de produccion de un periodo ¢ate emedios de
produccion del siguiente. En este modelo de eqialibe inspiracion
esrafiana los precios juegan un papel pasivo y sélo inér®n como
relaciones de intercambio, a diferencia de losipsete los modelos de
equilibrios competitivodel analisis convencionatlonde determinan
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los excesos de demandae supuestamente vacian los mercadhss
precios, en el equilibrioesrafiang no son una guia para el
conocimiento sobre la escasez de bienes y serygiius que expresan
relaciones de intercambio entre bienes y serviqieercancias,
commoditiesen lenguajeesrafiang. En Sraffa puede haber equilibrio
mediante el trueque, sin precios, porque las psop#aciones de
truque sustituyen y son equivalentes a los co@eatgeprecios. En el (o
los) equilibriosesrafianosno hay funciones de produccién ni funciones
de demanda explicitas, porque medios y productosiatns surgidos
del intercambio. No obstante, ello es compatibla s funciones
anteriores siempre y cuando estas no determinaniasly ganancias.
La razon es la de que en cualquier mo@si@afianode reproduccion o
de acumulacién o, simplemente, de equilibrio, ladién entre salarios
y ganancias se determinan exdégenamente, socioldgita, y no
tecnolégicamente o por efectos de supuestas prediactes o
utilidades. Sraffa, como heredero de Torrens, Bmabmith, Mill,
Marx, etc., es decir, de los clasicos, abre un mungvo, alternativo
al marginalismo y en parte al neoclasicismo, enmgatible con ellos.
Eso si, ese mundo hay que completarlo y, porquéantién crearlo.

Generalizacion IIEl modelo que venimos proponiendo permite
una generalizaciéon alun mayor, porque ahora vamespaner gue
existenn tasas de acumulacion en la produccion de bienesmimo
u; tales que para;=0 sii<>] y conu;>0 sii=j, concretadas en la matriz
diagonal U; también n tasas también de acumulacié&) en la
produccion de medios de produccion tales & sii<>j y conv;>0
si i=], concretadas a su vez en la matriz diagahalCon ello las
ecuacioneg)y (9bis)del modelo anterior se convierten en:

(24) Yol =Ye @+U)I conv>0 si u, <> 0

(25) Xl =X, @+V)l cony; >0 si vy, <>0

Ahora, sustituidas estas ecuaciones en la (19nddkelo anterior, nos
da la ecuacion de equilibrio tal como:

(26) P Yo @ +U)I =B X, (G, -V)I =LW(L+G)I

1 General competitive analisys, Arrow y Hahn, 1971.
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donde, como siempréa parte de la izquierda de la ecuacion es la
oferta de bienes de consumo en términos de valoosnel valor de
medios de produccion minorado de la tasa de crexitoi
(acumulacion) de estos bienes, ha de ser igual imé&n términos de
valor a las rentas salariales aumentadas por lasatade gananciadl
igual que hemos hecho antes, podemos hacer desapéos precios
de los medios de produccion con una ecuacion aaadg (21) y se
obtiene:

27 Pl =LW(@L+G)(G,-G) (G, ~V)(1+U)™I

Esta ecuacion de equilibrio desde el punto de Vistenal es mas
sencilla puesto que so6lo tenemos un sumando a leada de la
ecuacion. Su interpretacion economica viene aseretiequilibrio con
crecimiento -tanto en el sector de bienes de coosgomo de
produccion de medios- se da si la oferta en tersniteovalor global de
bienes de consumo se igual a las rentas laboralddgicadas por todos
los factores que aparecen como multiplicandos éadelderecho de la
ecuacion. Hay dos cosas significativas (8F): a) que estamos muy
cerca ya de los empirico, por lo que una politm@émica deliberada
tendente a impedir crisis y ciclos debiera guaeste equilibrio si el
un gobierno tuviera el poder politico y econdOmi@paz de hacerlo
observar. En una economia meromercado es imposible llegar a ese
poder, pero hay que ser consciente de lo que sdepren ello; b) que
se puede observar que los precios de los medigeratkiccion no
aparecen explicitos ga7). Eso significa que una planificacion de la
economia basada €n7) sbélo tendria como dato -sea del mercado o
planificado- los precios de los bienes de consuio. términos
aritmeéticos (27) seria):

m L oW, L+ ) X (O V)
. p y = Ii ) ) ) ]
(27bis) hZ; c,k,h; - Z; JZ; ERECAEIE=T

Antonio Mora Plaza

Madrid, octubre de 2010.
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