PRODUCCION CONJUNTA,
MERCANCIA -PATRON,
Y RAZON -PATRON
EN SRAFFA

por

ANTONIO MMORA P1A7A

RETRATO BE SEAFFA DR BERNARD BRinog

Piero Sraffa

AMP Produccion conjunta y razén-patrén 18/09/205@0 -1/17



JOINT PRODUCTION, STANDARD-COMMODITY AND
STANDARD-RATE IN SRAFFA

In this article it is a matter about the possipilib construct the
sraffian standard-commodity and the standard-matani economic
model of joint production or not. This text canhelp to read the
chapter VIl of Sraffa’s boolProduction commodities by means

commoditiesand to clear it.

by Antonio Mora Plaza.

PRODUCCION CONJUNTA, RAZON-PATRON'Y
MERCANCIA-PATRON EN SRAFFA

Este articulo trata sobre si es posible constmnar mercancia-patron
y una razon-patrén en la produccion conjunta emmafio no. En
todo caso, pretende servir a la lectura del capWiil de la obra de
SraffaProduccion de mercancias por medios de mercancias

por Antonio Mora Plaza
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PRODUCCION CONJUNTA, RAZON-PATRON'Y
MERCANCIA-PATRON EN SRAFFA

Antonio Mora Plaza

Creo que Sraffa debio sentirse angustiado cuanid d& su
produccion simple para entrar en las inesperadasrgrendentes
tierras de la produccion conjunta. En su épocausi@ novedad
porque los economistas se mecian en las comodaachamde la
produccion simple y daban por supuesto que loslgsiones que se
pudieran obtener de la simple valian para la cdajugn su época
era una apuesta arriesgada. En el modelo de Saff@ra que las
conclusiones son significativamente diferentes. e§po yo también
que Sraffa debid sentirse angustiado ante este. tdlmatengo
constancia de ello y quiza no queden testimonicsudesensaciones
ante este temaPero digo lo anterior por lo siguiente: Sraffalida
tres capitulos a la produccion conjunta cuando, gpemplo, solo
dedica uno y -en mi opinion- alicorto, a la reddocdel capital a
trabajo fechado, cuyo tema es trascendental ebrsuycalin mas en
la historia de la teoria del capital; lo digo parqiedica todo un
capitulo -el octavo- a demostrar la existencia ycidad en la
produccién conjunta -tal como él la entiende- dedn-patrén y la
mercancia-patronjtem mas, Sraffa considera los tres capitulos
dedicados a la produccion conjunta como una espeae
introduccion a los capitulos siguientes dedicadda teoria del
“Capital Fijo” y de la “Tierra”, y advierte que smieden saltar si
“los lectores los encuentran demasiado abstrdéiger Gltimo, me
llama la atencion de como empieza este octavo utapiDice
Sraffa: “‘Tan pronto como consideramos en detalle la considuc
de un sistema patron con productos conjuntos, t@soibvio que

!He leido recientemente el libro de Kurz, Pasinetti, Salvadori y otros “Piero
Sraffa: The Man and the Scholar” y no me ha resultado esclarecedor en ese
aspecto, aunque si en otros. Es desde luego un aspecto colateral, pero
resultaria apasionante un estudio psicolégico y gnoseoldgico sobre como Sraffa
fue descubriendo (o inventando) su obra, tanto por el caracter que si sabemos
tenia el gran economista italiano, como por la longitud temporal en la
elaboracion de su obra. Coincidié, ademas en el tiempo, con la revolucion
keynesiana/kaleckiana, que aun cuando era un ataque también a los
neoclasicos y marginalistas, lo era desde otro punto de vista. Sraffa, cuando
comenzd, estaba solo.

2 Pag. 67 de Produccidon de mercancias por medios de mercancias (PMPM).
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puede que algunos de los multiplicadores tengan cae
negativod®. Es decir, como para curarse en salud de caeclr)
afirma lo que ha de demostrar, aunque, segun gésar de esos
multiplicadores ello no implica que no pueda haber razon-patron.
concluye el capitulo VIII mezclando los bienes basicon los no
basicos. ¢Cual es lo correcto de todo esto? Enadstelo se va a
intentar esclarecer un poco todo esto utilizanda consideracion
gue quiza se le escapo a Sraffa. En todo casa&ecveo yo, a la
lectura de los capitulos ViII, VIl y IX.

-“,V,ql — X1|q.+ x;:q:‘i_ el o x:,.‘?,r

#Y.4,= Xnqd +Xnq 4 -+ Xud,

2Lig=1

*Pag. 71 de PMPM.
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| - Produccion simple

Para entender el problema de manera mas formal que
econdmica -aungque ambas deben ir unidas y mas cusntiabaja
con algun grado de libertad- se ha de partir gedduccion simple.
La ecuacion que define el sistenesrafiano en este tipo de
produccién es como sigue:

(1) PY = (1+r1)xPX +wL

dondeP es el vector de preciobn, Y la matriz_diagonalde n
productos finalesixn, r el tipo de ganancia la matriznxn denxn
medios de producciom la tasa de salariosly el vector trabajdxn.
Hemos subrayado lo de diagonal en la matriz deyatod finalesy
porgue esa es la diferencia (Unica) entre la prmdocsimple -en la
gue estamos- con respecto a la produccion congsngdiana. Y hay
gue subrayar también lo dsrafiana porque esta es una produccion
conjunta muy simple. La ecuacion matricial (1) eso sigue:

Yiu X1 K
@M ol e epbd s el
ynn )g'ﬂ. o Xﬁn

Es a partir de la produccion simple como constr@affa su
mercancia-patron y su razon-patron. La razén de efhlga la
redundancia- es que se puede construir una ecorermpgequeno
gue tenga la propiedad de que los productos netes@ientran en
relacién con sus medios de produccion igual ensdok sectores de
la economia. Hoy llamariamos a esa mercancia-paimy
probablemente mercancia-virtual Lo curioso es que esos
multiplicadores se obtienen a partir de los datmes mediante
estos dos sistemas de ecuaciones:

(3) uY G =XQ
(4) LQI =1
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dondeu es un coeficientey la matriz diagonal anteriof) el vector
de multiplicadoresg; de dimensionnxl, y L el vector también
anterior de trabajo. Desarrollado en sus termi(®)sjueda:

. y1 q1 Xll Xln ql
(3 bis) u X x| l=l e x]

yn qn an o Xnn qn

La mercancia patrén es la ecuacion (3). Entre (84)yhay n+1
ecuaciones con+1 incégnitas 1 multipliadoresg; y el coeficiente
u) Los multiplicadores se obtienen hacienttAY™ y aplicando el
teorema de Perron-Froebenius a (3). Para ello, daiznA debe
cumplir 3 requisitos: ha de ser cuadrada, indesooibfe y no
negativa. Con ello se asegura una autovalor (que),egue es el
mayor de los posibles multiplicadores de (3). Este multiplicador
asegura, a su vez, que existen aa®vectoresuno por la izquierda
(los preciog;) y otro por la derecha (los multiplicadoigl que son
todos estrictamente positivos (version fuerte dmrama). Si
ademad es productiva, es decir, Ai>A"", entonces el autovalor
es menor qud y con ello la razén-patron, que Bs(1-u)/u, es
mayor que cero.

* Puede verse los aspectos matematicos en el apéndice de Lecciones de la
teoria de la produccién, de L. Pasinetti, FCE, 1983.
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Il - Produccion conjuntasrafiana

¢, Qué pasaria si la matriz de productos findeso fuera
diagonal y fuera de produccién conjunta, es degcie, pudiera tener
un valor positivo en cualquier columna de cualqdia? Porque
esta es la versiossrafianade la produccion conjunta. En lugar de la
ecuacion (3 bis) tendriamos:

y11 yln ql Xu 7 Xn ql
(4) ux| i x| x|

ynl ynn qn an Xnn qn

Pero ahoraY no es diagonal y el célculo d&=XY"' no puede
asegurar que todos los elementosAdeean positivos, y con ello no
se cumple la condicidon de no negatividad de estaznpor lo que
no se puede aplicar Perron-Froebenius. Al hacer ertasa de
salarios en la ecuacioén (1) que define el sist@in@gnemos una tasa
maxima de ganancia, pero eso Nno nNos asegura gueskedasa

ademas la razén-patrdR que surge del coeficiente de (3bis).
Sraffa en el capitulo VIII se enzarza en una deraosin de l6gica
econdmica -de acuerdo con su sistema- por redu@i@bsurdo,
segun la cual obtiene la existencia de esta raatndp y su
unicidad. Veamos cOmo se puede hacer los mismaedeguinto de
vista matematico, es decir, desde el punto de \dgiao a partir de
la I6gica econdmica del italiano. Vamos a partiru@ matriz de
productos finale¥ de produccidon conjunta, es decir, con todos sus
elementos pudiendo ser (aungue no necesariametus) tmayores
gue cero. Pero ahora la vamodiagonalizar agrupando todos los
valores deY por filas (son todos la misma mercancia, por ke spn
sumables) y los resultados de la sumas los vanwdogar en la
diagonal principal de forma que:

(5) Zyi,- =y. >0 paratodoi=1an
=1

Ello dard una matriz diagonal tal como:
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Y Vo Yo
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Y ahora la matrizYp diagonalizadd es una matriz de las mismas
caracteristicas que la de la reproduccion sim@alegir, cuadrada,
indescomponible y no negativa (por hipotesis e (9r lo que se
puede aplicar el teorema de Perron-Froebenius;esllasi porque
nos hemos asegurado de que la matriz de requetomiBRXYp™
sea positiva al sex estrictamente positiva, y al ser la inversa de la
matriz diagonalYp positiva al ser sus elementos los inversos de la
matriz diagonal Yp. jSraffa puede dormir tranquilo, que su
mercancia-patron y su razén-patron son posibles aaproduccion
conjunta! Ahora vamos a ver si es posible exteadedtros tipos de
produccion conjunta. En todo caso, lo antemopuede sustituir a la
lectura del capitulo VIII del libro de Sraffa, pesd ayudar a su
comprension y a la correcta deriva de sus conaiesio

Sin embargo -y salvo que alguien demuestre loraoot esta
reproduccion conjunta es la Unica y la ultima quede dar lugar a
la mercancia-patréon y a la razon-patréon tan c&@@eaHa. Tiene esta
produccion conjunta la enorme limitacion de que poscios que
aparecen multiplicando a los productos findeson losmismosgue
los que lo hacen con los medidsSegun esto, no hay creacion neta
de productos nuevos que obliguen a nuevos prediosueEvos
productos. Dicho de otra manera, en la produccionjuata
esrafianano puede haber productes basicos

®Esta diagonalizacion no tiene que ver con el mismo término que se emplea en
el algebra.
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Il - Produccioén conjunta con bienes basicos ypasicos

Vamos a intentar también en la produccién conjusgao con
separacion de bienes basicos y no basicos, siesgeurorrogar a
este caso la construccion de una mercancia-patud@ yazon como
en la produccion simplesrafiana La ecuacion que definiria un
sistema asi seria:

6) P.Yy +PY =(L1+r)xPX +wL

donde en (6) la Unica novedad respecto a (1) esctbr de precios
Py de los bienes no basicos de dimendian y la matriz de bienes
no basicosyy de dimensiormxn. Aqui pareceria que andamos por
el buen camino, porque si hacemos la tasa de calar0
obtenemos:

@) P.Y, +PY=(1+g_)xPX

En (7) no tenemos el vector de rentas salarialesporque los
salarios los hemos hecho cero, por lo que ahai@skade ganancia
se ha hecho la maxingg, Si ahora afladimos las ecuaciones:

8) P.Yy! +PYI-PXl =1

gue es el primer numerario, sientel vector de unosixl y un
segundo numerario como:

9) LI =1
Con las ecuaciones (6), (7), (8) y (9) sale lagr@ocida:
(10) r=@1-w)g,

La cuestion que se plantea ahora en la produccién c
diferenciacion entre bienes basicos y no basicaslagasa maxima
de ganancia@,, coincidira con la razén-patron, si es que estatexi
Veamos. Para que exista tendriamos que encontraonjonto de
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precios Pp y una matriz diagonal (o diagonizabl¥) tal que
cumpliera que:

(11) (R TPY=R)Y,?

Pero la ecuacion (1) es un imposible, porque laidades por filas
de las matricesYy e Y son distintas cuantitativamente vy
cualitativamente. Ademas, no necesariamente soradmisma
dimension. En cuanto a los vectores de preciogpdsa lo mismo.
En todo caso, si alguien consigue hacer el mildgragualar el lado
izquierdo de (11) con el derechdiabemus razon-patron y
mercancia-patron para la produccion conjunta cderaticiacion
entre bienes basicos y no basicos. Para esteS@dta no encontro
la solucion -y eso que era un genio-, por lo gueptaco me siento
decepcionado por no encontrarla un simple mortalocceste autor.
La razon econdmica es la de que tal y como se Fnidie los
productos basicos, estos han de entrar en el ke@elb e izquierdo
en la ecuacion que define el sistema econdmicoy((6)). Eso no
ocurre con los bienawo basicosporque son productos finales pero
nuncamedios de produccion. Y lo que ocurra con losipseen esta
cuestion ocurrira con los multiplicadores, porqustog son la
solucion por la derecha de la ecuacidfQ=AYQ junto conLI=1,
mientras que los precios son la solucion por lauiengla de
uPY=PAY con LI=1 también. Segun eso, si puede haber precios
negativos, ocurrira lo mismo con los multiplicadone viceversa:
Perron-Froebeniuglixit. Al llegar a la produccion conjunta con
diferenciacion entre bienes basicos y no basidosjefio de Sraffa
(al menos parte de el) se desvanecio. Sraffa eegose lanza por lo
gue he llamado el método detcuento manualse calculan los
excedente netos relativds todos los bienes y serviciggs decir:

(12) ———— paratodoi=1an

y se tomael menorde todos ellos. Con ello se asegura Sraffa que
ningun sector va alcanzar al excedente de su psgutmr por mas
que crezca la tasa de ganancia hasta llegar asum@ximay, . El
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problema es que, salvo que se demuestre otra sdlseaplicando
Perron-Froebenius se puede asegurar un vectored®p1positivos
y de multiplicadores positivos, por lo que no tensnmercancia-
patron; tampoco que la supuesta razén-patron a#enediante el
método manual de recuento coincida con la tasa maaxie
ganancia,. La diferencia para el calculo de la razon-patrdaneeel
método del recuento y el de aplicacion (si es pesitbe Perron-
Froebenius es la siguiente: por el método del rdousuede ocurrir
gue el meno de los excedentes relativos de todos los secgmas
igual a la razon-patrén obtenida por el teoremey pEmbién puede
ocurrir que este minimo no sea lo suficientememje bomo para
alcanzar al del teorema. La razén es que la raatndipdel teorema
se calcula a partir de un autovalor que garantieai@s positivos.
Lo que nunca puede ocurrir es lo contrario: que&alBdon-patron
surgida del teorema sea mayor que el alcanzadelm# recuento.
Aln asi, ambos, si no son iguales, estan muy cerca.

Madrid, septiembre de 2010.

n
2y, =w LA +r)2 px;  desde j=1 a j=n
i=l
py=0+R VX pixy desde j=1 a j=n
=)
EPI.'."",._ ¥ E,,},;.\'.'.I:I
2 =1

>1,=1
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Anexo I: Produccidén simple

PY=(1+g)PX+wL
sumas sumas
13 0 0l 13 4 4 3| 11
Y= 0 11 0| 11 X= 3 5 2| 10
0 0 20| 20 4 8 4| 16
w=[ 07] o=[ 4%| l=| 04 05 01| 1
0,077 0,000 0,000 0,308 0,364 0,150
Y*=| 0,000 0,091 0,000 |A=XY'1 0,231 0,455 0,100
0,000 0,000 0,050 0,308 0,727 0,200
P=wLY?(I-(1+g)A)*=| 0,07 0,15 0,04
Anexoll: Produccidn conjunta
PY=(1+g)PX+wL
sumas sumas
3 4 6| 13 4 4 3 11
Y= 7 2 2| 11 X= 3 5 2| 10
5 3 12| 20 4 8 4| 16
w=[ 07] o=[ 4%] l=[ 04 05 01] 1
-0,10 0,17 0,02 1,09 0,36 -0,35
Y?=| 042 -0,03 -0,20 |A=XY'1 1,67 0,22 -0,70
-0,06 -0,06 0,13 2,70 0,16 -1,05
P=wLY?(I-(1+g)A)*=| 0,46 0,16 -0,16

Puede comprobarse que, a pesar de que la sumaodeki final de cada
mercancia (fila) es la misma, el resultado de sarsaY™ es distinta, por lo
gque los precios finales son distintos. En cuantoaamatriz A de
requerimientos tiene elementos negativos en laus@dn conjunta y no
puede haberlos en la produccién simple.
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Anexos III: y IV

Excedente neto fisico y tasa de ganancia méxima

modelo: PY =(1+g) PX+wL L= 0,19 0,31 0,50, 1,0
productos finales sumas medios de produccion sumas
180 0 0| 180 90 50 40| 180
Y= 0 450 0| 450 X= 120 125 40| 285
0 0 480| 480 60 150 200] 410
w=| 07 g= 0,500 0,111 0,083| 0,69
A=XY*| 0,667 0,278 0,083| 1,03
0,0056 0 0 0,333 0,333 0,417| 1,08
= 0 0,0022 0 1,500 0,722 0,583
0 0 0,0021
0,694 < autovalor < 1,083
excedente fisico relativo
0,0% 57,9% 17,1% | 44% <R< T71%
P=wLY?(-(1+g)A)*=| 16,74 6,09 4,57
Excedente neto fisico y tasa de ganancia maxima
modelo: PY =(1+g) PX+wL L= 0,19 0,31 0,50, 1,0
productos finales sumas medios de produccién sumas
180 0 0| 180 90 50 40| 180
Y= 0 450 0| 450 X= 120 125 40| 285
0 0 480| 480 60 150 200] 410
w=| 07 g= 0,500 0,111 0,083] 0,69
A=XY*| 0,667 0,278 0,083| 1,03
0,0056 0 0 0,333 0,333 0,417| 1,08
yl= 0 0,0022 0 1,500 0,722 0,583
0 0 0,0021
0,694 < autovalor < 1,083
excedente fisico relativo
0,0% 57,9% 17,1% | 44% <R< T71%
P=wLY™(I-(1+g)A)'=| -16,74 -6,09 -4,56
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La unica diferencia entre los cuadros de los athkkxolV es la tasa

de ganancia. En el Ill, la tasa de ganagces19,99%; en el IV, la
tasa es d€0,01%. En ambos se toma esta tasa como variable
independiente. Con 19,99% los precios aln son iposit con
20,01% ya hemos pasado a negativos. El ejempld mssmo que
pone Sraffa en su libro y él calcula que la razatmém es el 20%.
Vemos aqui que la tasa maxima de ganancia (quesagucoincide
con la razén-patron porque ambos estan en la kel paso de
los precios positivos a negativos. El autovaimayor (que es el
Gnico que garantiza un vector de precios posititEesp=XY" es
u=0,8333, con el cual se haya la razén-patron medi&de-u)/u,
gue es justamente iguak@%.
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