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Me ha llamado la atencion el articulo de José Maria Sanchez Ron
en el diario EL PAIS titulado “El valor del fracaso digno™. El autor es
uno de los mas conocidos historiadores y divulgadores de la ciencia en
Espafia y le he leido siempre con fruicion todo lo que ha publicado y
gue yo me haya enterado. Sin embargo, esta vez me ha decepcionado
en su articulo. No haré un resumen del mismo porque es del dia 11y
puede ser leido en Internet. En la primera parte habla de la
incoherencia de los politicos cuando se les pregunta una cosa Yy
contestan a una supuesta pregunta que no ha sido formulada. Me
saltaré la critica a los politicos porque eso no es conveniente para el
medio donde va destinado este. VVoy ahora a Bertrand Russell (1872-
1970), porque en realidad el profesor Sdnchez Ron apenas desarrolla el
tema de los Principia, aunque lo hace de forma acertada, sefialando el
intento -que luego el teorema de Godel demostrd baldio- de rehacer
toda la Matematica bajo los principios de la logica. Invito a Sanchez

! http://www.elpais.com/articulo/opinion/valor/fracaso/digno/elpepiopi/20101111elpepiopi 11/Tes
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Ron a que desarrolle el tema en el medio publicado o en este mas
modesto de Nueva Tribuna. Sé que lo ha hecho de forma brillante en
sus libros y a lo largo de su carrera. En Espafia y en castellano
aparecieron “Los principios de la matematica™ en 1967 en la editorial
Espasa-Calpe, aunque los derechos los tenia desde 1948, pero no sé de
gue nunca aparecieran traducidos sus tres tomos de “Principia
Mathematica”. No sé tampoco si puede achacar a la censura franquista
este largo periodo desde la propiedad de los derechos hasta su
publicacion o son otras las causas. Es claro que la figura de Bertrand
Russell no era precisamente querida por los censores, pero no por su
obra cientifica, l6gica y matematica, que apuesto las dos piernas y un
brazo que aquellos no tenian ni la mas remota idea de ella, sino porque
ese inglés de impronta volteriana era una figura mundialmente
conocida por su pacifismo y su lucha contra toda forma de dictadura y
de opresion. En un libro® cita Jests Mosterin unas palabras del filésofo
inglés: “tres pasiones simples, pero abrumadoramente fuertes, han
gobernado mi vida: el anhelo de amor, la busqueda del conocimiento y
la insoportable piedad por los sufrimientos de la humanidad”. Y
merece la pena seguir con sus palabras, tanto por su hondura como por
la belleza con que estan expuestas: “Estas pasiones, como grandes
vientos, me han llevado caprichosamente de aca para alla sobre un
océano de angustia, llegando al limite de la desesperacion”. La pasion
por las matematicas de B. Russell arranca -segun propia confesion- a la
temprana edad de los once afios, pero también de la decepcion que le
supuso saber que Euclides “partia de axiomas”. Fue su hermano el que
le convencié de que “si no los aceptaba no podriamos seguir
adelante”. Los aceptd, pero a regafiadientes, porque a cambio sus
proximos veinte afos fueron una carrera con un fin: demostrar que €sos
axiomas podian ser sustentados, cobijados, reducidos a principios
l6gicos. Eso es lo que se ha dado en llamar logicismo, y es una de las
tres escuelas o tendencias de las matematicas que aun perviven. Las
otras dos son el intuicionismo (Brouwer) y el formalismo (Hilbert)”.

Tengo en mis manos “Los principios...””. Los lei por primera vez
en la adolescencia y desde entonces les echo un ojo cada cierto tiempo,
sin saber si me gusta mas el rigor de sus razonamientos, su

2 En espaniol “Los principios de la Matematica”, Espasa-Calpe, 1967.

3 “Los légicos”, Espasa-Calpe, coleccion Austral, 2007, pag. 218.

* Un libro estupendo y muy asequible para espiritus curiosos es la conocida
“Historia de la matematica”, de Carl B. Boyer, Alianza Universidad Textos, 1986.
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atrevimiento en discutir verdades admitidas o esa impronta con que
estan escritos. Su atrevimiento es proverbial. Para cuando escribe B.
Russell ya se ha producido uno de las mayores revoluciones en el
campo de las matematicas. Esa revolucion lleva un nombre: Georg
Cantor (1845-1918). Este ruso nacido en San Petersburgo ha creado
toda una matematica a partir de una concepcion del infinito alternativo
al de origen aristotélico. Hasta entonces -incluso para Gauss- el infinito
es potencial, es decir, un conjunto es infinito -diriamos hoy- si dado un
elemento cualquiera de un conjunto ordenado podemos encontrar o
calcular el elemento siguiente. Nadie puso este criterio en duda hasta
Cantor, aunque ya Galileo (1564-1642) advirtié una contradiccion en
el conjunto de los nimeros naturales. Vio el de Pisa que podia hacerse
corresponder uno a uno el conjunto de los nimeros naturales con el
conjunto de los pares, haciendo que 1 se aplicaraa 2,2a4,3 a6, yen
general -y esto es lo decisivo-, na 2n. Y sin embargo un conjunto (el
de los impares) es un subconjunto, un trozo de el de los naturales. Pero
la cosa se quedd ahi hasta Bolzano (1781-1848). Cantor admitio que
otro criterio de infinito seria el del infinito actual®, es decir, que podia
operarse con reglas del analisis -aunque propias- con un conjunto
infinito en el que tuviéramos todos sus elementos a la vez, en la mano.
La paradoja de Galileo la resolvid otro matematico -Dedekind (1831-
1916)- convirtiendo la paradoja en el criterio basico de una nueva
matematica y que Cantor hace suyo: un conjunto es infinito si se puede
establecer una correspondencia del conjunto con una parte del mismo.
Eso no puede ocurrir con uno finito. A partir de esa definicion Cantor
transforma las matematicas. Una de las propiedades de los conjuntos
infinitos es la de que unos son mas infinitos que otros. El
petersburgués demostrd que el conjunto de los nimeros irracionales es
de un grado de infinitud mayor que el de los numeros racionales, que
son los que pueden se puestos como cociente de dos nimeros enteros.
Una locura inesperada, pero inapelable si aceptamos algunas premisas
previas. A partir de ahi hay una jerarquia de conjuntos infinitos que se
pueden obtener sin que se puedan poner en correspondencia unos con
otros: son los conjuntos transfinitos. Los ultimos afios de la vida de
Cantor fue, como dice Jesus Mosterin en el libro mencionado, “un
continuo entrar y salir de la clinica siquiatrica”. Pues bien, B. Russell,
poniéndose la matematica por montera, niega la realidad de los

® “Fundamentos para una teoria general de conjuntos”, Georg Cantor, Editorial
Critica, S. L., 2005, pag. 103. También “Grandes matematicos”, en Investigacion
y Ciencia, temas 1, 1995.
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nimeros irracionales®. Estos ndmeros, esta fundamentacion de la
aritmética, nunca se explica convenientemente en las facultades salvo,
supongo, en las de matematicas. En realidad no se estudian los
fundamentos de las matematicas, sino que en seguida nos ponemos a
derivar, integrar, calcular ecuaciones, ecuaciones diferenciales, a
trabajar con el algebra matricial, con las probabilidades, etc. Es una de
las reformas que ha de hacerse en los estudios donde se aplican las
matematicas, que son casi todos, hasta los de psicologia y biologia.
Solo los filologos se quedan a salvo, porque los de Derecho las
necesitan aunque ellos no lo sepan al principio 0 no se lo crean. Los
numeros reales son la suma de los racionales y los irracionales. Los
racionales son o pueden ser siempre resultado del cociente de dos
numeros enteros. Por ejemplo, el ndmero 3/7. Estos nimeros se
caracterizan porque si hallamos ese cociente indicado, constan o
pueden constar de una parte entera y un nimero infinito de decimales a
partir de la coma, pero con la particularidad de que a partir de un cierto
nimero - a lo mas 10- se repiten. Por ejemplo, el nimero racional
anterior 3/7 es igual a 0,42857142857 ...... , que se repite su secuencia a
partir del quinto decimal. En cambio el nimero siguiente que vamos a
[lamar “pepe’:

pepe = 0,101001000100001.....

no se repite nunca porque se ha construido aumentando sucesivamente
el numero de ceros cada dos unos; es infinito su nimero de digitos y no
puede ponerse como cociente (razon) de dos nameros enteros. Es un
ejemplo de numero irracional. Pues bien, Bertrand Russell niega la
existencia de estos nimeros’ y eso le situaba y le sitia en la
heterodoxia. Intentaré explicarlo en lugar de dar alguna cita. La clave
del légico inglés al negar la existencia del nimero irracional (de los
irracionales) esta en los puntos suspensivos del ejemplo. Bajo algin
criterio (el del infinito potencial) es verdad que el nimero queda
perfectamente definido, porque sabemos como aumentar el nimero de

® En realidad se habla siempre de reales porque estos son la suma de los
racionales y de los irracionales, pero lo que marca la pauta del distinto grado de
infinitud no es el hecho de que un conjunto (los racionales) sea menor que la
suma de los racionales e irracionales (los reales), sino por el hecho de que por si
solos -sin afnadir los racionales-, los irracionales tienen un grado de infinitud
mayor que los racionales.

“Los principios de la Matematica”, pag. 313.
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digitos. Es un namero construible; pero desde otro punto de vista, este
nimero es inoperante si no fijamos en el numero de digitos, que es
infinito. No podriamos, por ejemplo, operar con él en un ordenador
porque no puede convertirse en una ristra de unos y ceros finita.
Tampoco podemos multiplicarlo por otro nimero y calcular realmente
su valor porque no tenemos una ultima cifra decimal. Ademas -y este
es el principal argumento de B. Russell- podemos aproximarlo por dos
nimeros racionales tanto como queramos. Por ejemplo, el ndmero
irracional del ejemplo estd comprendido entre estos dos nimeros:

0,101001000100001 < pepe < 0,101001000100002
Y si lo queremos aproximar mas, podemos hacerlo con estos dos:
0,101001000100001000001 < pepe < 0,101001000100001000002

Y asi indefinidamente. Pero los nimeros a derecha e izquierda de
“pepe” son racionales porque son finitos. Niega B. Russell también -si
no me equivoco en la interpretacion- la necesidad de los irracionales
para establecer la continuidad de las funciones en el célculo
infinitesimal: con los racionales basta y sobra. La razén es la de que
entre dos racionales siempre se puede construir otro racional: por
ejemplo, su media aritmética, aunque no es la Unica forma de
intercalacion. Es verdad que entonces -aparentemente- no puede
ponerse en correspondencia los numeros con las distancias, la
aritmeética con la geometria. Por ejemplo, la raiz de 2 es un nimero
irracional porque se puede demostrar -y es una demostracion simple,
pero trascendente- de que no puede ponerse como cociente de dos
enteros; pero raiz de 2 es también la hipotenusa de un triangulo
rectangulo de catetos iguales y de valor 1 cada uno de ellos, por lo que
la proyeccion de esta distancia (raiz de 2) en una recta (recta real) da
una distancia que no coincide exactamente con ningun ndmero
racional. Pareceria que B. Russell ha sido refutado, pero no es tan facil,
porque esa proyeccion es meramente geomeétrica (con un compas) y
eso no indica que exista una distancia real (geometria) coincidente con
el valor aritmético de raiz de 2. Y si lo es, lo es por hipdtesis y no por
conclusion a partir de alguna hipotesis. Russell aceptaria esta
argumentacion, aunque afadiria que esa distancia en cambio puede ser
aproximada por dos numeros racionales -como en el ejemplo del
numero “pepe”- tanto como se quiera. Todo esto lleva a la hipdtesis del
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continuo, problema expuesto por Hilbert (1862-1943) en 1900, en la
famosa ristra de 23 problemas irresueltos en su momento.

A partir del capitulo 29 de los Principia, todo se hace mas
inteligible para el no especialista, porque nos habla de cosas mas
habituales para los que utilizan -utilizamos- las matematicas sin
necesidad operativa de entrar en los intentos de su fundamentacion
l6gica. Quiza por ello nos atrae B. Russell en su intento de
fundamentacion de las matematicas en este punto, porque le vemos
mas asequible, méas de sentido comun; en cambio nos es mas dificil
aceptar la existencia del infinito actual cantoriano en lugar del infinito
potencial. Es una resistencia logica o pedagogica, pero existe. Esa es
una de las razones -ademas de la ignorancia de los profesores sobre los
fundamentos- por la que no se explican en las facultades los
fundamentos de las matematicas o se explican deprisa y corriendo y
mal. Todo lo que he aprendido sobre esta materia (los fundamentos) ha
sido por obra de un esfuerzo personal y llevado por una curiosidad
irrefrenable. A la larga este déficit en la ensefianza universitaria se
paga. Hoy las matematicas son materia de especialistas y una de las
razones del atraso de la formacidn pos-universitaria es la deficiente
formacion en esta materia -y consecuentemente en materia tecnologica
y cientifica- de los gestores, empresarios y contratadores de muchas
empresas, que no les permiten tomar decisiones en estos campos con
conocimiento de causa porque estan incapacitados en la lectura de
textos, informes, etc., cuando estos han de expresarse ineludiblemente
en lenguaje matematico. Es un cuello de botella que no ha sido
detectado por ningun estudio, por lo que ha de tomarse como una
hipotesis en principio.

Volviendo a los Principia, al final B. Russell resulté derrotado de
su intento de construir una matematica sustentada en la Légica. Como
sefiala el profesor Sanchez Ron, en 1933 aparecid una sorprendente y
genial demostracion de Kurt Godel® (1906-1978), matematico y ldgico
nacido en territorio de la actual Chequia, que hizo estéril e incoherente
el intento de B. Russell: no hay forma de establecer una matematica -
una aritmética en particular- basada en un conjunto de axiomas o
postulados que lleve a dar con todos los teoremas habidos y por haber,
porque pasara una de estas dos cosas: 0 algun teorema se escapa del

8 Es con diéresis en la o, pero en mi teclado no funciona este acento.
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intento y queda indemostrado a pesar de su validez -y por lo tanto no es
omnicomprensivo-, 0 al menos hay uno que es contradictorio con los
demas, es decir, que se llega a una conclusién y a su contraria sin error
en el razonamiento. Las matematicas con las que construyen los
puentes los ingenieros y los rascacielos los arquitectos no es que sean
falsas 0 erroneas, no hay que asustarse. Los dos teoremas de Godel®
solo son una dosis de modestia ante los intentos del todo matematico o
l6gico. Se pueden construir todo tipo de edificios matematicos
coherentes (no contradictorios) a partir de hipotesis y postulados y con
conclusiones y teoremas ciertos y Utiles, pero siempre seran sistemas
limitados, nunca omnicomprensivos, que serviran para resolver unos
problemas y no otros. Por ejemplo, la matematica euclidiana sirve para
solucionar problemas geométricos definidos en espacios de 3
dimensiones basados en rectas y curvas, con un tipo especifico de
definicion de distancia, pero no sirven, por ejemplo, para aplicarlo a la
teoria de la relatividad; el &lgebra que hemos estudiado en el
bachillerato sirve -entre otras cosas- para resolver ecuaciones de hasta
cuarto grado, pero no para las de quinto o mas (en términos generales);
los nameros reales por si solos no resuelven todas las ecuaciones y
muchas veces hay que pasar por las horcas caudinas de los
imaginarios (en los que aparece la raiz cuadrada de -1) para obtener
soluciones reales. El hallazgo de Godel, su performance, es una de las
conquistas intelectuales méas altas de la humanidad; quiza sélo le es
comparable la demostracion del teorema fundamental del &lgebra™ por
Gauss (1777-1855). También marca los limites del intelecto.

Bertrand Russell fue al final derrotado en términos estrictamente
|6gicos ante su intento de cimentar la matematica en la logica, pero su
esfuerzo no ha sido baldio. Muchos avances en las matematicas,
empezando por el comentado del teorema de Godel, han surgido ante el
esfuerzo de refutar a los Principia, lo mismo que refutd él la l6gica de
Frege (1848-1925) con una simple paradoja; sin Cantor no existirian,
por ejemplo, Von Neumann y Alain Turing y su maquina universal,
base de la ldgica de los ordenadores. Todo esto demuestra ademas la
importancia de estudiar y de implementar en los planes de estudio

®Hay muchos libros en castellano con el teorema. A mi el que mas me gusta es el
de nuestro gran Manuel Sacristan “Introduccién al analisis y a la l6gica formal”,
Circulo de Lectores, 1990, paginas 247 y siguientes. Mas actual es el de “Godel
para todos”, de G. Martinez y G. Pifieiro, Ediciones Destino, 2010.

“La matematica: su contenido, métodos y signifcado”, Aleksandrov, Kolmogorov,
Laurentiev, etc., Alianza Universidad, 1973, paginas 338 y siguientes.
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universitario de economia, ingenieria, finanzas, biologia, etc., la
historia de las matematicas. La derrota del inglés recuerda la
interpretacion de Ortega de El Quijote como la exaltacion del fracaso a
pesar del esfuerzo; y sin embargo, no se entenderia, a cambio, la
literatura espafola y parte de la europea posterior a Cervantes sin la
historia inventada de la eterna pareja. La historia esta llena de derrotas
antes de llegar a la victoria: ejemplos de ello son las teorias fisicas y/o
quimicas basadas en el calorico, en el flogisto o en el éter. La ideologia
del que queda segundo es un derrotado y que “solo el ganador es
valorado y recordado”, que denuncia Sanchez Ron, no tiene validez
universal, es la ideologia de la competitividad -que no de la
competencia- como bien supremo, la del éxito en los negocios como
valor ético; es una ideologia reaccionaria, de origen weberiana en su
teorizacion y justificacion, propia de los paises anglosajones,
sustentada en el paradigma smithiano de que buscando el interés
particular se consigue el general. No es la ideologia de los derechos
humanos, del humanismo, del erasmismo™ europeo. Incluso
Schumpeter padece de esta ideologia con su teoria de los ciclos
basados en la destruccion creativa, pero al menos esta teoria puede ser
contrastada historicamente.

Madrid, 18 de febrero de 2011.

' Véase las partes mas europeas del libro de José Luis Abellan “El erasmismo
espaiol”, Espasa-Calpe, 2005.
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