Rc‘:viﬁta AC.‘-.ICjéTHiC-ZI de

|nvc5t[g:3c.ién

TLATEMOANI

Revista Académica de Investigacion
Editada por Eumed.net

No. 12 — Abril 2013

Espafia

ISSN: 19899300
revista.tlatemoani@uaslp.mx

Fecha de recepcioén: 17 de enero de 2013
Fecha de aceptacién: 20 de marzo de 2013

LA NOTACION ASINTOTICA EN EL COMPUTO CIENTIFICO

José A. Cardenas-Haro
Armando J. Vargas-Figueroa
Alberto F. Maupome-Polanco
Facultad de Ingenieria
Universidad Auténoma de Baja California
{antonio.cardenas, armando.vargas, amaupome}@uabc.edu.mx

Resumen

En el presente articulo se hace un analisis de la importancia de la notacion
asintotica en las ciencias de la computacién y de como determinar el tiempo de
ejecucion matematico en segmentos de cddigo de programas en diferentes
situaciones. No en todos los casos es primordial buscar la optimizacién de los
algoritmos dadas ciertas circunstancias que enumeramos. Se hace ademas

una comparacion de los diferentes tipos de limites asintoticos.

Palabras clave : Algoritmos, Complejidad Computacional, Analisis Asintotico,

Computo Cientifico, Optimizacion.

Abstract

In this article an analysis is done about the importance of the asymptotic
notation in computer science and on how to determine the mathematical
execution time on code segments of programs in different situations. The
algorithms optimizations are not necessary in every case; it depends on some
circumstances that we describe here. Furthermore we do a comparison of the
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different kinds of asymptotic limits.

Keywords : Algorithms, Computational Complexity, Asymptotic Analysis,
Scientific Computing, Optimization.

1 Introduccion

Hoy en dia con los grandes avances logrados en los ultimos afios en la
informatica y en la tecnologia en general, es cada vez mas comun para la
gente tener acceso a computadoras y al Internet. Un elemento clave en todo
esto es precisamente el software o programas de computadora, dependiendo
de la eficiencia de estos se obtendra el maximo provecho del hardware en
beneficio de los usuarios. Por ello es importante tener una métrica adecuada
para la evaluacion de la eficiencia de los algoritmos que son la base para la
escritura del codigo de computadora, independientemente del lenguaje de
programacion a utilizarse. Esta métrica es la notacion asintotica, que viene
siendo una representacion matematica redondeada de la cantidad de pasos o
ciclos maquina requeridos para completar cierta tarea, asignada a través de un
programa. El tiempo reloj no es adecuado para esto ya que dependiendo de la
carga, de la cantidad de memoria primaria y del tipo de procesador (Pentium II
vs Pentium Core i7) las variaciones en tiempo reloj pueden ser muy

significativas.

2 Importancia de la notacion asintética

Por ejemplo, como notacion escribir n*+5n+4 es demasiado detallado y se
presta a confusiones, esto se vuelve mas grave en ecuaciones con mas
elementos; lo cual crea la necesidad de utilizar una notacion mas geneérica, sin
dejar de ser representativa de la cantidad de recursos computacionales
requeridos por la funcidén. Asi nace la notacién asintética. En matematicas la
asintota es una linea que continuamente se aproxima a una curva dada pero
nunca la cruza o intersecta. Lo mas relevante en el uso de la notacion
asintotica es para determinar la eficiencia de los algoritmos, es decir, sirve para
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estimar matematicamente la cantidad de recursos requeridos en la ejecucién
de un programa [5] [1] [10] [7] [9] [11]. Especificamente aqui nos estamos
refiriendo a recursos de computo como son uso del procesador y memoria
primaria y/o secundaria. Este tipo de notacidon se vuelve necesaria ya que no
hay una computadora estandar o maquina modelo ideal universal para ser
tomada como referencia para medir el tiempo de corrimiento de los algoritmos
a usarse en programas de computadora. El analisis de algoritmos también es
una herramienta para los disefiadores para estimar si una solucion propuesta
satisface las restricciones de recursos de un problema. La consideracion
principal para estimar el desempefio o eficiencia de un algoritmo es la cantidad
de operaciones basicas requeridas por dicho algoritmo para procesar o resolver
un problema dada una entrada de datos de cierto tamafio. Aqui el concepto de
razon de crecimiento es muy importante para analizar y comparar algoritmos.
La razon de crecimiento es la tasa a la cual el costo computacional de un
algoritmo se incrementa conforme la cantidad de datos de entrada aumenta.
Usualmente la cantidad de datos de entrada se especifica con la letra n, que
indica el nimero o cantidad de elementos a procesar por el algoritmo para

darnos la solucidon o respuesta que buscamos.

Por ejemplo, consideremos a los algoritmos de ordenamiento, muy utilizados
cotidianamente en el mundo para ordenar grandes cantidades de informacion,
ya sea por orden alfabético, cronolégicamente, o por valores de menor a mayor
(o viceversa); estos tipos de ordenamientos son muy utilizados por los
gobiernos, bancos y grandes empresas en general. Existen diferentes técnicas
para dichos ordenamientos, el método mas sencillo y antiguo es el de la
burbuja (0o Bubblesort), que también es el mas ineficiente, donde cada
elemento se compara con todos para definir su posicién destino; es decir, se

requieren n comparaciones para cada uno de los n elementos, esto es
n? comparaciones o pasos, lo cual se define asintéticamente como O(nz).

Existen otros algoritmos de ordenamiento que son mucho mas eficientes asi
como complicados como es el caso del Quicksort, Mergesort, Heapsort,
Bucketsort, entre otros. Por ejemplo, el tiempo de corrimiento o ejecucion del
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algoritmo Quicksort es O(nlog n) para el caso promedio (el peor caso es O(nz)
pero la probabilidad de que este ocurra es casi cero). El tiempo de ejecucion de
otros algoritmos como Mergesort o Heapsort es O(nlogn) siempre, sin

embargo en la practica Quicksort termina en promedio mas rapido los

ordenamientos.

Esto se debe precisamente a las constantes que se omiten en los analisis de
los tiempos de ejecucién, el término O(nlogn) es un valor general y

redondeado que manifiesta solo la parte del algoritmo que consume el maximo

de los recursos (mas detalles en la seccién 4).

3 ¢ Es realmente importante buscar siempre el algori ~ tmo 6ptimo?

Es comdn que en los algoritmos haya factores constantes, esto es, que no se
ven afectados por la cantidad de datos a procesarse; a estos datos también se
les conoce como “datos de entrada” o simplemente “entrada”. A manera de

ejemplo, analizando la razén de crecimiento entre las funciones f,=9n,f,= 21n
y f,=3n* vemos que solo para valores de n>7 la function f, supera a las

otras. Trazando estas funciones vemos que f, y f, son lineas rectas que

nunca se cruzan, es decir, se mantienen paralelas. Para un mismo algoritmo, el
tamano de la entrada (o cantidad de datos a analizarse) puede variar bastante
segun sea el problema a resolver, es por ello y también para simplificar el
analisis, que se ignoran las constantes. Lo mas importante es enfocarse en
examinar la razon o tasa de crecimiento, a esto se le conoce como analisis
asintotico. Sin embargo es importante recalcar que hay ciertas circunstancias
especificas en donde la razén o tasa de crecimiento no es el criterio primordial
a considerar a la hora de disefiar o comparar programas o algoritmos.
Mencionamos a continuacion algunas situaciones donde se presenta este

dilema.

 Cuando la cantidad de datos a usarse en el programa son pocos, la
razon o tasa de crecimiento no es tan importante, especialmente cuando
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las constantes ocultas son grandes o muy grandes. Bajo estas

condiciones podria ser mas rapido un algoritmo de O(nz) que uno de

o(n).

Hay circunstancias como en el caso de los algoritmos numéricos, donde
la estabilidad y la exactitud son primordiales y la rapidez queda en
segundo término . En estos casos es preferible sacrificar eficiencia y no

afectar la precision en los resultados [6].

Cuando un programa va a ser ejecutado en muy raras ocasiones, no
tiene caso invertir mucho tiempo en optimizarlo menos aun si la mejora
en el tiempo reloj de su ejecucidon no es significativa. Bajo estas
circunstancias es mejor basarnos en el algoritmo que sea mas sencillo

de implementar a la hora de escribir el programa.

Una desventaja de escribir un programa complicado y de muchas lineas
de codigo para implementar el algoritmo mas eficiente posible, ademas
de todo el tiempo que se le tiene que invertir, es que en un futuro
probablemente sera otra persona la encargada de darle mantenimiento y
depurarlo. Esto podria resultar en grandes pérdidas de tiempo

posteriores.

Actualmente las computadoras personales tienen una capacidad de
procesamiento que unas décadas atras nadie se hubiese imaginado. Ni
las super computadoras de aquel entonces tenian la capacidad que
tienen ahora las computadoras de escritorio o las laptops. Bajo las
actuales circunstancias no hay mucha diferencia en el tiempo reloj de
ejecucion de un algoritmo respecto de otro. Cierto programa en equis
computadora podra tardar cinco segundos en resolver un problema,
mientras que otro programa mas eficiente podria requerir solo de dos

segundos en dar los mismos resultados en la misma computadora. Por
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tres segundos de mejora en el tiempo reloj, la mayoria de la gente no se

tomara la molestia de reescribir todo un programa.

Sin embargo, en el computo cientifico donde se manejan cantidades enormes
de datos en super computadoras, generalmente es muy importante trabajar con
los algoritmos mas eficientes posibles; ya que cada minuto de uso de las
supercomputadoras representa miles de dolares. En estos casos como la
cantidad de datos de entrada a los programas es muy grande, la razon o tasa
de crecimiento del algoritmo a usarse afecta bastante el tiempo reloj total de
ejecucion, en el rango de las horas, dias o hasta meses segun sea el caso.

4 Determinando el tiempo de ejecucion

El tiempo de corrimiento o de ejecucion de un algoritmo computacional es la
cantidad de ciclos de CPU (Unidad Central de Procesamiento por sus siglas en
Inglés) que se requieren para resolver el problema en cuestion. Sin embargo,
en la determinacion del tiempo asintotico de ejecucion se recurre al redondeo
en base a las secciones del cddigo o programa que mas ciclos de CPU
consumen. Normalmente los programas de computadora, especialmente los
grandes, se componen de varias partes ya sean funciones u objetos, los cuales
tienen cada una su determinado tiempo de ejecucion. Para definir el tiempo de
ejecucion total hay que utilizar la regla del tiempo mayor de cualquiera de las

partes. Por ejemplo, es correcto decir que n®*-3n?’+n-7 DO(n3) aunque

n®-3n?+n-7<0 cuando n<3. Otro ejemplo mas general seria con un
programa de computadora que se componga de tres partes que sean
inicializacion, procesamiento y finalizacion. Supongamos que estas tres partes

requieren un tiempo de 0(n?),0(n*) y O(nlogn) respectivamente. Entonces el

tiempo total de corrimiento de dicho programa de computadora seria
O(n2+ n®+ nlog n): O(max (nz,n3,nlog n)): O(n3). En otras palabras, el tiempo de
corrimiento de un algoritmo o programa de computadora esta determinado por
la parte que mas consume recursos o0 tiempo de procesamiento [3]. En
coOmputo todo este consumo de recursos se define en funciones positivas, no

pueden ser funciones negativas.
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Es algo asi como las resistencias en los circuitos eléctricos, las resistencias
negativas no existen a menos que estas contengan una fuente de poder, de lo
contrario se violaria la ley de conservacion de la energia. Usando funciones
negativas en el analisis asintético del tiempo de corrimiento de un algoritmo o
programa de computadora, corremos el riesgo de cometer errores como el
siguiente:

o(n)= o(n+ n*-n®)= o(max (n,n*,-n*))= 0(n*). Para el tiempo de ejecucion de los
algoritmos se utiliza la notacién asintética para definir el peor caso, el mejor

caso y el caso promedio.

4.1 Calculo del tiempo de ejecucién de programas de computadora

Para determinar el tiempo de ejecucién en notacion asintética de un programa,
hay que identificar primero los lazos o ciclos y analizarlos de adentro hacia
afuera en su ejecucion.

Por ejemplo, analicemos el siguiente segmento de codigo escrito en lenguaje
Python:

(1) foriinrange(0, n):
(2) for j in range(0,n):
3) datosJi][j]=1

La linea 3 se ejecuta en un tiempo constante u O(1) y de acuerdo a la linea 2
del cédigo esto se repite n veces que en total es O(n), asuvezlaslineas2y 3
en conjunto se iteran otras n veces. Es decir, un total de o(nz) operaciones para

llenar la matriz con unos. Analicemos ahora este otro segmento de cédigo en

Python:
1) i=0
(2)  while z = factor]i]:
3) i=i+1

(4) if i>n: break
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Este segmento de cddigo busca a lo largo de un vector de datos un elemento
con el mismo valor que z. Es probable que encuentre dicho elemento en el
primer paso, o en el dltimo, o nunca. Como tenemos que basarnos siempre en
el peor caso, decimos que este segmento de codigo se ejecuta en un tiempo de
orden O(n).

4.2 Tiempo de ejecucion de programas en paralelo

Hoy en dia gracias a los avances tecnolégicos es cada vez mas comun el
computo paralelo y/o distribuido. Esto es que en lugar de usarse un solo
procesador para la ejecucion de un programa, se utilizan varios o muchos. Esto
acelera el tiempo de terminacion de la mayoria de los programas [2] [10]. Por
ejemplo, la suma de n nimeros es O(n) si se hace de manera secuencial; pero
en paralelo digamos con n/2 procesadores, el tiempo de ejecucion se reduce a
O(Iog n). Esto es porque cada uno de estos procesadores puede sumar de
manera simultanea dos numeros y reducirse el total de sumandos a la mitad en
cada iteracion, obteniendo asi el gran total de la suma en solo log n pasos. Otro
ejemplo es con los algoritmos de ordenamiento donde el Quicksort se ejecuta

en un tiempo promedio de O(nlogn) de manera secuencial, esto es O(n)
comparaciones O(Iog n) veces [4]. En paralelo tenemos la ventaja de que las
O(n) comparaciones pueden ejecutarse en O(l) guedando el tiempo promedio
total en solo O(Iog n). La basqueda del elemento mayor en un vector de datos
se puede realizar de manera secuencial en un tiempo O(n), en paralelo este

tiempo se reduce a O(l) ya que todas las comparaciones necesarias pueden

hacerse de manera simultanea. En paralelo ademas del orden del tiempo de
ejecucion, se habla del orden de trabajo. Si bien el tiempo de ejecucion se
reduce, al final el trabajo es el mismo solo que distribuido entre varios o
muchos procesadores. Podemos decir que el orden de trabajo de un algoritmo
en paralelo es igual al orden del tiempo en su version secuencial. En la seccion
4.1 vemos como analizar el tiempo de ejecucion en programas secuenciales,

en paralelo esto cambia sustancialmente.
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4.3 El uso de T(n) para el analisis
Lo importante aqui es saber como se incrementa el tiempo de corrimiento
respecto al aumento en los datos de entrada. Normalmente se utiliza la function

T(n) como base al hacer el analisis para determinar el tiempo de ejecucion en

un algoritmo; esta se utiliza para representar las recurrencias en base a la
cantidad n de datos a procesarse. Comunmente en un programa de
computadora vamos a tener iteraciones o recursiones, esto es, una funcion es
ejecutada en multiples ocasiones ya sea porque es llamada desde otra funcion
0 porque esta se llama a si misma. Por ejemplo, en la recurrencia

T(n): 2T(n/2)+ n se utiliza la técnica divide y venceras y sirve para el analisis

de algoritmos como en la FFT (Transformada Rapida de Fourier, por sus siglas
en Inglés, la cual tiene muchas aplicaciones en fisica e ingenieria [12]), o en
algoritmos de ordenamiento como el Quicksort o Mergesort. Si queremos saber
cual es su orden de tiempo de ejecucién, tenemos que resolverlo

recursivamente. Por simplicidad y sin perder generalidad, supongamos que

n= 2 donde k 21,k 0N . Expandiendo esta recurrencia tenemos:

@ -

Desarrollando y reduciendo la ecuacion obtenemos

) T(n) = 4T (%) g

Haciendo una recursion mas tenemos

T(n) = 8T (J—‘:) +n+n+n

3)
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Este proceso de expansion lo podemos hacer log n veces, resultandonos

logn logn
T(n)=nT(1)+ Z'ﬁ. =n [’T[l) +Z l] = n[l + logn| = O(nlogn)
(4) i=1 =1

Estas recurrencias se pueden resolver también usando el teorema maestro [8],

aunqgue este tiene sus limitaciones y no puede ser utilizado en todos los casos.

5 Los limites asintoticos

La notacion O es Unicamente para definir los limites superiores, en el total de
recursos requeridos por determinada funcién o algoritmo de computadora;
como se explica en la seccion 4. Hay otros tipos de notacion asintética que se
explican a continuacion.

5.1 Notacion Omega mayuscula

Contrario a la notacién O, la notacion Q se usa para determinar los limites

inferiores en el consumo de recursos. f(n)= 2(g(n)) o lo que es lo mismo
f(n)02(g(n)) si existe una constante real ¢>0 y una constante entera n,>1

tal que f(n)=cg(n) para cada entero n=>n,.

5.2 Notacion Theta

La notacion @ nos indica simultaneamente los limites superior e inferior de
ejecucion, cuando estos estan determinados (en una misma funcion) por
diferentes multiplos reales positivos.

Es decir, t(n)06(f(n)) siy solo si t(n) pertenece simultaneamente a O(f (n)) y

a o(f(n)).
Expresado més formalmente decimos que @= (f(n))= 2(f(n))n O(f(n)). A esto

también se le conoce como orden exacto de f(n) ya que su tiempo de
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ejecucion esta acotado por arriba y por abajo al mismo tiempo.

5.3 Notacion “0” pequeia

Esta notacion es solo para definir que una funcion crece mas despacio que otra
de referencia.

La relacion f(n)Do(g(n)) nos dice que g(n) crece mucho mas rapido que f(n)

asumiendo que f y g son funciones de una variable. Como ejemplo podemos

Lim f';_”] —_qgn formalmente esta establecido

Ti—¥ 0 lgl:-,r'; ]

decir que 7n° Do(n3). En est

que:

()

5.4 Notacion Omega minuscula
La notaciobn « muy raramente se usa en ciencias de la computacion. La
relacion de o con Q es similar a la relaciéon de la “0” pequefia con la “O”
grande en términos asintoticos.

La relacién f(n)= w(g(n)) se cumple si para cualquier constante real c¢>0,
existe una constante entera n, =1 tal que f(n)> cg(n) para cada entero n=nj.

Esto implica que:

. (1)
lim f.h‘:} =00
A—50 _{;l_rj':_}

(6)

Por ejemplo, n73Dw(n3), pero n;Dw(nz).
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o()
o0

Jm)

carga computacional

o()

—

Figura 1. La presente grafica muestra una comparacion entre los diferentes
tipos de notaciones, mostrandose como aumenta la carga computacional

respecto al incremento de los datos de entrada.

6 Conclusiones

La notacion asintética es de suma importancia en ciencias de la computacion
para determinar el tiempo de ejecucidon de los algoritmos y/o hacer
comparaciones entre ellos. Sirve de parametro de referencia estandar, ya que
no hay un modelo o maquina universal contra el que se puedan evaluar todos

los algoritmos en su tiempo de ejecucion o corrimiento.

Otro factor es que no es confiable usar el tiempo reloj como medida del tiempo
de ejecucion de los algoritmos. Esto se debe a que en una misma computadora
para un mismo algoritmo, el tiempo reloj puede variar bastante dependiendo de
diversos factores, como lo son el sistema operativo o la ejecucion de ciertas
interrupciones o procesos que se salen del control del usuario. Estas
variaciones pueden ser bastante mas significativas si se compara el tiempo de
ejecucion de programas en maquinas con capacidad distinta o con
arquitecturas diferentes. Por ello la trascendencia en el uso de la notacion
matematica en todos los andlisis de algoritmos.
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