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RESUMEN

El presente trabajo se genera a partir del
conocimiento de que la estructura interna de un
material es una funcion critica para determinar
sus propiedades. Recientemente, se han
desarrollado métodos para simular los cambios
que un material puede experimentar en su
estructura a escalas macro, micro Yy
nanométricas. Uno de ellos, abordado en este
trabajo, es el método de campo continuo (CFM),
basado en las teorias clasicas de termodinamica
y cinética. A través de tal método es posible
describir los cambios morfol6gicos en materiales
multicomponentes por medio de la solucién de
ecuaciones diferenciales parciales, modelo de
Cahn y Hilliard, mediante diferencias finitas. De
lo anterior, el creciente desarrollo de
computadoras de alta velocidad y de extensa
capacidad permite ahora implementar
simulaciones por computadora para explorar
rapidamente  las  caracteristicas y la
funcionalidad de cualquier modelo. Asi se
dilucida que las computadoras pueden resolver
numéricamente ecuaciones matematicas cuya
solucion llegé a ser inaccesible, abriéndose
ahora un amplio campo de nuevas formas de
educar a estudiantes de carreras ingenieriles
para desarrollar en ellos competencias
necesarias en su formaciéon de comprensién de
matematicas, identificacion de las variables que
forman parte de un fenémeno para la creacion
de modelos, uso de tecnologias de computo,
aplicacion de software, etc. Asi, mediante este
trabajo, se llevd a cabo la aplicacién del modelo
matemético de Cahn y Hilliard mediante
simulacion para comprender los cambios en las
propiedades de un material cuando éste,
durante su vida Uutil, opera a relativamente
elevadas temperaturas.
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INTRODUCCION

Actualmente con el avance y el facil acceso a los
computadores digitales de alta velocidad el
modelado por computadora ofrece un importante
papel para entender los fundamentos de los
mecanismos que gobiernan los cambios en la
estructura interna de materiales cuando durante
su vida (til éstos se someten a temperaturas de
operacion elevadas por tiempos prolongados.
De hecho, es posible simular y predecir las
caracteristicas de su morfologia y su variacion
con el tiempo a escala micrométrica o
nanométrica. De lo anterior, los regimenes de
modelado  son: Electroénicos, Atémicos,
Microestructurales 6 Continuos. [1]

Los modelos de todas las escalas de longitud
involucran resolver un conjunto de ecuaciones
diferenciales, algebraicas o integrales. En tal
caso se dice que el modelo es deterministico, es
decir, que actia de forma predictiva como las
ecuaciones para resolver el movimiento de
atomos en un material, su difusion.

Los modelos de cualquier nivel se pueden basar
en un proceso de muestro estdtico y no
involucrar la resolucibn de wuna ecuacion
particular. Estos son conocidos como métodos
estocasticos o probabilisticos.

Dado que éste es un trabajo de andlisis de
cambios en la estructura interna de un material
metalico, es importante decir que el régimen
microestructural no se resuelve solo para
ecuaciones  especificas. Si  bien, para
caracterizar la estructura interna de un material
metalico el modelo se divide en celdas o
cristales que contienen una caracteristica de
interés como una imperfeccion lineal, un grano,
etc. Las interacciones entre cristales o celdas
son especificas y para la estructura de la celda
se consideran algunas interacciones dinamicas
0 reglas, donde el espacio y el tiempo se
discretizan y ciertas cantidades fisicas como la
densidad de defectos se toman como un
conjunto de valores para cada celda o cristal.
Estos valores se emplean al mismo tiempo



durante la simulacién basada en un conjunto de
reglas que suelen ser deterministicas. También
es posible mediante reglas estocasticas, método
Monte Carlo, simular los cambios estructurales
internos de un metal, en celdas o cristales que
contienen espines que caracterizan la
orientacién del grano en un policristal y tales
celdas se mapean sobre una red fija. Las celdas
interactian con el vecino mas cercano y los
espines se colocan secuencialmente de acuerdo
al algoritmo Monte Carlo. Este método se usa
frecuentemente para simular el crecimiento de
grano en dos y tres dimensiones incluyendo un
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crecimiento anormal, el efecto de superficies y
particulas de segunda fase. En ambos el tamafio
del modelo suele ser de miles de celdas.

Estos son solo algunos métodos para simular
cambios internos en un sistema. En las Figuras
1 y 2 se mencionan algunas caracteristicas de
escalas espaciales y temporales asi como los
métodos de simulacibn computacionales
aplicados para resolver problemas de ciencias
de los materiales [1].

Difusion Masiva
Difusion Interfacial
Dinamica de Campo de

Foses

Dinamica de Dislocacion

Proceso Caracteristico

Dinamica Molecular

Frecuencin Debye

Y

fS ps ns ps ms S
(b) Escala de tiempo

Figura 1. Caracteristicas de las escales espaciales y temporales; a) nimero de atomos en un cubo, b)

Caracteristicas temporales de la simulacidn de problemas tipicos [1].
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Figura 2. Escalas espacio y tiempo; y, métodos de simulacién computacionales en ciencias de los materiales [1].

En este sentido, la seleccion de las variables
adecuadas de estado y las ecuaciones de
procesos dindmicos pueden seleccionarse
euristicamente basandose en conceptos tedricos
de inicio-ab o] en observaciones
fenomenoldgicas. Tal seleccion representa el
paso mas importante del modelado y refleja la
ventaja fisica particular de aproximar con
exactitud el problema vy localizarlo. Por otra
parte, el valor de las condiciones iniciales debe
formularse de acuerdo al problema sujeto a
estudio y de igual forma el modelo inicial debe
estar mateméaticamente bien definido.

Finalmente, la solucibn numérica puede
entonces referirse como una simulaciéon o
experimentacién numérica.

Situando ahora al fenébmeno de cambios en la
estructura interna de metales debidos a su
operacién a temperaturas elevadas, durante su
vida util, a escala nano y micrométrica, no se
tiene linealidad ni organizacion propia [2-5]. Asi,
los métodos deterministicos y probabilisticos
que involucran dicho problema se muestran en
la Tabla 1.



Tabla 1. Métodos en simulacién de materiales empleados para una escala espacial a nivel micro y nanoscépico [1].

Aplicaciones Tipicas

Recristalizaciéon, crecimiento de grano, fenémenos de

transformaciones de fase, dindmica de fluidos, textura

cristalogréfica, plasticidad en el cristal.
Fractura mecanica.

Engrosamiento de subgranos, recristalizacion, recristalizacion

secundaria, nucleacién, recubrimientos, crecimiento de grano y

Recristalizacioén, crecimiento de rano, recristalizaciéon secundaria,

texturas cristalograficas, solidificacion, topologia del cristal.

Plasticidad cristalina, recubrimientos, microestructura, patron de

dislocaciones, activacion térmica.

movimiento interfacial, formacion de precipitados y

engrosamiento, fendmenos de engrosamiento de policristales y

granos polifasicos, transformaciones de fase isoestructurales y no

isoestructurales, superconductividad.

Escala (m) | Método de Simulacién
1010-100 Autémata Celular.
107-10? Modelos de resorte (spring).
Modelos de vortice, modelos
107-102 de red, limites de grano
dinamicos. fatiga.
Modelos componentes,
10-7-10-2 7 . 7 .
topoldgicos y geométricos.
10°-10* Dislocaciones dindmicas.
Difusion,
10°-10° Modelos de campo de fases.
10°-10°

Modelos Potts de cinética de | Recristalizacién, crecimiento de grano, transformaciones de fase y

multiestado.

La informacion de la Tabla 1 muestra un factor
importante que llevé ésta investigacion al uso
del método de campo de continuo (MCC) para
derivar relaciones de cambios del patrén
morfolégico estructural de un metal con
validacion cuantitativa, y que, ademas provee
los principios fisicos y termodinamicos que
gobiernan la naturaleza compleja de variaciones
morfologicas a escala micro y nanométrica con
el tiempo en que un material opera a elevadas
temperaturas.

Con base en tales afirmaciones es vélido decir
gue éste método es capaz de complementar la
experimentacion  fisica e incluso  de
reemplazarla, en al menos ciertos casos, y que
es importante, tal como éste caso de estudio,
llevar a los salones de clase aquellos modelos y
meétodos que involucran procesos dinamicos que
alteran el tiempo de vida util de un material que
claramente puedan ser entendidos y aplicados a
través de la simulacion por computadora entre
los estudiantes de carreras ingenieriles

texturas cristalograficas.

permitiendo que comprendan y asimilen su
importancia practica.

Finalmente, en orden de optimizar el poder
predictivo de los modelos surgieron varios
métodos numéricos que complementan el
concepto de integracion del modelado vy
simulacion [6]. Tales métodos numéricos se
definen esencialmente a través de valores
iniciales mas que de valores limite; por ejemplo,
las ecuaciones que involucran derivadas en
funcion del tiempo frecuentemente se refieren
como técnicas de diferencias finitas. Los
métodos de diferencias finitas aproximan las
derivadas (tanto en funcion del tiempo como en
funcién del espacio). Entre la variedad de
métodos, este estudio utilizé el método FTCS
(Forward Time Centered Space) [7], el cual es
un método de segundo orden que calcula
explicitamente a partir de cantidades conocidas
y que consiste en promediar los valores de una
funcion dada en un ti y ti+1. Un segundo grupo de
métodos numéricos que resuelven ecuaciones
diferenciales parciales son los métodos de
elementos finitos disefiados para resolver



numéricamente problemas de valores iniciales y
valores limite. Tienen en comun la discretizacion
espacial del area sujeta a analisis en un nimero
dado de elementos finitos, la discretizacion
temporal en problemas que dependen del
tiempo y la aproximacion de soluciones
espaciales verdaderas en los elementos por
funciones  polinomiales. Ambos métodos
representan  técnicas de aproximacion
matematica, pero el dltimo se usa
frecuentemente pare geometrias complejas. De
lo anterior, el objetivo de este trabajo de
investigacion fue aplicar un modelo matematico
mediante simulacidon para la comprension de
propiedades de materiales, en particular para
simular los cambios en la estructura interna que
experimenta un material metdlico cuando
durante su vida Uutil opera a relativamente
elevadas temperaturas por tiempos prolongados,
mediante el andlisis de casos reales que
contribuyan a mejorar la comprension de estos
temas en estudiantes de carreras ingenieriles y
a desarrollar sus habilidades y competencias en
la aplicacion de matematicas, modelado,
programacion y desarrollo de software, etc.

METODOLOGIA DE APLICACION DE UN
MODELO MATEMATICO MEDIANTE
SIMULACION POR COMPUTADORA

El método de campo continuo describe el
proceso dindmico de cambios morfoldgicos en la
estructura interna de un material metalico
multicomponente a escala micro o hanométrica.
A partir de su simulacion por computadora es
posible obtener informacién detallada sobre el
tamafio, forma y/o dominios y su arreglo
espacial en un determinado tiempo. Este método
resuelve el modelo de Cahn y Hilliard [8], es
decir, soluciona una ecuacion diferencial parcial
no lineal mediante diferencias finitas. Esta
ecuacion es:

o6 () _yy 2260 ¢ y2e
ot oc,

oc;

i(x,t)
donde el término ot  representa la variable de
campo de concentracion del componente i en
funcién de una distancia, x, y de un tiempo, t; M;
representa la  movilidad atomica  del
componente. La densidad total de energia libre
ofy(c)

oc;

)

esta dada por el término gue representa la
fuerza motriz de la porcion homogénea del
sistema con una composicion local ¢ [9-10] sin

gradiente, y, K que representa el coeficiente de
energia del gradiente intefacial, lo que indica el
exceso de energia libre asociado con
inhomogenidades en la interface [1]. La energia
libre de un sistema metalico real, fo, se calcula
en base al modelo de solucién regular [10]
segun la ecuacion (2).

f,=ficc+f,c,+cc;Q ;+ RT (ci Inc; +c; Incj)
(2)

donde Ry es la constante de los gases, T es la
temperatura absoluta, fi y f; son las energias
libres molares de un componente i y un
componente j puros, respectivamente, y Qi es el
parametro de interaccion entre los componentes
iyj.

Es importante sefialar en esta parte la
importancia de lograr que el estudiante entienda
primero que para el desarrollo de un modelo que
represente  un fendbmeno debe revisar
minuciosamente los parametros involucrados
para que ese proceso se lleve a cabo, luego
cémo interactian o se relacionan entre si y
finalmente podria usar esta informacién para
representar matematicamente dicho fenémeno.
Una vez establecido debe seleccionarse el
método matematico mas adecuado para su
solucion [Rabee] en base al conocimiento basico
previo establecido en literatura especializada
que indica el tipo de método que contribuye a la
Optima solucién del problema establecido. De
esta manera es posible motivar y despertar el
interés del estudiante por la ciencia basica [11]
gue actualmente atraviesa un periodo dificil para
su comprensién en los diferentes niveles de
educacion.

Finalmente, es importante en este punto aclarar
que el uso y aplicacion de lenguajes de
programacion tiene un importante papel para
lograr que los alumnos de educacién superior se
vuelvan emprendedores y logren desarrollar
software 6, en su caso, mejorar aquel existente
a partir de la aplicacién de la ciencia béasica y del
estudio de fendémenos reales expresados
matematicamente.

De lo anterior, la ecuacién (1) se resolvio de
forma numeérica por el método de diferencias
finitas, utilizando una discretizacion de 101x101
nodos. Para la dimension espacial, Ax, se
asignd un valor de 1 nm para el andlisis de
cambios morfol6gicos en aleaciones hipotéticas
binarias A-B. Finalmente, se establecid6 un



intervalo temporal, At, de 10 s, valores que
satisfacen el criterio de estabilidad [7]. El
lenguaje de programacién utilizado fue
FORTRAN, pero puede utilizarse cualquier otro
con el que un estudiante se sienta familiarizado.
Las variables de entrada fueron: la
concentracion, ¢, en porcentaje atémico, y, el
tiempo, t, en segundos. Para el analisis del
sistema real, se introdujo la temperatura, T, en
K.

En particular, para el Andlisis de un Sistema de
Aleacion Hipotético A-B la composicion se varié
de 0.1 y 0.9 con incrementos de 0.1 para cada
componente siguiendo la condicién descrita por
la siguiente ecuacién [13]:

Ci+ ¢ = 1.0 (3)
Para facilitar los calculos computacionales el

valor de K; permanecié constante, siendo este
un valor arbitrario de 1.

G

RESULTADOS DE LASIMULACION DE
CAMBIOS MORFOLOGICOS EN LA
ESTRUCTURA INTERNA DE MATERIALES
METALICOS

Como se mencion6 con anterioridad durante su
vida 0til es posible que metales y aleaciones
sean expuestos a elevadas temperaturas por
tiempos prologados. Asi, es posible simular los
cambios en su estructura interna para un
sistema de aleacion hipotético A-B, cuyos
resultados representan informacion cualitativa y
cuantitativa de: perfiles de concentracion,
estructura interna a escala nanométrica, tamafio
y distribucion de fases, cinética del proceso de
cambio en la estructura, etc. Esta valiosa
informacién incluso puede relacionarse con las
posibles propiedades que puede presentar el
material. En la Figura 3 se muestra un perfil de
concentracion en el que es posible observar
cémo cambia la concentracién del componente
A conforme este metal hipotético se somete a
elevadas temperaturas y a diferentes tiempos
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Figura 3. Perfiles de concentracion simulados del
sistema de aleacion binario 40 %at.A-B cuando opera
a temperaturas elevadas para diferentes tiempos.
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Figura 4. Cambios morfolégicos simulados por el
MCC del sistema de aleacidn binario 40 %at. A-B, (a)
Estructura interna inicial en el material, y, cuando se
someti6 a elevadas temperaturas por tiempos de: (b)

0.03 h, (c) 0.6 h, (d)2.8hy(e)83h.

En la Figura 4 se muestran los cambios en la
estructura interna de una aleacién hipotética A-
B. Las regiones blancas y negras representan
dos fases diferentes ricas en A 0 en B,
respectivamente. Se observa claramente
primero la presencia de wuna morfologia
interconectada y difusa y luego, después de que
el material opera a elevadas temperaturas por
tiempos prolongados se observa la formacion de
una evidente fase circular sobre una matriz.

Cabe mencionar que dentro de |las
consideraciones cualitativas para un efectivo
endurecimiento por dispersion: una cantidad
numerosa de la fase dispersa aumenta la
resistencia y tenacidad del material y ésta fase
dispersa con forma redonda aumenta la



resistencia y tenacidad del material, con
respecto a una fase con bordes agudos.

CONCLUSIONES

Se aplic6 un modelo matematico mediante
simulacién para la comprension de propiedades
de materiales, en particular para simular los
cambios en la estructura interna que
experimenta un sistema de aleacion hipotético
A-B cuando durante su vida util opera a
relativamente elevadas temperaturas por
tiempos prolongados, mediante el método de
campo continuo. Este estudio puede contribuir a
mejorar la comprension de estos temas en
estudiantes de carreras ingenieriles y a
desarrollar sus habilidades y competencias en la
aplicacion de matematicas, modelado,
programacion y desarrollo de software, etc.

Los resultados muestran buena concordancia
con la explicacion en literatura de los cambios
que presentaria una aleacién metélica, y, se
confirmd también que conociendo éstos cambios
dinamicos en la estructura interna del material,
desde escalas nanométricas inclusive, es
posible predecir las propiedades que éste
tendra.
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