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RESUMEN

Este trabajo responde a la necesidad de que los profesionales de la educacién que se forman en la carrera de
Matematica — Fisica se preparen para aprender a aprender Yy aprender a ensefiar a resolver problemas
geométricos de la Matemética escolar, lo que se corresponde con las transformaciones que se vienen
introduciendo en los Institutos Superiores Pedagdgicos, en cuanto a la incorporacién de los estudiantes, desde
el segundo afio de la carrera, al componente laboral al frente de un grupo docente. Para ello, en el trabajo se
presenta un sistema de habilidades profesionales dirigido a satisfacer esas exigencias.

Palabras claves: habilidades profesionales, aprender a aprender, aprender a resolver problemas, aprender a
ensefiar, resolver problemas, problemas geométricos.

INTRODUCCION

En la actualidad, en el proceso de ensefianza — aprendizaje de la escuela cubana, en general y, en particular,
en el proceso de ensefianza — aprendizaje de la Matematica, se esta dando un proceso de transformacién y
perfeccionamiento encaminado a ubicar el planteamiento y la resolucion de problemas en el enfoque
metodolégico general de esta asignatura como medio para estimular las acciones de aprendizaje de los
alumnos, sus actitudes, valores, sentimientos y compromisos individuales y sociales, lo que exige la necesidad
de que el profesor despliegue un trabajo docente — metodolégico de mayor calidad, profesionalismo y maestria
pedagodgica. Para ello, los profesores que se forman en las carreras de Ciencias Exactas y Profesores
Generales de Secundaria Basica deben caracterizarse por el dominio de los enfoques metodoldgicos
relacionados con la ensefianza — aprendizaje de la resolucién de problemas para saber disefiar actividades que
estimulen la actividad de aprendizaje de los alumnos a través del proceso de planteamiento y resolucion de
problemas. Estos requisitos que deben poseer estos profesores se tienen que tener en cuenta en su formacion
en el transcurso de las mencionadas carreras en los Institutos Superiores Pedagoégicos, por lo que el proceso
de planteamiento y resolucion de problemas debe ocupar un lugar especial en el proceso de ensefianza —
aprendizaje de la disciplina Matematica, en general y, en particular, su sistema de habilidades debera estar
dirigido en dos direcciones:

- A que el estudiante aprenda a resolver problemas.

- A que el estudiante aprenda a ensefiar a resolver problemas.

En el proceso de ensefianza — aprendizaje de la disciplina Matematica de las carreras de Ciencias Exactas y
Profesores Generales de Secundaria Basica se hacen esfuerzos y se realizan investigaciones en las que
prevalece el trabajo en la primera direccién y aunque se habla de la necesidad de trabajar en la segunda
direccion aun en ella no se ha profundizado suficientemente, dejandosele esta mision sélo a la Metodologia de
la ensefianza de la Matematica.

Debido a ello, existen insuficiencias en los estudiantes de estas carreras para aprender a aprender y aprender
a aprender a ensefiar a resolver problemas geométricos de la Matemética escolar.


http://www.eumed.net/rev/ced/index.htm
mailto:juaneg@ucp.sc.rimed.cu

DESARROLLO

Para solucionar estas insuficiencias se propone el siguiente sistema de habilidades profesionales conformado
por cuatro habilidades profesionales generalizadas, a saber:

Resolver problemas geométricos.

Explicar estrategias de trabajo utilizadas en el proceso de resolucién de los problemas geométricos.
Evaluar estrategias de trabajo utilizadas en el proceso de resolucion de los problemas geomeétricos.
Disefiar actividades para ensefar a resolver problemas geométricos.

Se entiende por estrategias de trabajo para resolver problemas la planificacién consciente de las acciones que
pueden seguirse para ello, las que son flexibles y son el producto de una reflexiéon consciente tanto individual
como colectiva.

A continuacion se explican y describen las operaciones que caracterizan a cada una de estas habilidades.

Resolver problemas geométricos.

Operaciones:

1.

Orientarse en el problema. Para ello, se identifica el tipo de problema geométrico que se va a resolver, las
condiciones y exigencias presentes en el mismo; se investiga si se resolvieron problemas con condiciones
0 exigencias andlogas o si el problema puede ser reducido a otros problemas ya resueltos o si puede
descomponerse en subproblemas mas sencillos; se reformula si es necesario el problema para hacerlo
mas comprensible; se representan las condiciones y/o exigencias del problema en una figura geométrica
de andlisis; se precisan los conceptos, teoremas o relaciones presentes en el mismo.

Buscar vias para solucionar el problema. Para ello, se formulan e interpretan los teoremas y
definiciones, se interpretan las relaciones geométricas, para extraer de todos ellos nuevas informaciones o
deducir nuevas consecuencias y nexos, precisando los mas trascendentales para la resolucion del
problema; se realizan construcciones auxiliares en la figura geométrica de analisis en el caso necesario; se
descompone el problema en subproblemas mas sencillos; se aplican métodos de reduccion: inductivos y no
inductivos, asi como métodos deductivos; se seleccionan y aplican procedimientos heuristicos de solucion;
se valoran vias conocidas o vias producidas por la especulacién, se emiten hip6tesis sobre posible o
posibles vias de solucion y se valora la posibilidad de su ejecucién; se determina si el problema se deriva
de otro mas general para valorar si la via de solucién utilizada en aquel es posible particularizarla en éste, o
si el problema es una generalizacion de otros problemas particulares para valorar si con las vias o
estrategias de solucién en ellos aplicadas se puede llegar a una via o estrategia general que sea posible
aplicarla a la solucién del mismo; se precisan las acciones que se van a ejecutar una vez encontrada la
posible via o estrategia de solucion para de esta forma ordenarlas y elaborar un plan de solucion.
Experimentar las vias para solucionar el problema. Para ello, se lleva a cabo el plan de solucién para
comprobar y fundamentar cada paso del mismo; se valora si éste ha sido correctamente elaborado, si le
faltan pasos, si le sobran pasos, si los pasos estan l6gicamente ordenados, si es necesario perfeccionarlo;
se revisa, reconsidera, perfecciona o rechaza la estrategia de trabajo seguida en la solucién del problema,
culminando este proceso cuando se llegue a lo exigido en el problema.

Como se puede observar, con esta operacién se pretende que el estudiante vaya ejecutando la estrategia
buscada y al mismo tiempo la vaya controlando y valorando pues, se considera que en muchas ocasiones él
cree tener la via de solucién correcta y cuando la materializa se da cuenta que debe perfeccionarla,
enriquecerla o rechazarla y buscar otra. Esto muchas veces entorpece el proceso de resolucidon del problema
ya que el estudiante no esté preparado para llevar a cabo ese control y esa valoracion.

4,

Examinar el proceso de resolucién del problema. Para ello, se verifica si el resultado obtenido se
corresponde o no con las condiciones y las exigencias del problema y se explica por qué; se reflexiona
sobre las dificultades y limitaciones que se presentaron al resolver el problema y en como se pueden evitar
en la resolucion de futuros problemas; se reflexiona sobre los aspectos positivos que permitieron llegar al
resultado deseado; se reflexiona sobre la estrategia de trabajo seguida y se valora su posible extrapolacién
a la resolucién de problemas futuros con condiciones o exigencias analogas; se encuentran ideas rectoras
gue guien el proceso de resolucion de problemas en el futuro; se analiza la existencia de otras vias de
solucion seleccionando las més racionales; se determinan las causas que no permitieron seguir adelante
con alguna estrategia de trabajo que para otros resulté exitosa.

Explicar estrategia de trabajo utilizada en el proceso de resolucion del problema geométrico.

Operaciones:

1.

Reflexionar sobre las acciones ejecutadas en el proceso de solucidn. Para ello, se recurre a los
procesos del pensamiento para determinar las acciones que se utilizaron en la orientaciéon en el problema,



en la busqueda y experimentaciéon de la estrategia de trabajo utilizada y en el examen del proceso de
solucién del problema.

Ordenar l6gicamente las acciones. Para ello, se establece un orden légico en cuanto a la derivaciéon de
una accién de otra o al completamiento de una accién con otra.

Argumentar cOmo y con qué objetivo concibié y ejecutd las acciones. Para ello, se exponen o se
declaran los argumentos convincentes que den razén de las situaciones o aspectos que condujeron a
concebir las acciones, qué razonamientos conllevaron a ello y sobre qué base se determiné el fin a la que
estaban destinadas.

Precisar las consecuencias que se derivaron de la ejecucion de las acciones en el proceso de
solucién. Para ello, se descubren, encuentran, explicitan cudles fueron los efectos que se produjeron al
ejecutar las acciones, refiriéndose tanto a los positivos como a los negativos y resaltando los que
impulsaron el proceso de solucién del problema.

Exponer de forma oral la aplicacién de la estrategia en el proceso de solucion. Para ello, se expresa
de forma coherente, ordenada, precisa, concreta, detallada todo el sistema de acciones que se concibio y
ejecutd, asi como todas las reflexiones, andlisis, valoraciones y resultados a los que se llegaron en el
proceso de resolucion del problema.

Evaluar estrategias de trabajo utilizadas en el proceso de resolucion del problema geométrico.

Operaciones:

1.

Analizar logicidad en la concepcion y el orden de las acciones ejecutadas, asi como los argumentos
de como y con qué objetivo las concibid y ejecut6. Para ello, se analiza si las acciones que se
ejecutaron estan en un orden légico, es decir, si una se deriva de la otra 0 una complementa a la otra, si los
argumentos son lo suficientemente convincentes y si se declararon realmente todas las razones por las que
se concibieron y ejecutaron esas acciones.

Revisar si son ldgicas y correctas las consecuencias derivadas de la ejecucion de las acciones en
el proceso de solucion. Para ello, se verifica, comprueba, valora si realmente los efectos provocados al
aplicar las acciones fueron inferidos l6gicamente o si hay falta o insuficiente relacién de las acciones con
dichos efectos.

Valorar la efectividad, objetividad y racionalidad de las acciones, entendiendo por efectividad la
obtencidn de un resultado positivo cuando se aplica una accién y que sirve de impulso para seguir adelante
con la resolucion del problema; por objetividad la adecuacion y correspondencia de la accién con el
resultado que se pretende obtener; por racionalidad la suficiencia de las acciones concebidas para resolver
el problema, es decir, tener en cuenta que con las acciones concebidas se resolvié el problema, que no
hubo acciones innecesarias o que faltaron acciones.

Plantear preguntas para la reflexion, la polémica o discusidn sobre la estrategia utilizada. Para ello,
se plantean interrogantes para reflexionar, polemizar o discutir sobre diferentes puntos de vista en cuanto a
la estrategia utilizada en la resolucién del problema, a las acciones concebidas y ejecutadas, al plan
elaborado, a los razonamientos y valoraciones realizados, a las dificultades detectadas en la aplicacion de
la estrategia, a los argumentos dados, o para comprobar que el estudiante sabe conscientemente lo que
hizo.

Valorar respuestas a las preguntas planteadas en cuanto a logicidad, concreciéon y objetividad,
entendiendo por logicidad de la respuesta la explicaciéon, argumentacion, fundamentacién légica de los
criterios, posiciones, puntos de vista del estudiante; por concrecién el poder de sintesis en la respuesta
dada y por objetividad la concentracion en la cuestion que se pregunta, es decir, no divagar en otras
cuestiones que no tengan nada que ver con la pregunta planteada.

Emitir juicio de valor donde se corresponda lo cualitativo con lo cuantitativo, lo que significa dar una
puntuacion, en el caso de que el estudiante evalué a otros, o darse una puntuacioén, en el caso que se
autoevalle, en correspondencia con la calidad de las explicaciones, valoraciones, respuestas a las
preguntas planteadas relacionadas con la estrategia de trabajo utilizada en la resolucién del problema.
Argumentar el juicio de valor emitido, lo que significa expresar conscientemente las dificultades,
limitaciones y los aspectos positivos que se manifestaron en el proceso de solucion del problema que
justifiguen la puntuacién dada.

Disefiar actividades para ensefiar a resolver problemas geométricos.

Este disefio se hara sobre la base de las estrategias de trabajo utilizadas en el proceso de resolucion de los
problemas geométricos y de la experiencia que vayan adquiriendo los estudiantes en la ejecucion de su
componente laboral responsable.



Operaciones:

1. Precisar, teniendo en cuenta las estrategias de trabajo utilizadas en el proceso de resolucién de los
problemas y el tipo de problema que se va a ensefiar, las acciones esenciales a cuya ejecucion
debe conducirse al discente para que aprenda a resolver el problema. Para ello, se reflexiona como se
resolvié el problema para determinar las acciones que se ejecutaron para orientarse en el problema, para
buscar y experimentar la via de solucidn y para examinar el proceso de solucién del mismo y precisar, de
acuerdo a las explicaciones y las evaluaciones que se hicieron de las estrategias utilizadas en la resolucion
del mismo, las acciones esenciales.

2. Planificar, a partir de las acciones esenciales precisadas, las diversas actividades que deben
orientarse al discente para que ejecuten dichas acciones. Para ello, se seleccionan los procedimientos
heuristicos de solucion que se van a utilizar y a partir de ello se concibe el sistema de tareas o de
preguntas que propicien que el estudiante ejecute las acciones que le permitan resolver el problema.

3. Pronosticar las posibles actividades que se espera que realicen los discentes a partir de las
actividades planificadas que deben orientarseles para la ejecucion de las acciones esenciales que
lo conduzcan a resolver el problema. Para ello, se analizan las actividades planificadas y se determinan
todas las posibles actividades que pueden desarrollar los discentes cuando se le orienta alguna tarea o se
le plantea alguna pregunta.

4. Comprobar que las actividades que se planificaron orientarseles a los discentes conducen a éstos
de manera eficiente a la ejecucidn de las acciones esenciales para resolver el problema. Para ello, se
verifica que las actividades pronosticadas a partir del sistema de tareas y/o preguntas que se le orientan al
discente se van a corresponder con las acciones que éste debe ejecutar para orientarse en el problema,
buscar y experimentar la via de solucién y examinar el proceso de solucién del problema.

Variante metodolégica para el desarrollo del sistema de habilidades profesionales de la disciplina
Geometria.

La variante se elabora teniendo en cuenta: los presupuestos tedricos de los enfoques de la didactica de una
ensefianza y un aprendizaje desarrollador y de la ensefianza basada en la resolucion de problemas. La misma
consta de cuatro: etapa de disefio de las asignaturas; etapa de diagnéstico del estado actual y potencial de los
estudiantes; etapa de planificacion y ejecucién del proceso de desarrollo de las habilidades en las asignaturas
de la disciplina y etapa de evaluacién de dicho proceso.

| ETAPA: Disefio de las asignaturas.

Para ello se debe:

1.1 Determinar los problemas geométricos que van a ser objetos de ensefianza y de aprendizaje en la
asignatura.

1.2 Precisar, teniendo en cuenta los problemas geométricos determinados, los objetivos formativos de las
asignaturas que se derivan de los objetivos formativos de la disciplina.

1.3 Precisar, a partir de los objetivos formativos de las asignaturas, el sistema de conocimientos de las
mismas.

1.4 Determinar, de acuerdo a los objetivos, al sistema de conocimientos, a los problemas geométricos de las
asignaturas y a las operaciones que deben ejecutar los estudiantes para el desarrollo de las habilidades
profesionales generalizadas, los conocimientos y habilidades previas que servirdn de base para ello.

Il ETAPA: Diagnéstico del estado actual y potencial de los estudiantes.

Elaborar y aplicar el diagnostico del estado actual y potencial del estudiante utilizando para ello las siguientes
formas:

® Diagnoéstico de exploracion individual. El mismo se divide en dos fases:

Fase 1: Prueba exploratoria de reproduccién de los conocimientos y habilidades antecedentes. Esta consta de
dos momentos: el escrito y el oral. En el momento escrito el estudiante resuelve o trata de resolver las tareas
planteadas de caracter reproductivo. Evidentemente este momento no es suficiente para constatar el nivel de
dominio de los conocimientos y el nivel de formacion de las habilidades, puesto que puede haber tareas que el
estudiante resuelva mecénicamente y otras que no resuelva aun poseyendo los contenidos necesarios por
cuestiones de estado de animo, motivacién, interés, no comprension de la tarea, etcétera. Por ello, es
necesario el momento oral, donde el profesor creando un ambiente de confianza, respeto y de ayuda anima al
estudiante a que expliqgue cdmo procedio en las tareas que resolvio y por qué motivo o causa no resolvié otras,
alentandolo a ejecutarlas si es necesario con ayuda heuristica; en este momento el profesor tendr& muchos
mas elementos para descubrir mejor el estado tanto cognitivo como afectivo del estudiante, puede adentrarse
mejor en las dificultades, limitaciones y potencialidades del mismo. Se aclara, que primero es dejar que el



estudiante resuelva o intente resolver por escrito las tareas y ya cuando el profesor lo decida se pasa al
momento oral.

Fase 2: Prueba exploratoria de produccion de los conocimientos y habilidades antecedentes, la que consta de
dos momentos: el de resolucién de problemas de forma individual en el que al estudiante se le presentan varios
problemas para que con los conocimientos y habilidades previos los resuelva o intente resolverlos por escrito; y
el momento de discusion de los problemas, que es el intercambio entre el profesor y el estudiante donde este
ultimo explica al primero como resolvié o intentd resolver los problemas, el profesor realiza preguntas para
comprobar como el estudiante reflexiona sobre el proceso de solucion de los problemas e investigar las causas
por las cuales no resolvié un determinado problema. Ello permitira que el profesor se adentre mucho mas en
las dificultades, limitaciones y potencialidades que tiene el estudiante para enfrentarse al proceso de solucién
de problemas. Al igual que en la fase anterior debe dejarse al estudiante que individualmente por un tiempo
determinado se enfrente a la resolucion de los problemas y cuando el profesor lo estime conveniente se pasa al
momento de la discusién.

En estas dos fases del diagnéstico de exploracién individual el profesor debe estar muy atento al trabajo
individual de sus estudiantes, de aquellos que por su alto o mediano rendimiento terminan en un tiempo mas o
menos corto para decidir el paso rapido al proximo momento y de aquellos que por su bajo o muy bajo
rendimiento realizan algunas tareas y no contindan trabajando para decidir a tiempo el paso al momento oral o
de discusion.

Es muy conveniente que en esta forma del diagnéstico intervenga el colectivo de profesores de la disciplina
Geometria para hacerlo mas agil y menos agotador tanto para los profesores como para los estudiantes;
ademas, porque todos los profesores deben sentirse comprometidos con la necesidad de la elevacién de la
calidad del profesional que se formara. Con esto se quiere defender la posicién de que el diagndstico no debe
ser responsabilidad de un profesor aislado del colectivo de disciplina, sino del colectivo en su conjunto.

® Diagnéstico de exploracion colectiva. EI mismo se realizard luego de efectuado y procesado el diagndstico
de exploracion individual y se implementard a través del planteamiento de tareas tanto de reproduccién
como de produccién de los contenidos antecedentes a equipos de trabajo, que ya pueden estar
equilibrados gracias a los resultados de la forma anterior de diagnostico. Este consta de tres momentos: el
momento de realizacion de las tareas planteadas a cada equipo, donde los miembros se ocupan en
conjunto de la resolucién de los ejercicios y problemas; el momento de discusién de las tareas realizadas,
donde se establece el intercambio de preguntas entre el profesor y el equipo para detectar las dificultades,
limitaciones y potencialidades de los estudiantes para trabajar en colectivo, aclarando que las tareas sean
diferentes para cada equipo, evitando asi la copia de las respuestas de un equipo por otro; y el momento
de discusion colectiva, donde de establece el intercambio entre los equipos con el objetivo de constatar el
nivel de critica, de andlisis, de valoracién, de evaluacion que realiza un equipo de las tareas realizadas por
otros y que es de vital importancia para el desarrollo de las habilidades profesionales en las asignaturas.
En el intercambio equipo — profesor, el profesor realiza preguntas a todos los miembros del equipo para
constatar el nivel de participacién de cada uno de ellos en la ejecucion de las tareas, el nivel de organizacion
entre sus miembros en la distribucion de las tareas, el nivel de ayuda que se establece entre ellos, asi como
manifestaciones de individualismo o de acomodamiento de algunos de los miembros del equipo. En el
intercambio equipo — equipo el profesor orienta la exposicién oral de las tareas realizadas por un equipo para
gue los otros equipos las valoren, analicen, evallen, critiquen. Esto se hard con cada equipo, lo que permitira
detectar en qué direccion se tendra que trabajar para elevar el nivel de oponencia del colectivo de estudiantes,
para perfeccionar sus formas de realizar los analisis, valoraciones, criticas, criticas, evaluaciones, para
perfeccionar las formas en que el colectivo de estudiantes defiende sus posiciones, puntos de vista, criterios,
etcétera.
Estas formas de diagnéstico seran la expresion de la primera de las etapas metodoldgicas para el desarrollo
del sistema de habilidades profesionales de la disciplina, la etapa de exploracién, en la que el papel del
colectivo de profesores de la disciplina Geometria es esencial y protagénico. En esta etapa se delimitan todos
los aspectos tanto positivos como negativos sobre los cuales se debe trabajar con mayor énfasis para el
desarrollo de las habilidades en la asignatura. Aunque la misma debe estar presente en todo el proceso de
formacion y desarrollo del sistema de habilidades de la disciplina, en este proceso de diagndstico ella cobra
mayor fuerza.

Il ETAPA: Planificacion y ejecucion del proceso de desarrollo del sistema de habilidades profesionales
en las asignaturas.

Para ello, se debe:

3.1 Seleccionar y/o elaborar un sistema de problemas para la asignatura teniendo en cuenta sus objetivos,
contenidos, los problemas geométricos que van a ser objeto de resolucion y los resultados del diagndstico.
Los mismos deberan tener las siguientes caracteristicas:

® Deben ser globalizadores, es decir, deben abarcar todo el contenido y el campo de problemas que se va a
asimilar en la asignatura.



® Deben ser problemas a través de los cuales el estudiante, mediante su proceso de solucion o intento de
solucion de manera individual o colectiva, tome consciencia de los contenidos previos que necesita
recordar y reactivar para resolver los mismos, que experimente resistencia en el proceso de resolucion de
estos y pueda determinar de esa forma sus dificultades, limitaciones y potencialidades en sus
conocimientos y habilidades para enfrentarse a la resolucion de problemas.

® Deben seleccionarse y/o elaborarse de forma tal que, a medida que los estudiantes vayan asimilando el
contenido de las clases, los sistemas de clases y de los temas de las asignaturas, experimenten el avance
en el proceso de resolucion de dichos problemas o el éxito en la resolucion de algunos de ellos, pero que
también vuelvan a experimentar resistencia en la resolucion de otros porque detectan que los contenidos
qgue poseen y han adquirido aun no son suficientes para el éxito, contribuyéndose asi a que el estudiante
cree su propia situacion problémica, se motive por el nuevo contenido, se plantee el problema docente que
debe resolver en lo adelante y se oriente hacia los objetivos.

® Deben tenerse en cuenta problemas que se puedan resolver con los contenidos previos que el estudiante
posee como via para la reactivacion de estos, problemas que él pueda ir resolviendo a medida que vaya
asimilando el contenido de una clase, un sistema de clases y un tema, asi como otros que solo los resuelva
después de haber asimilado todo contenido de la asignatura.

3.2 Planificar al inicio de las asignaturas clases de presentacién del sistema de problemas seleccionado y/o

elaborado.

Estas se planificaran y ejecutaran con el objetivo de que los estudiantes sobre la base del enfrentamiento al
proceso de resolucién de estos problemas, ya sea de forma individual y/o colectiva, tomen conciencia sobre
gué contenidos previos, presentes en dicho proceso, deben recordar y reactivar, determinen sus dificultades,
limitaciones y potencialidades en lo referente a esos contenidos y a la resolucion de problemas, tengan una
vision global del contenido nuevo o desconocido al que se enfrentaran, puedan emitir hipétesis o especular
sobre posibles vias de solucién aunque no las puedan ejecutar 0 que para su ejecucidn necesitan de la
ampliacion, profundizacién, perfeccionamiento de los conocimientos y habilidades que poseen. En estas clases
se deberan tener presentes dos momentos: el de enfrentamiento independiente, individual o por equipos, a la
resolucién o intento de resolucion de esos ejercicios y problemas y el de discusién de los mismos. En este
ultimo, se debe propiciar que los estudiantes expongan sus criterios, valoraciones, puntos de vista con relacion
al proceso de resolucién de los mismos, expliquen las posibles vias o estrategias de trabajo utilizadas,
especuladas o hipotetizadas para que sean evaluadas y valoradas en el seno de todo el colectivo de
estudiantes.
En estas clases el profesor debe servir de facilitador y orientador de las literaturas, bibliografias necesarias en
las que los estudiantes puedan consultar sobre los conocimientos y habilidades previos que deben reactivar o
en los cuales presenten dificultades en el curso del proceso de resoluciéon de determinados problemas. En las
mismas se contribuye a que el estudiante se motive por el contenido de la asignatura que va a recibir y se
oriente hacia los objetivos de la misma.
Todo lo explicado se va a corresponder con la segunda etapa metodoldgica de formacién de las habilidades, la
etapa de toma de conciencia donde se incluye la reactivacion de los contenidos previos, la primera
aproximacion al nuevo contenido que va a ser objeto de asimilacion, la motivacion hacia ese contenido y la
orientacion hacia los objetivos. Esta etapa no es exclusiva de este tipo de clases pues, al igual que la etapa
metodolégica anterior, debe estar presente en todo el proceso de formacién y desarrollo del sistema de
habilidades de la disciplina, aunque en ente tipo de clases se hace mucho mas predominante.

3.3 Precisar en cada uno de los temas:

e Los objetivos y contenidos que se derivan de los objetivos y de los contenidos de las asignaturas.

e Los problemas del sistema de problemas que permitan, a través de la basqueda de las vias de solucién de
los mismos, guiar el proceso de basqueda y construccion de los nuevos contenidos de los temas, teniendo
en cuenta las dificultades, limitaciones y potencialidades detectadas en las clases de presentacion del
sistema de problemas y los resultados del diagndstico.

3.4 Planificar y ejecutar en los temas:

e Clases tedrico — préacticas, en las que sobre la base de determinadas dificultades y limitaciones
encontradas en el proceso de resolucion del sistema de problemas se creen las situaciones problémicas
por los propios estudiantes y se precisen los problemas docentes que creen el clima favorable para que
estos acometan el proceso de busqueda y construccion del nuevo contenido, en el cual pueden
manifestarse las siguientes variantes:

- los estudiantes con los contenidos previos que poseen no pueden construir de forma independiente
determinado contenido. En este caso, se sugiere el método de blsqueda parcial a través de la resolucién
de tareas de poca complejidad, en calidad de ejercicios y problemas sencillos, mediante los cuales el
profesor guie el pensamiento y el accionar de los estudiantes hacia la busqueda de ese contenido o el
empleo de la consulta o bisqueda bibliografica por equipos o individualmente para hacer valoraciones,
andlisis de situaciones, generalizaciones, resiimenes y llegar a conclusiones.



- Los estudiantes con los contenidos previos que poseen pueden construir de forma independiente el nuevo
contenido. En este caso, este proceso se produce a través de la resolucién de problemas, ya sea de forma
individual o por equipos en dependencia del nivel de exigencia de los problemas y de los resultados
obtenidos en el diagndstico.

En una misma clase teérico — practica se utilizan ambas variantes atendiendo a las diferencias individuales de

los estudiantes y a los resultados obtenidos del diagnéstico; ademas, porque en estas clases un concepto, un

teorema guardan estrecha relacién con otros conceptos y teoremas, por lo que si para determinados conceptos

o teoremas se utiliza la primera variante, la segunda debe ser utilizada para los conceptos y teoremas que se

deriven de estos. Por ejemplo, en la asignatura Geometria | se definen los conceptos de cuadrilatero y

cuadrilatero convexo utilizando el método de blsqueda parcial o la consulta o busqueda bibliografica y

mediante la resolucién de problemas el estudiante, independientemente, puede definir los conceptos de

paralelogramo, trapecio, rectdngulo, cuadrado y rombo y también buscar, deducir, demostrar todas las
propiedades relacionadas con éstos.

En estas clases se conjugan dos momentos: el teérico y el practico. El teérico es el momento de busqueda y
construccion del nuevo contenido y el practico, que aunque no esta desligado del tedrico requiere ademas, de
una ejercitacion variada y de la ejemplificacién a través de la cual el estudiante fije los conceptos, teoremas y
conocimientos esenciales estudiados. En las mismas el profesor, mediante el intercambio, la discusion con los
estudiantes del proceso de solucién de los ejercicios y problemas, va orientando o mostrando las operaciones
gue se deben ejecutar para resolver problemas, para explicar y evaluar estrategias de trabajo seguidas en el
proceso de solucién de los mismos y para disefiar actividades para ensefiar a resolver problemas.

Todos los elementos expuestos se corresponden con la tercera etapa metodolégica en la formacion y
desarrollo del sistema de habilidades profesionales de la disciplina, la de preparacién cognitivo — instrumental,
ya que no soélo se prepara y orienta al estudiante en el conocimiento, sino también en la habilidad, en las
operaciones que debe ejecutar. Aunque esta etapa no es exclusiva para estos tipos de clases, ya que esta
presente en todo el proceso de formacion y desarrollo de habilidades, en estas es donde la misma se
manifiesta con mayor fuerza.

En cada clase te6rico — practica se debe orientar como trabajo independiente un sistema de ejercicios con el
objetivo de que el estudiante continlie, mediante la ejercitacién, fijando los contenidos recibidos y sobre la base
de estos recurrir a los problemas del sistema de problemas e intentar resolverlos para que experimente si ya
con el contenido recibido los puede resolver total o parcialmente, hasta donde puede avanzar en el proceso de
resolucién de los mismos, en qué momento se frena ese proceso y determine cuéles son las causas por las
gue no puede continuar. De esta forma vuelve a tomar conciencia de lo que le falta aun por aprender, lo que
debe ser aprovechado en la préxima clase tedrico - practica como una nueva situacién problémica a la que el
estudiante llega por si s6lo y vuelva a plantearse y precisar el problema docente que guiara el proceso de
busqueda y construccién del nuevo contenido.

e Clases de resolucién de problemas. Estas clases tienen como propésito la formacion y desarrollo en el
estudiante de la habilidad profesional generalizada: resolver problemas geométricos. En las mismas se
tienen en cuenta las etapas metodolégicas de entrenamiento y de desarrollo. La etapa de entrenamiento se
manifiesta en el despliegue de las operaciones para resolver problemas, de forma individual o colectiva,
bajo la guia, orientacién, ayuda, confrontacion, intercambio, consulta con el profesor, la que se mantendra
hasta que el profesor en convenio con los estudiantes decida que estos estdn preparados para pasar a la
otra etapa. La etapa de desarrollo consiste en la resolucién de los problemas, de forma individual o
colectiva, sin ayuda, sin orientacion, sin consulta con el profesor hasta que se logre la verdadera
independencia en cada individuo. En la etapa de entrenamiento los estudiantes de bajo o muy bajo
rendimiento o algunos de mediano rendimiento deben apoyarse si es preciso en un sistema de indicaciones
heuristicas que el profesor les proporciona por escrito, con la ayuda de las cuales estos se guien para
resolver los problemas hasta que llegue el momento en que se independicen de ellas y pasen a la etapa de
desarrollo. Debemos aclarar que en este tipo de clases no se descarta la posibilidad de que el profesor,
ante determinado problema que ha creado serias dificultades en la mayoria de los estudiantes, intervenga
dando aclaraciones generales o utilizando la conversacién heuristica, siempre que en ello tenga en cuenta
el despliegue de las operaciones que se deben ejecutar.

e Clases de discusion del proceso de resolucion de problemas. Las mismas estan destinadas a la
formacién de las habilidades profesionales generalizadas: explicar y evaluar las estrategias de trabajo
utilizadas en el proceso de resolucién de problemas. En estas al igual que en las clases de resolucion de
problemas se deben tener en cuenta las etapas metodologicas de entrenamiento y de desarrollo. En el
caso de la habilidad de explicar estrategias de trabajo estas etapas tienen las mismas caracteristicas que
en las clases de resolucion de problemas. En el caso de la habilidad de evaluar estrategias de trabajo la
forma individual se utiliza para que el estudiante aprenda a autoevaluarse y la forma grupal para que un
grupo de estudiantes aprenda a evaluar las estrategias utilizadas por otros. De manera similar que en las
clases de resolucion de problemas cuando el profesor lo estime necesario y conveniente puede intervenir




haciendo aclaraciones generales o utilizando la conversacion heuristica siempre que muestre el despliegue
de las operaciones para el desarrollo de dichas habilidades.
Las clases de resolucion y discusion de problemas deben planificarse de manera alternada ya que de esta
forma en la clase de discusion de problemas el estudiante reflexiona sobre las dificultades y limitaciones que se
le presentaron y sefialaron para tratar de corregirlas, erradicarlas en las préximas clases de resolucion y
discusién de problemas, lo que significa que en las clases de discusion se propicia que los estudiantes
autocontrolen el desarrollo de sus habilidades y que el profesor controle el nivel de desarrollo de éstas en los
estudiantes. Todo esto se corresponde con la etapa metodolégica de control y retroalimentacion en la
formacién y desarrollo del sistema de habilidades. La misma estd presente en todo momento, pero en estas
clases ella cobra gran fuerza. Con esta etapa se contribuye que el estudiante tome conciencia de la necesidad
de esforzarse por alcanzar un nivel 6ptimo de desarrollo de sus habilidades puesto que ya no es el profesor el
unico que lo evalla, sino que él mismo se evalla y también es evaluado por sus propios compafieros de clase,
es decir, su compromiso no es con una sola persona sino con todo un colectivo; reconozca dénde reforzar su
estudio, sus acciones, lo que significa que sea el protagonista de su propio aprendizaje. En el caso del
profesor, esta etapa le permite darle seguimiento al diagndstico inicial, hacerlo sistematico, continuo, ir
perfeccionando sus métodos de trabajo, sus procedimientos y su papel de guia del proceso de ensefianza -
aprendizaje para lograr el resultado deseado en sus estudiantes.
e Clases de profesionalizacién. Las mismas tienen como propésito el desarrollo de la habilidad profesional
generalizada: disefiar actividades para ensefar a resolver problemas. En estas, al igual que en las clases
de discusién de problemas, se tendran en cuenta las etapas de entrenamiento, de desarrollo y de control y
retroalimentacion. Las etapas de entrenamiento y de desarrollo se ejecutaran de forma individual y grupal.
La forma grupal tendra como objetivo que el estudiante se vaya entrenando en el trabajo metodolégico en
colectivo que se desarrolla en la escuela ya que va a estar insertado en la misma desde el primer semestre
del primer afio de la carrera. Estas clases constaran de dos momentos: el momento de elaboracion
individual o por equipos del disefio de las actividades para ensefiar a resolver determinados problemas vy el
momento de discusién de ese disefio en el que los estudiantes y el profesor hacen valoraciones, emiten
criterios, sefialan los aspectos positivos y negativos acerca del mismo y proponen recomendaciones para
mejorarlo, a través de lo cual se manifiesta la etapa de control y retroalimentacién. Estos momentos deben
constituir para los estudiantes una preparacién metodoldgica seria, fructifera y util para las actividades que
desarrollan y van a desarrollar en el componente laboral responsable.

IV ETAPA: Evaluacion del proceso de desarrollo del sistema de habilidades profesionales.

Esta etapa permite ir controlando sistematicamente el avance del estudiante hacia el nivel de salida o estado
deseado en el desarrollo del sistema de habilidades profesionales de la disciplina a partir del nivel de entrada o
estado real. Para ello, se deben utilizar las evaluaciones sistematicas, parciales y finales tanto orales, escritas
como la combinando de éstas, las autoevaluaciones que realicen los estudiantes de sus dificultades vy
potencialidades para el desarrollo de las habilidades y las evaluaciones que realizan los estudiantes al trabajo
realizado por otros. Esta evaluacion tiene un caracter sistematico y continuo el cual permite detectar a tiempo
las dificultades que presenten los estudiantes y trazar un plan correctivo para su erradicacion, asi como
constatar las potencialidades en los mismos que le permitan enfrentarse a situaciones nuevas y de mayor
exigencia.

Con la elaboracion de esta variante metodoldgica se pretende que el profesor se convierta en un promotor del
desarrollo de la independencia cognoscitiva y del protagonismo de sus estudiantes en la busqueda y
construccion del contenido, en el descubrimiento y toma de conciencia de sus propias dificultades, limitaciones
y potencialidades, debe promover un ambiente de confianza, de respeto, de ayuda en el que el estudiante
emita sus valoraciones, sus reflexiones, sus dudas, sus propias opiniones, sin temor a ser "atacado”, haga
preguntas sin ningun tipo de temor. También, se pretende que el estudiante se convierta en un buscador y
constructor activo de sus propios conocimientos y habilidades, en un autocontrolador y autoevaluador activo de
sus acciones, como un controlador y evaluador de las acciones de los otros estudiantes de clase; que el
estudiante sienta seguridad para exponer y expresar sus criterios, valoraciones, opiniones, dudas, para criticar,
sin temor, las acciones suyas y de sus comparieros.

Ejemplificacién de los aspectos principales de la variante metodoldgica, a través del tema dos de la
asignatura Geometria IV.

En este epigrafe se ejemplifican y se precisan las orientaciones didactico — metodolédgicas de los aspectos
principales de las etapas | y Il de la variante metodol6gica propuesta a través del tema dos de la asignatura
Geometria IV, la cual se imparte en el segundo afio de la carrera, segundo semestre. En esta asignatura se
trabajan los conocimientos relacionados con la teoria sobre Elementos del Algebra Vectorial y Geometria
Analitica del plano y del espacio, luego de haberse asimilado los contenidos relacionados con la teoria sobre
Geometria Sintética del plano y del espacio en las asignaturas antecedentes.



Problemas geométricos cuyo proceso de resolucién serd objeto de ensefianza y aprendizaje en esta
asignatura:

Definicibn de conceptos. Demostracion de teoremas. Deduccion de teoremas. Problemas de calculo.
Problemas de demostracién. Problemas de determinacion. Problemas vinculados a otras ciencias y a la
practica social.

Como objetivos formativos de la asignatura Geometria IV se precisan los siguientes:

® Resolver, a un nivel productivo, problemas geométricos de definicion de conceptos, demostracion y
deduccién de teoremas, de célculo, de demostracion, de determinacioén, vinculados a otras ciencias y a la
practica social utilizando los conceptos, teoremas y procedimientos relacionados con las teorias: Elementos
del Algebra Vectorial y Geometria Analitica de la recta en el plano y el espacio y del plano, que contribuya
al desarrollo del pensamiento légico — deductivo, creativo con fantasia y geométrico — espacial del
estudiante.

® Explicar, a un nivel productivo, estrategias de trabajo utilizadas en el proceso de resolucién de problemas
geométricos de definicibn de conceptos, demostracién y deduccion de teoremas, de calculo, de
demostracion, de determinacion, vinculados a tras ciencias y a la practica social en los que se utilizan los
conceptos, teoremas y procedimientos relacionados con las teorias: Elementos del Algebra Vectorial y
Geometria Analitica de la recta en el plano y el espacio y del plano, que contribuya al dominio, en el
estudiante, del vocabulario técnico de la ciencia Matemética y de la lengua materna, a tener confianza en si
mismo, a tener conocimiento de su cognicién y de su propia ejecucién, asi como a la expresion de sus
argumentos, valoraciones, reflexiones sobre su accionar para resolver los problemas.

® Evaluar, a un nivel productivo, estrategias de trabajo utilizadas en el proceso de resolucién de problemas
geométricos de definicion de conceptos, demostracién y deduccion de teoremas, de calculo, de
demostracion, de determinacién, vinculados a otras ciencias y a la practica social en los que se utilizan los
conceptos, teoremas y procedimientos relacionados con las teorias: Elementos del Algebra Vectorial y
Geometria Analitica de la recta en el plano y el espacio y del plano, que contribuya ala defensa, por el
estudiante, de sus puntos de vista, opiniones, reflexiones, valoraciones, criticas y autocriticas, al andlisis y
valoracién de manera positiva de las criticas hacia su accionar en la resolucion de los problemas, de su
capacidad para convencer a sus compafieros y convencerse a si mismo, a partir de argumentos sélidos, de
las dificultades y potencialidades para resolver problemas y de la puntuacion obtenida al ser evaluado o
gue emite al evaluar a los demas.

® Disefiar, a un nivel productivo, actividades para ensefiar a resolver problemas geométricos de definicion de
conceptos, demostracion y deduccidon de teoremas, de célculo, de demostracion, de determinacion,
vinculados a otras ciencias y a la practica social relacionados con los conceptos, teoremas y
procedimientos de los contenidos de la Geometria Analitica de la recta en el plano de la asignatura
Matematica en el preuniversitario, que contribuya al desarrollo de la capacidad del estudiante para obtener
conocimientos empiricos y teéricos de la direccion del proceso de resolucion de problemas a través de la
ejecucion de su componente laboral responsable, a incrementar su aptitud y actitud hacia la labor de la
ensefianza de la resolucion de problemas de la Matematica escolar y su responsabilidad y preocupacién
por el perfeccionamiento de la misma en pos de contribuir al desarrollo del pensamiento légico del
adolescente.

Sistema de habilidades:

® Resolver problemas geométricos.
® Explicar estrategias de trabajo utilizadas en el proceso de resolucion de los problemas geométricos.
® FEvaluar estrategias de trabajo utilizadas en el proceso de resolucién de los problemas geométricos.

® Diseflar actividades para ensefar a resolver problemas geométricos.
Esta asignatura consta de 60 horas lectivas distribuidas en 20 horas para el tema uno, 38 horas para el tema
dos y dos horas para evaluacién parcial.

Conocimientos vy habilidades previas gue deben poseer los estudiantes para enfrentarse a la
asimilacion del contenido de la asignatura

En el caso de esta asignatura ya el estudiante desde la ensefianza media, en el primer afio de la carrera y en
el primer semestre del segundo afio se ha enfrentado a la resolucién de problemas geométricos y de una
manera u otra ha explicado y evaluado estrategias de trabajo utilizadas en el proceso de solucion de los
mismos, por lo que, en el caso de que el profesor que imparte esta asignatura no haya impartido la que le
antecede, serd importante la entrega pedagdégica para el seguimiento del diagndstico realizado en el primer
afio y en el primer semestre de segundo afio y, en el caso de que éste venga transitando con los estudiantes,



le seguira dando continuidad al trabajo que viene desarrollando con dicho diagnéstico en cuanto a las
dificultades y potencialidades que éstos presentan en la formacion y desarrollo del sistema de habilidades
profesionales de la disciplina.

En cuanto a los contenidos antecedentes que deben poseer los estudiantes para la formacién y desarrollo del
sistema de habilidades de la disciplina en esta asignatura, donde se comienza el estudio de la Geometria
Analitica, tenemos los siguientes: contenidos sobre la Geometria Sintética del plano y del espacio que han
asimilado durante su transito por la ensefianza media, por el primer afio y primer semestre del segundo afio de
la carrera; contenidos sobre las funciones lineales que recibieron en la ensefianza media y en el primer afio de
la carrera en la asignatura de Algebra Il; contenidos sobre resolucion de sistemas de ecuaciones lineales
recibidos en la ensefianza media y en la asignatura Algebra Ill; contenidos sobre las definiciones y
propiedades de la dependencia e independencia lineales de vectores, la definicion de espacio vectorial y de
matriz cambio de base recibidos en la asignatura Algebra Ill; contenidos sobre la Geometria Analitica de la
recta en el plano asimilados en el grado 11 del preuniversitario.

Teniendo en cuenta la continuidad que se hace del diagnéstico desde el primer afio de la carrera y de que hay
contenidos que los estudiantes han recibido anteriormente tanto en las asignaturas Geometria I, Il, Ill como en
las asignaturas Algebra Il y lIl, se van a conocer de antemano las dificultades y potencialidades que presentan
los estudiantes con relacién a los mismos. Debido a esto, para completar la etapa exploratoria, en nuestro
caso, es necesario constatar el nivel de asimilacion de los contenidos relacionados con la Geometria Analitica
de la recta en el plano, recibidos en el grado 11 del preuniversitario. Por tanto, para la elaboracion del
diagndstico se propone que se tengan en cuenta los siguientes conocimientos y habilidades:

Conocimientos :

Pendiente de una recta en el plano. Punto medio de un segmento. Distancia entre dos puntos. Ecuacion
cartesiana de la recta en el plano. Coordenadas de un vector dados su origen y extremo. Moédulo de un vector.
Suma, diferencia de vectores. Multiplicaciéon de un vector por un nimero real. Igualdad de vectores. Producto
escalar de vectores. Posiciones relativas entre dos rectas en el plano. Ecuacion paramétrica de la recta.
Distancia de un punto a una recta.

Habilidades :

Calcular pendiente de una recta dados dos puntos o el angulo de inclinacion de ésta con respecto al semieje
OX positivo. Determinar posicion relativa de dos rectas en el plano. Escribir ecuacion cartesiana de la recta.
Representar puntos y rectas en un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares en el plano. Calcular con
vectores (sumar, restar, multiplicar un vector por un nimero real y producto escalar). Representar graficamente
la suma, diferencia y multiplicacién de un vector por un nimero real. Escribir ecuacion paramétrica de la recta.
Transformar la ecuacién cartesiana de la recta en su ecuacion paramétrica y viceversa. Calcular angulo entre
vectores y entre rectas. Hallar punto de interseccién entre rectas. Calcular areas y perimetros de figuras
planas. Demostrar propiedades geométricas de figuras planas. Demostrar la clasificacion o tipologia de figuras
planas. Determinar la igualdad de vectores.

Con estos conocimientos y habilidades se pretende la actualizacion, por parte del profesor, del estado actual y
potencial de los estudiantes con relaciéon a los mismos, lo que debera tener en cuenta en la etapa Il para el
desarrollo del sistema de habilidades profesionales de la disciplina en cuanto a la seleccién y/o elaboracién
del sistema de problemas de la asignatura.

Pasando a ese segundo momento se selecciona y elabora el siguiente sistema de problemas para la
asignatura Geometria IV.

Sistema de problemas

1. En el paralelogramo ABCD, AB(2;3) y BC(—6;1) . Halla el &ngulo formado por sus diagonales.

2. Los vértices de un triangulo coinciden con los puntos de interseccion de las rectas I, I, y I, dadas las

dos primeras por sus ecuaciones cartesianas y la tercera por su ecuacion parameétrica.
X=3+2t

y=5—&;

te

r:y=4x-7; r,:x=-3y+1=0; r;:

a) Calcula su area y perimetro.
b) Halla las coordenadas del ortocentro y el baricentro.
c) Escribe la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por un punto del lado contenido en la recta

I, que lo divide en la razon 3:5, y es paralela al lado contenido en larecta I, .

3. Demuestra que el cuadrilatero que se obtiene al unir los puntos medios del cuadrilatero convexo ABCD
con A(-L-2), B(6;—6), C(5;2) y D(—2;6) es un rectangulo.



4. En un cuadrilitero ABCD, AB(2:6:-2); BC(=5:-31); DC(L6:—2) y AD(~6:-3:1). Halla el angulo
formado por sus diagonales.
5. Sean A(-311), B(-2;3-!), C(-2,—-7;2) y D(-3,5;4) los vértices de un cuadrilatero convexo en el

espacio.
a) Represéntalo en un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares.
b) Demuestre que es un paralelogramo.
c) Calcula su area y perimetro.

d) Escribe la ecuacién paramétrica de la recta que pasa por el punto que divide a la diagonal AC en

la razén 2:3 y es perpendicular al lado AB .
6. Se tiene un prisma oblicuo ABCDEFGH , cuya base es el paralelogramo ABCD. Se conoce que

AB(2L~7): AD(2:31)y AE(53-3).
a) Calcula el area total y el volumen del prisma.
b) Halla la amplitud del angulo que se forma entre la cara ABFE yla base ABCD del prisma.
7. De la base triangular ABC de una piramide SABC se conoce que A(L—3;2) y es perpendicular a la
cara SAC, que esta en el plano de ecuacion general 3x—2y+4z—5=0. El vértice S(5—-3;6) y la
Xx-6 y+1 z-3

arista SB esta contenida en la recta de ecuacion canénica > = -

a) Hallala longitud de la altura de la pirdmide.
b) ¢Qué amplitud tiene el angulo que forma la arista SB con el plano de la piramide ?
8. Representar el prisma de base triangular delimitado por los planos X+2y—-4=0; x—4y—-4=0;

Z—-5=0 y el plano coordenado YZ . Calcular su volumen y area total.
9. Sedan las rectas:

Ax+By+Cz+D, =0 Ax+B,y+C,z+D, =0 _
1 5 . y las matrices
Ax+B,y+C,z+D, =0 Ax+B,y+C,z+D, =0
Al Bl Cl Al Bl Cl Dl
AZ BZ CZ AZ BZ C2 DZ
AS B3 C3 AS BS CS D3

Deducir las condiciones necesarias y suficientes para que las rectas:
(&) Se corten.

(b) Sean alabeadas.

(c) Sean paralelas coincidentes.

(d) Sean paralelas coincidentes.

10. Demuestre el siguiente teorema:

Si a yf son dos planos paralelos de ecuaciones AX+By+Cz+D, =0 y Ax+By+Cz+D, =0,
respectivamente, entonces, la distancia d(«, £) entre ambos planos se determina por la formula:
D,-D
d(a,p) = |2 = - d -
VA +B°+C

11. Una estacion de radar detecta un objetivo enemigo en los puntos P1(24;5;7) y P, (21;3;6,5). El objetivo

enemigo se mueve en un derrotero rectilineo. Un cohete defensivo de las FAR debe salir del punto P, (8;—1;1)

y alcanzar el objetivo en una trayectoria rectilinea. La direccion del cohete esta determinada por el vector
- - - -
a=21— j+2Kk. ¢En qué punto el cohete alcanza el objetivo?

12. Una unidad de las FAR parte del punto A(2500;3600) y emprende una marcha por terrenos accidentados.

Inicialmente se desplaza 2,5 kilbmetros en direccién noroeste y posteriormente avanza 10 kilbmetros en
direccién norte. ¢ Qué coordenadas tiene la nueva posicion de la unidad?.

13. La posicion inicial del punto I\/I(X; y;z) en un movimiento rectilineo uniforme es I\/IO(ZO;—18;—32); la

5
direccion del movimiento es opuesta a la del vector S :(3;—4;—12) y la velocidad v =26. Hallar las
ecuaciones del movimiento del punto M y hallar el punto con el que coincide en el tiempo t = 3.



14. La posicion inicial del punto M(X; y;z) en un movimiento rectilineo uniforme, en direcciéon del vector

N
S = (—],'2;—2), es Mo(ll;—Zl;ZO); la velocidad es V =12 . Determinar el tiempo que necesita el punto para

recorrer un segmento de su trayectoria comprendido entre los planos paralelos: 2X+3y+5z—-41=0 vy

2x+3y+5z+31=0.

Con los problemas uno, dos, tres y doce se pretende que los estudiantes reactiven los contenidos sobre la
Geometria Analitica del plano relativos a: las operaciones con vectores (suma, diferencia y producto escalar),
sobre el opuesto y el mddulo de un vector, el angulo entre dos vectores, la distancia entre dos puntos, el punto
de interseccién entre dos rectas, la distancia de un punto a una recta, la perpendicularidad y paralelismo de
rectas y vectores, las ecuaciones cartesianas y paramétricas de la recta, la representacién de puntos en un
sistema de coordenadas rectangulares en el plano y las coordenadas del punto medio de un segmento, que
recibieron en el onceno grado de la ensefianza media. En el problema dos las limitaciones de los estudiantes
estaran dadas en la determinacion de las coordenadas de un punto que divide a un segmento en una razén
dada. Con estos problemas también se pretende que el estudiante tome conciencia de sus limitaciones y
potencialidades con respecto a estos contenidos. Con los restantes problemas se pretende que el estudiante, a
partir de la reactivacion de los contenidos presentes en los tres problemas anteriores, sea capaz de especular o
emitir hipétesis sobre posibles vias para solucionar estos problemas, reflexionar sobre las limitaciones para
resolverlos de acuerdo a esas vias, sobre el desconocimiento de los contenidos que necesita para ello e
incluso intuir, por ejemplo, las férmulas para el calculo de la distancia entre dos puntos, el médulo de un vector,
el angulo entre dos vectores, las coordenadas de los vectores que resultan de la suma y diferencia de vectores,
el producto escalar de dos vectores, las coordenadas del opuesto de un vector, las condiciones de paralelismo
y perpendicularidad entre vectores, etcétera. La veracidad de los aspectos intuidos sera objeto de discusion en
las clases de presentacion del sistema de problemas con el propdsito de crear, en el estudiante, la necesidad
de demostrarla.

Teniendo en cuenta el sistema de problemas elaborado se propone la planificacion y ejecucién de dos clases
de presentacion del mismo, una clase para el enfrentamiento, por equipos, a la resolucién o intento de
resolucién de los problemas y otra para la discusion de la solucion o intento de solucién de los mismos. Al inicio
de la primera clase se propone que el profesor oriente todo el trabajo que se ha de desplegar con la resolucién
o intento de resolucion de los problemas del sistema dirigido a:

e Recordar y reactivar los contenidos previos que sobre la Geometria Analitica del plano se estudiaron en el
grado 11.

Determinar las dificultades y limitaciones que se presenten al resolver o intentar resolver los problemas.
Investigar diferentes vias de solucion.

Especular, hipotetizar o intuir vias de solucién a loa problemas.

Discutir las diferentes vias o posibles vias de solucién de los problemas.

Discutir sobre vias, procedimientos, formulas, métodos intuidos por los estudiantes.

Arribar a conclusiones sobre los contenidos previos que deben ser estudiados con profundidad y sobre los
contenidos nuevos que seran objeto de asimilacion en la asignatura (esto contribuye al aseguramiento del
nivel de partida, a la motivacion y a la orientacién hacia los objetivos y contenidos de la asignatura).

Para ayudar a la reactivacién de los contenidos previos el profesor debe orientar los estudiantes la consulta del
libro de texto de grado 11 u otra bibliografia afin en el desarrollo de estas clases con el propésito de que el
estudiante de manera independiente o colectiva estudie estos contenidos, intercambie con el profesor u otros
compafieros de clase sus dudas, reflexiones u opiniones acerca de los mismos y realice un resumen de los
aspectos que estime importantes segun sus necesidades cognoscitivas. Al finalizar estas clases deben quedar
bien delimitados los contenidos previos que deben dominar los estudiantes y los contenidos nuevos que seran
objeto de asimilacién en la asignatura, debe quedar bien orientada la bibliografia en la que pueden buscar y
estudiar de manera independiente los contenidos previos y nuevos.

Como la variante metodolégica se implement6 en el tema dos de la asignatura Geometria IV, cuyo contenido
se refiere a la Geometria Analitica de la recta en el plano y el espacio y del plano, se tuvo que dedicar cuatro
horas lectivas para las clases de presentacién del sistema de problemas, por lo que del sistema de problemas
de la asignatura, elaborado anteriormente, se seleccionaron los problemas tres, cinco, seis, siete, ocho, nueve,
diez, once, doce, trece y catorce. Sobre el contenido de este tema hicimos referencia cuando precisamos el
contenido de la asignatura. Para el tema que tiene un total de 40 horas, se propusieron: cuatro horas dedicadas
a las clases de presentacion del sistema de problemas, ocho horas a las clases teorico — préacticas, 10 horas a
las clases de resolucidn de problemas, nueve horas a las clases de discusion de problemas y nueve horas a
las clases de profesionalizacion. Como ser puede observar, con la tipologia de clases que se propone aumenta
el numero de horas dedicadas a las actividades préacticas con relacion al programa actual y disminuye el
namero de horas dedicadas a las actividades tedricas, lo que no quiere decir que se descuide éste Ultimo
aspecto, ya que en las actividades tedricas el estudiante recibe lo esencial en el conocimiento, es decir, los
conceptos, teoremas y procedimientos esenciales; los conceptos, teoremas y procedimientos derivados los
adquiere mediante la realizacién de las actividades practicas o a través del estudio independiente.



Orientaciones didactico — metodolégicas

Desde el tema uno el estudiante conoce lo que es una base del espacio vectorial, una base ortogonal y
ortonormal, por lo que al culminar dicho tema se sugiere que se oriente como trabajo independiente la
basqueda, en la bibliografia recomendada, de la definicion de sistema de coordenadas cartesianas en el
espacio, la definicién de radio vector de un punto, la definicion de coordenadas cartesianas rectangulares en el
espacio, asi como la representacién de puntos en un sistema de coordenadas cartesianas en el espacio, ya
gue los conocimientos y habilidades adquiridos le permiten asimilar estos contenidos de manera independiente.
También se sugiere que se le oriente la resolucién de ejercicios sobre la representacion de puntos en un
sistema de coordenadas cartesianas rectangulares en el espacio, sobre la determinacion de las proyecciones
de un punto sobre los planos coordenados y sobre la determinacion de las coordenadas de puntos en un
sistema de coordenadas cartesianas rectangulares bajo determinadas condiciones geométricas. Este trabajo
independiente se controlard en la primera clase tedrico — practica utilizando la técnica de ponencia —
oponencia, por lo que el profesor explicard y orientard como ésta se desarrollard. Sobre la base de lo estudiado
se les orienta, ademas, intentar la resolucién de los problemas del sistema de problemas donde se apliquen
esos conocimientos. Todo ello, contribuira a que el estudiante se convierta en sujeto de su propio aprendizaje y
en un buscador activo de los conocimientos.

La clase teérico — practica nidmero uno se comenzara con el analisis, discusién u control del trabajo
independiente asignado en la clase de presentacién del sistema de problemas con el objetivo de precisar en
aquellos aspectos donde aun pueda quedar dudas o en los que el estudiante confronté dificultades, de lograr el
intercambio de opiniones, criterios, valoraciones y de continuar con el desarrollo del sistema de habilidades
profesionales de la disciplina al tener los estudiantes que explicar y evaluar el proceso de resolucién de los
ejercicios y problemas asignados. Luego, retomando el problema cinco y reanalizando las diferentes vias de
solucién encontradas se centra la atencion en la féormula que, por analogia a lo estudiado en la Geometria
Analitica del plano, fue intuida para el calculo de la distancia entre dos puntos y para la determinacion de las
coordenadas del punto medio de un segmento en el espacio, cuya veracidad no esta demostrada, por lo que se
plantea el problema geométrico de demostracién del siguiente teorema:

e Sean R = (O;T;T;Ej un sistema de coordenadas cartesianas del espacio, P (X;;V;;Z;) vy
P,(X,;Y,;Z,) dos puntos asociados a ese sistema. Se cumple que:
9 d PeP)= (- x) (V=) H (2 -2)' (1)
a MM ; X ; Y ; Y2 : 4 ; % ...(2), donde M es el punto medio del segmento P,P, .

La resoluciéon de este problema geométrico se sugiere que se realice por equipos de trabajo para que se
propicie un ambiente de intercambio de ideas, opiniones, valoraciones y vias de solucidn entre los estudiantes.
De los conocimientos que tiene el estudiante del tema uno sobre la determinacién de las coordenadas de un

vector conocidos sus extremos y sobre la formula para el calculo del médulo de un vector, si al segmento Pl P2

- -
se le asocia el vector PP, 6 P,P, y se le aplica la férmula para el calculo del médulo, el problema quedara
resuelto y se obtendra la féormula (1). De los conocimientos del tema uno referidos a la caracterizacion de la

- - - -
colinealidad entre vectores el estudiante puede inferir que PM = EPlP2 6 MP, = 5PlP2 y obtener la

férmula (2). Luego, se pasa a la discusion de los problemas planteados donde se explica y evalla el proceso
de solucién de los mismos. Seguidamente, retomando los problemas dos, inciso ¢ y el problema cinco, inciso d,
se plantea el problema geométrico de deduccion del teorema sobre la determinacién de las coordenadas de un
punto que divide a un segmento en una razon dada, a través del planteamiento del siguiente problema, que se
realizara por equipos de trabajo:

-> > >

® Sean R = (O;i;];k) un sistema de coordenadas cartesianas en el espacio, P (X.Y,;Z;) v
P,(X,;Y,:Z,) los extremos del segmento P,P,. Deduzca una férmula para la determinacion de las

coordenadas de un punto N(X;V;z) que divide a dicho segmento en una razéon A, A €R. Formula el

teorema que resulta de esta deduccion.
De los conocimientos que del tema uno tienen los estudiantes sobre la caracterizacion de la colinealidad entre
vectores y procediendo de manera analoga a como se hizo en el problema anterior, se puede inferir que

- - - -
PM =APP, 6 MP,=APP, y aplicando las operaciones con vectores llegar a la férmula deseada y
formular el teorema correspondiente. Seguidamente se procede a la discusion del problema y se analiza que la



férmula para la determinacion de las coordenadas del punto medio de un segmento se obtiene de la férmula
1
deducida haciendo, A = E Luego, mediante la valoracion de estos resultados, mediante la conversacion

heuristica se propicia que el estudiante llegue a la conclusién de que las férmulas para la determinacion de la
distancia entre dos puntos, de las coordenadas del punto medio de un segmento y de las coordenadas de un
punto que divide a un segmento en una razén dada en el plano se pueden deducir de las férmulas estudiadas
en esta clase. En la misma se proponen ejercicios para fijar los teoremas y procedimientos estudiados,
seleccionados de las bibliografias orientadas o elaborados por el profesor. Como trabajo independiente de esta
clase se orientan otros ejercicios para que el estudiante continte fijando el contenido estudiado, asi como el
reanalisis de los problemas del sistema de problemas para valorar cuales de ellos pueden ser resueltos total o
parcialmente con los nuevos contenidos adquiridos; ademas, se propone la busqueda bibliografica de la
definicion del concepto general de ecuacion de una figura, de la esencia del método de coordenadas y el
estudio de ejemplos del planteamiento analitico de figuras, ya que los conocimientos y habilidades previos que
poseen los estudiantes se lo permiten. Estos Ultimos aspectos seran objeto de andlisis, discusién y control al
comienzo de la clase tedrico — practica nimero dos, en la que se propone abordar el contenido referido a las
ecuaciones generales y paramétricas del plano y a las relaciones de posicion entre dos planos. En la misma
retomando los problema seis, inciso b) y siete, en los que los estudiantes encontraron limitaciones para
determinar las ecuaciones de un plano y para recocer qué condiciones se deben cumplir en las relaciones de
posicion entre dos planos se motiva y se orienta hacia los objetivos y contenidos de esta clase. Luego, del
analisis, discusion y control del trabajo independiente y fundamentalmente sobre la base de la definicion del
concepto general de ecuacion de una figura, de la esencia del método de las coordenadas, de los ejemplos que
sobre el planteamiento analitico de figuras estudiaron los estudiantes, asi como teniendo en cuenta la nocion,
gue sobre ecuacién general y paramétrica del plano, éstos tienen cuando se enfrentaron al intento de
resolucién de los problemas dos y tres del sistema de problemas, se propone la resolucién y discusion de los
siguientes problemas geométricos de deduccién de las ecuaciones general y paramétrica del plano, a partir de
dos de los métodos geométricos del planteamiento del plano, los que pueden resolverse mediante el trabajo en

equipos o el trabajo individual segun las caracteristicas de los estudiantes.
- -
Problema 1: Sean R un sistema de coordenadas cartesianas en el espacio, M, cierto punto del espacio, ay b

dos vectores no colineales y & el plano que pasa por el punto My y es paralelo a los vectores dados. Obtener
la ecuacién paramétrica del plano & en el sistema de coordenadas R.
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Problema 2: Sean R un sistema de coordenadas cartesianas en el espacio, Mg cierto punto del espacio, N un
vector no nulo y & un plano que pasa por Mg y es perpendicular al vector dado. Obtener la ecuacion general
del plano & en el sistema de coordenadas R.
Sobre la base de la resolucion y discusion de estos problemas se precisan las condiciones necesarias y
suficientes para la obtencion de cada una de las ecuaciones que permitan la formulacién de los teoremas
correspondientes por parte de los estudiantes.
Continuando con el analisis de las limitaciones para resolver el problema siete se presta atenciéon hacia la
relacion de posicién entre dos planos. En un didlogo con los estudiantes se recuerda de la Geometria Sintética
del espacio las diferentes relaciones de posicién entre dos planos y sobre la base de estos aspectos se plantea
la resolucién y discusion del siguiente problema geométrico de deduccidn de las condiciones que caracterizan
la relacién de posicion entre dos planos:

Problema 3: Sean los planos «:AX+By+Cz+D, =0y fg:Ax+B,y+C,z+D, =0. Deduce las
condiciones que se deben establecer entre los coeficientes A, B,,C,, D, de la ecuacion del plano « vy los
coeficientes A,,B,,C,, D, de la ecuacion del plano S para que:

(@ a y p sean paralelos no coincidentes.

(b) a 'y p sean paralelos coincidentes.

(c) a y B se corten segun una recta.

(d) a y f sean perpendiculares.

Este problema el estudiante lo resuelve aplicando tanto los contenidos recibidos en el tema uno sobre
colinealidad y perpendicularidad entre vectores como los contenidos recibidos en Algebra sobre el teorema de
Kronecker — Capelli relacionado con las soluciones de sistemas de ecuaciones.

Mediante la explicacién y evaluacién del proceso de soluciéon de este problema se precisan las condiciones
necesarias y suficientes de la relacion de posicién entre dos planos que permitan que el estudiante formule los
teoremas correspondientes. Luego, se ejemplifican los procedimientos y conocimientos estudiados y se
propone una variada ejercitacion para la fijaciéon de los mismos. Como trabajo independiente se proponen
otros ejercicios de fijacion, se orienta continuar con el intento de resolucion de los problemas del sistema de
problemas para experimentar el avance en la solucién de los mismos con la aplicacion de los contenidos



nuevos que se adquirieron en esta clase; ademas, se orienta el estudio de los casos particulares de la ecuacién
del plano, la representacion de planos en un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares, la deduccién
de las féormulas para el calculo de la distancia de un punto a un plano y del angulo entre dos planos y la
resolucién de ejercicios para la fijacion estos contenidos, lo que se analizara, discutira y controlara en la clase
tedrico — practica nimero tres. En esta Ultima se propone abordar el contenido referido a las ecuaciones
candnica o simétrica, paramétrica y general de la recta en el espacio, las posiciones relativas entre rectas en el
espacio y entre rectas y planos. En la misma luego de la revision, discusion y control del trabajo independiente
se retoman los problemas cinco, siete y nueve con el fin de que el estudiante explique cuales son las
limitaciones que presento en el intento de resolucion de los mismos y de esta forma orientar hacia los objetivos
y contenidos de la clase comenzandose la misma con la resolucion y discusion del siguiente problema
geométrico de deduccion del teorema sobre la ecuacion paramétrica de la recta en el espacio.
Problema 1: Sean R un sistema de coordenadas cartesianas en el espacio, M cierto punto de una recta r y
N
a un vector no nulo paralelo a esa recta. Deducir la ecuacién paramétrica de la recta r.
De la discusién de este problema también se deduce la ecuacion candnica o simétrica de la recta en el espacio
y se formulan los teoremas correspondientes; ademas se reflexiona sobre la obtencion de las ecuaciones
cartesiana y paramétrica de la recta en el plano a partir de las ecuaciones de la recta en el espacio.
La ecuacién general de la recta en el espacio se propone abordar a través de la resolucion y discusion del
siguiente ejercicio de demostracion:

- > -
Problema 2: Sea R = [O; i; j;kj un sistema de coordenadas rectangulares en el espacioy sean o, y o,

dos planos de ecuaciones AX+B,y+C,;z+D, =0yAXx+B,y+C,z+D, =0, respectivamente, tal que

B, C, . Ax+By+C;z+D, =0
el rango = 2. Demuestra que el sistema: - representa una recta
B, C, Ax+B,y+C,z+D, =0
en el espacio.
Para abordar lo referente a las posiciones relativas entre dos rectas en el espacio se propone la resolucién y
discusién del siguiente problema de deduccién de teoremas:

—

Problema 3: Sean r, y r, dos rectas en el espacio; la recta r, pasa por el punto M, y tiene vector director a, y la
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recta r, pasa por el punto M,y tiene vector director a, . Deduce las relaciones que se pueden establecer entre

- - -
los vectores @,,8, y M,;M, paraque lasrectasryyr:

(a) Se corten.

(b) Sean alabeadas.

(c) Sean paralelas coincidentes.

(d) Sean paralelas no coincidentes.

De la resolucién y discusién de este problema se formulan los teoremas correspondientes a las posiciones
relativas de dos rectas en el espacio. Para la fijacion de los contenidos estudiados en la clase se realizan
ejemplificaciones y se propone una variada ejercitacion. Como trabajo independiente de esta clase se orienta la
basqueda bibliografica sobre la caracterizacién de la relacién de posicién entre rectas y planos, la distancia de
un punto a una recta en el espacio, el angulo entre rectas y entre rectas y planos, la representacién de rectas
en un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares a partir de sus ecuaciones generales, la
determinacion y representacion de los planos proyectantes de una recta en un sistema de coordenadas
cartesianas rectangulares, asi como reactivar todos los contenidos relacionados con la Geometria Analitica de
la recta en el plano, para ser discutidos y analizados en la clase teérico — practica nimero cuatro.

En esta dltima clase tedrico — préactica se propone la discusion, el andlisis y control del trabajo independiente
asignado en la clase anterior, se resolveran ejercicios para fijar los contenidos abordados en el mismo y se
aclararan las dudas que aun puedan existir sobre el contenido tratado en el tema. Como trabajo independiente
de la clase se orienta el estudio independiente de los contenidos abordados en el tema, asi como la propuesta
de una variedad de ejercicios preparatorios para que los estudiantes continten fijando, a través de estos,
dichos contenidos y asi se preparen para enfrentarse a las clases de resolucidn, discusién de problemas y a las
de profesionalizacion.

En la primera clase de resolucion de problemas toda la atencidon se centrara en la culminacién de la resolucion
del sistema de problemas propuesto para la asignatura y, en particular, de los problemas relacionados con el
tema que se aborda, los que se analizaran en la primera clase de discusion de problemas. En las clases de
resolucion de problemas la orientacion del trabajo independiente se centrard fundamentalmente en la
preparacion de los estudiantes para la explicacion y evaluacion de las estrategias de trabajo utilizadas en el
proceso de solucién de los problemas propuestos en las mismas, que se realizara en las clases de discusion
de problemas que les suceden a éstas. La orientacion del trabajo independiente en las clases de discusion de



problemas se centrard fundamentalmente en la propuesta de actividades tanto tedrico como practicas de
caracter diferenciado de acuerdo a las insuficiencias y potencialidades detectadas en los estudiantes en el
proceso de resolucién de los problemas. En estas clases de este tema se propondran problemas de deduccion
y demostracién de teoremas, de calculo, de demostracién, de determinacién y problemas vinculados a otras
ciencias y a la practica social.

En las clases de profesionalizacion se orientard el disefio de actividades para resolver problemas de la
Matematica escolar sobre demostracion y deduccidon de teoremas, problemas de calculo, demostracion,
determinacion, vinculados a otras ciencias y a la practica social, que se han resuelto y discutido en las clases
anteriores.

CONCLUSIONES

En este trabajo se han expuesto algunos de los aportes tedéricos y practicos principales que fueron producto de
una investigacion cientifica ardua con la que se pretende que el profesional de la carrera Matematica — Fisica
esté en mejores condiciones de enfrentarse al proceso de ensefianza — aprendizaje de la Matematica escolar.
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