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RESUMEN

El siguiente trabajo tiene por objetivo detectar cuales son los errores mas frecuentes
cometidos por nuestros alumnos al abordar el estudio de rectas y planos y elaborar con ellos
una taxonomia de errores. La oportunidad de elaborar una taxonomia de errores propia,
basada en nuestras experiencias, permitira la posterior elaboracion de una propuesta didactica
que permita la superacién de las dificultades encontradas. La importancia del estudio radica en
la necesidad de contar con una herramienta que nos brinde informaciéon sobre las dificultades
de los alumnos en la apropiacion de estos conceptos. Centramos el estudio en la materia
Algebra y Geometria Analitica, correspondiente al primer afio de carreras de la Facultad de
Ingenieria y Ciencias Exactas de Fundacién Universidad Argentina de la Empresa, tomando
como referencia y analisis para el estudio, una muestra de 310 examenes, distribuidos en 16
grupos diferentes a lo largo de los afios 2013, 2014 y 2015.
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ABSTRACT

The following paper aims to identify what the most common mistakes made by our
students to approach the study of lines and planes and develop with them a “taxonomy of
errors”. The whole project aims at the further elaboration of an educational proposal that allows
overcoming the difficulties encountered. The importance of the study lies in the need for a tool
that gives us information on the difficulties of the students in the appropriation of these
concepts. The study focused on the subject Algebra and Analytical Geometry, in the first years
at the Faculty of Engineering and Sciences at Fundacion Universidad Argentina de la Empresa,
with reference and analysis for the study, a sample of 310 tests, divided into 16 different groups
throughout the years 2013, 2014 and 2015.
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1. INTRODUCCION

Desde un punto de vista constructivista, el error es considerado como una herramienta
fundamental para la construccion del conocimiento. Es por este motivo que se hace necesario
reflexionar sobre el origen de estos errores, ya que en ellos se plasman las dificultades que
tienen los alumnos para la apropiacion de un concepto. Como expresa Rico (1995), “al cometer
un error el alumno expresa el caracter incompleto de su conocimiento y permite a los
compafieros o al profesor ayudarle a completar el conocimiento adicional o llevarlo a
comprender por si mismo aquello que estaba mal”.

De acuerdo con investigaciones anteriores (Rosso, Barros. 2013), realizar un analisis
sobre los errores mas comunes de nuestros alumnos, permitiria proponer en un siguiente
trabajo, una propuesta didactica acorde que tenga en cuenta las dificultades encontradas. Es
por este motivo, y preocupados por la tasa de equivocaciones encontrada en los examenes
finales de Algebra y Geometria Analitica en los temas referidos a rectas y planos, que nos
propusimos analizar en detalle el tipo de errores cometido por nuestros alumnos; con la idea de
que al realizar un estudio exhaustivo pudiésemos tener respuestas que nos permitan lograr una
mejora en la apropiacién de estos conceptos en la materia.

En estudios anteriores, como los de Abrate, Pochulu y Vargas (2006: 139), los errores
realizados por los alumnos pueden resumirse en un 72% en el siguiente tipo de errores:

- Errores debidos a inferencias o asociaciones incorrectas, generados por la aplicacion
de reglas y propiedades justificadas en esquemas similares, o por inferirse que son validas en
contextos parecidos o relacionados.

- Errores debidos a dificultades para obtener informacion espacial, atribuidos a
deficiencias en la capacidad para pensar mediante imagenes espaciales o visuales, que llevan
a interpretaciones incorrectas de informacion o hechos matematicos.

- Errores debidos a la ausencia de conocimientos previos, causados por la carencia de
aprendizajes relativos a hechos, destrezas y conceptos, que inhiben totalmente el
procesamiento de la informacion e impiden dar una respuesta a la situacién.

Si bien esta clasificacién general estudiada por Abrate et Al (2006), aborda de manera
general el tipo de errores que se encuentran en el estudio de la matematica, sentiamos una
necesidad de generar una clasificacibn mucho mas particular y cercana a nuestro caso. Es
decir, una clasificacion que reflejara con mayor precision el tipo de errores cometido por
nuestros alumnos en los temas referidos a rectas y planos.

2. MARCO TEORICO

Con el objetivo de ofrecer una visiébn general sobre la problemética que se esta tratando,
empezaremos mostrando una revisién bibliografica sobre aspectos generales del estudio de
errores en matemética. Luego mostraremos algunas clasificaciones de errores realizadas por
diversos autores, a lo largo de varios afios, que nos servirdn de guia para la elaboracion de una
taxonomia de errores propia que se adapte a nuestras necesidades o caracteristicas
particulares.

Popper (1979) sostiene que el conocimiento nunca encuentra un punto de partida
totalmente cierto y pleno de certeza del cudl la verdad pueda emanar y podamos deducir el
resto. Al no ocurrir esto, se deducen dos consecuencias importantes: en primer lugar, que es
preciso realizar una revision constante de los conocimientos y someterlos a critica de forma
periddica, y por otro lado, el error es parte inevitable de todo conocimiento cientifico y de toda
practica cientifica. Estos dos aspectos estaran intimamente ligados segln Popper. La ciencia
avanza en el transcurso del camino del estudio y también en el de la depuracion de los errores.



De forma similar, la ciencia para ser aprendida (incluso la matematica), resulta dificil que
encuentre un punto de partida lo suficientemente sélido y firme a partir del cual avanzar. El
progreso en el conocimiento de la ciencia de manera individual, depende no solamente de los
aciertos, sino también del andlisis y aprendizaje de los errores y de las causas de los mismos.

A partir de este paradigma teérico se analizaran las dificultades de la ensefianza de la
matematica en la Universidad. Este tema de estudio ya ha sido abordado con anterioridad por
otros autores, los cuales rescatamos mas adelante, quienes con sus estudios nos inspiraron y
nos dieron las bases para construir nuestra taxonomia de errores.

Al respecto, cabe sefialarse el estudio de Rico (1995) el cual concluye que existe una
relacion entre los tipos de errores que se presentan en el nivel medio y en el universitario. En
efecto, segun este autor las pruebas realizadas a estudiantes muestran errores recurrentes, y
una caracteristica comdan: no hubo evaluaciones de desempefio perfectas pero ninguna
totalmente errada. Esto, junto al analisis de los tipos de errores, lo lleva a concluir que los
problemas que tanto estudiantes de nivel medio como de nivel universitario presentan son
dificultades de tipo sistémica. Es decir, hay problemas en el aprendizaje de los fundamentos de
la matematica que derivan en generar insuficiencias en la concepcion de nuevos conocimientos
matematicos més avanzados.

Ahora bien, no alcanza con conocer las causas de los errores, sino que es preciso, a partir
de estos encontrar su relacion con la forma de ensefianza para poder subsanarlos. Segun
Boooth (1984), Chamorro (1995) y Martinez (2002) entre otros, las razones de estos problemas
se deben a deficiencias en la forma de ensefianza de la matemética que provienen de la
escuela media. Estas deficiencias tienen las siguientes caracteristicas segun Abrate et Al.
(2006: 141):

- Uso exacerbado de técnicas algoritmicas o rutinas sin fundamentos teoricos.

- Utilizacibn de reglas poco trascendentes como requisitos indispensables en la
ejecucion de calculos aritméticos o resolucion de ecuaciones.

- Desarrollos muy apegados a lo algebraico y escasamente relacionados con la
resolucién de problemas.

- Abordaje de contenidos completamente descontextualizados y poco articulados con los
restantes.

- Escasa importancia otorgada al desarrollo de competencias relacionadas con la lectura
critica de datos y analisis de graficas.

- Abuso de prototipos visuales que inhiben la formacion de imagenes conceptuales.

Ademas de esto, existe una insuficiencia de parte de los profesores a la hora de expresar o
explicar los procesos de desarrollo de la resolucién de problemas. En general, no hay
herramientas intermedias que sirvan para la construccion de borradores para la resolucién de
problemas, por otro lado los estudiantes, como sefialan los profesores segun Rico (1995) no
suelen realizar analisis de lo que pide la consigna y muchas veces no son conscientes de las
implicaciones y definiciones de los conceptos que utilizan, esto los lleva a cometer errores
como los antes sefialados y por otro lado, la falta de explicaciones claras en la resolucion de
problemas —es decir, mediante herramientas intermedias, como el uso de borradores- hacen
que los estudiantes persistan en el tipo de errores antes sefalados.

Segun se sefiald al comienzo, es preciso fomentar una actitud critica por parte de quién
investiga como de quién aprende, en este caso, de quienes se acercan a las mateméticas.
Coherentemente con esto, Mante (1992) plantea que no resulta una forma eficiente de evitar
los errores que el maestro muestre cual es el camino correcto, tampoco lo es corregir a partir
de los errores, pues esto tiende a aumentar la inseguridad del estudiante, por el contrario, es
preciso mostrar y sefialar la diferencia entre un correcto razonamiento matematico y los errores



mas frecuentes. Cuando el estudiante puede apreciar claramente estas diferencias, es mas
probable que logre luego distinguir por si mismo la forma mas correcta de razonar
matematicamente.

Godino, Batanero & Font (2003) sefialan como recomendacién a los docentes de
matematica el investigar y recopilar los errores mas frecuentes que comenten sus estudiantes.
A partir de la recopilacién de estos datos, es que deberia trabajarse en clase con el objetivo de
subsanarlos. Estos autores sefialan que en ocasiones, por ejemplo, hay errores que implican
una aplicacion erronea de una regla, es decir, en un momento que no corresponde. En este
tipo de circunstancias, por ejemplo podria mostrarse la diferencia entre la aplicaciéon correcta
de la regla y por qué en este caso es errénea y la aplicacion correcta que corresponde al caso
analizado.

2.1 Clasificaciones de errores en matematica

Los primeros estudios realizados sobre el analisis de errores en matematica se remontan a
las primeras décadas del siglo XX. Uno de los primeros trabajos es el de Smith, quien hace una
recopilacion de algunos errores en demostraciones de geometria de alumnos de escuela
secundaria en los Estados Unidos (Cury, 1994). (Citado por Abrate et Al. 2006).

Por esta época, Weiner, quien es considerado el fundador de la investigacién did4ctica
orientada al estudio de errores, muestra algunos de sus trabajos, como explica Rico (1995).

A partir de los afios 50, ocurre una segunda fase en la investigacion del andlisis de errores,
y viene de la mano con la nueva concepcion del procesamiento de la informacion. Sobre esta
concepcion, muchos investigadores utilizaban técnicas en las cuales pedian a sus alumnos
solucionar problemas en “voz alta” y, a través de ciertos protocolos, se analizaban las
estrategias (errébneas 0 no) utilizadas por los estudiantes para hallar la solucién al problema.
Resulta bastante interesante este método, ya que al aplicarlo, se puede dar cuenta del proceso
l6gico que utiliza el alumno al momento de intentar solucionar un ejercicio, y también el
momento justo en el que comete un error.

Hasta ese momento, todas las investigaciones relacionadas con el andlisis de errores,
tenian algo en comun: actuar como diagnosticos. Los investigadores se preocupaban por dar al
profesor una clasificacion de los errores cometidos por los alumnos para que éste, luego,
aplicara metodologias de ensefianza reparadoras y pudiera subsanar las fallas de los alumnos.
Segun Abrate et Al (2006), esto termina reforzando una vision absolutista de la matemética, en
la cual existe una verdad absoluta a la que se debe llegar evitando los errores.

Cury, hace una critica sobre esta forma de estudiar al error, en pos de la eficiencia y en
detrimento de la comprensién.

A partir de los afios 60 y debido al ingreso de Piaget en el panorama, el estudio del error
tuvo una visibn més constructivista, en tanto se estimula su ocurrencia puesto que brinda
posibilidades para el sujeto constructor de conocimiento.

Rico (1995) hace cuenta que hasta ese momento, los estudios sobre errores consistian en
recuentos sobre el nimero de soluciones correctas e incorrectas realizados por los alumnos
ante algun cuestionario y un intento de clasificacién de estos errores para luego proceder a
determinar como surge el error o qué factores pudieron haber conducido a ellos.

Radatz (1980). (Citado por Abrate et Al. 2006), hace una importante revision de todas las
investigaciones realizadas tanto en Europa como en Estados Unidos sobre el analisis de
errores hasta finales de los afios 70. En ella se rescatan algunos datos importantes:

e La Aritmética constituye el area de contenidos dominante en la mayor parte de los
estudios sobre errores.



e Los desarrollos tedricos en analisis de errores muestran cierta continuidad en Estados
Unidos, mientras que en los paises europeos las producciones han sido esporadicas y
carecen de continuidad en el tiempo hasta fechas muy recientes.

e Existe una pluralidad de aproximaciones teéricas e intentos de explicaciéon de las
causas de los errores.

Luego viene un estudio mucho mas amplio de Borasi, en el que no solamente considera el
error en un entorno limitado a la clasificacion, sino con el interés de ir un poco mas alla, y
utilizar el analisis de errores para entender el funcionamiento de la mente. Los errores son
analizados entonces para dos propositos fundamentales: para eliminarlos o para estudiar sus
potencialidades.

Abrate et Al (2006) explican la posicion de Borasi de la siguiente manera:

Si el foco de interés es el contenido técnico-matematico del error y queremos eliminarlo,
procuraremos diagnosticar sus causas pues representa una falla del proceso; si
pretendemos explorarlo, el error sera considerado un estadio necesario en el proceso de
aprendizaje puesto que puede llevar a nuevos descubrimientos en Matemética.

Si nos centramos en la naturaleza de la Matemética, la eliminacion del error estara ligada al
entendimiento de la incomprension del alumno sobre el concepto presentado y en retomar
el tema con nuevos enfoques; si pretendemos explorar el error, este nos puede llevar a la
reflexién sobre los limites y caracteristicas de la propia Matematica.

Si estamos interesados en el proceso de aprendizaje de la Matematica, el error puede ser
visto como instrumento de identificacién de los problemas del curriculo o de la metodologia
de ensefanza, y al analizarlos, podran ser eliminados; si, por otro lado, queremos explorar
el error, éste puede constituirse en un instrumento para la comprensién de los procesos
cognitivos de los alumnos.

En esta medida Borasi, no sélo hace un recorrido y clasificacion de los errores realizados
por los alumnos, sino que lo usa como herramienta didactica para la comprension de
contenidos matematicos, utilizando una visién constructivista del error.

Lo que se puede apreciar luego de hacer una revisién bibliografica sobre el analisis de
errores en matematica, es que el tipo de estudios se divide principalmente en dos enfoques:
por un lado, el enfoque diagnéstico/reparador, en el que se pretende eliminar los errores,
enmarcado generalmente en un enfoque conductista y de procesamiento de informacion; y por
otro lado, el enfoque constructivista en el que se exploran las potencialidades del error como
herramienta generadora de conocimiento.

2.2 Algunas clasificaciones existentes

Dentro de las clasificaciones (o taxonomias) ya existentes realizadas por diferentes
investigadores, queremos rescatar algunas que sirvieron de base a la elaboracion de nuestra
propia taxonomia y que ademas fueron significativas a lo largo de nuestra investigacion. En
particular, este trabajo esta enfocado en la clasificacion de errores y asienta las bases para una
futura investigacion en la que se le dé continuidad y se ahonde en el tratamiento de estos
errores para su superacion.

Rico (1995), quien es uno de los principales referentes en materia de estudios de
clasificaciébn de errores, presenta una recopilacién de las caracteristicas principales de las
investigaciones realizadas en este campo, dentro de estas caracteristicas se pueden agrupar la
mayoria de trabajos realizados hasta la fecha.

Los tipos de investigacion en el estudio de los errores segln Rico son:
1) Estudios sobre analisis, causas, elementos, taxonomias de clasificacion de los errores.

Cada uno de estos estudios responde a una determinada teoria psicopedagoégica y a
un planteamiento epistemoldgico particular del conocimiento y de la Matematica.



2) Trabajos acerca del tratamiento curricular de los errores. Ejemplos de esta linea son
las propuestas didacticas que parten del error para la construccion de los
conocimientos matematicos correctos.

3) Estudios relativos a la formacion de los docentes en cuanto a la capacidad para
detectar, analizar, interpretar y tratar los errores de sus alumnos.

4) Investigaciones psicométricas que incluyen técnicas estadisticas como contrastaciones
de hipétesis, para el andlisis de los errores.

Para nuestro caso, la investigacion estuvo centrada en la busqueda de estudios del primer
tipo nombrado por Rico, es decir estudios sobre analisis, causas, elementos y elaboracion de
taxonomias de clasificacion de errores. Entre estos estudios, rescatamos los méas importantes:

Di Blasi Reigner y Otros autores (2003), hacen una categorizacién de errores como sigue a
continuacion.

e Dificultades asociadas a la complejidad de los objetos matematicos. Conflicto de
precisién involucrado en el lenguaje ordinario dentro del contexto matemaético.

o Dificultades asociadas a los procesos de pensamiento matematico. El abandono de las
demostraciones formales no deberia implicar un abandono del pensamiento I6gico.

e Dificultades asociadas a los procesos de ensefianza. Vinculadas a la institucion
escolar, el curriculo y los métodos de ensefanza.

o Dificultades asociadas al desarrollo cognitivo de los alumnos. Los profesores deberian
contar con informacion sobre los estadios generales del desarrollo al momento de
disefiar el material de ensefianza.

e Dificultades asociadas a las actitudes afectivas y emocionales. La ansiedad por
terminar una tarea, el miedo al fracaso, a equivocarse, pueden tener repercusiones en
la actividad matemética de los alumnos.

Rico (1995) presenta la siguiente categorizacion general de los errores de Radatz

e Dificultades del lenguaje. Para los alumnos el aprendizaje del lenguaje matematico es
tan complejo como aprender una lengua extranjera.

e Dificultades para obtener informaciéon espacial. En algunos estudiantes la resolucion de
tareas matematicas se ve limitada por las diferentes capacidades que poseen para
pensar mediante imagenes visuales.

e Aprendizaje deficiente de hechos, destrezas y conceptos previos. Esto incluye
conocimiento inadecuado sobre contenidos y procedimientos especificos para la
resolucion de ejercicios.

e Asociaciones incorrectas o rigidez del pensamiento. El trabajo con problemas similares
puede provocar una falta de flexibilidad a la hora de codificar y decodificar nueva
informacion.

o Por perseveracion.
o De asociacion.

o De interferencia.

o De asimilacion.

e Aplicacion de reglas o estrategias irrelevantes. Hace referencia a la aplicacion exitosa
de reglas o estrategias similares en areas de contenidos diferentes.

También presentada por Rico (1995), la categorizacion de errores elaborada por
Mavshovitz-Hadar, Zaslavksy e Invar es la que sigue



e Datos mal utilizados. Se incluyen los errores en los que el alumno utiliza de manera
incorrecta datos dados.

e Interpretacion incorrecta del lenguaje. Son errores causados por una traduccion
incorrecta de hechos matematicos desde un lenguaje simbodlico a otro.

e Inferencias no vélidas légicamente. Se trata de errores que no se deben al contenido
especifico sino a falacias de razonamiento.

e Teoremas o definiciones deformados. Por ejemplo, la aplicacién de un teorema que no
verifica todas las hipotesis.

e Falta de verificacion en la solucién. Cuando todos los pasos en la resolucién son
correctos pero la respuesta obtenida es incorrecta y es un error que podria evitarse
contrastando esta respuesta con el enunciado.

e Errores técnicos. Incluye errores de célculo, de lectura de tablas, entre otros.

Las categorizaciones mencionadas coinciden en que muchos de los errores incluyen
dificultades con el lenguaje matemético y con el pensamiento légico.

Abrate et Al (2006), resumen de una manera concisa la visién de Rico sobre los estudios
de errores en matematica, poniendo en evidencia la dificultad y la necesidad de seguir
investigando en el campo, para cerrar vacios aun evidentes.

[...] Rico (1995) destaca que, si bien existe una cantidad considerable de categorizaciones
de errores y se realizaron serios intentos por desarrollar un sistema de categorizacion de
errores con base en una tipificacién de obstaculos y del andlisis derivado correspondiente,
hasta el momento, no se han superado los niveles generales, meramente descriptivos, y no
existe un desarrollo tedrico sistemético que permita clasificar, interpretar, y predecir los
errores en términos de obstaculos, es decir, en funciéon de argumentos fundamentalmente
epistemoldgicos y con exclusion de categorias cognitivas. No obstante, creemos importante
hacer notar que los métodos descriptivos desempefian un papel fundamental en la
investigacién educativa dado que pueden proporcionar hechos, datos, etc., y preparan el
camino para la configuracién de nuevas teorias o nuevas investigaciones. [...]

(Abrate et Al. 2006)

3. DESARROLLO DEL TRABAJO

El estudio realizado es de tipo diagnéstico-descriptivo, se pretendié hacer un andlisis y una
categorizacion de los errores cometidos en los examenes finales (previos y regulares) por los
alumnos de la materia Algebra y Geometria Analitica particularmente referidos al tema de
rectas y planos.

El andlisis fue realizado a partir de 16 examenes tomados a lo largo de los afios 2013,
2014 y 2015 a 310 alumnos, de la materia Algebra y Geometria Analitica que se ubica en los
primeros afios de todas las carreras de ingenieria o licenciatura de la Facultad de Ingenieria y
Ciencias Exactas de la Fundacion Universidad Argentina de la Empresa (UADE).

En un principio, se hizo una seleccion sobre los ejercicios referidos especificamente al
tema de nuestro interés (rectas y planos), y una vez seleccionados, revisamos las respuestas
de los alumnos. Luego de recopilar todas las respuestas, de hacer una revisién bibliografica de
las taxonomias de errores existentes y de una puesta en comun sobre las percepciones
propias gque notabamos en la correccion de los examenes, elaboramos una tabla que nos
permitia de manera practica agrupar los errores que cumplian determinada caracteristica, lo
cual nos llevé a la realizacion de la siguiente categorizacion de errores.



3.1. Errores vinculados a errores de cuentas. (E1).

Dentro de este grupo, se encuentran errores cometidos por el olvido de algin signo en
alguna expresion, de transcribir mal el enunciado a la resolucién, y de todos los errores que
estos descuidos podrian causar en la resolucion de un ejercicio. Estos errores fueron muy
frecuentes, en particular generaron ciertos conflictos al momento del andlisis de los resultados,
porque si bien su frecuencia es alta, no son tan relevantes para nosotros en cuanto a los
objetivos del presente trabajo, dado que consideramos mas importantes los errores vinculados
a los conceptos de rectas y planos. En especial cuando este tipo de errores no modifica lo
central del ejercicio y la resolucion presentada fue coherente.

Hallar la distancia entre el punto N =(0.41° y el complemento ortogonal del
subespacio & = gen{(1,0.2}, (1.1.8)]

Figura 1. Error de cuenta.

Fuente: Ejemplo tomado de examen

3.2. Errores vinculados a ejercicios incompletos, desarrollados a la mitad o hasta
cierto instante. (E2).

En este grupo se encuentran los errores en los que el alumno no culmina un ejercicio y por
lo tanto no contesta a la consigna pedida, pero durante el procedimiento realizado no comete
otro tipo de error. Esto podria deberse, por ejemplo, al desconocimiento de cémo proceder para
completar el ejercicio o a la falta de atencién a lo que concretamente se pide en el enunciado, a
qué se espera como respuesta a la consigna. Es decir, el hecho de no haber completado el
ejercicio no implica que no sepa como hacerlo.

Hallar la distancia entre el punto N =(0.41) y el complemento ortogonal del
subespacio § = gen{(1.0.2}, (1.1.8)]



Figura 2. Error asociado a la falta de abstraccion de informacién
del enunciado.

Encuentra la proyeccion, pero no calcula la distancia.
Fuente: Ejemplo tomado de examen

3.3. Errores vinculados a resoluciéon correcta de procedimientos, pero con
informacién no correcta (no tiene légica de déonde sacan cierta informacion).
(E3).

En este grupo se engloban los errores en los que el alumno manifiesta capacidad de
aplicar procedimientos algebraicos (factorizacion, resolucion de sistemas, producto vectorial o
escalar entre vectores, etc.), pero los aplica en datos no relevantes a los solicitados. Conocen
algunos procedimientos, pero no necesariamente son pertinentes para la resolucién del
ejercicio.

Dada la recta r de ecuacién vectorial ¥ =(2,1.1} +#(1.2,—3).t € E, y los puntos
M=(202]y N =401,
(a) Hallar la ecuacién cartesiana del plano 1 que contiene a la recta r y al punto M.
Graficar.



Figura 3. Error al utilizar informacion no pertinente
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Fuente: Ejemplo tomado de examen

3.4.Errores vinculados a la falta de conocimiento para abstraer informacién o buscar
informacion de los enunciados. (E4).
Estos errores aparecen cuando el alumno es consciente de los procedimientos que tiene
que desarrollar, pero no logra obtener los datos del enunciado o de otra fuente para solucionar
el ejercicio.

Dada la recta: r, determinada por la interseccion de los planos c:—x +2y =(y

Six—2y+2z=Z. Y la recta s, que pasa por los puntos 4=(-11.-21y

E =(—3,-3.4. Hallar la distancia del punto A a larecta s.

Figura 4. Error asociado a la falta de abstraccion de informacién
del enunciado.

10



El alumno no interpreta que el punto A esta sobre la recta s,
por lo tanto, la distancia entre ellos es cero.
Fuente: Ejemplo tomado de examen
3.5.Errores vinculados a desconocimiento del tema. (E5).

Son errores en los que se manifiesta pleno desconocimiento de los procedimientos, o de
los conceptos para solucionar el ejercicio. A su vez incluye errores en los que la respuesta del
alumno manifiesta claramente una incoherencia con los aspectos te6ricos del tema.

Hallar la distancia entre el punto M = (3,4, 1) y el subespacio S = gen {(1,0,2), (1,1,6)}

Figura 5. Error asociado al desconocimiento del tema.

No vincula el resultado obtenido con el concepto de distancia.
Fuente: Ejemplo tomado de examen

3.6.Errores vinculados a la forma de presentar las respuestas. (E6).

Dentro de este grupo se encuentran los errores en los que el alumno presenta
incorrectamente la respuesta en términos de notacion.

Sea el subespacio dado por S={(x; y; z) e R®/2x + 3y -z =0, x — 2y = 0}
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Hallar la ecuacién del plano m que contiene al subespacio S y pasa por el punto (-1; 3;
1).

Figura 6. Error asociado a la presentacion de las respuestas.

No escribe correctamente la ecuacion del plano al no igualar a cero.
Fuente: Ejemplo tomado de examen

3.7.Errores vinculados a incoherencias o mezcla de conceptos sin sentido. (E7).

Estos son aquellos errores en los que el alumno muestra conocimiento de algunos
conceptos, pero no el vinculo entre si, generando una mezcla de conceptos sin sentido para la
realizacion del ejercicio.

Sea S el subespacio dado por S = gen {(1,1,0), (2,2,2)}.
Hallar una base del complemento ortogonal de Sy su dimensién.

Figura 7. Error asociado a incoherencias entre conceptos.

i 3 ¢ =
= i vl b ahbest o

- LN v Lot

Aparece el término “L/” para buscar la normal al plano.
Fuente: Ejemplo tomado de examen

3.8.Errores vinculados a falta de conocimientos sobre procedimientos algebraicos
para desarrollar ejercicios. (EB).
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Se incluyen en este grupo los errores en los que el alumno manifiesta el conocimiento
sobre la forma de proceder para solucionar un ejercicio, pero queda limitado ante la necesidad

de aplicar un procedimiento algebraico mas basico (factorizacién, resolucion de sistemas
lineales, etc.).

Dadas las rectas

r: determinada por la interseccion de los planos a: -x +2y =0y B: x—2y +2z2 =2
S: recta que pasa por los puntos A = (-1,1,-2) y B = (-3,-3,4)

Halle el punto interseccién entre ry s, si existe.

Figura 8. Error asociado al desconocimiento de procedimientos
algebraicos.

Iguala cada ecuacion del plano a cero y luego las iguala entre si,
pero no hace nada mas.
Fuente: Ejemplo tomado de examen

3.9.Errores vinculados a la afirmacion (o asimilacién como verdaderas) de conceptos
erroneos. (E9).

Dentro de este grupo se encuentran aquellos errores en los que los alumnos dan como
verdaderas propiedades que son falsas. Por ejemplo en algunos casos extrapolan conceptos
previos y los dan por verdaderos en otros conceptos. No vinculan o renuevan con los nuevos
conceptos adquiridos.
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Un caso tipico de este tipo de error encontrado en los exdmenes es que al preguntarseles
sobre la interseccion entre dos rectas en el espacio y al obtener que no existe interseccién
entre éstas, afirman que las rectas son paralelas, sin considerar que podrian ser alabeadas.
Intentan resolver un problema de interseccién de rectas en el espacio con el marco de aquello
que conocen en el plano.

Hallar la ecuacion del plano m, sabiendo que pasa por el punto (1;1;1) y contiene a la
recta:

r——="—"/"=z

Figura 9. Error asociado a la afirmacion de conceptos erréneos.

Al arrastrar error de signo y obtener que no hay interseccién entre
las rectas, afirma que las rectas son paralelas, sin considerar que
podrian ser alabeadas.

Fuente: Ejemplo tomado de examen

4. GRADO DE IMPORTANCIA DE ERROR

De manera de poder analizar con mas detalle el tipo de errores cometido por los alumnos,
se decidi6é otorgar un grado de importancia a cada tipo de error cometido. Este grado, esta
vinculado con la importancia (o el nivel de severidad) que el docente considera respecto de
algun error.

G1 - Grado 1 (Importancia baja), este tipo de error puede ser facilmente superado mediante
una auto reflexion por parte del alumno. Un trabajo consciente sobre el desarrollo de los
ejercicios deberia ser suficiente para solventarlo.

G2 - Grado 2 (Importancia media), la superacién de este tipo de error, requiere por parte
del alumno, un aumento de ejercitacién y asimilacién de ciertos conceptos. Ademas de esto,
requiere una revision de ciertos conceptos tedricos.

G3 - Grado 3 (Importancia alta), para lograr una mejora del error se requiere una
intervencién mas alta por parte del profesor. En este tipo de errores se manifiesta una ausencia
de contenidos tedricos y conceptuales alta. Y es por tanto el error que puede llevar a generar
fracaso en el alumno.
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Teniendo en cuenta lo anterior, se ha pensado para investigaciones similares futuras,
otorgar una ponderacion determinada a cada tipo de error, para poder analizar entonces la
vinculacién que existe entre la cantidad de veces que se comete determinado error y el peso de
importancia que tiene este error.

Luego de estudiar y definir los grupos de errores cometidos por los alumnos, se recopilé la
informacidn en la siguiente tabla, en la que se relaciona el error con la cantidad de veces en la
que aparecié al menos una vez en un parcial, es decir un 1 indica que, en determinado
examen, el error correspondiente se manifestd (aunque haya aparecido una 0 mas veces en
ese examen). De esta manera, la tabla nos permitio recolectar y analizar la informacion de una
manera mas sencilla.

Tabla 1.
‘ e eEETET Manifeesrtf;:én del
‘ El 15
‘ E2 9
‘ E3 45
‘ E4 4
‘ E5 67
‘ E6 5
‘ E7 5
‘ ES8 9
‘ E9 4

Fuente: Elaboracién propia.

5. DISCUSION

En cuanto a los errores méas frecuentes que fueron los de tipo E1, E3 y E5 (ver Tabla 1),
queremos realizar algunas observaciones:

Los errores de tipo E1 (errores vinculados a errores de cuentas) podriamos considerarlos
de Importancia baja, dado que pueden ser superados mediante un trabajo consciente por parte
del alumno. Si bien su frecuencia es alta, no son tan relevantes para nosotros en cuanto a los
objetivos del presente trabajo, dado que consideramos mas importantes los errores vinculados
a los conceptos de rectas y planos. En especial cuando este tipo de errores no conlleva una
modificacion de aquello que era central en el ejercicio y la resolucién fue coherente.

Adjudicamos a los errores de tipo E3 y E5 una importancia alta ya que para lograr la
superacion del error se requiere una intervencion mas alta por parte del profesor y un trabajo
conjunto entre éste y el alumno.

Aunque menos frecuentes, atribuimos a los errores de tipo E4, E7, E8 y E9 una importancia
alta ya que la tarea de obtener la informacién necesaria y pertinente del enunciado para la
resolucion del ejercicio, la vinculacidn entre conceptos, la falta de herramientas algebraicas y
extrapolacion de propiedades vélidas en ciertos contextos a los nuevos contextos en estudio
donde no necesariamente son validas, requieren de una intervencién mas activa por parte del
docente.

Los errores de tipo E2 y E6 tienen una importancia media dado que su superacion requiere
por parte del alumno una mayor cantidad de resolucion de ejercicios, una revisién de ciertos
conceptos tedricos, una lectura profunda de las consignas y especial atencién a la presentacién
de las respuestas. Este trabajo no descarta la intervencién del docente.
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La categorizacion de errores elaborada nos brinda informacion relevante sobre los errores
mas frecuentes cometidos por nuestros alumnos para la elaboracién, en una segunda etapa,
de una propuesta didactica que los tome como punto de apoyo/partida. Ademas, como puede
observarse, la mayor parte de los errores detectados tienen un grado de importancia alta lo que
nos muestra la necesidad de un trabajo consciente y comprometido entre docentes y alumnos.
Este deberia incluir, segln los errores encontrados, un trabajo del docente con los alumnos en
la lectura y compresion de enunciados, atendiendo a qué se espera como una respuesta
aceptable, poniendo énfasis en la notacién (en especial cuando un pequefio cambio en la
notacion impligue un cambio conceptual importante) y en la vinculacion entre lo analitico y lo
geométrico.

Las dificultades para obtener informacion espacial tienen particular importancia en el
estudio de errores del presente trabajo ya que las dificultades para pensar a través de
imagenes espaciales, sumado a la extrapolacion a R® de propiedades vélidas en R?, pueden
hacer que resulte complejo visualizar las rectas y planos en el espacio, ademas de las
posiciones relativas entre ellos.

6. CONCLUSION

El estudio realizado sobre los errores referentes al tema de rectas y planos cometidos por
los alumnos en los examenes finales, nos permitié la elaboracion de una taxonomia propia con
la que hasta el momento no se contaba para nuestra institucion. Es de gran importancia para
nosotros contar con una herramienta que nos permita analizar la forma en que se equivocan
nuestros estudiantes para de esta manera crear propuestas didacticas acordes a las
dificultades encontradas. La elaboracién de la taxonomia, nos permite también abrir la puerta a
futuras investigaciones sobre errores en otras areas de la matematica y la posible vinculacion o
semejanza que puedan existir entre ellas.

Encontramos también dificultades a lo largo del estudio realizado dada la complejidad de
clasificar algunos errores en ciertas categorias, si bien la clasificacion se realizd6 basandonos
en la experiencia propia como docentes y en algunas investigaciones ya realizadas, la
discusién sobre la pertinencia o no de algunas categorias de errores queda abierta a futuras
investigaciones.
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