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PREFACIO

Este libro, de Dindmica Discreta, esta conformadiodms partes.
La primera parte esta dedicada al Calculo Discketta segunda a

Modelos Dinamicos Discretos.

La idea de ir escribiendo este libro es la pocatercia de los
mismos en esta tematica, si bien gran parte lyedide matematica
econdmica, tratan de las ecuaciones en diferentialgunos de sus

capitulos.

De hecho, la mayoria de los capitulos de este firmon escritos
en archivos separados, los cuales estan a digmosiei mis cursantes en

mi pagina web.

Se que este libro, quizas, no este completo. Psta existiran

ediciones posteriores.

Agradezco cualquier comentario respecto al mismolaneagan

llegar a mi corretithonon@gmail.com

Henri Claude Thonon
Charallave, Venezuela.
Agosto del 2013.



INTRODUCCION

Se preguntaran ¢ porqué un libro sobre Dinamicar&s? Muy
simple. Gran parte de los fendmenos que observamés observamos,
y por lo general no ocurren, en un continuo. Simperiodos de teimpos.
Generalmente tenemos la Renta Nacional y sus \esiablacionadas en
el transcurso de un periodo, sea este afio, trienesines, los intereses
gue nos pagan los bancos y los depésitos gener@rsen mensuales,las
observaciones en la ecologia también suele sepgrovdos. De ahi la

importancia de la Dinamica Discreta.

En cuanto a los modelos estos tienen sus limiiasiolndicare tres
de ellas, para mi las mas importantes. Pero tisnewlucion mediante la
simulacién, cuestidbn que es toépico para otro lifga mi sitio web

www.hthonon.blogspot.comueden conseguir un simulador).

1) Los parametros se consideran constantes, peropemsion al
consumo, las tasas de interés, la capacidad ddkarap etc.

¢,son realmente constantes en tiempo?

2) Los agentes de la economia toman decisiones, portan de
manera mecanica. Los productores pueden disminus s
precios para aumentar la demanda, pero no la disr@mmas
alla del precio de equilibrio que cubra sus codtesla misma
manera no podran en un corto plazo aumentar sw@eiash

para cubrir la demanda mas alld de su capacidadodeccion.

3) En una situaciébn de especies en competencia, cuando

poblacion queda eliminada, ya las ecuaciones nerigentido.



En general cuando las variables empiezan a tonwtosi

valores los modelos empiezan a perder significado.

Por esto, si bien los modelos tedricos analiticrsismportantes para
los analisis, estos tienen que complementarse harka de la verdad

con otras técnicas tales como la simulacion.
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CAPITULO 1

CONCEPTOS BASICOS

Conjuntos Discretos Infinitos:

Diremos queD es un conjunto discreto infinito (CDI) si;
a) D tiene un primer elemento e.
b) sixOD entoncesy=x+dlD.
c) azOD | x<z<x+d.
Teorema:

D es un conjunto discreto infinito (CDI) sii es isonfio a los
nameros naturales.
Conjuntos Discretos Finitos:

Diremos queD es un conjunto discreto finito (CDF) si;
a) D tiene un primer elemento e.
b) si x(x#£e)lD entoncesy=x-dID.
C) OzOD | y=z+doD.

d azOD | x<z<x+d.

Principio de Induccién Completa:

SeaD un CDI yP una propiedad cuya validez se quiere demostrar
en D, entonces:
1)  Se prueba quese cumple para e.
2) Se supone gquees verdadera para urikD cualquiera.
3) Si a partir de 1) y 2) que es verdadera para kentonce® es
verdaderal x 1 D.



Ejemplo 1:

1)

2)

3)

Demostrar que 4n+2>2n+3n >0

Paran=1
N+2=41+2=6
2n+3=21+3=5

6>5241+2>21+3F4n+2>2n+3

Se supone verdadero para n = k:
4k +2 > 2k + 3

Paran=k+1
4k+l)+2=4k+4+2>2k+3+4=2(k+1B#2>2(k+1)+3=2n+3
2> 4n+2>2n+3

Ejemplo 2:

1)

2)

3)

Demostrar que’® 2n + 1,0 n > 2

Paran=3
n=%=9
2n+1=2.3+1=7

9>7>3F > 2.3+1>r*>2n+1

Se supone verdadero para n = k:
K> 2k +1

Paran=k+1
n=(k+1f=K+2k+1>2k+1+2k+1>2k+3=2k+2+P2r+1
> n’>2n+!




Funcién sobre un conjunto discreto

Se dira que f(t) (o también yes una funcién definida sobre un
conjunto discreto (o simplemente una funcién disgrsi:
f:D0OO - C

en dondeD es un conjunto discreto @ un conjunto cualquiera, casi
siempre un subconjunto de los niumeros Reales,tpetbién podria ser
un subconjunto de los niumeros Complejos.

A las funciones definidas sobre un conjunto disctambién se les

denominasucesiones

Operador (monario) de una funcién discreta:

SeaF el conjunto de las funciones discretas, se diaQ@es un
operador (monario) si F es una transformacion de:en
O:FOOSF

Operador lineal de una funcién discreta:

SeaF el conjunto de las funciones discretas, se digélges un
operador lineal si:
O Xt: Y 0 F’ L(axt + bM) = d—(Xt) + u—(yt)



Sucesiones Convergentes y Limite

Se dice que una sucesigres convergente (a medida que t crece) y
sulimiteed sille>0,0Ttalquedt>T, | %x—L | <e.

Y se denota por:

imx =L
Ejemplo:
. o_at : —
Demostrar que si,X 5t entoncgasmllmx = a.
Sea ure > 0, cualquiera.
entonces a bi:t<a:> ab <eb +et =t >@

De esta manera se tiene que efectivamente, dagle 0

sisetomaTzab;—gb, Ot>T,|x- al<e.




CAPITULO 2

OPERADORES DISCRETOS
a) Operador Desplazamiento:

Definicion

EV: = Vi1

Significado
El operador desplazamiento E, lo que hace es a&spken un

periodo el valor de la funcién. Esto es, es el wd® la funcion en el

momento siguiente: en el momento t+1.

Propiedades

(1) Desplazamiento de una constante por una funcion

E(ay) = ay.1 = aEy

El desplazamiento de una constante por una
funcion es la constante por el desplazamiento.

(i) Desplazamiento de la suma:

E(X + V) = X1 + Vi1 = EX + EW

El desplazamiento de la suma de dos funciones
es la suma de los desplazamientos de cada unas dmda
funciones.



(iii)

(iv)

() y (i) ====> E es un operador lineal:

E(ax + by = a%+1 + by.; = aEx + bEy

Desplazamiento aplicado n veces (desplazamierde
orden n):

E"(Yy) = Yeen

Desplazamiento de la multiplicacion de funciorse

E(¢.Yy) = %+1-Yie1 = EX-EW

El desplazamiento de la multiplicacién de dos
funciones es la multiplicacién de los desplazamignie
cada una de las dos funciones.

-10 -



Tabla 2.a.1
Resumen de las propiedades del Operador Desplazamie

Propiedades Formulas
(i) | Desplazamiento de una E(ay) = aEy
constante por una funcién
(i) | Desplazamiento de la suma E(x.+ W) = Ex + Ey
(i) | E es un operador lineal E(ax + by) = aEx + bEy
(iv) | Desplazamiento aplicado n E"(YV0) = Yiun
veces (desplazamiento de orden
n)
(v) | Desplazamiento de la multi- E(x.Y:) = Ex.Ey
plicacion de funciones

-11 -




b) Operador Diferencia

Definicion

AYi = EM = Y1 = Y1 — W

Significado
El Operador diferencia, viene a ser la diferencia de valores de la

funcién entre dos momentos sucesivos: entre el mtumerl y el

momento t.

Propiedades

(1) Diferencia de una constante por una funcion:

A(ay) = ayw1 — ay = aAy;

La diferencia de una constante por una funciotaes
constante por la diferencia de la funcion

(i) Diferencia de la suma de funciones:

A(Xe + Y0 = X1 + Yerr — (% + W) = AX; + Ay

La diferencia de la suma de dos funciones esr@su
de las diferencias de las dos funciones.

-12 -



(i) () y (i) ====> A es un operador lineal:

A(ax + by) = aAx; + bAy

(iv) La diferencia aplicada dos veces (diferenciaedorden 2):

A%y = AAY) = A(Y1 — W)
= Yoo = Yorr = Ve1 = W)

= Y2 = 21+ Wi

La diferencia aplicada 3 veces (diferencia de orded):

LAY = AA%Y) =AYz — 241+ W)
= VY3~ 2yt+2 + Vi1 — (yt+2 - 2M+1 + yt)

= Y3~ Y2 + Y1 — W

La diferencia aplicada 4 veces (diferencia de ordef):

A"y = A(A%Y) = A( Yz - Yz + 3Vt - W)
= Viea = Yzt Yz - Verr - (Yies - Y2 + 3Yu1 - W)

= Vaa - AYuz + OYa2 - Y1 + Wi

-13 -



En general, diferencia de orden n:

0 n
Ay, =Z(—1)k(kjE”'kyt
k=0

(DemostracionA"y, = (E — 1)(y,): el binomio de Newton
aplicado a (E - 1))

(v) Diferencia de la multiplicacion de funciones:

A(Xe.Y) = Xer1.Yis1 - XYt
= Xt+1-yt+1 - Xt+1-yt + Xt+1-yt - Xt-yt
= X 1AVt + YiAX;

= XAYt + Yi1AX;

La diferencia de la multiplicacion de dos funcisres
la suma de una de las funciones por la diferengiéadtra
mas el desplazamiento de la otra multiplicada por |
diferencia de la anterior.

-14 -



Tabla 2.b.1
Resumen de las propiedades del Operador Diferencia

Propiedades Formulas

Diferencia de una constante A(ay) = aAy,
por una funcion

(1)

(i) | Diferencia de la suma A% + Yi) = A + Ay

(iii) | A es un operador lineal A(ax + by) = aAx; + bAy,

: Diferencia aplicado n veces g =Nk ] ek
(V) (Diferencia de orden n) AV, kZ:(;( b (kjE %

A(Xe-Yr) = Xer1AYr + ViAXq
Diferencia de la multi-
plicacién de funciones = XAVt + Yi1AX

(v)

Diferencias de algunas funciones:

1) La diferencia de una constante es cero:
Vi=C :::>Ayt:C_C:O
2) La diferencia de la identidad es uno:

yi=t ===>Ay,=t+1-t=1

-15 -




3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

Diferencia del cuadrado:

Vi=t2 ===>Ay, = (t+1)2-t2=2t+1

Diferencia del cubo

=f ===>Ay, = (t+1)-£=32+3t+1

Diferencia de la n-esima potencia:

= ===>Ay, = (t+ 1) - :Z(EJ trk
k=1

Diferencia de una progresion geométrica:

=d ===>Ay,=d"-d=4d(a-1)

Diferencia de la funcién factorial:

Ve=tl ===>Ay, = (t+ 1) -t =
= (t+1)tl—tl =
= !

Diferencia del seno:

y; = semt ==> Ay, = sem(t+1) — semt =0

Diferencia del coseno:

-16 -




yi = cosit ==> Ay, = cosi (t+1) — cost
-2 t par
2 t impar
Tabla 2.b.2
Diferencias de algunas funciones
Funciones Diferencias
Nombre Expresion
(1) | constante y=cC Ay, =0
(2) | identidad y=t Ay =1
(3) | cuadrado y= 12 Ay;=2t+1
(4) | cubo y="t Ay, = 32+ 3t+1
n.n
(5) | n-esima potencia (1 Ay = Z(k] £
k=1
Progresion geome- _ 4 (a
©) | trica: y =4d Ay =d-(a-1)
(7) | factorial y =t Ay, = tt!
(8) | seno yi = semt Ay =0
-2 tpar

(9) | coseno y= costt Ay =

2 timpar

-17 -




c) Operador Sumatoria

Definiciéon
ku
= + + + o, + +
t;g Ve Yoog Yoot 4 Yot 574" 4720 A
ku - kO + 1 términos
Significado

El Operador sumatoria viene a ser la suma de tlodogalores de

la funcidn entre dos momentos.

Las sucesiones que se obtiene a partir de laaapiic del operador
sumatoria se conocen también con el nombreedes

Propiedades

(1) Sumatoria de una constante por una funcion:
Ky K,
D (@y)=ay, v
=Ky t=Kk,

La sumatoria de una constante por una funciéraes |
constante por la sumatoria de la funcion.

-18 -



(i) Sumatoria de la suma de dos funciones:

ke Ky Ky
Xy +Yy) = Z Xy + Z Yi
t=Kkg t=k t=ky

La sumatoria de la suma de dos funciones es la sum
de las sumatorias de las dos funciones.

(i) (1) y (i) ====> Y es un operador lineal:
Ky Ky Ky
D (@x+by)=ay x+by vy
=Ky =k, t=k,
(iv) Sumacién por pedazos (0 por trozos)
km ku u

La suma total es la suma de las sumas parciates po

trozos.
(v) Desplazamiento de los limites:
ky+m Ky
Z Y= Z Yt+m
t=ky+m t=1k

La suma con los limites desplazados es la suma
normal de la funcién desplazada.

-19 -



(vi) Relacion entre diferencias y sumatorias

=~

AY =Yy~ Y,
ko

t

La suma de una diferencia es la diferencia ertre e
valor del siguiente término y el valor del primémhino.

y

Ky
A Z Yt =Yi,4
t=k

La diferencia de una sumatoria es el siguienteitérm

vii) Sumacion por partes

Ky Ky
Z XiYi :S<o-ku Y1~ Z S<0,IAX
t=K, t=lg

—

endonde: 8 = » X
=

-20-



Tabla 2.c.1
Resumen de las propiedades del Operador Sumatoria

Propiedades Formulas
k k
. Sumatoria de una constante - _ A\
() por una funcion IZ (@)= az X
=ko t=ko
kU kU kU
(i) | Sumatoria de la suma Z X, +y,)= Z X, + Z Y,
t=kp t=ky t=ky
K, k, K,
(iii) | X es un operador lineal Z (ax, + by, )= Z ax + Z by
t=kp t=kg t=ky
Ky K, K,
(iv) Sumacién por pedazos (o por Z y. t+ Z Y= Z Yi
trozos) t=k t=kn+l t=k
ky+tm Ky
(v) | Desplazamiento de los limites Z Y, = Z Yiem
t=kytm t=k
Ky
Z AY: =Y, Vi
(vi) Relacion entre diferencias y t=k
sumatorias Ky
DD Yi=Yin
t=ko
K, K,
Z XYy = Sko,ku Yo, 1~ Z S<O,tA %
.. ., t=ky t=lg
(vii) | Sumacion por partes

t

endonde: S, = > X

t=kg

-21-




Sumatorias de algunas funciones:

1)

2)

3)

La suma de una constante:

Zk:c: (k+1)c

La suma de la identidad.

k k
> t=(k+1y’ =) (t+1) (Aplicando sumacién por ipe)

t=0 t=0

k
=Y t=k(k+1)/2

t=0

La suma de cuadrados:

k

D ot?= itg =k(k+1)*/2- Zk: t(t+1)/2
= k(k+1}—zk: f—zk: t

= 3t =k(k+1)(2k+1)/6

t=0

-22 -




4)

Suma de la progresion geométrica

k k
dYmi=>m+1=
t=0 t=
k-1

=> ni+ nf

k-1 k-1
mt+ 1= mz m+ 1
= t=0

t=0

:(m—l)imfz nf—l:fj m= (M- 1)/(m 1

= Zk:mt = (Mt -1)/(m- 1= ( i)/t m)

Tabla 2.c.2

Sumatorias de algunas funciones

Funciones

Nombre

Expresion

(1)

Constante

k
ye=¢ D.c=(k+l)c

t=0

(2)

Identidad

k
yi =t D t=k(k+1)/2

t=0

3)

Cuadrado

Kk
Y = 12 Dt =k(k+1)(2k+1)/6

0

(4)

progresion
geomeétrica

yo= i Zk:m‘ = (1- m*') /(- m)

t=0

-23-
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d) Operador Razon

Definicion

Py = EM/ Y = Yeur | Vi

Significado
El Operador razorP, viene a ser la razén (el cociente) de los

valores de la funcién entre dos momentos sucesamse el momento

t+1 y el momento t.

Propiedades

(1) Razon de una constante por una funcion:

P(ay) = ayw.a/ay; = Py,

La razon es invariante ante los factores de esimla
una funcién. Esto la razén de una constante pofumaon
sigue siendo la misma razén de la funcién.

-24 -



(i) La razén aplicada dos veces (razén de orden:2)

szt =PPY,) =P (Y1)
= Ve Y Y wdfYt)

= Yo LY /Yfﬂ

La razon aplicada 3 veces (razén de orden 3):

Py, =PP%;) = P (V42 Do /Yt2+1)
- (yt+3 |1’t+1/ y%+2)/ (y t+2 @t / y2t+1)

= Vios Vet V2 M

La razén aplicada 4 veces (razon de orden 4):

P4yt = P(Psyt) = P(yt+3 |:yt3+1/yt3+2|:yt )
= (yt+4 @?+2/y:t3+3|3/t+1)/(y t+3|3/3t+{y3t+ﬂt)

= Yies BB O Y s DY
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En general, la razén de orden n:

Py, =[] (E”'kyt)(_l)k@

k=0

(iii) Razon de la multiplicacidén de funciones:

P(Xe.Yr) = X1 Yerr/Xe- Ve
= (Xer1/X 1) (YY)

= Px:. Py;

La razén de la multiplicacion de dos funcioneseks
producto de las razones de cada una de las furscione

(iv) Razon de la inversa algebraica de una funcion:

P(1/x) = (1/%1)/(1/%)
= (XX t+1)
= 1/(%+/X )

= 1/PX;

La razon de la inversa algebraica de una funcila e
inversa algebraica de la razén de dicha funcion.
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(v) Razon de la division de dos funciones:

P(x¢ fyy) =P (X (1/yy)
Por (iii) y (iv)

P(X; /y) =Pxi/Py

La razon de la division de dos funciones es |eésnlia
de las razones de dichas funciones.

(vi) Relacién entre los operadores Razén y Diferera:

Seay=1In(x) (X =Exp(y)
Entonces:

Ay = In(Pxy)
O también:

Px; = EXpQAy;)
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Tabla 2.d.1
Resumen de las propiedades del Operador Razon

Propiedades Formulas
. Razon de una constante por una _
(1) funcién P(ay) =Py,
n
. Razon aplicado n veces (Razdn S n-k ('1)k[k]
(i1 de orden n) Py, = ijo(E yt)
(i) Razon de la multiplicacion de P(X..Yy) =Px. Py,
funciones

(iv) Razon de la inversa algebraica

de una funcién P(1/x) = 1Px,

) Razon de la division de dos P(x; ly;) =P x/Py,

funciones
Relacion entre los operadores Ay; = In(Px,)
. | Razén y Diferencia:
(vi) % = In(x) Px; = EXp@Ayy)
(% = Exp(¥)) : :

Razones de algunas funciones:

1) La razon de una constante es uno:
yi=Cc ===>Py,=c/c=1
2) Razon de la identidad:
yi=t ===>Py,=(t+ 1)/t =1+ 1/t

-28 -




3)

4)

5)

6)

7

Razo6n del cuadrado:

Vi = t2 ===>Py, = (t + 1)2 / t2
= (t2+ 2t + 1)/t?
=1+2/t+1/t?

Razo6n del cubo

ye=t ===>Py,=(t+ 1} /t’
=(B+3t2+3t+ 1A
=1+3/t+3f+ 1L

Razoén de la n-esima potencia:

yi=t' ===>Py, = (t+ 1}/

;(Ej(mk)

Razon de una progresion geométrica:

Vi = ===>Py, = éﬂ‘/at =a

Razén de la funcién factorial:

yy=tl ===>Py, = (t+ 1)/ t! =
= (t+1)t /1 =
=t+1
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Tabla 2.d.2
Razones de algunas funciones

Funciones Diferencias
Nombre Expresion
(1) | constante V= C Py, = 1
(2) | identidad y=t Py, =1+ 1/t
(3) | cuadrado y=t2 Py, =1+2/t+1/2
(4) | cubo y="t Py; =1+ 3/t + 3k + 1/t
nn
(5) | n-esima potencia  y, =t Py, :Z(kJ(Utk)
k=0
progresion geo- _ ~
6) | métrica yr=4d Py;=a

7) | factorial = t! Py;=t+1
(7) ¥ y
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e) Operador Productoria

Definicion
Ky
T1Y= Yo g aoa 3 s Do
k ko + 1 términos
Significado

El Operador productoria viene a ser el productoltjplicacion) de

todos los valores de la funcién entre dos momentos.

Propiedades

(1) Productoria de una constante por una funcién:

|j ay, )= d<u_k0+lﬁk0 (% )

La productoria de una constante por una funcidla es
constante elevado a la potencia de la cantidadrdertos de
esta productoria por la productoria de la funcion.

(i) Productoria de la multiplicacion de funciones:

||:x

(Xt Ij/t) - I_I Xt DI_l yt

La productoria de la multiplicaciéon de dos fun@sn
es la multiplicacion de las productorias de cada de las
funciones.
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(iii)

(iv)

(V)

Productoria de la inversa algebraica de unadncion:

k

=

(/%)=

Ko

t

Xy

O;:IC

—

La productoria de la inversa algebraica de unaifumn
es la inversa algebraica de la productoria de digheion.

Productoria de la division de dos funciones:

La productoria de la division de dos funcionedaes
division de las productorias de dichas funciones.

Multiplicacion por pedazos (o por trozos)

Km Ky Ky
1 x4011 X =T1x%:
t=k  t=knn t=ko

La productoria total es la multiplicacion de las
multiplicaciones parciales por trozos.
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(vi) Desplazamiento de los limites:

ky+m ky
[T Xe=T1 Xeem
t=ky+tm t=ky

La multiplicacion con los limites desplazados as |
productoria normal de la funcion desplazada.

(vii) Relacion entre razones y productorias

Ky
tIZ_IkOPyt = yku+1/yk0

La productoria de una razon es la division debwal
del siguiente término entre el valor del primenti&o.

y

k

P yt = yku+1
t=ko

=

La razon de una productoria es el siguiente término

(viii) Relacion entre los operadores Productoria yYsumatoria:

Seay =In(x) (x = Exp(y
Entonces:

Ky Ky
Z Y. =In([] x)
t:ko t:ko
O también:

Ky
Xy = EXD(ZI;O %)
t=

”:5

t=k
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Tabla 2.e.1
Resumen de las propiedades del Operador Productoria

Propiedades Formulas

(i) Productoria de una constante
por una funcion

(@)= 1)

(ii) | Productoria de la multiplicacion

@)
IE'I (x @t)—l'lxtEI'Iyt

(i) Productoria de la inversa |_| (I/x,)=—
algebraica t=ky Xt
t=k
Ky r1)9
H H « . ey _ t=k0
(iv) | Productoria de la divisién (Xt/yt)_T
t=
“ .
t=k,
Multiplicacion por pedazos (o Kim ky K,
ultiplicaci _
) | or tie por P x, O %, = [1,
por trozos) t=k,  t=kn t=k
ky+m Ky
(vi) | Desplazamiento de los limites M X =1 Xen
t=kytm t=1k

kLJ
I'IkOPyt =Y/ Y,
t=

(vii) Relacion entre razones
productorias

kU
Pl__l Yi =Y 1

Kk, Ky
Relacion entre los operadores Z =In([7 x)
ProductoriaySumatoria. = t=k
(viii) = n( "
)
(x = Exp(1) t'_LX =3 ¥)
= t=kg
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Productorias de algunas funciones:

1) El producto de una constante:
Fo= i
t=0
2) El producto de la identidad.
k
[1t=k!
t=1
3) El producto de la progresion geométrica
>
k t
mt = m=o = kD2
1!
Tabla 2.e.2
Productorias de algunas funciones
Funciones Sumatorias
Nombre Expresion
k
(1) Constante Vi=cC [Mc=c“?
t=0
k
(2) Identidad y =t [t=k!
t=1
., k
progresion - mt = mkk+r2
(3) geométrica yo=m DO
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Ejercicios:

1) Hallar
K
a) >t R: [k(k+1)/2]
t=0
b) Zk:tgnt R: | —M | @+ mk[k(m-1)- 1])
t=0 . (1_ m)z
2)

a) HallarA(1/yy)
b)  Utilizar el resultado de a) para hallar

Kk
\ [t(t+1)]
/

t=1
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Resolucion de los ejercicios propuestos:

Ejercicio 1.a.

k k

>0y g

t=0 t=0
Aplicando sumacion por partes:

ks k(k+1)(2k + 1) ot )2e+ 1 _
> = i + -3 DA

t=0 6 t=0

2 k
_ K(k+1y (2k+1) (1/3)2 P k(k+1)(2k +1) k(k + 1;
6 =0 12 12
Ordenando términos:

(4/3)i f=(@/12)k(k + D2k + D2k + 1y (2k+B 1] =

t=0

= (1/12)k(k + 1)[R+ 1)(2k + 1)- 1] =
= (1/12)k(k + 1)(4k + 4k) =
= (1/6)k (k + %)

Despejando, finalmente se tiene:

< o (k(k+ )Y
2! ‘( 2 j

t=0
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Ejercicio 1.b.

Kk
2 m'g=

t=0

{
:(

_1
1-m)|

1
(1 - my
m

(1 - my

Aplicando sumacién por partes:

( rrt<+l

]g(k 1) 2[11‘_ ”:ng -

1-
¢ - mgtk+ 1 (k+ 1y "E

- g (k+ 1y rﬁ 7

M g (k+ b

k

t=0

1_ rﬁ<+1

D

t=0

j[1+ knd(m= 1)~ nfi |

)

j[_ kn"fl— rﬁ+l+ kl’h+2+ rh+2+ m rﬁz]

ﬂ _

1 - nt

v -
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CAPITULO 3

ECUACIONES EN DIFERENCIAS
(Y/O DESPLAZAMIENTOS)

Ecuacion en diferencias de orden n:

f(A", A" Y, oAV Yo 1) = 0

Ecuacion en desplazamientos de orden n:

|
f(E"Y, E"™Yy, oo, EY, ¥, 1) =0

f(

Las ecuaciones en diferencias se pueden llevar umcenes en
desplazamientos y viceversa.

Las ecuaciones en desplazamiento también recibendire de
ecuaciones de recursividad (o funciones recursivag)se escriben de la
forma:

yt = g(M-la yt-Z’ """" ) Y-n, t)

Resolucién de algunas ecuaciones de primer orden:

a) La diferencia igual a cero

Ayt: SEES VS Y TEES YT, .. t

la funcion es igual una constante (su valor ifjicia

b) La diferencia es igual una constante

-39 -



t-1 t-1
Ay =a ===> ZAyk :Za ===>y -y, =ta
k=0 k=0

=_==> y: yo + at

la funcidn es igual a una recta con pendientefstante, y
como punto de corte su valor inicial.

C) La diferencia es igual a la identidad

t-1 t-1
Ay, =t ===> ZAyk = Zt ===>Vy -y, = (t-1)t/2
k=0 k=0

===>y =Yy, + (t— Dt/2

la funcidn es una funcidén cuadratica.

d) La diferencia es una progresion geomeétrica

-1 t-1
Ayt === Ay, = ) M === Yo = (1 mhi(m —1)
=0 =

===>y =y, + (1-nm)/(1-m), ml

la funcion también es una progresion geométrica
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e) Ecuacion en desplazamiento lineal homogénea

Y1~ Ay =0; A1
===> W = Atyp TT=> Yl = A
haciendo z=In y;
Zs1—%Z=InA
Az, =1n A
utilizando la ecuacion b):
z=z0+InA.t

Y= )/O'At
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f) Ecuacion en desplazamiento lineal no homogénea:

Yer—AY=B (1) AL
===> Vo — A%Y1 = B (2)
restando (1) de (2)
Ay — AAY; =0
haciendoAy, = z
Zi1—Az=0
utilizando la ecuacion (e)
W = YoA' ====>Ay; = z0A
utilizando la ecuacion (d)
Vi =Yo+2zo(l-A/1-A)
= Yo+ (Y1 -y (1 -A)(1-A)

=Y t (B +Ayo_yo)(1_At)/(l_A)
=Y+ (B+¥% (A-1)(1-A/(1-A)

= y,A'+ B(1 - A)/(1 - A)

=B/(1-A) + [y — B/(1 - A)JA
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s)] Ecuacion en desplazamiento (con diferenamali no homogénea:

Ay + Asy, = B ; A£0
M1~ Vi + Ay =B
¥1-(1-A)=B

Utilizando la ecuacion (f)

Vi = V(1 —A)+B(1-(1-A)A

= B/A + [y, — B/A](1 - A)

Nota: si en la ecuacién (g) B = 0, entonces (g) esammcion en
diferencia lineal homogénea de primer orden a cmefie
constantes, y la solucion sera:

Vi = Yo(1 = A)

Definiciones

Punto de Equilibrio: Se dice y=y, para algun t >= 0, es un punto de
equilibrio si sk = Yo, k=1, 2, ...

Comportamiento de una solucién de una ecuacion eriferencia

1-  SIiY¥<Viur<Veu2 ... <Yy, =, para cierto 0,
Se dira que la solucion crece monotonamente desslg.

2.-  SIY<Vi1 <Ve2 ooen. <y, para cierto ¥ 0,
Se dira que la solucion crece monotonamente cgrereto
asintoticamente a su punto de atraccign y

3 SIY> V1> Vo oo >y, = <0, para cierto t 0,
se dira que la solucion decrece mondtonamentegierelo.

4.-  SIY> V1> Yoo oo >y, para cierto ¥ 0,
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Equilibrio Estable. Si un punto de equilibrio es un punto de atraccio

se dird que la solucion decrece monotonamente ecgi@ndo
asintoticamente a su punto de atraccign y

Siy=u+ (-1fov
se dira que la solucion es oscilatoria

Si la solucion es oscilatoria y
Vi < Viep < Viga oo, <\, =, para cierto ¢ 0,
se dira que la solucion es una expansion explosiva

Si la solucion es oscilatoria y
Vi > Vig1 > Vigo oo >\, =0, para cierto* 0,
se dira que la solucién es una oscilacion amatigu

Si la solucion es una oscilacién amortiguada y

SiU> Ugq > Ugo ... >Ve 0 U< Uu1 < Uy ... <Yy, paracierto ¢
0,

se dira que es una oscilacion amortiguada connergey,

de dirad que es un equilibrio estable.

Analisis de las soluciones de las ecuaciones anbees

a)

<

o
I

[EEN

La solucion es una constante cgegmo punto de equilibrio.

Boo~vwounrwNnpr~

RPRRPRRRRRRPRRRX

—
-»
-
-
L 2
-
-*»
&*
+*
-»

b)

Yo =

La solucién es mondtona creciente o decreci@etgin el valor de
a sea positivo 0 negativo) divergente.

0
10

-»

-

S Bt I I
»

*




10

tonamente divergiendo.

O

- c

o

£

= ()
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(&)

c

O

o
> _
- Sodamsmwon~ooS S SQ9ocoor~o0owYmMNAO 2 - -
>

@©
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Boo~vourwnro

N
N o ®wrR o

28
36
45
55

1.-

Sim > 1, la solucién crece monétonamenterdiendo.

1100

1000

Boo~vouorwNnr o~

127

255

511
1023

300
200

oo
(=101]

300
400

300

200

100

D——% % %

10
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m =

2- Si 0 < m < 1, Ila solucibn crece monoétonamente
convergiendo asintoticamente a su punto de atnaccio
Ya=Yo t 1/(1 - m)

0,5

Boo~N~ouonhrwNnr o~

L 2

3,5
3,75
3,875 2
3,9375
3,9688
3,9844
3,9922
3,9961 0 . . . . . . . . . .
3,998 o1 2 3 4 5 B 7T 8 8 10

m =

3- Si0>m > -1, la solucion oscila asintotheate
convergiendo asintoticamente a su punto de atnaccio
Ya=Yo t 1/(1 - m)

-0,5

Boo~N~ouonhrwNnr o~

Vit

2,5 + - S + + + +
2,75 *

2,625 2
2,6875
2,6563
2,6719
2,6641
2,668 0 : : . . . . . . . .
2,666 o 1 2 3 4 5 0B 7 g 10

4- Si m=-1, lasolucion oscila indefinidartemlteran los
valores: y, yo + 1.
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Boo~v~ouonhrwnwr o~

NWRNWNWNWRN wNOS

S.-

400

Si -1 > m,
explosiva.

la solucion oscila en forma de agdn

BO0

00

Boo~v~ouonrwnr o~

Yt
400

401
399
403
395
411
379
443
315
571
59

400

300

200

100

]

e)

>'S

1.-

N B

Si A > 1, la solucion crece monétonamentergjiiendo.

1100
1000
200
aao
oo
(=101]




128
256
512
0 1024

OCO~NOOUTPA,WNEL O~
[ —
»

[ —

2.- Si0O<A<1, lasolucién decrece monoétonamen
convergiendo asintoticamente a su punto de eqguilibr

yt 15

t

0

1

2

3 0,25
4 0,125
5 0,0625
6 0,0313 a3
7 0,0156
8 0,0078 .

9 0,0039 0 ' ' ' . A S N —
10 0,002 o 1 2 3 4 5 B 7 8 &4 10

L J
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3.- Si0>A>-1, lasolucion oscila amortigaatente
convergiendo a su punto de equilibrio O.

>'S

1
Opr
&

0,75

Boo~N~ouonhrwNnr o~

Vit
1

-0,5
0,25
-0,125
0,0625
-0,031
0,0156
-0,008
0,0039
-0,002
0,001

0,5

025

-

L 2

L 2

¥+

0,25

05

L 2

075

>'S

4.-

10

Si A=-1, lasolucion oscila indefinidantelteran los

valores: y, —Vo.

L
L

L

-*

Boo~ouohrhwNnr o~

-+

L

-»

-»

-»

10
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5.- Si-1>A, lasolucién oscila en forma de @&axgion
explosiva.
Yo= 1
A= -2 1000 +
oo
t Yt
0 1 00
% j 400
3 -8 200
4 16 . . . .
5 -32 T O
6 64 -200
7  -128
8 256 00
9 -512 500 . .
10 1024 oo 203 4 5 B 10
f) 1.- El punto de Equilibrio es= B/(1-A), de esta manera gj y
= B/(1-A) la solucion es constante.
Yo = 2 4 -
A= 05
B= 1
Ye = 2
3
t Vi
0 2
1 2 5,
2 2
3 2
4 2
5 2 1
6 2
7 2
8 2 1] T \
9 2 1] 1 2 3 4 2 g 10
10 2
2.- SiA>1yB/(1-A) <y, la solucidon crece monétonamente

divergiendo.
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w >

<
)

1
H

3000

2500

BHoo~oobhwNnr o~

191
383
767
1535
3071

2000

1500

1000

300

10

w >

<
)

3.-

Si A>1yB/(1-A) >y, la solucién decrece monotonamente

divergiendo.

100

-100

-300

OCO~NOOUTA,WNEFLO~

=
o

-61
-125
-253
-509

-1021

-500

-70a

-300a

-1100

10

4.-

Si0<A<1yB/(1-A) <y lasolucion crece

monotonamente convergiendo asintoticamente a s plenequilibrio
B/(1-A).
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w>s

<
®

o
I\JI—‘U_IO

Boo~v~ouonrwnr o~

Yt
0

1
15
1,75
1,875
1,9375
1,9688
1,9844
1,9922
1,9961

]

1,998

5.- Si0O<A<1yB/(1-A) >y lasolucién decrece
monodtonamente convergiendo asintoticamente a Sio pken
equilibrio B/(1-A).

<
o

w >

<
®

0,5

[EEN

=
o

O©CoO~NOUIA,WNEFLO~

Yt

2,5
2,25
2,125
2,0625
2,0313
2,0156
2,0078
2,0039
2,002

]
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6.- Si0>A>-1, lasolucion oscila amortigaatente
convergiendo a su punto de equilibrio B/(1-A).

Yo = 3
A= -05
B= 3
Ye = 2
t Yi
0 3
1 1,5
2 225
3 1,875
4 2,0625
5 1,9688
6 2,0156
71,9922 3 10
8 12,0039
9 1,998
10 2,001
7.- Si A=-1, lasolucion oscila indefinidanemalteran los
valores: y, 2¢B/(1-A) - y.
Yo= 3
A= -1
B= 4
Ye = 2
t Yt
0 3
1 1
2 3
3 1
4 3
5 1
6 3
7 1 3 10
8 3
9 1
10 3
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8.- Si-1>A, lasolucién oscila en forma de a&axgion

explosiva.
Yo= 3 1800
A= =2 1500 [
B= 4
ye = 1,3333 1200
a0
t Yi £00
0 3 -
1 ) 300
*
2 8 D s
3 -12 - *
4 28
5 -52 -500
6 108 -900 : : : : : : : —t
7 -212 0 1 2 3 4 5 B 7 g 9 10
8 428
9 -852
10 1708

g 1.- Elpunto e Equilibrio es ¥ B/A, de esta manera §j ¥ B/A
la solucidon es constante.

Yo = 2 4
A= 0,5
B = 1
Ye = 2 3
t Yt
0 2 2 —————————————————————————»
1 2
2 2
3 2 1
4 2
5 2
6 2 0
7 2 o 1 2 3 4 g E 7 g 9 10
8 2
9 2
10 2
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2.- Sil-A>1(A<0)yB/A<ylasolucion crece
monotonamente divergiendo.

w >
1o

<
o
1

2
-1
1
-1

CoO~NOOUIA~ARWNEFOH

10

Yt
2

5
11
23
47
95
191
383
767
1535
3071

3000

23500

2000

1500

1000

a00

10

w >
1o

<
o
1

3.-

Sil-A>1(A<0)yB/A>y lasolucion decrece
monatonamente divergiendo.

Boo~vourwNr o

100

-100

-300

-500

-70a

-300a

-1100

10




o>

<
®

4.- Si0<1-A<1(0<A<1)yB/A <y lasoluciéon crece
monotonamente convergiendo asintéticamente a o pien
equilibrio B/A.

o
I—‘U_IO
=

N
w

Boo~vourwNr o

P o<
[ gn}
+

1,5 *
1,75 1
1,875

1,9375
1,9688 0 : : : . . . . . .
1,9844 0 1 2 3 4 5 B 7 g 3 10
1,9922
1,9961
1,998

L 2

w>S

<
®

5- Si0<1-A<1 (0<A<1)yB/A >,y lasolucion decrece
monotonamente convergiendo asintéticamente a o pien
equilibrio B/A.

0,5

H

Boo~vour~rwNr o

)éllt 2 * hd * > + + -

3
2,5
2,25 1
2,125
2,0625
2,0313 0 : : : : : : : : :
2,0156 0 1 2 3 4 g B 7 g g 10
2,0078
2,0039
2,002

6.- SIi0>1-A>-1(1<A<?2), lasolucion dac
amortiguadamente convergiendo a su punto de edailib
B/A.
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Boo~v~ouonrwnvroH

Yt
3

15
2,25
1,875
2,0625
1,9688
2,0156
1,9922
2,0039
1,998
2,001
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N BADNW

Si 1-A=-1(A=2), lasolucion oscila gfthidamente
alteran los valores;y2¢B/A — .

Boo~v~ouorwnvroH

WRWOFRWROFR®WRER S
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8.- Si-1>1-A(A>2), lasolucion oscila enrfa de
expansion explosiva.

<
o

1800

w >

1500

1,3333 1200
900

<
®

Yt B00

-2 300

=300

-600

108 -900 . ' . . . . . —
-212 a 1 2 3 4 g B 7 & 9 10
428
-852
1708

Boo~vour~rwNr o
1
o1
N

Ecuaciones lineales no homogéneas de primer ordencaeficientes
constantes.

Ay + Asy, = f(1) (1)

a) Variacion de parametros:
Se supondra que:
y=v(H).u® ()
en donde u(t) es solucién de la ecuacion homogénea
u(t) = = W(1-A), (3)
entonces:

Ayt = VAU + WAV (4)
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sustituyendo (2) y (4) en (1):

VAU + WAV + Al = (1)

Vi (A + Al + UpaAvg = (1)
WAV, = f(t)

AV = (1) Upq

t-1
V= Vo + (k) U,
k=0
t-1
V= Vo + (L) D F(K)(1-A) k2
k=0

t-1
——====> y= yo(l—A)t + (1—A)t_l Z f(k)/(l-A)k
k=0
Ejemplo: Resolucion de la ()
t-1
Y= Yo(1-A)' + (1-A)™" Y B/(1-A)
k=0

1-1/(1-A)
= M1-A) + (1-A) B --eemmmeemeeee

Ejercicio 3:
Resolver y describir el comportamiento de:

AY: = Ay
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CAPITULO 4

ECUACIONES EN DIFERENCIAS
DE ORDEN MAYOR A 1.

A.- Ecuaciones de 2do. Orden
I. Ecuaciones lineales a coeficientes constantesfmgéneas:
Yoo + ArYe1 + Ay =0
se puede escribir como:
E2y+ AEY; + Ay =0
(E2+AE+ Ay =0
Por ser E un operador lineal:
(E-m)(E-my:=0
En donde my m, son las raices de la ecuacion E2EA A, =0
Sea z=(E-m)y: e z=y1—-my,
entonces: (E-pz =0
Z1—-mz=0
entonces por la ecuacién (e)=z,m,'
===> (E - m)y: =2zm;
Yer = MYy = Zomy'

Ay +(1-mp)y; = Zmy'
t 1 o
—==> Y= Yoz +mp Z,(m/m, ¥
K=0

a) para m#m,
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mzt + Zomzt—l 1- (rrl/mz}

=Y 1- (m/m,)
t _ (m' = my)/m;
=My + (Y1 = MpYo)My * —=mmmmemmmmemmoeees
(M — my)/m;
m’ — my'
= ¥My' + (Y2 = M) -=-=mmmmmmms
m - m
¥~ MY, MYo — Y1
e + mmm—————— rn_Lt
- my - m

Esta solucion también se puede escribir de la forma
t t
y=Cm; + Gmy

de manera tal que si las raices son complejas @+ bi, m=a -
bi) esta se convierte en

V= I(C,codt + C,serbt)

en donde r = a2 + b2, y0 = arctg(b/a),
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b) paramy=m,=m
y= YOmt + ZomH't
=ym' + (yr — m y)m Tt

= iy, + (y/m = yo)t]

Si se tiene la ecuacién en diferencia:
A2y, + BiAy: + By = 0
Se pasa a una ecuacion en desplazamiento:
Y2 = 2%1+ Vot By — Bryi + Boyi = 0

Yot Bi= W1+ (1 -B+ By =0

-63-



Analisis de las soluciones de las ecuaciones anbegs

a) para my# m;

1.- Raices reales
- m; = max {my, mp} > 1
- m = min {my, My}
- Im[>|m[ _ _ .
La solucion sera creciente o decreciente (depedd del signo de;C
divergente, pudiendo ser al principio oscilatofisns< 0 0 monotona
de lo contrario:
Vn = 0
Vi = 2 1400 %
Al = -2.5
Q’ — 015 1200
1 — .
M7 = 2
C,= -1.333 1000
C>= 1.333
s00
T Vit
0 0 *
1 2 B00
2 5
3 10,5 40
4 21,25 .
5 42,625
6 85,313 200 =
7 170,66 .
8 341,33 o . . *
9 682’66 a 2 3 4 =1 E ¥ ] =] 10
10 13653
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Raices reales

m = max {m, mp} =1

O<m=min{my, m}<1

La solucién serd monotonamente creciente o diecrte (dependiendo
del signo de § convergente al punto de atraccign C

Yo = 0
y1= 1
A= -1,5
A2 = 0,5
mq = 0,5
ms, = 1
C1 = -2
C2 = 2
Ye = 2

T Yt

0 0

1 1

2 1,5

3 1,75

4 1,875

5 1,9375

6 1,9688

7 1,9844

8 1,9922

9 1,9961

10 1,998
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- Raices reales

- 0<m=max {m, nmp} <1

- 0<m =min{my, mp} <1
La solucién serd monotonamente creciente o diecrte (dependiendo
de los signos de;@ G) convergente al punto de atraccion O.

Yo = 2
y1= 1
A]_ = '0,5
A2 = 0
my, = 0
ms, = 0,5
C]_ = 0
C2 = 2
Ya = 0

t Yt

0 2

1 1

2 0,5

3 0,25

4 0,125

5 0,0625

6 0,0313

7 0,0156

8 0,0078

9 0,0039

10 0,002
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4.- Raices reales
—1<m=max {m, mp} <1
-1 <m=min{mg, my} <0
La solucion serd oscilante amortiguada convéegeal punto de
atraccion 0.
YO - -0!4
yl - 015
A1 = 0,25
A= -0,125
mq = '0,5 as
ms, = 0,25 '
c,;= -08
C2 = 0,4
Ya = 0
t Yt
0 -0,4 .
1 0,5
2 -0,175
3 0,063
4 0,048
5  0,0254
6 -0,012
70,0063 05
8 -0,003
9  0,0016
10  -8E-04
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m;
my

O
N

<
®

Raices reales
m = max {m, mp} =1

-1 <m=min{mg, mp} <0

La solucién sera oscilatoria amortiguada consetg al punto de

atraccion G

-0,5
-0,5
-0,5

-0,667
1,6667
1,6667

SBoow~voubrwnro~

Yt

15
1,75
1,625
1,6875
1,6563
1,6719
1,6641
1,668

1,666
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Raices reales
-l<m=max{m, mp}<1
m = min {my, mp} = -1

La solucion sera oscilatoria tendiendo a toneane valores €y —G,.

Yo = 1
Y1 = 2
A]_ = 0,5
A2 = '0,5
my, = -1
my = 0,5
C.= -1
C2 = 2
Ya= 2
t Yi
0 1
1 2
2 -0,5
3 1,25
4 -0,875
5 1,0625
6 -0,969
7 1,0156
8 -0,992
9 1,0039 a ) M M
10  -0,998
7.- - Raices reales
- m = max {m, mp}
- m = min {my, mp} < -1
- |m|>]|m]|
Yo = 1
Y1 = 2
A= 1,5
A, = 1 300
mq = -2
ms, = 0,5 100
C.= -0,6
C,= 1,6
t yt =100
0 1
1 2
2 -2 -300
3 5
4 9,5
5 19,25 -500
6 -38,38
7 76,813
8 -153,6
9 307,2 e
10 -614,4
8.- - Raices complejas
- r>1

La solucion sera oscilatoria en forma de exganekplosiva.
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La solucion sera oscilatoria en forma de exganekplosiva.

Yo = 1
Y1 = 1,2
A= -2
A, = 2
mq = 1 1i
msy = 1 -1i
C, = 1
C,= 0,2
r= 1,4142
6 = 0,7854
t Yt
0 1
1 1,2
2 0,4
3 -1,6
4 -4
5 -4,8
6 -1,6
7 6,4
8 16
9 19,2
10 6,4
11 -25,6
12 -64
13 -76,8
14 -25,6
15 102,4
16 256
17 307,2
18 102,4
19 -409,6
20 -1024

100

&l

B

4[]

20

-20

-40

-60

-80

10

12

16
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Raices complejas
r=1

La solucién sera oscilatoria alternando los neslp

Yo = 1
Y1 = 2
A1 = -1
A2 = 1
mq = 0,5
ms, = 0,5
C1 = 1
C,= 17321
r= 1
6 = 11,0472
t Yt
0 1
1 2
2 1
3 -1
4 -2
5 -1
6 1
7 2
8 1
9 -1
10 -2
11 -1
12 1
13 2
14 1
15 -1
16 -2
17 -1
18 1
19 2
20 1

0,87 i
-0,87 i

(Cicodt + Coserti)

12

14

18

20
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10- - Raices complejas
- r<1l
La solucion seré oscilatoria amortiguada coneendp al punto de
atraccion 0.
Yo = 1
Y1 = 2
A1 = -1
A2 = 0,5
my= 05 05 j
m,= 05 -05 j
Ci= 1
C2 = 3
r=  0,7071
@ = 0,7854
t Yt
0 1
1 2
2 15
3 0,5
4 -0,25
5 -0,5
6 -0,375
7 -0,125
8 0,0625
9 0,125
10  0,0938
11 0,0313
12 -0,016
13 -0,031
14 -0,023
15 -0,008
16  0,0039
17 0,0078
18  0,0059
19 0,002
20  -1E-03
Nota: Si en los casos anteriores una de lass&gseero, se tiene realmente

una ecuacién de primer orden.
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b) param;=m,=m

1.- - m>1
La solucion serd mondtona creciente o decrexidinergente.
Yo = 0 500
yi= 2
A= -3
A= 2,25
m; = 1’5 GO0
t Yt
0 0 400
1 2
2 6
3 13,5
4 27 200
50,62
5 5
91,12 o
6 5 0 1 2 3 4 g B 7 g a 10
159,4
7 7
273,3
8 8
461,3
9 2
768,8
10 7
2- - 0O<mx<l
La solucién sera monaotona creciente o decrexigmtvergiendo al
punto de atraccion 0.
Yo= 2
yi= 1
Al = -1
A= 0,25
mi = 0,5
t Yi
0 2
1 1
2 0,5
3 0,25
4 0,125
0,062
5 5
6 0,031




0,015
0,007
0,003

0,002
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- -1<m<0
La solucién sera oscilatoria amortiguada coneedp al punto de
atraccion 0.

-0,5
1
1

0,25

-0,5

OO~ WNPFPO~

0 ~

Vit
-0,5
1
-0,875
0,625
-0,406
0,25
-0,148
0,085
9
-0,049

1,25 -

1

0,75

05

0,25

0,25

a5

075

L 2

-

10

0,027
3
-0,015

- m<-1

La solucién sera oscilatoria en expansion exyhos

2,25

Hoo~v~ounh~wNnr o~

-200

-400

-600

-500

BO0 -

400

200

0 4

10
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II. Ecuaciones lineales a coeficientes constantes homogéneas:

a) Variacion de parametros:

Yerz + AgYrer + Agyr = (1) (1)
Haciendo: y=vi(Duy(t) + vu(t)u,(t) (2)
en donde ft) = u, es la solucibn de la ecuacion homogénea
correspondiente.
con la condicion: 1AV + AV = 0 (3)
se tiene: AY; = Vi1 AUgg + Vo 1Al (4)
A2 = Ve A2Uge + AUpe 1AV 141 + VouiA2Upe + AUgtaAVo (5)

Sustituyendo (2), (4) y (5) queda en la ecuacign dlieda el siguiente
sistema de ecuaciones:

AV + AV = 0 (3)
bk +1AV1 + Upt 1AV = (1) (6)
Sea D el determinante, entonces Dyl — Uge1Uat
y:  Avy = - f(t)ud/D
Avy = f(t)u/D
Ejemplo
Seaf(t)=C
Si my # m,, entonces:
D = (mmy) (M—my)ciC,
Avy = —C(1/m) Y[c1(mp—my)]

Avy = C(1/m) [c, (Mmp—my)]
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Ve = Vio = C(mi=1) my/ [(mo—my)(my-1)my'cy]
¥ = Voo + C(my—1) my / [(Me—my)(me—1)my'cy]
Yir = MVaoCy = Cmy' / [(me—my)(my=1)] + Cmy/ [(m—my)(my—1)]
Yor = MpVaoCo + CMy' / [(Mp—my)(My—1)] — Cmy/ [(Mme—my)(my—1)]
por lo tanto:
v = kemy' + komy' + K
endonde K=C/(m,—-m—-m+1)= C/(L+A+A)

Nota:
Si una de las raices toma el valor de 1, entonces:

1+A +A,=0,
y la solucion particular serig y Ct/(2 + A) = Ct/(1 - A).
Mientras que silas dos raices toman el valdr, gmtonces:
1+A+A=0,2+A=1-A=0

y la solucion particular serig y Ct/2.

Ejemplo
Sea f(t) = C(1 + k)
si m, # m,, entonces:
D = (M) (Mi—-my)eiCo
Avi = =C((1 + k)/m) Y[cy(mp—my)]
AV = C((1 + k)/m) '[c; (mp—my)]

Ve = Vio = C(My=(L + K)) my/ [(me=my)(my—(1 + K))m'cy]
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Wt = Voo + C(My'=(1 + K)") my / [(mp—my)(my—(1 + K))my'cy]

Vit = M'VigCr — Cm'my / [(Me—my)(mi—(1 + k)] + C(1 + kfmy/ [(my—my)(my—(1 +
)]

Yar = MpVaoCz + CN' My/ [(Mz—my)(mz—(1 + K))] = C(1 + kfmz/ [(mz=my)(mz—(1 +
)]

por lo tanto:
M= k]_m]_t + kzmzt + K(l + k)t

en donde K = C/(am, — (my + my) (1 + k) + (1 + k) =
= Cl[Az+ A (1 +K) + (1 + k]

B.- Ecuaciones de Ordenn > 2
I. Ecuaciones lineales a coeficientes constantesmmgéneas:

M—n + Alyt+n-1 Tt + An-1yt+1 + Anyt =0

E: + AE™ Y e + AnsEy + Ay = 0

(E"+ AE™ +......... + AnsE + A)y: =0
Por ser E un operador lineal:

(E-m)(E-my...... (E-m)y:=0

En donde m m, ...., m, son las raices de la ecuacion:

Si la raiz es repetida n veces se tendra comoisoluc
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y,= gm+ ¢ nit+.....+ ¢ "t

Mientras que si las raices son complejas (en paeegndra como
componente de la solucion:
r'(C,codt + Cserdt)

Ejercicio 4
Resolver y describir el comportamiento de:

Yirz + Aty + Aoy = ¢
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ANEXO |

ECUACIONES ALGEBRAICAS DE
2D0O, 3ER Y 4T0O GRADO.

A.- ECUACIONES CUADRATICAS

Sea la ecuacion:
x>+b x+c=0

Las soluciones de dicha ecuacion vienen dado por:

-b+Vb? - 4c
X, = >

—b+Vb*-4c
X, = >

Algunas propiedades de las ecuaciones cuadraticas
1) El producto de las raices es el término indejeanet

X1 Xo=C
y la suma de las mismas es el negativo del ceetieidel término
simple:
X1+X = —b
Esto implica:
a) Sic es positivo y 4c <ftodas las raices son reales, o todas
son positivas, y en tal caso b es negativo, o dassdn negativas
y en tal caso b es positivo también.
b) Sic es negativo: las dos raices son realessjgmho opuesto.
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2) Si el término independiente es cero (c = 0) dedas raices es
cero, y la otra se puede obtener a partir de unac&m de primer
grado:

x>+b x=0
X (x+b)=0
y por lo tanto va valer — b.

B.- ECUACIONES CUBICAS

Sea la ecuacion:
x*+b x*+cx+d=0
Para resolver dicha ecuacion se siguen los sigreg#SOS:
1) Se hace la siguiente transformacion:
X=y-Db/3
y se obtiene la siguiente ecuacion reducida:
y’+3py+20=0
en donde:

3p=—(1/3)b* +c
2q=(2/27)b* - (1/3) b c+d

2)  Segun el resultado de p, q, y4pcf se tiene:

21. p+d>0

Una raiz real y dos raices complejas conjugadagascu
formulas son:

u={-q+/ d +p
v=3-q-/ ¢ +P

-81 -



yi=u+yv

u+v i
;==Y L Bu-v)
__u+v_l B
V==Y - B(u-v)

Ejemplo:

Sea la ecuacion:
X3—4¥ +14x—-20=0

entonces:

y® + 8.6667y — 6.0741 = 0

y también:
p’+d =33.3333>0

siendo la solucion:

3p = 8.6667; p = 2.8889
2q=-6.0741; q=-3.0370

De esta manera se tiene como ecuacion:

u=2.0654

v =-1.3987

y1 = 0.6667 x=2
Vo= —0.3333 + B x,=1+3
y3=—0.3333—i3 X3 = -3

-82-




22. p=0

Una raiz real y dos raices complejas conjugadagascu
formulas son:

y1:_\/27q
E—

y,= 929§ a2
—

y3=@—|—2\/§§/ﬁ

Ejemplo:

Sea la ecuacion:
X3—6¥ +12x-7=0

entonces:
3p =0; p=0
2q =1; g=05

De esta manera se tiene como ecuacion:
y'+1=0

siendo la solucion:

y1=-1 x=1
y, = 0.5 + 0.8660 X, = 2.5 + 0.8660
y3 = 0.5 - 0.8660 X3 = 2.5-0.8660
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23. p+d=0
23.a.p£0,q£0

Tres raices reales, de las cuales dos son iguatas/as
formulas son:

Y. = 2[%_(]

Yo =Ys=— W2
Ejemplo:

Sea la ecuacion:
X>—4X +5x—2=0

entonces:
3p = 0.3333; p=0.1111
2q=-0.0741; q=-0.0370

De esta manera se tiene como ecuacion:
y> +0.3333y — 0.0741 =0

y también:
PP+ =0

siendo la solucion:
y, = 0.6667 X=2
y, =—0.3333 x=1
ys =—0.3333 x=1
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23.b.p=q=0
Tres raices reales iguales y cuyos valores vieadaglpor:
X123=— b/3 (M’z’gz 0)

Ejemplo:

Sea la ecuacion:
x]—6¥ +12x-8=0

entonces:
3p =0; p=0
29 = 0; g=0
De esta manera se tiene como ecuacion:
V' =0
siendo la solucion:
y:=0 X% =2
y>=0 % =2
ys=0 % =2
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24. p+d<0

Tres raices reales diferentes, cuyas formulas son:
Q= arccoE%]
P
12 of)
Jo= 2 eof 027
v,=2/p cog %)

Ejemplo:

Sea la ecuacion:
x]—8¥ +19x—12=0

entonces:
3p =-2.3333 p=-0.7778
2q = 0.7407; g =0.3704

De esta manera se tiene como ecuacion:
y*—2.3333y —0.7407 =0

y también:
p’+ o =—-0.3333<0

siendo la solucion:
cosf) = — 0.5399

= 21412
y: = 1.3333 x=4
y» = 0.3333 x=3
ys = — 1.6667 x=1
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En este caso se reduce la ecuacion a:
y’+3py =0

gue es equivalente a:
y (y'+3p)=0

cuyas raices son: i-3p e —- 3.

Y en este caso si p es positivo se tendra unareszy dos
complejas.

Ejemplo:

Sea la ecuacion:
X3— 6 +14x—-12=0

entonces:
3p =2; p = 0.6667
29 =0; g=0

De esta manera se tiene como ecuacion:
y'+2y =0

Y la solucién es:

Y, = 0 X =2
Y, = 1.4142 X =2 +1.414P
Yo = — 14142 Xs = 2 — 1.414P
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Y si p es negativo se tiene tres raices reales

Ejemplo:

Sea la ecuacion:
x]—6¥ +11x-6=0

entonces:
3p =-1;

p =—0.3333
2q = 0; q

0

De esta manera se tiene como ecuacion:

Y-y =0

Y la solucion es:

y: =0 X =2
y.=1 % =3
ya=—1 %=1

Algunas propiedades de las ecuaciones cubicas

1) El producto de las raices es el negativo delmitér
independiente:

X1 Xo X3 = —d

y
La suma de las mismas es el negativo del coefecigel término
cuadratico:
X1+Xo+X3 = =b
Esto implica:

a) Si d es negativo: si todas las raices songeal¢odas son
positivas, y en tal caso b es negativo, o dos sgativas y una es
positiva, y si hay dos raices complejas conjugddasiz real es
positiva.

b) Si d es positivo: si todas las raices son sealetodas son
negativas, y en tal caso b es positivo, 0 dos saitiyas y una es
negativa, y si hay dos raices complejas conjugdalasiz real es
negativa.
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2) Si el término independiente es cero (d = 0) dedas raices es
cero, y las demas se pueden obtener a partir deauscion de
segundo grado:

x*+b x*+c x=0
X X*+bx+c)=0

C.- ECUACIONES CUARTICAS

Sea la ecuacion:
x*+b x*+cx*+dx+e=0
Para resolver dicha ecuacion se siguen los Si@Eg#S0S:
1)  Se hace la siguiente transformacion:
X=2z-bl4
y se obtiene la siguiente ecuacion reducida:
Z'+p ZZ+qz+r=0
en donde:
p=—3/8)b*+c
q=(1/8)b*- (1/2) b c +d
r=—(3/256)b* + (1/16) b* c—(1/4) b d +e
3) Se asocia la siguiente ecuacion resolvente cubica:
y*+ (p/2) y*+ [(p°— 4r)/16] y — (1/64) ¢’=0

4) Se obtienen las raices de esta ecuacion (Ver arsekoe
ecuaciones cubicas).

5)  Se comparafy, [y, [y, con —(q/8), si son iguales (del mismo
signo) las raices de la ecuacion reducida son:
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ENANTANT
2, =Y. =¥2=Ys
23 ==Y +\Y2 Vs
Z4=—J71—J72+J73

De lo contrario (si los signos son diferente)rkises seran:

21:_\/71"'\/72"'\/73
Z, ==Y =Y2=/Ys
2= Y1 Y2 Y5
24:\/71_\/724'\/73
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Ejemplo:

Sea la ecuacion:
x*—8X + 14X +4x—-8=0

entonces:
=-10
=4
r=38

De esta manera se tiene como ecuacion reducida;
7-107-42+8=0

y COmMo ecuacion cubica asociada:
y* =5y +4.25y - 0.25=0

siendo la solucion de la ecuacion cubica:

y; = 3.9365; \/y71 =1.984
y> =1, JY, =1
ys = 0.0635; \/y73 =0.252C

y las soluciones de las ecuaciones cuarticas:

z; = 3.2361; x=5.2361
2, =0.7321; Xx=2.7321
Z3=-1.2361; x=0.7639

z,=-2.7321, =-0.7321

-901 -



En el caso de que la ecuaciéon cubica tenga raagegivas,
Sus respectivas raices cuadradas seran nameromamasg), y por
lo tanto la ecuacion cuartita tendra raices coraplej

Ejemplo:

Sea la ecuacion:
X* 4+ 28 +3x+4=0

entonces:
p=1.625
q=2.125
r=23.3633

De esta manera se tiene como ecuacion reducida:
7+ 1.6257+2.1257 + 3.3633 =0

y COmo ecuacion cubica asociada:
y°> + 0.8125y — 0.6758y — 0.0706 = 0

siendo la solucion de la ecuacion cubica:

y1=0.5753,; JY, =0.758E
y2 =-0.0949; JY, =0.3080
ys = —1.2930; JY; =1.1371

y las soluciones de las ecuaciones cuarticas:

zp = 0.7585+ 1.445]1 x; = 0.5085+ 1.4451
z,=0.7585—-1.443]1 X, =0.5085-1.4451
z3=—0.7585-0.8291 x3=-1.085-0.8291
z,=-0.7585+0.8291 x, =-1.085+0.8291

En el caso de que la ecuacién cubica tenga rageplejas,
sus respectivas raices cuadradas vendran dados por:
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Jr(cosp/2)+sen(/2)i)
y
Jr (cos@/2)—sen@/2)i)
En donde es el modulo de las raice®el arcos de la razén entre
r y la parte real de las raices.

Ejemplo:

Sea la ecuacion:
X*+ X +2¢+3x—-8=0

entonces:
p=1625 q=2125 r=-8.6367

De esta manera se tiene como ecuacion reducida:
7'+ 1.625%2 +2.1252 — 8.6367 =0

y como ecuacion cubica asociada:
y* + 0.8125y — 0.6758y — 0.0706 = 0

siendo la solucién de la ecuacién cubica:
y, =0.0300; \/yT =0.173¢

y,=—0.4213+1.4738 .y, =0.7455+ 0.988E
ys = —0. 4213-1.4738 .y, =0.7455- 0.988E
r = 1.5328; cos() = —0.2748p = 1.8492

y las soluciones de las ecuaciones cuartitas:
7 =1.3177, x=1.0677
2, =—1.6642; x=-1.9143
z3=0.1733+1.9769 x3=-0.0767+1.9769
z,=0.1733-1.9769 x,=-0.0767-1.9769

Algunas propiedades de las ecuaciones cuarticas
1) El producto de las raices es el término indejeenet

X1 Xo X3 Xg=6€
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2) La suma de las raices es el negativo del ceefeidel término

cuadratico:
X1+ Xo+ Xg+ X4 =—Db
3) Si el término independiente es cero (e = 0) dmdas raices es
cero, y las demas se pueden obtener a partir descunacion
cubica:

x*+b x*+c x¥*+d x=0
X 6C+b x+c x+d)=0

6) Si los términos cubicos y simple son nulos (b, @)=se puede
resolver como una ecuacion cuadratica con el caddiariable:

y =X,
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CAPITULO 5

SISTEMAS DE ECUACIONES EN DESPLAZAMIENTO
LINEALES

Sea el sistema de ecuaciones:

(1) Yirr = AV
en donde es un vector de n componentes y A una matrizxda;n
la solucién de este sistema gs: A"y,

Sea el sistema de ecuaciones:

(2) Yir1 = Al'yt+1 + Az')/t

Se convierte al sistema 1, haciendo:
A=[I-A]"A,

Mientras que el sistema de ecuaciones:
(3) Y1 = Ay +Db
tendra como solucion, si ningan autovalor de Agaal a 1.:

ye = Alyo + I _A] b
en dondey, = [l - A]""b se denomina solucion particular.

En el caso de dos ecuaciones, si uno de los dotesas igual a 1,
la solucion particular venda dado por:
A-A
+
Yp = A A, (b-Kp)+tK,
En donde&, V|ene deflnldo por:
= 1/(1- D)[I - DAY
Mientras que si Ios autovalores valen 1, se tiem®o solucion
particular:
Y, =t(b—K,)+t?[K
En donde&K, viene deflnldo por:
= (1/2)[1 -AY
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Y el sistema de segundo orden:
(4) Xtr2 = AXerr + By
Se puede plantear como un sistema de primer aleferiendo:
Y1 = Xi
sustituyendo en (4) y avanzando se tiene el sestem

X1 = AX; + By

Vie1 = "X

Propiedad: Cualquier sistema de ecuaciones lineales de @ablas se
puede transformar en un sistema lineal de unavsolable
de orden n (y viceversa).

Veamos el procedimiento con un sistema de dos Enesc

Sea: %1 = ax; + by, (1)
Yer1 = CX + O, (2)

despejemos;en la ecuacion (1):
Ve = (%1 —axy) /b 3)
sustituyendo (3) en (2):
(X2 — @) D = CX¢ + d (X — @X) /' b
arreglando y reagrupando términos tenemos:
(Xe+2 — @Xer1) = DC X + A (X1 — @Xy)

Xt+2 - (a + d)Xt+1 + (ad - bC)'Xt = O

Andlisis de las Soluciones del sistenya, = A'y;

1)  Sila matriz A tiene que los valores absoluleslgunos de sus
autovalores son mayores que uno, entonces la éoldoierge.
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2)  Sitodos los valores absolutos de los autovalsoa menores que
uno entonces la solucién converge a 0.

3) Y tendran puntos de equilibrio distinto de ceirta matriz A tiene
un autovalor igual a uno. Para que se de estaadondiautovalor =1) es
necesario y suficiente, para ecuaciones de dogblesi que:

(1) ad—a-d+1=%b

Pero para que la solucién converja es necesagcehmodulo de
todos los autovalores sean menores o igual a 1nyeabs uno de ellos
estrictamente menor que uno. Lo cual se da, siusple con la
condicién (1), con la siguiente condicion adicional
(2) O<a+d<2

Si tiene mas de un autovalor igual a uno puede t@nverger
como diverger.

Para obtener el punto de equilibrio de la soluci@amos primero el

siguiente aparte.
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LA TRANSFORMADA GEOMETRICA (O TRANSFORMADA Z)

Sea yuna funcion de los naturales en los reales, eatose define
como transformada geométrica (o transformada 2) de

GYy(2) = +Wwz+wz2+ ... =
=z
t=0

En el apéndice Il se da la tabla de las princgpp&bemas para la
transformada Z.

Uso de la transformada geométrica para solucionarcglaciones en
diferencias.

La técnica consiste en convertir la ecuacion amsformada Z, en
ambos lados y luego hallar la antitransformadatiéimos con dos
ejemplos:

Ejemplo 1.
Sea: y, -y =t

utilizando las formulas A.12 y B.9 tenemos:
[(1-2)Gy(z) — wl/z = z/(1-2)?

por lo cual:
(1 -2)Gy(2) = z%/(1-2)? + Gy(0)

Gy(2) = 22(1-2) + yo/(1-2)
= Az(1+2)/(1-23 + B-z/(1-2)? + W(1-2)
resolviendo el sistema de ecuaciones para A ytiese:

A+B=0
A—-B =1, porlo cual A=1/2, B=-1/2
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Asi:
Gy(z) = (1/2%z(1+2)/I(1-2F — (1/2)z/(1-2)? + y/(1-2)

Y utilizando las formulas, A.3, B.9, B.11 y B.3 b transformadas se
tiene:

i=(2-1)/2+y
Ejemplo 2:
Sea: o~ 2Yu1 t =t
utilizando las formulas A.3, A.6 y B.9 tenemos:
Z 2 [GY(2)~Yo—yrZ]-2Z “[GY(2)-Yo] + GY(2) = z/(1-2)>
por lo cual:
(Z%=2z"+ 1}Gy(2) = z/(1-2)? + Z[yotyrz]-2Z "y,
multiplicando ambos lados por z2:
(1 -2z + 29Gy(z) = ZI(1-2)2 + ¥ + Y-z — 2Z'Yq
(1-2)2Gy(z) = ZI(1-2)2 + ¥ + (Y1 — 2Yo) Z
Gy(2) = Z/(1-2) + [yo + (1 — 20)-Z)/(1-2)?
Utilizando B.17y A5, B.13,B.9y A.3
yi = (BN (=2) (t=1)t + yor(t + 1) + (i — 2y0)et

Y1 = (1/6)(t=2) (t=1)t + Yo + (Yo — Yo t
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Analisis de la soluciones de los sistema decuaciones en
desplazamiento utilizando la TRANSFORMADA Z.

Sabemos que la solucion g¢s= A"¥..
Utilizando la Transformada Z, para ver el compoitano de Atenemos:
[1-Az™

pero por la propiedad A.17:
A%= Iiml(l—z) ol - A"

de esta manera si*Aexiste, el limite existe y se tiene que la solacié
converge asintoticamente o harménicamente al maexguilibrio:

}A’e = AOO'}A’O
Ejemplo:
Sea ¥;=0,3%+ 0,56y
y[+l = )Q + 0,2y

Asi tenemos que la matriz:

0,3 05

1 0,2

tiene entre sus autovalores 1 (el otro vale —@,5g tiene que los puntos
de equilibrio son de la forma x = 0,8y, 0 sea qeviectores de equilibrio
é son de la forma:

é= a, oUR

construiamos

[l - AZ]
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1-0,3z -0,56

-7 1-0,2

gue tiene como determinante:
D=1-0,5z - 0,522 = (1 + 0,52)(1 - Z)
asi que [l - Az]™* viene dado por:
1-0,2z 0,56
(1/D)

asi obtendremos que:
A%= Iirrl(l—z) ol - A"
viene dado por:
08 05

(1/1,5
1 07

gue multiplicado por el vector de valores iniciafes y,) da el punto de
atraccion y uno de los puntos de equilibrio.
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125
0,3 0,56
1 0,2 170
t Xt Vi 115
0 100 100
1 86 120 110
2 93 110
3 89,5 115
4 91,25 1125 103 +
5 90,375 113,75 m oyt
6 90,8125 113,125 100 =
7 9059375 1134375
8 90,703125  113,28125 55
9 90,6484375 113,359375
10  90,6757813 113,320313 an
A~ a5
0,5333333 0,3733333
0,6666667 0,4666667 a0
0

Xe Ye

90,6666667 113,333333

Pero, también podemos obtener los elementos deatez A, a
partir de la inversa de la transformacién z, vexxanll.

Atz 1[070F05)+08 0,56 0,56 O,
15  1-(-0,5) 0,87 0,5)+ 0,7
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ANEXO Il

TABLA DE LA TRANSFORMADA GEOMETRICA

A.- Propiedades

(O TRANSFORMADA 2)

Funcion Transformada Geométrica
Discreta
Gy(2) = YotYyrZ+yrz2+....
yt - e e 00
1 01,2, Definicion :Zyt 3!
t=0
Suma de dos
2 XY funciones G(2) + G(2)
Combinacién
3 ax; + by, lineal de aGy(z) + bGy(2)
dos funciones
t Convolucion
4 DXV (Producto de G(2)Gy(2)
m=0 Cauchy)
Ytk
5 k entero funcion retrasada 74Gy(2)
positivo /
Yerk funcion K ko1
6 Kk entero adelantada 2 1G(2)-Yo~y1rZ—....7%-1Z ]
positivo
7 ty; zGy(2)
8 ay a constante {%az)
9 (t-1liu G2
10 Yk t=0, k, 2k, G(Zk)
11y — ¥ (1-2)Gy(2)
12 Ve — W Diferencia [(1-2)Gy(2)—-Yo)/z
t
13 DY, Gy(2)/(1 - 2)
m=0
S Propiedad de la
14 ;yt suma Gy(1)
I Propiedad de la
15 ;( U0 suma alterna Gy(-1)
Propiedad del
16 Yo valor inicial G,(0)
17 Ve Propled_ad del lim(1-2)(G, ()
Sl y,, existe valor final z-1
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B.- Funciones Comunes

Funcion Discreta

Transformada Geomeét

1 t=0

1 o) {O .y pulso unitario en el origen 1
5 J(t-m) = {1 t=m pulso unitario en el punto m
0O t£m m
3 u(t)t= 1 Escaldn Unitario 1/(1 - 2z)
a . .
4 4 constante Sucesion geomeétrica 1/(1 zpn
5 tal a constante -al(1 — az)?
6 art a constante —In(1 -2
7 a! a constante Exp(a)
8 (In(a))ft! a constante ‘a
9 T Rampa Unitaria z/(1 —2z)?
10 t2-g a constante -2(1 - az)/(1 — az)®
11 t2 Rampa Parabdlica Unitaria z(1-2)/1-3)
12 (t+1)d a constante 1/(1 -2
13 t+1 1/(1 — z)2
14 Yo(t + 1)(t + 2)d a constante 1/(1 -z’
15 Yo(t + 1) (t + 2) 1/(1 - 7)
t
16 (1/k!)'(té%t)_;_(lt:i;; (trk)a a constante 1/(1 -z
17 (/! )-(t+1) (t+2)-(t+K) 1/(1 - 2§
18 C(m, t)-b-ad™" (a + bz)"
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C- Funciones Matriciales

Funcioén Discreta

Transformada Geomeét

Gwm (Z) =

Mt . o M0+M1‘Z+M2‘22+....
1 t=0.1.2 una funcidon matricial w
L2, — ZMt Ft
t=0
2 t-M, z-G, (2)
3 A’ A matriz constante [— &)
4 t-Al A matriz constante g — A-z] “A [l - A-z]
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ANEXO Il

ESTUDIO DE LAS MATRICES 2 X 2

Sea A la matriz(a bj
c d

Entonces su determinante (D) viene dado por:
D =ad-bc
Y la matriz inversa, si el determinante es distihe cero, por:

_1:1 d -
A D(—c a}

Los autovalores vendran dados por las raices sigugéente
ecuacion:

NM-(@+dA+D=0

Si el determinante vale cero, entonces uno dealdsvalores
valdra cero también y el oteo+ d.

Para que uno de los autovalores valga uno (lgufesente que la
suma de cada columna o la suma de cada fila valgaambién. La
condicién necesaria seria:

D=a+d-1

Mientras que para tener un autovalor de multighdidi 2, la

condicion es:
4D = (@ + d)?

Para hallar A se aplica la transformada z (Ver anexo |), y se
obtiene:
[1-A-z]*
Llamemos D el determinante de [| —2], y se tiene entonces:
D,=1-(a+d)z+ D7
Cuyas raices, en el caso quet, k seran los autovalores de D
dividido D:
ki = )\|/D
de lo contrario tendra una sola raiz k a#/().

En el caso de dos raices distintas
la forma de [I — Az] " sera:

1-dz bz
(hz-1)(A,z-1) =D,z 1)
cz 1-az

(hz-1)(A,z-1) Az, z 1)
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Factorizando:
d-A, _d-A b b
1 |1-Az 1-Az 1-Az 1-A,z
A=A, ¢ _ ¢ a-A _a-A
1-Az 1-Az 1-A,z 1-A, 2
Realizando las antitransformadas de cada coefecunda:
1 ((h=d)A=(A,~d)A} b(A{ =AY J

A=l =) (h-aal-(,- Y

Al=

En el caso de dos raices iguales (una raiz de mplicidad 2)
la forma de [I — Az] ™ sera:

1-dz bz
(Az-1)? (Az-1y
cz 1-az

(Az-17 (Az-17

Reorganizando:
1-d/A)Az  (b/A)A z
A-Azy A-Azy
(c/INMNAz 1-(alA)Az
(A-Azy (A-Azy
Realizando las antitransformadas de cada coefecrurda:
At:((t+l)A‘—(d Z)7% (b/ )1t J
(c/ At (t+DA - (a/ )t

En el caso del determinante igual a cero
(uno de los autovalores es nulo y el ottv=a + d)
la forma de [I — Az] * sera:

1-dz bz
1-Az2) (1-12
cz 1-az

1-1z) 1-12)

Realizando las antitransformadas de cada coefectpueda:
t t-1 t-1
(A =dA b/

A C/]t—l /1t _a/'lt—l
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CAPITULO 5

ECUACIONES EN RAZONES

Ecuacion en razones de orden n:

f(P", Py, oo, PYL W, ) = 0

Ecuacion en desplazamientos de orden n:

fE"Y, B oo, EY, Y 1) =0

Las ecuaciones en razones se pueden llevar a ewaacien
desplazamientos.

Resolucién de algunas ecuaciones de primer orden:

a) La razén es igual a uno:

Pyt:]_ =EES Y S Y SRS T Y, Lt

la funcion es igual una constante (su valor iflicia
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b)

d)

La razén es igual a una constante

Py;=a ===> !:!)Pyk = |:|Oa ===> M/yo =4

===> y: yo- at

la funcion es igual a una progresion geométrica

La razon es igual a la identidad

t-1 t-1
Py, =t ===> I_IPyk = I_It
k=0 k=0
===> M/yo =tl
===>y = yo-t!

la funcion es el valor inicial por la funcién fagsd.

La razén es una progresion geométrica

o, u = ~ ;;k
Pyr=mt ===>[1Py, =[1m" ===>Wyo=m

===>y = yo.rnt'(“'l)/2

la funcion es una progresion.

Noétese que esta ecuacion es equivalente a laiénuae, pero utilizando los
operadores razon y productoria se resuelve enamalad menor de pasos.
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e)

La razon de variacion es una constante

Py.—1=A; A0
===>Py,= A +1
haciendoa=A+1

Py;=a

Usando la solucién de la ecuacion R.b

Yt = y’cfat
por lo tanto:
Yi=Yo (A+ 1y

f) Larazon de Variacion es la identidad.

Py, -1=t
= Py =t+1
t t
[1Py =[] (k+1)
k=0 k=0
Usando la propiedad (vi) (desplazamientie los limites
t+1

t
NPy=[1k
k=0 k=1

Usando la propiedad (v) (multiplcidn por trozos):

Y/ %= (t+ 1y
por lo tanto:

y= yO(t+ 1)

2

Se define como razén de variaciona/x;, que es igual Bx; — 1.

-110 -



SEGUNDA PARTE

MODELOS DINAMICOS DISCRETOS
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CAPITULO 7

MODELOS ECOLOGICOS
1) Modelo de crecimiento de la poblacion de una sokspecie.

Sea Nla poblacion en el periodo t
Sean b y d las tasas de nacimientos y defuncjmoes
periodo de una poblacioén:

# de Nacimientos

N

# de Defunciones

N

por lo cual los valores de b son mayores o igualy
los de d se encuentran comprendidos entre 0y 1
Llamemos R = b — d, a la tasa neta de crecimi@éato

la poblacion, cuyos valores estan comprendido efitryco.

Entonces:
Nitr =N+ ReN
= (1+R)*N

Por lo tanto la solucion de la ecuacion (Utilizaral
solucion de la ecuacién (e)) es:
N; = No(l"'R)t

-112 -



Comportamiento de la solucion:
a) Sib>d (R > 0), la poblacién crecera indefamente.

b) Sib=d (R =0),la poblacidon permanecera tzoris.
c) Sib<d(R<0),lapoblacion disminuira hasta

desaparecer.

Parametros: COMPORTAMIENTO DE LA POBLACION

b=

No =

R =

0,2

50
0,199

0,2

d= 0,001 0,2

100
0

0,01
0,3
100

—0,29

© 0O N O O W NP O ~

[En
o

R>0
50,00
59,95
71,88
86,18
103,33
123,90
148,55
178,12
213,56
256,06
307,02

R=0
100,00
100,00
100,00
100,00
100,00
100,00
100,00
100,00
100,00
100,00
100,00

R<O0
100,00
71,00
50,41
35,79
25,41
18,04
12,81
9,10
6,46
4,58
3,26

00

250

200

T 0

+R:0
mR=0
aR0

2)  Modelo de crecimiento de la poblacion de una sokspecie con
ambiente de capacidad limitada (K). (Modelo Logistio)

En este modelo se supone que la tasa de cretimien
de la poblacién de la especie es proporcional @oldacion en el
periodo, y a la capacidad de seguir aceptando suado/iduos en
el nuevo periodo.

De esta manera se tiene el siguiente modelo:

AN; = AsNi*(K = Ni+1)
(1)

En donde K, es la Capacidad y A = R/K, en donde R
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es la tasa de crecimienito
Nt+l - I\I[ = A’Nt’K — A'Nt’N t+1 (2)
dividiendo (2) entre N, y N¢:

1 _AK _
=28 A @)

1.
Nt I\|t+1 t+1

llamando Y = 1/N, sustituyendo en (3)

Yt - Yt+1 = R'YH.]_ -A (4)
(1 + AsK)*Yra— Vi = A (5)
v Y A (6)

w1 T T AK) @ AK)

la solucion de la ecuaciéon 5 (aplicando la solu@énia ecuacion
() es:

v - A Sy - A 1
@A+ AK)L-T/(L+AGK) | L+ AK)L-11+AK) )T (L +AK)
gue simplificado queda:

(e

Volviendo a sustituir en 7,,Yoor 1/N se tiene como solucion de la
poblacion para el momento t:

1

N, = t
¢k Ravreo)

Como lo comentan Svirezhev y Logofet, la
ecuacionAN; = AsNe(K — N;), no tiene sentido desde un punto de vista
bioldgico, ya que acepta soluciones en donde léapigim pasa a ser negativa.
Otra formulacion para esta ecuacion&d; = asNe¢(1 — b*N+;) en donde a =
Ryb=1/K.
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o también:

N, = KNodl + R
{TNTHR) F (K- )

Comportamiento de la solucion:

a) Si N <K, la poblacién crecera acercandose asintétiogaree su punto

de equilibrio K.
b) Si N, = K, la poblacion permanecera constante en suopuadlet
equilibrio K.
C) Si N, > K, la poblacién disminuira acercandose asinaftiente a su
punto de equilibrio K.
Parametros:
R =0,5 0,5 05
K =20.000 20.000 20.000
A =0,000025 0,000025 0,000025
No =1000 20.000 40000
No < K Y No =K Y No > K Y

1.000,00 0,001 20.000,00 0,00005 40.000,00 0,000025

1.463,41 0,000683333 20.000,00 0,00005 30.000,00  3,33333E-05
2.117,65 0,000472222 20.000,00 0,00005 25.714,29  3,88889E-05
3.016,76 0,000331481 20.000,00 0,00005 23.478,26  4,25926E-05
4.207,79 0,000237654 20.000,00 0,00005 22.191,78  4,50617E-05
5.710,93 0,000175103 20.000,00 0,00005 21.409,69 4,67078E-05
7.496,14 0,000133402 20.000,00 0,00005 20.918,22  4,78052E-05
9.469,58 0,000105601 20.000,00 0,00005 20.602,92  4,85368E-05
11.485,34 8,70675E-05 20.000,00 0,00005 20.397,95  4,90245E-05
13.384,79 7,47117E-05 20.000,00 0,00005 20.263,55  4,93497E-05
10 15.043,37 6,64745E-05 20.000,00 0,00005 20.174,93  4,95665E-05
11 16.398,02 6,0983E-05 20.000,00 0,00005 20.116,28 4,9711E-05
12 17.445,32 5,7322E-05 20.000,00 0,00005 20.077,37  4,98073E-05
13 18.221,14 5,48813E-05 20.000,00 0,00005 20.051,51  4,98715E-05
14 18.777,86 5,32542E-05 20.000,00 0,00005 20.034,31  4,99144E-05
15 19.168,30 5,21695E-05 20.000,00 0,00005 20.022,86  4,99429E-05
16 19.437,74 5,14463E-05 20.000,00 0,00005 20.015,24  4,99619E-05
17 19.621,61 5,09642E-05 20.000,00 0,00005 20.010,15  4,99746E-05
18 19.746,14 5,06428E-05 20.000,00 0,00005 20.006,77  4,99831E-05
19 19.830,04 5,04285E-05 20.000,00 0,00005 20.004,51  4,99887E-05
20 19.886,37 5,02857E-05 20.000,00 0,00005 20.003,01  4,99925E-05

©CO~NOORAWNEF O —+
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COMPORTAMIENTO DE LA POBLACION

45.000,00

40.000,00

35.000,00

30.000,00 +—k

25 000,00 A #MO <K
= &

& _
20.000,00 H—I—I—I—‘—“—.—-—I—I—I—!—’—'—-—I—I—I—I mho=k

+*
15.000,00 & ANo>K

»

10.000,00 *

L ]
5.000,00 +

oon ¥ ' ' '
0 5 10 15 20

Modelo de comportamiento de dos poblaciones:

El comportamiento de dos poblaciones en compieierene
dado por:

X1 = ax — by

Yi1 = —C% + dy;
en donde a, b, ¢ d son constante positiva; a, 1 i
inicialmente x=x e y=y, ¢Bajo que condiciones se
extingue alguna de las dos poblaciones?

Vamos definira=1 1y d =1 + .

Sise da que b > yd > g, las dos poblaciones se iran
extinguiendo progresivamente, aunque las poblasione
iniciales sean igual a un autovector. Pero si uealas

poblaciones, se extingue antes que la otra, lavatetve a
crecer.
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-Boo~v~ourwNER OH

2 -1,5

1,1 2
D= 2,35
A,=3,284523 b >y cory
®p, Yo autovector
A,=0,715477
1200
X Y I
1168 1000 1000
835 715 . T
598 512 B0 TS =
428 366 600 {—
306 262 - .
219 187 400 33
157 134 200 . s |
112 96 o, K
80 69 D4+ ey gy psysssssssstiEsaEn
57 49 0 10 20 30
41 35
1 0
2 0
4 0
7 0
14 0
28 0
28687 0

En caso contrario se extinguira la poblacién cuslor
inicial sea menor que el valor del componente di&ector
correspondiente.
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3
-0,5

D=

)\1:3,
)\221,

Boo~v~our~wNnr o

T
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

1

20

-0,8
2

5,6
30622577
69377423

X
1.220
2.060
3.468
5.804
9.599
15.494
23.712
31.798
26.201 1
0 3
0 6

Y
2.000
3.390
5.750
9.766

16.630
28.460
49.174
86.492
57.084
01.068
02.136

200,000

Ho < Xz

450.000

400.000

350,000
300,000

250,000

200.000

* ¥
LY

1:50.000

100.000
S0.000

a—=—n 8 § :
2 4 B g

1]

10

Mientra que si la poblacién inicial es igual a autovector
ambas creceran indefinidamente

3 -0,8
-0,5 2

D= 5,6
A= 3,3062258
A=1,6937742

X
1.225
2.075
3.514
5.952

10.081

17.076

28.922

48.988

82.975

140.540
238.044

Y

2.000

400.000

=0, vl autovector

F50.000

300,000

3.388 | 250.000 . *
5.738 | 200000 *A
9.718 150,000 =
16.461 ' R
27.881 | 1o0.0oo0 —
47.224 50.000 ——
79.987 s ¥ ¢
135.480 0
299 472 0 2 4 B g 10

388.674

46.260.69275.533.636

b) ¢Como cambiaria el modelo anterior si la poblacx es
depredadora de la poblacion y? (Ejercicio)
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4)

Crecimiento de Poblacion.

Se ha determinado que la poblacion de ciertoxtiosemas

exactamente mosquitos viene dada por la siguieni@cen?

Nt+1 = dNt/(l + U:Nt) (1)
Para resolver esta ecuacion empecemos por definir:
Y. = 1N )
Sustituyendo (2) en (1) obtenemos:
1
1 _ %y,
Yt+1 1+ i
bY

t

Yo =%V (1+in]

t

Yer= R+ (%)
Y1 — (1/a) ¥ = bl/a (3)

Es de notar que la ecuacion (3), std, es de la misma
forma que la ecuacidincon A = 1/ay B = b/a y por los tanto tendra
como solucion:

Y. = (b/a)/(1 — 1/a) + [¥— (bla) /(1 — 1/a)](1/4) (4)

Sustituyendo N= 1/Y;, en (4) se tendra:

N, = 1
b b
a 1_ a t
a1 N @ 1a)t?
N =18 ©
b{l(l—nza)—b}(la)‘
a | N, a

Mientras que si a = 1, la ecuacion (3) se transdoen:
AY.=b (3)

Ver Svirezhev y Logofet
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ecuacion del tipd que tiene como solucidn:

Yt = Yt + biil (4,)
Sustituyendo N= 1/Y;, en (4’) se tendra:
1
e
N, g
_ N
TN g ©

Comportamiento de la solucién:

Si a > 1 entonces el punto de equilibripds$ (a—1)/b, de lo contrario
sera 0. El valor de b influira en la velocidad geoaimacion al punto

de equilibrio. De esta manera se tienen los sigesectomportamientos:

a) Sia> 1,y N< N, lapoblacién crecera acercandose asintéticanzente
su punto de equilibrio N

b) Sia>1 y N > N la poblacibn disminuira acercandose
asintéticamente a su punto de equilibrio N

C) Si a < 1, la poblacion disminuira acercandosat@scamente, de
manera exponencial, a su punto de equilibrio 0.

d) Si a = 1, la poblacion disminuira acercandosat@scamente, de
manera inversamente proporcional, a su punto diéhaouO.

e) Si N, = N, la poblacion permanecera constante en su punto de

equilibrio N..
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Parametros

a= 4 4 0,5 1 3

b= 1 1 1 1 1
No = 4 2 3 3 2
Ne = 3 3 0 0 2
T No>(a-1)/b; No < (a—1)/b; a<1i a=1 No = Ne

a>1 a>1

0 4 2 3 3 2
1 32 2,666666667 0,375 0,75 2
2 3,047619048  2,909090909  0,136363636  0,428571429 2
3 3,011764706  2,976744186 0,06 0,3 2
4 3,002932551  2,994152047  0,028301887  0,230769231 2
5 3,000732601  2,998535871  0,013761468 0,1875 2
6 3,000183117  2,999633834 0,00678733  0,157894737 2
7 3,000045777 2,99990845  0,003370787  0,136363636 2
8 3,000011444  2,999977112  0,001679731 0,12 2
9 3,000002861  2,999994278  0,000838457  0,107142857 2
10 3,000000715  2,999998569  0,000418877  0,096774194 2

COMPORTAMIENTO DE LA POBLACION

aa<
oa=1
# Mo = Me

Mo = (a-1b; a =1
mMo < (a-1%b; a =1
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5)

Modelo de poblacion por estructura de edad:

Se supone que se tiene n estratos de la pobladi@mados
segun la edad. Cada grupo tiene una tasa nacinbgnioa tasa de
supervivencia sde los que pasan en un periodo de un estrato al
siguiente estrato y otra tasa de supervivenciaslglie se quedan
en el mismo estratq:p

De esta manera se tiene el siguiente modelo:
Xyt1 = ProX e + =10 X
Xitr1 = PoXit + S1° X1t

En el caso en que los estratos coincidan comiiasades de
los periodos se tiene entonces:

Xl,t+1 = Zi=l,nbi'xi,t

Xitr1 = S-1°Xi1t
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A.—-

1)

CAPITULO 8

MODELOS ECONOMICOS
MODELOS DE PRIMER ORDEN
El modelo de la Telarafa.

El modelo:
Se considera una situacion en la cual la decgproducir
debe ser hecha en un periodo anterior al de laveat.
Supdngase que la decision de produccion en mldeet (Q)
se basa en el precio vigente)(F5in embargo, puesto que esta
produccion no estard disponible para la venta hebktperiodo
(t+1), R determinara no sino Q.. Por lo tanto, se tendra una
funcion de oferta desfasada:
Ou1=0(R),
o retrasando el indice:
Q = O(R-y).
Mientras que la demanda en el periodo {) (@epende de los
precios en este periodo:
D = D(R).
Y se supone que no existen excedentes, ni pa garta Oferta, ni
por parte de la demanda:

D =0.

De ésta manera, suponiendo las funciones de ofedamanda
sean lineales, queda el siguiente sistema de ecsaci

D = 0.
D=0a-RR (a, 3>0)
Q=-y+06Pr1 (1,0>0)

Solucion del modelo

Sustituyendo las dos ultimas ecuaciones en lagpam
o—BeR=—y +3 *Py,
arreglando los términos:
BeR+0*Pi=a+y
normalizando la ecuacion respecto a los indicesa ylos
coeficientes:
Rep + (8/B)°R = (o0 +7)/B;
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haciendo:
=-0/B)yB=@+y)/L,
Dado que A# 1, ya que A < 0, se tiene la ecuacion (f) cuya
solucion es:
R=B/(1-A) +[B-B/(1-A)A,

0 sea:

R = (o +y)/B)/(1+@/R))+[Po—((o +y)/B)/(1+6/R))]*(-5/B),
simplificando:

R = (o +y)/(B +8) + [Po— (@ +7)/(B +3)]+(-3/R).

Andlisis de la solucion

1) Es facil ver que el comportamiento de P es aisxib, dado
gue A = —-§/RR) es negativo.

2)  El punto de equilibrio es: B (o + y)/(R +8).

3)  Que la trayectoria de P serd, suponiengds P:
a) amortiguado (o sea convergente)/&i < 1,

B= 0.8
Y= 0.5
o= 0.5
Po = 4

P* =3.46153846

P D O
4 0.8

3.125 15 15
3.671875 1.0625 1.0625
3.33007813 1.3359375 1.3359375
3.543701171.165039061.16503906
3.410186771.271850591.27185059
3.493633271.205093381.20509338
3.441479211.246816641.24681664
3.4740755 1.2207396 1.2207396
3.453702811.237037751.23703775
3.466435741.226851411.22685141

Boo~v~ouorwNnrRr O~
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o/IR<1

< precio
mdemanda

b) divergente o explosivo VI3 > 1,

a= 4
B= 0,5
Y= 0,5
o= 0,8
Po = 3,5

P* =3,46153846
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Boo~v~oubrwnvro~

P D O

3,5 2,25
3,4 2,3 2,3
3,56 2,22 2,22

3,304 2,348 2,348
3,7136 2,1432 2,1432
3,05824  2,47088  2,47088

4,106816 1,946592 1,946592
2,4290944 2,7854528 2,7854528
5,113448961,443275521,44327552
0,818481663,590759173,59075917
7,690429340,154785330,15478533

S B N W M OO0 O N 00 ©

o/IR>1

< precio
mdemanda
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c) y alternado, si/3 = 1

o=
B:
Y=
o=

Po =

BHoo~ouonhrwNnr o~

P* =

rbrOaObboaoboaoboaob,oabr~T

4
0,5
0,5
0,5

4
45

- 127 -

1,5
1,5
1,5
1,5

1,5
2

15
15
15
15

15
2



o/k=1

< precio
mdemanda

2)  Modelo de Mercado con Inventario.

El Modelo:
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Se supone que tanto la cantidad demandada yDa
cantidad ofrecida corrientemente\@on funciones lineales no
desfasadas del precig P

El ajuste del precio se efectia no a traves dalileqo del
mercado en cada periodo, sino a través de la s@hedel precio
por los vendedores, tomando en cuenta la situadénlas
existencias del periodo anterior, de manera tal gjuumenta el
inventario se disminuye el precio.

El ajuste anterior se supone que es proporcidnearabio
observado en los inventarios (existencias), cortdastante de
proporcionalidad negativa.
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De esta manera se tiene el siguiente sistemaudeieaes:

D, =a— 3R (o, 3>0)
Q =-y +5P (v,8>0)
Ra=R-0°(0—- D) (c >0).

Solucion del modelo

Sustituyendo las dos primeras ecuaciones enitaailt
Pui1=R—0 (- + 8P, — (@ — 3*R)),
agrupando:
Pui=0 (0 +7) + (1 -0+ +3))P,
para al final al tener:
Pt+1 - (l —0 '(B +8))’Pt =0 '((l + ’Y)
haciendo:
A=1-c(3+5)y B =c*(a +7),

Dado que A < 1, se tiene la ecuacion (f) cuya sotues:

P.=B/(1-A) + [Po - B/(1 - A)J-A
0 sea:

P.=o*(a +7)/(1 ~ (1 ~0*(B +3))) + [P, —ce(ct + 1)/(1 = (1 —o+(B +3))))]*(1 0 *(B +3)),

Simplificando:

P =(a +)/[(B+38) + [Po— (@ + y)/(B+8)](L — o+(R+8)),
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Analisis de la solucion

1)
2)

El punto de equilibrio es: B (o + y)/(R +8).

Que la trayectoria de P serd, suponiengds i
a) Monodtona convergente si @«<3+) < 1,

a= 4
B= 0,8
Y= 0,5
6= 0,5
o =0,38461538
Po = 4
P* =3,46153846

P D O

4 0,8 15
3,730769231,015384621,36538462
3,596153851,123076921,29807692
3,528846151,176923081,26442308
3,495192311,203846151,24759615
3,478365381,217307691,23918269
3,469951921,224038461,23497596
3,465745191,22740385 1,2328726
3,463641831,229086541,23182091
3,462590141,229927881,23129507
3,46206431,230348561,23103215

-Boo~vourwNnvrO~

3.461538981,230768821,23076949

N .
o

4.5
4

3,5 1
3
2,5
2 |
1,5 -
1 -
0,5

0

0<o+(R+8) < 1

*

L 4

L 2
0000090 060606060 060406 000

® precio
B demanda

0

-131-




b)  Constante so+(3+5) = 1,

a= 4
B= 0,8
Y= 0,5
6= 0,5
o =0,76923077
Po = 4

P* =3,46153846

P D O

4 0,8 15
3,461538461,230769231,23076923
3,461538461,230769231,23076923
3,461538461,230769231,23076923
3,461538461,230769231,23076923
3,461538461,230769231,23076923
3,461538461,230769231,23076923
3,461538461,230769231,23076923
3,461538461,230769231,23076923
3,461538461,230769231,23076923
3,461538461,230769231,23076923

BHoo~N~ounhrwNnkr o~
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oe(R+8) =1

® precio
l demanda

c)  oscilatorio amortiguado si 1lo€(3+) < 2,

a= 4
B= 0,8
Y= 0,5
6= 0,5
o =1,34615385
Po = 4

P* =3,46153846
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B OONOURWNR O~

N .
o

P D O

4 0,8 1,5
3,057692311,553846151,02884615
3,764423080,988461541,38221154
3,234375 1,4125 1,1171875
3,631911061,094471151,31595553
3,333759011,332992791,16687951
3,557373051,154101561,27868652
3,389662521,288269981,19483126
3,515445421,187643671,25772271
3,42110825 1,26311341,21055412
3,49186112 1,20651111,24593056

3,463246041,229403171,23162302

4,5

3,5 1
1 e

2,5 1

1,5 1

0,5

1< oo(R+8) < 2

L 3

L 2

>

*

® e®e®evs0 00000

® precio
B demanda
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d) oscilatorio uniforme sis(3+35) = 2,

a= 4
B= 0,8
Y= 0,5
o= 0,5
O = 1,53846154
Po = 4

* =3,46153846

t P D o)
0 4 0,8 1,5
1 2,92307692 1,66153846 0,96153846
2 4 0,8 1,5
3 2,92307692 1,66153846 0,96153846
4 4 0,8 1,5
5 2,92307692 1,66153846 0,96153846
6 4 0,8 1,5
7 2,92307692 1,66153846 0,96153846
8 4 0,8 1,5
9  2,92307692 1,66153846 0,96153846
10 4 0,8 1,5
o+ (R+8) = 2

® precio
B demanda
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e)

y oscilatorio explosivo sie([3+5) > 2.

-Boo~vNourwNvRr O~

19
20

4
0,8
0,5
0,5

= 1,57692308

4

= 3,46153846

P D

4 0,8
2,89615385 1,68307692
4,05519231 0,75584615
2,83820192 1,72943846
4,11604183 0,70716654
2,77430993 1,78055206
4,18312842 0,65349726
2,703869 1,8369048
4,25709139 0,59432689
2,62620788 1,89903369
4,33863557 0,52909155

2,10087297 2,31930162
4,89023723 0,08781022

-136 -
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15
0,94807692
1,52759615
0,91910096
1,55802091
0,88715496
1,59156421

0,8519345
1,6285457
0,81310394
1,66931778

0,55043649
1,94511861



o+ (R+8) > 2

15

20

® precio
l demanda

3) Modelo de Renta Nacional.

El Modelo:

Se suponen las siguientes macromagnitudes:

— La "Renta Nacional" (),

— el "Consumo" (C) y
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— la "Inversion” (1),
todas referidas al tiempo de manera tal que se leulmpgualdad
keynesiana:
Yi=C+ I
Se formulan las siguientes hipotesis:
1.— Lafuncion de consumo, C = C(Y), es de carditeal:
C=a+ceY (a>0,0<c<1)
(c es la propension marginal al consumo).

2— El sistema econdmico se supone en régimen deopl
empleo. Ello implica que un determinado volumenatga,
destinado a la inversién, una vez se haya verificésta,
provocara un incremento en la capacidad del sistgnes
consecuencia, en la propia renta nacional:

AY:= Y1 — Yy =rel; (r>0)
(r se lo que se denomina factor de crecimiento).
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De esta manera el modelo se expresa medianteugtrsig sistema

de ecuaciones:

Yi=C+ ..
G=a+ceY (a>0,0<c<1)
Yt+1—Yt = r'lt (I‘ > 0)

Solucién del modelo
Sustituyendo la segunda ecuacion en la primeésia en la
tercera:
Y t+1 — Yt = r'(Yt - (a + C‘Y))

Agrupando términos:
Yur— (L +re(l—cC))eY=—rea,

haciendo
A=1+re(l-c) vy =—rea

se tiene, por ser A > 1, la siguiente solucion:
Y.=B/(1-A) +[Y,— B/(1 - A)J-A,
0 sea:
Yi=a/(l -c) + [¥—al(l - c)]«(L1+r+(1-c))
Andlisis de la solucién
1)  El punto de equilibrio es: ¥ a/(1 — c).

2)  Que latrayectoria de Y sera:

a)Siy,> Y’, monétona creciente,
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Cc= 0,5
r 0,2
Yo 2
Y* = 1
Y C I

2 1,5 0,5

2,1 1,55 0,55

2,21 1,605 0,605

Boo~v~ouorwNnvrRr O~

2,331 1,6655 0,6655
2,4641 1,73205 0,73205
2,61051 1,805255 0,805255

2,771561 1,8857805 0,8857805
2,94871711,974358550,97435855
3,143588812,071794411,07179441
3,357947692,178973851,17897385
3,593742462,296871231,29687123

Yo > Y*

3.5

2.5

—*—Renta Nacional
2 —®—CONSUMO
INVERSION
1.5

0.5 A

4 6 8 10
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b) y Si Y, <Y, monétona decreciente.

a= 0,5
Cc= 0,5
r= 0,2
Yo = 0,8
Y* = 1
Y C I

0,8 0,9 -0,1

0,78 0,89 -0,11

0,758 0,879 -0,121

0,7338 0,8669 —-0,1331
0,70718 0,85359 -0,14641
0,677898 0,838949 -0,161051

0,6456878 0,8228439 -0,1771561
0,610256580,80512829-0,19487171
0,571282240,78564112-0,21435888
0,528410460,76420523-0,23579477
0,481251510,74062575-0,25937425

Boo~vwouorwNnrRr O~

Yo <Y*

1
0.8 LM‘\-\._#\'\.

0.6 v
\‘\‘\0
0.4 —4—Renta Nacional
—®—CONSUMO
0.2 INVERSION
0 T T T T
( 2 4 6 8 10
-0.2
-0.4

4)  Modelo de Harrod.
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El Modelo:

Trata de explicar la dinAmica del crecimientoaen |

Economia.
Se suponen las siguientes macromagnitudes:
— La "Renta Nacional" (Y),
- el "Ahorro" (S), y
- la "Inversion” (1).
Se formulan las siguientes hipotesis:

1.— El ahorro es una porcion del Ingreso:

§=sY; (0<s<1)

(s es la propension marginal al ahorro).

2— El principio de aceleracion, o sea, la inversiés
proporcional al indice de cambio de los ingresasamales
con el tiempo:

i =aAY;=a(Y;— Y1) (a>1)
(a es la razon marginal capital/produccion).
3.— En equilibrio la inversion es igual al ahorro:

li=S.

De esta manera el modelo se expresa medianteugtrsig sistema
de ecuaciones:

S =s*Y, (O<s<1)

s = @*(Yr — YY) (a>0)

It = S.

Solucion del modelo

Sustituyendo las dos primeras ecuaciones endarter
desplazada:
a*(Yu1—Yy) =s*Yi
Agrupando términos y normalizando:
Y —al(a—s)Y=0,

haciendo
A=al(a-9s)

se tiene, por ser A 1, la siguiente solucion:
Yi = YooA,

0 sea:

Yi= Yoo(a/ (a_S»
Analisis de la solucion

Dadoquea>0,y0<s<]1,entonces:
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a > s, para que el Ingreso Y sea todo el tiengsatipo, y
por lo tanto se tiene que a/(a—s) > 1; por lo el@bmportamiento
del Ingreso nacional es mondétono creciente (expdsi

Y S I
1 0,2 0,2
1,25 0,25 0,25
1,5625 0,3125 0,3125
1,953125 0,390625 0,390625
2,441406250,488281250,48828125
3,051757810,610351560,61035156
3,814697270,762939450,76293945
4,768371580,953674320,95367432
5,96046448 1,1920929 1,1920929
7,45058061,490116121,49011612
9,313225751,862645151,86264515

B OONOURWNR O~

86,736173817,347234817,3472348

N .
o

100

90
80

70

<4

60
> ® Renta Nacional

50 = AHORRO
* INVERSION

40

30 -

20 R

10 e T
T4 wnr
Onwnﬂﬂﬂv’Vnw""‘""' :

0 5 10 15 20
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B.— MODELOS DE SEGUNDO ORDEN.

1.— El Modelo de Samuelson de la Interaccion ented
Multiplicador y el Acelerador.
El modelo:
1.— Se supone que la renta nacional (Y) consteedecorrientes:
Consumo (C), Inversion (1) y Gasto Publico (G):
Yi=G+ L+ G
2.— El consumo se define como una funcion de lgarantual,
sino de la renta del periodo anterior; y para dinopl se
supone de gque este consumo es proporcional a idintea
G =C(Yeg) =v°Y 14 (O<y<1)
3.— Lainversion de mantiene en una relacion fyja especto al

incremento en el consumo:

It = a*AC t—1 — (X'(C[ - Ct_]_) ((X > O)
4.— El gasto Publico se supone constante:
G=G

De esta manera el modelo queda representado con el
siguiente sistema de ecuaciones:

Yi=G+ L+ G
G=vY s (0<y<1)
It = (l'(C[ - Ct_]_) ((X > O)

Solucion del modelo

Sustituyendo la segunda ecuacion en la ultimargslitado
en la primera:
Ye=yeY atas(yeY w1 —vYio) + G
reagrupando términos y normalizando:
Yz —=7o(1 +0)oYh1 + aoyeY = G.
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Las raices caracteristicas de esta ecuacion son:

m, = GgL +a) + JyPdL +a) - 49 g)/2
m, = (g1 +0) - J72d1 +a) - 4g.9)/2

las cuales seran:

a) reales y diferentes si:
v > 4e0/(1+ a)?;
b) reales iguales si:
v = 4w/(1+a)?
c) y complejas si:
v < 4ea/(1+a)?
Mientras que la solucion particular sera:
Yo =GJ/(1 -y).
y representa el punto de equilibrio.
Ademas, es de notar que nunca una de las raie€es paler
uno (1), yaque: 0 €< 1.

Analisis de la solucion

Caso 1: Dos raices reales distintas:4«0/(1+0)2.
Es claro que tanto itomo m son positivas y que m
> mp, por lo tanto:
a) la soluciébn sera convergente si M 1, y esta
condicidon se da gi*(1+0) < 2. O sea, combinando con la
condicion para que las raices sean reales y @istin® <y

<l a<l1.
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Go = 2 m1=0,69435596
Co= 2 m2=0,34564404

6 2 2

7,64 4,8 0,84
8,5056 6,112 0,3936
9,012224  6,80448 0,207744
9,33136896 7,20977920,12158976
9,541689967,465095170,07659479
9,683829017,633351970,05047704
9,781176587,747063210,03411337
9,848304687,824941260,02336342
9,894754497,878643740,01611074
9,926951547,915803590,01114795

B OO NOURWNR O~
NNNONDNONNNDNDNNDNDNGO

I\J..

9,998097787,997808370,00028942

N .
o

Y > 4ea/(1+a)?
m;<1

12

—&— Renta Nacional
—m—- CONSUMO
INVERSION

0 5 10 15 20
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[EEN

OCO~NOUPA,WNEL O~

0

b) de

lo contrario

la solucidbn sera divergente,

dependiendo del signo de.Gi G, > 0, sera creciente:

y = 0,55655556
Go =
Co=

lo =

2
2
2

*=-1,12184481

Y

6

C

m1=1,74044096
m2=1,59889238

I
2 2

12,036 3,33933333 6,69666667
25,4955493 6,69870267 16,7968467
53,6446244 14,1896896 37,4549348
110,188834 29,8562137 78,3326206
220,676179 61,3262079 157,349971

432,28028 122,818553 307,461727
831,435182 240,587991 588,847191
1575,49926 462,73987 1110,75939
2949,41785 876,852866 2070,56498
5466,82501 1641,51489 3823,31012

NNNONDNMNNNDNNNNDNDNGO

Cl= 12,5100616
C2=-5,38821675

6000

Y > 4ea/(1+a)?
ml>1
Cl>0

5000

4000

3000 -

2000

1000 -+

10

—e— Renta Nacional
—- CONSUMO
INVERSION
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Mientras que si €< 0, entonces sera decreciente, aunque en

un primer momento pueda ser creciente.

a= 7,9
y =0,39993953

Go 2

Co=
lo =

2
2

Y*=0,92613076

Y
6
7,55677079
9,94090331
13,50848
18,674413
25,7905165
34,7981343
44,3769184
50,0124656
39,8075987
—14,321872

Boo~vouorwNnr o~

C

2
2,39963717
3,02225134
3,97576018
5,4025751
7,46863593
10,314647
13,9171494
17,7480838
20,0019619
15,9206322

ml=

m2=

I
2
3,15713362
4,91865197
7,5327198
11,2718379
16,3218805
22,4834873
28,459769
30,2643818
17,8056368
—32,2425042

1,86

1,69

NNNNNNNNNNDNGO

872
417
073
763

60

Y > 4ea/(1+a)?

m; >1
C,<0

50
40

30
20
10

-10 0 2
-20

-30
-40

C1=18,1326535

C2=25,0587843

—e— Renta Nacional
—m— CONSUMO
INVERSION
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Caso 2: Dos raices reales iguales:4«/(1+a)?.
Por lo tanto m = m= m, = y*(1+a)/2, por lo tanto
sustituyendo la condicion de las raices igualetese:
m = [4o/(1+a)?]*(1+a)/2 = 20/(1+n)
a) mseramenorque 1l (im<1l)siysolasil, yen
este caso la solucion sera convergente.

a= 0,4

y =0,81632653
Go = 2 m=0,57142857
Co= 2

lo = 2

Y* =10,8888889

Y C I

6 2 2
8,057142864,897959181,15918367
9,248979596,577259480,67172012
9,93935867,550187420,38917118
10,3391928,113762120,22542988
10,57071468,440156740,13055785
10,7047548,629154760,07559921
10,78234268,738574670,04376796
10,82724748,801912350,02533507
10,85323218,838569330,01466279
10,86826618,85978132 0,0084848

Boo~v~ouorwNnvrRr O~
NNNDNDNONNNDNDNNDNDNGO

Y = 4+a/(1+a)?
m<1

12

—e— Renta Nacional
6 ¢ —l— CONSUMO
INVERSION
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Go = 2

b)  de lo contrario la solucion sera divergente,eteliendo del

signo de G. Si G > 0, sera creciente:

a= 2
y =0,88888889

Co= 2

Boo~vouorwNnr o~

lo = 2
Y* = 18

Y C |

6 2 2

14 5,33333333 6,66666667
28,6666667 12,4444444 14,2222222
53,5555556 25,4814815 26,0740741
93,8518519 47,6049383 44,2469136
157,061728 83,4238683 71,6378601
253,983539 139,610425 112,373114
400,068587 225,763146 172,305441
617,323274 355,616522 259,706752
936,962353 548,731799 386,230554
1403,10268 832,855425 568,247252

NNNONNMNNNDNNNNDNDNGO

m=1,33333333 Cl=

C2=

Y = 4ea/(1+a)?
m>1
C,>0

1600

1400

1200 -
1000 -+
800 -
600

400
200
0 { 2] —= T T

10

—e— Renta Nacional

—— CONSUMO
INVERSION
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Mientras que si £€< 0, entonces sera decreciente, aunque en un
primer momento pueda ser creciente.

a= 7,9

y = 0,39893953
Go = 2 m= 1,7752809 Cl= 2,67254778
Co= 2 C2=-0,32028986
lo = 2

Y* = 3,32745222

t Y C I G

0 6 2 2 2

1 7,50337079 2,39363717 3,10973362 2

2 9,73144805 2,9933912 4,73805685 2

3 12,9043172 3,88225929 7,02205792 2

4 17,1477273 5,14804222 9,99968511 2

5 22,2145321 6,84090624 13,3736258 2

6 26,8309096 8,86225493 15,9686546 2

7 27,2529885 10,7039104 14,5490781 2

8 14,2025279 10,8722944 1,3302335 2

9 —-33,4641727 5,66594977 —-41,1301224 2

10 -161,577616 -13,3501812 -150,227435 2

Y = 4ea/(1+a)?
m>1
C, <0

-50 -

-100

-150

-200

—e— Renta Nacional

—— CONSUMO
INVERSION
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Caso 3: Dos raices complejass 4«u/(1+a)2.
a) Como R2? =uey, se tendra entonces que la trayectoria
de la solucién es oscilatoria amortiguada entoraoled
solucién particular si y solo si:
oy < 1.

Go = 2 M1= 0,66 0,53329167i
= 4 M2= 0,66 —0,53329167i

lo= 2 = 0,84852814
= 5

8 4 2

7,76 4,8 0,96
6,4832 4,656 —-0,1728
4,970624  3,88992  —0,919296
3,89331968 2,9823744 -1,08905472
3,56033272,33599181 -0,77565911
3,896448992,13619962 —0,23975063
4,579873132,33786939 0,24200373
5,239989252,74792388 0,49206538

©CoOO~NOUIDS, WNEFE O~

[N
o

N L
o

5,61927716 3,14399355 0,47528361
5,64465359 3,3715663  0,2730873

5,10504994 3,08784729 0,01720265

NNONNNMNNONNMNNMNNONNNDNN O

N -

Y < 4ea/(1+a)?
ay<l1

O P N W » 01 O N 00 O

1
=

1
N

—&— Renta Nacional
—— CONSUMO
INVERSION
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b) Siaey = 1, se tendra entonces que la trayectoria de la

solucion es oscilara entorno de la solucion pddicentre
los valores:

a =1,66666667

Y= 0,6
Go = 2 ml= 0,8 0,6i
Co= 2 m2= 0,8 -0,6i
lo= 2 R= 1 0=0,643501109
Y* = 5 Ci= 1
C,= 4,111111111
T Y C I G
0 6 2 2 2
1 8,26666667 3,6 2,66666667 2
2 9,22666667 4,96 2,26666667 2
3 8,496 5,536 0,96 2
4 6,36693333 5,0976-0,73066667 2
5 3,69109333  3,82016-2,12906667 2
6 1,538816 2,214656 -2,67584 2
7 0,77101227 0,9232896-2,15227733 2
8 1,694803630,46260736-0,76780373 2
9 3,940673541,01688218 0,92379136 2
10 6,610274032,36440412 2,24586991 2
20 7,183500772,74343128 2,44006949 2

Yp+tC+ Gy Y, -G -G

10

Y < 4ea/(1+a)?
ay=1

N

10 15

—e— Renta Nacional
—m— CONSUMO
INVERSION
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-Boo~N~NoubrwNnR, O~

N .
o

c) Y, por ultimo, siaey > 1, se tendra entonces que la

trayectoria de la solucion es oscilatoria explosiva

8,8

10,64
10,592
8,2976
4,22528
-0,351616
-3,7032448
-4,24390144
-1,19512883
4,94144983

-1,47628223

ml=
m2=

0,9 0,6244998i
0,9 -0,6244998i

R = 1,09544512

C I
2 2
3,6 3,2
5,28 3,36
6,384 2,208

6,3552 -0,0576
497856 -2,75328
2,535168 -4,886784

-0,2109696 -5,4922752
-2,22194688 -4,02195456
-2,54634086 -0,64878797

-0,7170773 3,65852713

-8,87275054 5,39646831

NNNONDNMNNNDNNNNDNDNGO

I\)..

Y < 4ea/(1+a)?
asy>1

—&— Renta Nacional
—l— CONSUMO
INVERSION
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2.— El Modelo del ciclo econémico de Hicks (Versid@implificada).

El modelo:
1.— Se supone que la renta nacional (Y) consteedecorrientes:
Consumo (C), Inversion (1) y Gasto Publico (G):
Yi=G+ 1+ G
2.— El consumo no se define como una funcion derta actual,
sino de la renta del periodo anterior; y para giiopl se
supone de gque este consumo es proporcional a idintea
G =C(Yed) =7°Y 1 (0<y<1)
3.— Lainversion se mantiene en una relaciéon bja especto al
incremento en el consumo y por lo tanto de la Renta
li = 0eAC 1= KeAY o= ke(Yii1— Yio) (k
> 0)
4.— EIl gasto Publico se supone que aumenta errapd a la

tasa constante g:

G = Go(1 + 9

De esta manera el modelo queda representado con el

siguiente sistema de ecuaciones:

Yi=G+ L+ G
G=7Y 1 (0<y<1)
It = k'(Yt_]_ - Yt—2) (k > O)

G=Ge(1 +g)
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Solucion del modelo:

Sustituyendo las tres ultimas ecuaciones en hagué:
Ye=7eY 1+ ke(Y ei— Yio) + Goo(1 + g
reagrupando términos y normalizando:
Yz = (7 + K)*Yer + koY, = Goo(1 + gf*2

Las raices caracteristicas de esta ecuacion son:
m, = (¢ +K) + § +Kk)?- k)2
m, = (¢ +K) = V& + k) - Gk)/2
las cuales seran reales y diferentes si:
(y + k)2 > 4ek;
reales iguales si:
(7 + K2 = 4ok
y complejas si:
(v + k) < 4ek;
Mientras que la solucion particular seré:
Yo=G(l+9) P /k —y+K) (L+g)+ (1L +d]
y representa la trayectoria de equilibrio.

Andlisis de la solucion:

Caso 1: Dos raices reales distintast )2 > 4+k.
Es claro que tanto ycomo m son positivas y que 11>
m,, por lo tanto la trayectoria de la solucion sera
convergente a la solucién particular si m 1, y esta
condicion se da por ser< 1.

= 0,2 m;=0,61078784

Y= 0,7 m,=0,22921216
Go = 2

- 157 -



o 2
g= 0,2
k= 0,14
t Y C | G Yp
0 6 2 2 25,03496503
1 7,04 4.2 0,44 2,46,04195804
2 7,9536 4,928 0,1456 2,887,25034965
3 9,151424 5,56752 0,127904 3,4568,70041958
4 10,7208922 6,40599680,16769536 4,147210,4405035
5 12,70099017,504624510,21972554 4,9766412,5286042
6 15,13987478,890693040,27721371 5,971968 15,034325
7 18,105717810,59791230,34144386 7,1663616 18,04119
8 21,688854412,67400240,415218028,5996339221,6494281
9 26,003397915,18219810,5016391310,319560725,9793137
10 31,189887518,20237850,6040360912,383472831,1751764
20 193,028581112,6000663,7533159376,6751998193,028475
(y + K)2> 4ek
250
200 1 L
150 | @ —e— Renta Nacional

> —l— CONSUMO
INVERSION

100 Yp

50 -
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Caso 2: Dos raices reales igualgst k)2 = 4<k.
Por lo tanto m = m= m, = (y + k)/2, por lo tanto
sustituyendo la condicion de las raices igualetese:
m =k
Y m serd menor que 1 (m < 1) siy solo si k < &ny
este caso la trayectoria de la solucion sera cgenét a la

solucién particular.

a =0,54691816
Yy =0,91421356

m,=0,70710679
m,=0,70710677

Go = 2

Co= 2

lo = 2

g= 0,2

k= 0,5
t Y C I G Yp
0 6 2 2 2 11,85459
1 9,791445 5,485281 1,906163 2,4 14,22551
2 13,72719 8,951471 1,895722 2,88 17,07062
3 17,973462 12,54958 1,967874 3,456 20,48474
4 22,70191 16,43158 2,123133 41472 24,58169
5 28,09526 20,75439 2,364227 497664 29,49803
6 34,35371 25,68507 2,696675 5,97196 35,39763
7 41,70222 31,40663 3,129225 7,16636 42,4771
8 50,39862 38,12473 3,674251 8,59963 50,9725
9 60,74286 46,0751 4,34820 10,31956 61,16711
10 73,08754 55,53195 5,172121 12,38347 73,40054
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(v + K2 = 4k
k<1

—e— Renta Nacional
—— CONSUMO

INVERSION
—<—Yp

O —~+

1

De los contrario (k > 1), sera divergente.

o =2,41421356
y =0,82842712

Go = 2

Co= 2

lo= 2

g= 0,2

k= 2
Y

6

14,54214

m;=1,41421358
m,=1,41421354

C I G Yp
2 2 2 62,76226
4,9706 7,1716 2,4 75,31471
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2 32,01137 12,0471 17,0843 2,88 90,37765
3 64,91356 26,5191 34,9385 3,456 108,4532
4 123,7277 53,7762 65,8044 41472 130,1438
5 225,1044 102,4994 117,6283 497664 156,1726
6 395,2079 186,4826 202,7533 5,97196 187,4071
7 674,7742 327,4009 340,2069 7,16636 224,8885
8 1126,7336 559,0012 559,1327 8,59963 269,8662
9 1847,6550 933,4167 903,9189 10,31956 323,8395
10 2984,8739 1530,648 1441,8428 12,38347 388,6074
(v + k)2 = 4ok
k>1

3500

3000 - 3

2500 -

—e— Renta Nacional
2000 / —=— CONSUMO
1500 INVERSION
/ / P
1000
-
500 -
/
0 IV——— =

10
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Caso 3: Dos raices complejag:Hk)? < 4k.
a) Como R2 = k =aey, se tendrd entonces que la
trayectoria de la solucion es oscilatoria amortizua
entorno de la solucion particular si y solo si:

K=oey<1.
= 2 mi= 0,6 0,66332496i
Y= 0,4 mo= 0,6 -0,66332496i
Go = 2 R = 0,89442719
Co 4
lo 4
g 0,2
k 0,8
t Y C | G Yp
0 10 4 4 2 3,6
1 6,4 4 0 2,4 4,32
2 2,56 2,56 -2,88 2,88 5,184
3 1,408 1,024 -3,072 3,456 6,2208
4 3,7888 0,5632 -0,9216 4,1472 7,46496
5 8,3968 1,51552 1,90464 497664 8,957952
6 13,01709  3,35872 3,6864 5,97196 10,749542
7 16,06943 5,20683 3,69623 7,16636 12,899451
8 17,46928 6,42777 2,44188 8,59963 15,479341
9 18,42715 6,987711,11987917 10,31960 18,575209
10 20,52063 7,37086 0,76630 12,38347 22,290251
20 137,88502 45,72310 15,48671 76,67519 138,01536
(v + K2 < 4ok
k=aey<1
160
140 4
120
100 /
/"‘ —e— Renta Nacional
80 / —m— CONSUMO
INVERSION
Yp
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b) Mientras que si k = 1 entonces las soluciontdiaa
entorno a la trayectoria de la solucion particwata
amplitud de esta fluctuacion de dependera a lastaotes

Cy G
o= 2,5 mq= 0,7 0,7141428i
Y= 0,4 mo= 0,7 -0,7141428i
Go = 2 R= 1 0 = 0,79539883
Co= 2 C,1= 2,21052632

lo = 2 C,= 0,92860679

g= 0,2

k= 1
t Y C I G Yp
0 6 2 2 2 3,78947368
1 5,8 2,4 1 2,4 454736842
2 5 2,32 -0,2 2,88 5,45684211
3 4,656 2 -0,8 3,456 6,54821053
4 5,6656 1,8624 -0,344 4,1472 7,85785263
5 8,25248 2,26624 1,0096 4,97664 9,42942316
6 11,85984  3,300992 2,58688 5,971968 11,3153078
7 15,5176576 4,743936 3,60736 7,1663616 13,5783693
8 18,4645146 6,20706304 3,6578176 8,59963392 16,2940432
9 20,6522235 7,38580582 2,94685696 10,3195607 19,5528519
10 22,8320712 8,2608894 2,18770893 12,3834728 23,4634222
20 143,194868 47,6017908 18,9178773 76,6751998 145,279326

(¥ + K2 < 4k

k = asy = 1
160 |
140 / F
120 /
100
/’ —e— Renta Nacional
80 | / —m— CONSUMO
v INVERSION
Yp
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c) De lo contrario, k >1, serd oscilatoria divergen

expansiva.
a= 3,5 mi;= 0,9 0,7681146i
y= 0,4 m,= 0,9 -0,7681146i
Go = 2 R = 1,18321596
Co= 2
lo = 2
g= 0,2
k= 1,4
t Y C | G Yp
0 6 2 2 2 4,23529412
1 6,2 2,4 1,4 2,4 5,08235294
2 5,64 2,48 0,28 2,88 6,09882353
3 4,928 2,256 —0,784 3,456 7,31858824
4 5,1216 1,9712 —0,9968 4,1472 8,78230588
5 7,29632 2,04864 0,27104 4,97664 10,5387671
6 11,935104 2,918528 3,044608 5,971968 12,6465205
7 18,4347008 4,7740416 6,4942976 7,1663616 15,1758246
8 25,0729498 7,37388032 9,09943552 8,59963392 18,2109895
9 29,6422892 10,0291799 9,29354854 10,3195607 21,8531874
10 30,6374637 11,8569157 6,39707515 12,3834728 26,2238248
20 145,016297 60,8910257 7,4500717 76,6751998 162,371011

(Y + K)2 <4k
k=aey>1
180 |
160
140 e
120 ’/
100 - —&— Renta Nacional
80 —m— CONSUMO
/ INVERSION
/’\
60 Yo
40 |
20 | .‘//"‘ J/f
I et T T
RRACARA=) =, ZATATA ‘ rd
20 5 10 15 20
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3.— El Modelo de inventario de Metzler.

El modelo:

1.— El Ingreso total (Y) producido en un periodoigsal a la
produccion de bienes para el consumo (U) mas laioses
producidos para inventario (S) mas la inversiona ned
inducida (V), supuesta constante:

Yi=U+§+V

2— Las ventas en cualquier periodo son una pr@porc

constante del ingreso en el periodo ant&rior

Ui =PBY ¢ (0<p<1)

3.— La produccion para el inventario es la difei@rentre las
ventas reales y las pronosticadas el periodo antes decir
existe el intento de mantener el inventario en ueln
constante:

S=(U-U)=p(Yri-Ya) (0<p<I)

De esta manera el modelo queda representado con el
siguiente sistema de ecuaciones:

Yi=U+§+V
U= oY g (0<p<1)
S= (Y- Y2 (0<p<1)
Solucién del modelo:
Sustituyendo las dos ultimas ecuaciones en lagpam
Yi=BeY g+ Be(Ya- Y +V
reagrupando términos y normalizando:
Yt+2 - ZB'Y t+1 T B'Y t — V

Las raices caracteristicas de esta ecuacion son:

m =B + B - 1)
m, =p - BB - 1)

las cuales seran complejas dada la condicion d@ eue< 1

° Realmente los que se supone es que las ventas@apson iguales al consumo en el
periodo anterior:
U= G . .
y el consumo es una proporcipel ingreso en el mismo periodo:
(:t = B'Yt
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Mientras que la solucion particular seré:
Y, = VI(1 -B).

y representa el punto de equilibrio.

Analisis de la solucién:
Dado que:
1) Se tiene como solucion dos raices complejas

2) y que R2 =B, se tendra entonces que la solucion es

amortiguada.

B= 0,8

Uo = 2

So= 2

V 2

Y* = 10
t Y U S \Y
0 6 2 2 2
1 9,04 4,8 2,24 2
2 11,1776 7,232 1,9456 2
3 12,310144 8,94208  1,368064 2
4 12,5729434  9,8481152 0,72482816 2
5 12,2265463 10,0583547 0,16819159 2
6 11,5595429 9,78123702 -0,22169413 2
7 10,8207521 9,24763431 —0,42688217 2
8 10,1837756 8,65660172 —0,47282608 2
9 9,73935555 8,14702051 —0,40766496 2
10 9,50705558 7,79148444 -0,28442886 2
20 10,0673678 8,07816444 —0,01079665 2
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—e&— Ingreso total
—=—VENTAS
PRODUCCION
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4.—

Teorema de la telaraia y las expectativas (Gooth).

El modelo es similar al modelo A.1, con la diferenque los
precios para los oferentes vienen dados por unEsctativas:
Pt=R, +p(R.~R,)
De esta manera se tiene como modelo:
D=0
D=0a-RR (a, 3>0)
Q=< +3P  (v,8>0)
Pt=R, +p(R.—R,)
Solucion del modelo:
Sustituyendo las ecuaciones en la ecuacion déheoui
o — BeR=—y + 5°P_; + dpe(P1 - Pio)
reagrupando términos y normalizando:
Rz + @ /B)(1 4p) *Pea - (8p/B) P = (@ +v)/B
Las raices caracteristicas de esta ecuacion son:

m, =—0(1+p) + |5*(1+p)*+4dpp

1 2B
. = ~0(1+p) — & (1+p)*+43pP
2 ZB

las cuales seran reales, y positiva (m > 0), m negativa (m <

0), y el valor absoluto deasmayor que el de p( |my| > |m| ).

Mientras que la solucion particular sera:
Yo = (@ +7) /(B +9).
y representa el punto de equilibrio.

Analisis de la solucion:

a) Si m>-1(osea |ai< 1),y esto se dasi:
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3 >5(1 + 2p)

entonces sera oscilatoria amortiguada:

0,9 mo=
0,5
0,5
0,2
4
P, = 3
P* =3,21428571

P D 0

4 0,4

3 13
3,44444444 0,9 0,9
3,03703704 1,26666667 1,26666667
3,35802469 0,97777778 0,97777778
3,09876543 1,21111111 1,21111111
3,30727023 1,02345679 1,02345679
3,13946045 1,1744856 1,1744856
3,27450084 1,05294925 1,05294925
3,16582838 1,15075446 1,15075446
3,25328117 1,07204694 1,07204694

<D
I n

o
o
1

-Boo~vourwNnr O~

3,21872751 1,10314524 1,10314524

N .
o

4 m,=0,13807119

-0,80474

P

2,8

3,53333333
2,95555556
3,42222222
3,04691358
3,34897119
3,10589849
3,30150892
3,14409389

3,20629049

m, > 7?1

20

& precio
B demanda
Expectativas
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b) Simp = -1, oscilara entre dos valores: P* -, 8* +
C2 .

a= 4 m;=0,14285714
B= 0,7 m,= -1
Y= 0,5 C,= -0,4375
6= 0,5 C,= 0,6875
p= 0,2
Po = 4
Pl = 3
*= 3,75
t P D @) ﬁ
0 4 1,2
1 3 1,9
2 4,42857143 0,9 0,9 2,8
3 3,06122449 1,85714286 1,85714286 4,71428571
4 4,43731778 0,89387755 0,89387755 2,7877551
5 3,06247397 1,85626822 1,85626822 4,71253644
6 4,43749628 0,8937526 0,8937526 2,78750521
7 3,06249947 1,85625037 1,85625037 4,71250074
8 4,43749992 0,89375005 0,89375005 2,78750011
9 3,06249999 1,85625001 1,85625001 4,71250002
10 4,4375 0,89375 0,89375 2,7875
20 4,4375 0,89375 0,89375 2,7875
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4,5

3,5

2,5

15

0,5

@ precio
B demanda
Expectativas

-172 -




C)

y sim <-1 (o sea |ah> 1) entonces sera oscilatoria

explosiva:
a= 4 m1=0,14549722
B= 0,6 mo= —1,1455
Y= 0,5
6= 0,5
p= 0,2
Po = 4
Pl = 3
P* =4,09090909
t P D @) P
0 4 1,6
1 3 2,2
2 5,16666667 0,9 0,9 2,8
3 2,83333333 2,3 2,3 5,6
4 5,52777778 0,68333333 0,68333333 2,36666667
5 2,44444444 2,53333333 2,53333333 6,06666667
6 5,97685185 0,41388889 0,41388889 1,82777778
7 1,93055556 2,84166667 2,84166667 6,68333333
8 6,56558642 0,06064815 0,06064815 1,1212963
9 1,25617284 3,2462963 3,2462963 7,49259259
10 7,33809156 -0,4028549 —0,4028549 0,19429012
20 16,7221817 -6,033309 -6,033309 -11,066618
m,<-1
20
<
15
.
.
10 -
. * [
« =
5, —* * E— = ® precio
i) 2 ¢ s 3 * = demanda
u ] n ¢ * .
0 ‘ u A —= ‘ Expectativas
D 5 10 "%, 20
5 e 5
]
.
-10
-15
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C.— MODELOS DE ORDEN MAYOR QUE 2.
1.— El Modelo del ciclo econémico de Hicks.
Este modelo es una generalizacién del modelo B.2.

El modelo:
1.— Se supone que la renta nacional (Y) consteedecorrientes:
Consumo (C), Inversion (1) y Gasto Puablico (G):
Yi=G+ L+ G
2.— El consumo no se define como una funcion derta actual,
sino de la renta de los periodos anteriores; y pianglificar
se supone de que este consumo es proporciondia reicta:
G =C(Yewn Yo -.... +Yin)
G=v1°Y cat y2rY oo yntY (0 <
2yi<1)
3.— Lainversion se mantiene en una relacion fija especto a
los incremento de la renta de n periodos anteriores
It = k]_'AY ot kz’AY R e L + K’AY t—n—1 (k]_ ,k2, .
k, > 0)
= keo(Yeir = Yo + k(Yo — Yig+ .o +ke(Yin— Yind (ke
Ko, ...y k, > 0)

4.— El gasto Publico se supone que aumenta ererapd a la
tasa constante g:

G =Ge(1 + gf

De esta manera el modelo queda representado con el
siguiente sistema de ecuaciones:

Yi=G+ L+ G

G =71°Y it v2Y ot A YneY (0 <Xyi<
1)

I'( = kl.(Yt—l - Yt—2) + k2'(Yt_2 - Yt—3)+ ........ + Iﬂ'(Yt—n - Yt—n—J) (klu
ks, ..., k, > 0)

G =Ge(1 +9)
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Solucion del modelo (para el caso n = 2):

En este caso se tiene el sistema de ecuaciones:

Yi=CG+ L+ G

C=y1Y catyorY o (0 <y, +7v2 <
1)

li=kie(Yie1 = Yio) + Ko (Yo — Y 9 ki, ko >
0)

G =Ge(1 + 9

Sustituyendo las tres ultimas ecuaciones en faga:
Yi=y2oY ot 2 ot ke (Y = Vi) +keo(Yia = Yig) + Goo(1 + g
reagrupando términos y normalizando:
Yz — (1 + K)* Yo — @2 + ko — K)oYr + Koo = Goo(1 +

g)t+3
Por lo tanto la solucion vendra dada por las rattee$a ecuacion
cubica:
XX— 1+ K)o X* — @2+ ko —k)ox +k; =0
y la solucion particular por:
Yp=Ge(L+gf°/ [(1+9) - +kk]1)-(1 +9f — 2+ ko —k)o(1 + Q) +
2

Analisis de la solucion:

Dado que el término independientg) (& mayor que cero, y
el coeficiente del término cuadratico (v (+ k;)) es negativo
tenemos los siguientes casos:

a) Dos raices reales positivas y una negativastat modulo
menor que 1. En este caso la solucion converge sollacion
particular:
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O©CoO~NOOOUOTA,WNPEFE O~

=
o

N L
o

0,7 m,= 0,62072308

0,01 m,= 0,27736095 ol
4 m3=-0,05808404 ol
2
2
0,2
0,14
0,01
Y C | G Yp
8 2 2 4 10,2795955
11,9 5,6 1,5 4,8 12,3355146
14,716 8,41 0,546 5,76 14,8026175

17,76544 10,4202 0,43324
21,3324496 12,582968 0,4550816
25,5935249 15,1103691 0,52987574
30,7049485 18,1287919 0,63222063
36,8403325 21,7493992 0,75821007
44,2046181 26,0952822 0,91006799
53,0431112 31,311636 1,09235382
63,6502016 37,572224 1,31103189

394,095033 232,625548 8,11908503

6,912 17,763141
8,2944 21,3157692
9,95328 25,578923
11,943936 30,6947076
14,3327232 36,8336492
17,1992678 44,200379
20,6391214 53,0404548
24,7669457 63,6485457

153,3504 394,095019

m; reales
|m;|<1

o —e—Renta Nacional

——CONSUMO

A INVERSION
o2 Yp

) mayor que 1.

0,8 m,= 1,58891618
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©CoO~NOUIDE, WNRFE O~

[N
o

N L
o

6

92,664949 48,950088 41,589097
144,208704 74,1319592 68,1635573
216,124139 115,366963 99,0353066
327,877307 172,899311 153,428314
485,754647 262,301846 222,058087

21194,6427 11752,2974  9441,859

0,1

4
2
2
-0,1
0,7
2
Y C
8 2
11,5 6,4
15,69 10
25,401 12,552
38,1229 20,3208
1,18761 30,49832

m,= 1,07834917
m3=-1,16726536

2

15

2,45
9,933
15,1777
28,32733

Oi
Oi
Yp
4 11,480315

3,6 10,3322835

3,24 9,29905512

2,916 8,36914961
2,6244 7,53223465
2,36196 6,77901118
2,125764 6,10111006
1,9131876 5,49099906
1,72186884 4,94189915
1,54968196 4,44770924
1,39471376 4,00293831

0,48630662 1,39573829

25000

m; reales

algun |m;|>1

20000

15000

10000

5000 -

0Or

XA AR DA K AN S )

0 5

10

20

15

—e—Renta Nacional

——-CONSUMO
INVERSION
Yp
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C) Dos raices complejas conjugadas y una real ivagabdas
de mddulo menor que 1. En este caso la solucionerga de
manera oscilatoria a la trayectoria particular:

\ 0,2 m;=-0,83519329

Vo = 0,5 m,= 0,71759665 0,28934212j

Go = 4 ms= 0,71759665 -0,28934212j

Co= 2

lo = 2

g= 0,2

k1 = 0,4

kg = 0,5
t Y C I G Yp
0 8 2 2 4 10,7329193
1 7,9 1,6 1,5 4,8 12,8795031
2 11,3 5,58 -0,04 5,76 15,4554037
3 14,432 6,21 1,31 6,912 18,5464845
4 19,7836 8,5364 2,9528 8,2944 22,2557814
5 24,83264 11,17272 3,70664 9,95328 26,7069376
6 31,49768 14,858328 4,695416 11,943936 32,0483252
7 38,2391152 18,715856 5,190536 14,3327232 38,4579902
8 46,625025 23,396663 6,02909408 17,1992678 46,1495882
9 55,8087655 28,4445626 6,7250815 20,6391214 55,3795059
10 67,1076624 34,4742656 7,8664511 24,7669457 66,4554071
20 411,441883 211,412154 46,6793298 153,3504 411,474364
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Fr0588

QO —~

m, real, m, y m complejas,
Im;|<1
450 !
400 5
350 L
300 - . _
250 | * —e—Renta Nacional
T version
150
100 Yp
50
0 'Y
-50 \J:-/
d) Dos raices complejas conjugadas y una real

negativa, algunas de médulo mayor que 1. En estelassolucion
diverge de manera oscilatoria de la trayectoriiquaar:

< <

®

1= 0,4 m;=-1,34909172

2= 0.4 m»= 1,12454586 0,26387046j

= 4 ms= 1,12454586-0,26387046j
= 2
= 2
= 0,2
1= 0.5
2= 1.8

Y C | G Yp
8 2 2 4 36
9,5 3,2 1,5 4.8 43,2

-179 -



2 13,51 7 0,75 5,76 51,84
3 20,821 9,204 4,705 6,912 62,208
4 32,9003 13,7324 10,8735 8,2944 74,6496
5 50,64125 21,48852 19,19945  9,95328  89,57952
6 75,973771  33,41662 30,613215 11,943936 107,495424
7 109,578702 50,6460084 44,5999705 14,3327232 128,994509
8 153,82126 74,2209892 62,4010034 17,1992678 154,793411
9 208,609262 105,359985 82,6101551 20,6391214 185,752093
10 276,76976 144,972209 107,030606 24,7669457 222,902511
20 1584,67735 1065,28365 366,043298  153,3504 1380,1536
30 6605,17549 3795,2227 1860,44754 949,505255 8545,5473
40 63863,649 36174,4243 21810,1385 5879,08627 52911,7764
50 372517,113 198431,433 137683,928 36401,7526 327615,773
60 3021269,59 1070376,95 1725502,58 225390,057 2028510,52
m1 real, m, y ms complejas,
Imi[>1
3500000
3000000
2500000
2000000 i Renta Nacional
|-
1500000 I CONSUMO
W; INVERSION
1000000 1 Yp
’!
500000 oa
0 v.'v".v.',v.'..'vv'.v-'..'v-'..'vv'.v.'.v".v-'.‘.'v-'..'vv'..',.',V.'«.'..'..'w'w'.v.'«'~'»'o'~07,0¢0?0$0,07 AAN\ ]
-500000 ) 20 40 60
-1000000

2.—

El Modelo de de inventario de Metzler.

A diferencia del Modelo B3, el segundo enunciadelesual
se suponia que las espectativas de ventas soresgaaconsumo
del periodo anterior, se supone que las mismasigaoaes al
consumo del periodo anterior mas una proporcionrseemento
del periodo anterior:

Ui =G+ p(Cier — CG2) =BY e + PB(Yie1 — Yieo)
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Por lo cual la produccion para existencias quadarimo:
S=U-Ui) =B(Yea- Y2 +PBI(Yi-1— Yi2) = (Y2 = Yi-3)]
Por lo tanto queda el siguiente sistema de ecn@sio
Yi=U+S+V
Ur=BYe1 + PB(Yi-1 — Yio) (0<p<1)
S=PBA+P)Yer = B(1+2P)Y 12+ pB Yz (0<B<1)
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Solucién del modelo:
Sustituyendo las dos ultimas ecuaciones en lagpam
Ye=PBY 1+ PB(Yee1 = Yia) + B(1+P) Y = B(1+20)Y 2+ PB Yiz + V
reagrupando términos y normalizando:
Yz = 2B2(1 +P)Y 2 + (1 + P)Y 2 = PpeY =V
Por lo tanto la solucion vendra dada por las rattee$a ecuacion
cubica:
X* = Be(L +p)e x° +Pe(1+ P)x—pp =0

y la solucion particular por:
Yp = VI(1-)

Andlisis de la solucion:

Dado que el término independienfgp) es negativo, y el
coeficiente del término cuadratico (gL + p)) es negativo
también, tenemos los siguientes casos:

a) Dos raices complejas conjugadas y una real
positiva, todas de modulo menor que 1. En este lzasolucion

converge de manera oscilatoria a la trayectoriacoiar:
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= 0,5 m1=0,27330117
p= 0,5 my,=0,61334941 0,73385575i
Up = 2 m3= 0,61334941 -0,73385575i

<
ANDN W

6 2 2

55 3 0,5

4,4375 2,625 -0,1875
3,6171875 1,953125 -0,3359375
3,42871094 1,60351563 -0,17480469
3,69909668 1,66723633 0,03186035
4,042099 1,91714478 0,12495422
4,20162773 2,10680008 0,09482765
4,15764403 2,14069605 0,01694798
4,03139111 2,06782609 -0,03643498
10 3,94228544 1,98413233 -0,04184688

OO ~NOURWNPRERO ~
NNRNONNNMNRNNNNNNNDNDNDLZ

N -

20 4,00186251 1,99989594 0,00196657

m, real, m, y m, complejas,
Imil<1

o V- N o
v, 90000+ —e—Ingreso total

3- —8-VENTAS
2 PRODUCCION

1 5 10 15 2
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b) Dos raices complejas conjugadas y una real
positiva, una al menos de moédulo mayor que 1. Ea esso la
solucion diverge de manera oscilatoria a la trayecparticular:

= 0,7 m.=0,34278286

= 0,8 m,=1,08860857 0,66979001i
Up = 2 m3=1,08860857 -0,66979001i
U = 3
So= 2
V= 2

Y* =6,66666667

Y U S
6 2 2
5,7 3 0,7
6,3974 3,822 0,5754
7,6014308  4,868724 0,7327068
8,78383317 5,99525881 0,78857437
9,38172737 6,81082855 0,57089882
8,96587086 6,90202991 0,06384095
7,44206999 6,04322996 -0,60115997
5,17514389 4,35612051 -1,18097662
2,95102323 2,35312211 -1,40209888
1,74716929 0,82020869 -1,07303939

©CO~NOURNAWNRO ~
NNMNRONNMNNMNRONNNDRNNDNDZ

I
o

N -

20 -9,42244632 -7,59102154 -3,83142478
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m, real, m, y m,; complejas,
Imil>1

20

15

—e—Ingreso total
——-VENTAS
PRODUCCION

C) Tres raices reales positivas, alguna de maaalgor que 1.
En este caso la solucion diverge de solucion péatic

= 0,85 m;= 1,66194825

p= 1 my= 1,36274446

Up = 2 ms= 0,37530729
U, = 3
So = 2
V= 2

Y* = 13,3333333

Y U S

w N
N
NN <

5,85 0,85
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2 8,41325 4,845 1,56825 2
3 15,1422963  9,330025 3,81227125 2
4 28,4621648 18,5906411 7,87152371 2
5 51,9002026 35,5147284 14,3854742 2
6 90,2818638 64,0375043 24,2443595 2
7 149,891514 109,363996 38,5275182 2
8 238,481185 178,07599 58,4051949 2
9 364,954329 278,010228 84,9441017 2
10 538,461009 417,713352 118,747656 2
17 2010,19803 2008,92326-0,72522168 2
18 1144,95674 1540,83325-397,876506 2
19 -867,855715 237,758133-1107,61385 2
20 -4729,94511-2448,56795-2283,37717 2

m; reales,
algin |m |>1

3000
2000
1000

VIRA EA FA FA £4

0 |—*—Ingreso total
——-VENTAS
\,“, PRODUCCION

11000 ¢ 5 10 15

-2000

-3000
-4000

-5000 )
-6000
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D.— MODELOS DE SISTEMAS DE ECUACIONES.
1.— Modelo de Renta Nacional de dos Paises.

El Modelo:

Este modelo es parecido al modelo A.3, pero es eoks
paises en donde las exportaciones del uno esadasll
importaciones del otro

Se suponen las siguientes macromagnitudes:

— La "Renta Nacional" (Y,

- el "Consumo” ({,

— la "Inversion” (),

- las importaciones (My

— las exportaciones ()X

todas referidas al tiempo de manera tal que seleumpmualdad:
Yie = Gi + lip + Xig = My
Se formulan las siguientes hipotesis:

1.— Lafuncién de consumo; €C (Y), es de caracter lineal:

it =a+ GeYy (@a>0,0<c<1)
(c es la propension marginal al consumo).

2.— El sistema econdmico se supone en régimen ego pl
empleo. Ello implica que un determinado volumenatga,
destinado a la inversién, una vez se haya verificésta,
provocara un incremento en la capacidad del sistgnes
consecuencia, en la propia renta nacional:

AYit = Y — Yir = fiely, (r>0)
(r, se lo que se denomina factor de crecimiento).

3.— Las importaciones son una proporcién de laaraaicional
mMAas una importacion inducida:

Mit = Mgi + meY (Mp>0,0<m<1)

4.— Las importaciones de un pais son iguales exjpgrtaciones
del otro:

Xiy = th
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De esta manera el modelo se expresa medianteugtrsig sistema
de ecuaciones:

Y= Gy + Iy + Xy — My Yo = G+ Iy + Xor = My
Cu=a+ Yy CGi=a+0Yy

Y1 — Y1 = el Yor1— Yor = I0ly

Myt = Moy + myeY g, Mot = Moz + mpeY o

X1t = My Xat = My

Solucion del modelo:

Sustituyendo la segunda, cuarta y quinta ecuaerna
primera, y ésta en la tercera:
Yier = (1 + he(1 = G + m))eYy + ne(Mor — @) —
r{Myy,
Your = (1 + B2(1 = G + M))eYp + B2(Moz — &) —
oMy,
Sustituyendo en las ecuaciones anteriores lastasuar
ecuaciones:
Yisr= (1 +Re(l =g+ my))eYy — MYy + 12(Mor— Moo — @),
Yourr = (1 +bo(1 =G+ mp))eYy — b MY+ Bo(Moo— Moy — &),

Haciendo:

Ap=1+k(1l-g+m Ap= —RpMm
Ax=—-KMmy Ap=1+p(l-G+m)
y

B1 = rn*(Mo1 — Moz — &)
B, = r,*(Moz — Mo1 — &)

tenemos el siguiente sistema:
A, A B
Y+ =1 12]Y +[ 1]
i (A21 A22 t Bz
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Cuya solucioén viene dado por:
Y= A" Yo+ [I-A] b
ya que el determinante de [| — A] viene dado por:
rra([1-¢] [1-¢;] + [1-GJm; + [1-G]my)

y este nunca sera nulo.

Analisis de la solucion:

Pueden darse los siguientes casos:

a) Que las dos rentas sean decrecientes:
PAIS1  PAIS2

a= 0,5 0,5
= 0,5 0,5

r= 0,2 0,2

m= 0,3 0,2

Mo= 0,2 0,2

Yo = 0,7 0,8

Y* = 0,9 1,1
Y1 Y, Las dos rentas decrecen
0,7 0,8
0,68 0,77 09
0,658 0,737 08 +—
0,633 0,701 07
0,607 0,661 06 + 5
0,578 0,617 0 * 7
0,546 0,569 : i
0,510 0,515 04 —— 2
0,471 0,457 03 _—
0,428 0,393 02 ——*
0,381 0,322 01 _
0,329 0,244 0 : . . : : :
0,272 0,158 0 2 4 B 8 1 12
0,210 0,064
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b)

Y1
0,9
0,864
0,817
0,757
0,681
0,584
0,463
0,312
0,124

Y2

2
2,126
2,272
2,441
2,637
2,865
3,132
3,442
3,805

Una sea creciente y la otra decreciente:

PAIS 1 PAIS 2
0,5 0,5
0,5 0,5
0,2 0,2
0,3 0,2
0,2 0,2
0,9 2
0,9 1,1

Yy decrece mientras que Y, crece

+ 1
m?
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c) Que las dos rentas sean crecientes:
PAIS 1 PAIS 2

a= 0,5 0,5
c= 0,3 0,5
r= 1 1
m= 0,2 0,3
Mo= 0,2 0,2
Yo = 2 2

Y* =0,833333330,83333333

t Yl Y2 Las dos rentas son crecientes
0 2,000 2,000
1 2,700 2,700 120 "]
2 3,820 3,820
3 5,612 5,612 100
4 8,479 8,479 " ) v
5 13,067 13,067 o
6 20,407 20,407 B0
7 32,151 32,151 -
8 50941 50941 |* z
9 81,006 81,006 20 A
10 129,110 129,110 A :
o1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

d) Que las dos rentas son crecientes al pringyem luego una

de ellas empieza adecrecer:
PAIS 1 PAIS 2

a= 0,5 0,5
c= 0,3 0,5
r= 11 1
m= 0,2 0,3
Mo= 0,2 0,2
Yo = 2 2

Y* =0,833333330,83333333

Las dos rentas son crecientes al principio,
pero con el tiempo ¥, empieza a decrecer

t Y1 Y2

0 2,000 2,000 _—

180
160
140
120
100

LI
2
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2,770
4,071
6,296
10,152
16,944
29,129
51,428
93,100
172,635
327,550
635,035

2,700
3,806
5,537
8,207
12,242
18,146
26,337
36,621
46,798
49,209
22,566
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CAPITULO 9

MODELOS FINANCIEROS
Modelo de Inversion Inicial con reinversion detereses.
Enunciado:

Se dispone de un Capitaj Kl cual se deposita en una cuenta
gue paga periodicamente intereses de % sobre egitaCa
disponible en esta cuenta. Estos Intereses pagamar parte del
Capital disponible para el periodo siguiente.

Ecuacion del modelo
Kut = (1 + i%)eK
Solucién del modelo
Por ser la ecuacion del modelo la ecuacion () con
A=(1+1%)

se tiene entonces que:
Ki = Koo(1 + i%).

Modelo de Inversion Inicial con reinversion dethtereses e
Inversion Periddica de una Renta Fija R.

Enunciado:

Se dispone de un Capita} Kl cual se deposita en una cuenta
gue paga peribdicamente intereses de % sobre glitaCa
disponible en esta cuenta. Estos Intereses pakamar parte del
Capital disponible para el periodo siguiente, aded® un monto
fijo R que se invierte en cada periodo.

Ecuacion del modelo
Kia = (1 +1%)K + R

Solucion del modelo

Por ser la ecuacion del modelo la ecuacion (f) con

-193 -



3)

A=(1+i%) e B=R
se tiene entonces que:
K. = RI(-i%) + [K, — R/(—i%)]*(1+i%)},
0 sea.
K: = [Ko + R/i%)]*(1+i%) — R/i%.
= Keo(1+i%)" + Re[(1+i%) — 1]/i%.

Modelo de Inversion Inicial con reinversion demtereses e
Inversion Periodica de una Renta Creciente R

Enunciado:

Se dispone de un Capital Ko el cual se depositairen
cuenta que paga periédicamente intereses de % sbbCapital
disponible en esta cuenta. Estos Intereses paamar parte del
Capital disponible para el periodo siguiente, aded&& un monto
creciente R= (t+1)*R que se invierte en cada periodo.
Ecuacion del modelo

Ki1 = (1 +1%)eK + (t+1)*R
AKt - i%'Kt = (1 + t)'R
Solucion del modelo
Utilizando el método de Variacion de Paramettos;

A=-% e f(t) = (1+t)*R,
se tiene:

t-1
Ki = Koo(1+i%)' + (1+i%) % > (1+k) R/(1+i%)
k=0

usando sumacion por parte y simplificando:

K, = Koo(1+i%) + (R/i%)e{[(1+i%)' — 1]e(1+i%)/i% —
t).
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