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EPIGRAFE

“A obtencdo de um delta negativo
nao perturbava os matematicos do
século 11. Em sua arrogancia eles
limitavam-se a afirmar que para este
caso, a equagao do 2° grau néo
tinha solugéo.”

Marcelo Santos Chaves

"Quem sabe a posteridade possa me
agradecer por ter mostrado que os
antigos ndo sabiam de tudo."

Pierre de Fermat
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APRESENTACAO

O presente trabalho se propde a explorar a teoria dos numeros complexos. Seu
surgimento. Sua evolucdo historica. Seu processo de sistematizacdo e
consolidagcdo enquanto saber matemético. Suas aplicagcbes nos ramos da

geometria plana e na engenharia elétrica.

Para este fim dividiremos este trabalho em 3 capitulos, onde no primeiro
capitulo discorreremos sobre a recorréncia dos numeros complexos na historia,
do Renascimento até o século XIX com William Hamilton. No segundo capitulo
trataremos de dar conta da apresentacdo de todos os fundamentos dos
nameros complexos, a partir de deducdes de formulas e ilustracdes graficas.
No terceiro discorreremos sobre algumas aplicacées dos complexos em outras
areas do conhecimento cientifico, afim de aferir sua precisdo e utilidade nas

ciéncias modernas.

Como suporte tedrico, utilizaremos diversas referencias bibliograficas capazes
de subsidiar na transposicédo de todo acumulo desta teoria ao longo de quatro
séculos, na expectativa de poder alcancar a plenitude do saber matematico, no
que tange Numeros Complexos.
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PRESENTATION

This paper aims to explore the theory of complex numbers. Its emergence. Its
historical evolution. Process of systematization and consolidation as
mathematical knowledge. Its applications in the fields of plane geometry and
electrical engineering.

For this purpose we will divide this work into three chapters, the first chapter
where we will discuss the recurrence of complex numbers in history from the
Renaissance to the nineteenth century with William Hamilton. In the second
chapter we will try to give an account of the presentation of all the basics of
complex numbers, from deductions formulas and graphic illustrations. In the
third we will discuss some applications of the complexes in other areas of
scientific knowledge in order to assess its accuracy and usefulness in the
modern sciences.

Theoretical support, we use several bibliography able to subsidize the
implementation of all accumulation of this theory over four centuries, the
expectation of being able to reach the fullness of mathematical knowledge,

regarding Complex Numbers.
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PRESENTACION

Este trabajo tiene como objetivo estudiar la teoria de los nimeros complejos.
Su emergencia. Su evolucion histérica. Proceso de sistematizacion y
consolidacion como conocimiento matematico. Sus aplicaciones en el campo
de la geometria planay la ingenieria eléctrica.

Para ello vamos a dividir este trabajo en tres capitulos, el primer capitulo donde
veremos la repeticion de los numeros complejos en la historia desde el
Renacimiento hasta el siglo XIX, con William Hamilton. En el segundo capitulo
vamos a tratar de dar cuenta de la presentacion de todos los conceptos basicos
de los numeros complejos, de deducciones férmulas e ilustraciones graficas.
En la tercera veremos algunas aplicaciones de los complejos en otras areas del
conocimiento cientifico con el fin de evaluar su exactitud y utilidad de las
ciencias modernas.

Apoyo tedrico, utilizamos varios bibliografia capaz de subvencionar la ejecucion
de todos acumulacién de esta teoria lo largo de cuatro siglos, la esperanza de
poder llegar a la plenitud del conocimiento matematico, en cuanto a nimeros

complejos.
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CONSIDERACOES INICIAIS

As descobertas matematicas muitas vezes parecem ser, a principio,
totalmente dissociaveis de qualquer correspondéncia com a natureza, fazendo-
nos ter a impressdo de que ndo possuem aplicacdo préatica. Ante a tal
premissa, faz-se necessario compreender que o estudo dos Numeros
Complexos ndo deve ser um fim em si mesmo, pois este deve estar
intimamente relacionado ao conhecimento de sua evolucdo historica, bem
como no dominio de seus fundamentos e em suas variadas aplicacdes, afim de
gue esses aspectos possam caminhar juntos, através de uma analise historica
e aplicativa.

E com esta perspectiva que o conceito de Nimeros Complexos €
formado no presente trabalho. Este ultimo se propde a apresentar, em 3 (trés)
capitulos, o processo de evolucao historica dos Numeros Complexos ao longo
de quatro séculos; seus fundamentos; e suas aplicacbes em outros ramos da
ciéncia como na geometria plana e Engenharia Elétrica.

No primeiro capitulo trataremos de dar conta do surgimento dos
Numeros Complexos na Europa Renascentista do século XVI, apresentando
todos os conhecimentos agregados nesta tematica em quatro séculos, desde
Girolamo Cardano até sua total sistematizacdo na forma algébrica com William
Hamilton no século XIX. No segundo capitulo apresentaremos, com riqueza de
detalhes e ilustracdes graficas, os fundamentos dos Numeros Complexos,
dissecando todo acumulo produzido por grandes icones da matematica como
Bombelli e Gauss, ao longo de quatro séculos. No terceiro capitulo trataremos
de identificar a aplicabilidade dos Numeros Complexos no ramo das rotacdes
de coordenadas no plano cartesiano, assim como sua aplicacdo no estudo da
teoria dos circuitos elétricos de corrente alternada.

Este trabalho fundamentou-se em uma ampla bibliografica (artigos,
dissertacGes e principalmente em Livros) capaz de dar conta do surgimento e
resgate histérico dos Numeros Complexos; capaz de dar conta de seus
fundamentos a partir de deducdes de formulas e resolucdo de problemas,
através dos mais variados exemplos; capaz de dar contar da constituicdo de

llustragdes de aplicabilidades dos complexos nos diversos ramos da ciéncia.



CAPITULO |
SURGIMENTO E EVOLUCAO
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1. O SURGIMENTO E EVOLUCAO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Ao longo da historia, solucionar equacdes sempre foi um tema que
maravilhoudiversos matematicos. Na Babilénia, antigos matematicosobtiveram
grandes éxitos em resolver equagfes do 2° grau fundamentados no que
atualmente denominamos de “completamento de quadrado”. Cabe o destaque
também dos matematicos gregos, que exerceramimportantefuncéoprocesso
evolutivo da matematica, onde resolviam alguns modelos de equagfes do 2°
grau com o auxilio de régua e compasso. Com o subjugamento da Grécia por
Roma praticamente encerrou com o dominio da Matematica Grega.E com a
queda do Império Romano em 476 depois de Cristo, e a posterior a ascensao
do Cristianismo junto aos povos Barbaros (francos) no ano 496 D.C, a Europa
ingressou na chamada “ldade das Trevas” e o0 processo evolutivo da
Matematica passou a ser protagonizado pelas na¢des arabes e hindus. Nas
pesquisas em Algebra, os matematicos hindus evoluiram bastante, sendo
Baskara 0 nome mais marcante no senso comum quando mencionamos
equacdes do 2° grau. Porém a formula de Baskara nao foi descoberta por ele,
mas sim pelo matematico hindu Sridhara, no século XI (CERRI e MONTEIRO,
2001).

1.1 A PROBLEMATICA RAIZ QUADRADA DE -1

Vamos resgatar as conclusdes de Baskara no tocante a equagéo do 2°
grau. Dada a equacdo ax®+bx +c=0 com a#0 a formula de Baskara

impdem que suas raizes sao:

_—b++b®-4ac
s 2a
_—b-+b* -4ac

2 2a

Note que, dependendo de quais valores a, b e ¢ venham a assumir,
poderiamos ter como resultado de A =b? —4ac um valor negativo. Ante a tal
situacdo, este fato era algo que ndo preocupava 0s matematicos antes do
século XVI. Eles simplesmente limitavam-se a afirmar que, sob a otica do

conjunto dos nimeros reais, a equagao “ndo possuia solugao”.
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Com o advento do regaste neoclassico ocorrido na Europa no século
XVI, conhecido na historia como Renascimento, este modo rigido e restrito de
pensar uma solucao para a equacao do 2° com um Delta negativo passou a ser
objeto de profundos estudos e debates na Europa renascentista, e nos séculos

gue se seguiriam.

1.2 ARS MAGNA: UM MARCO HISTORICO DO PERIODO MODERN O

Em 1545, momento aureo da Renascenca, o matematico, fisico e
meédico italiano Girolamo Cardano (1501-1576) publicou em 1545 uma obra
notavel chamada Ars Magna, trazendo grande impacto sobre os algebristas de
sua época. Em sua obra, pela primeira vez, foram exibidas as resolu¢fes de
equacdes de 32 grau (chamadas cubicas) e de 4° grau (chamada quérticas).
Como o proprio Cardano assegurou em sua obra, a sugestdo para a solucéo
das equacbes cubicas foi a ele fornecida pelo matematico italiano Niccolo
Tartaglia (1500-1557) e a resolugdo das equagbes quarticas tinha
sidopreliminarmente descoberta por seu antigo auxiliar Ludivico Ferrari (1522-
1565).

A relevancia da obra Ars Magna de Cardano foi tdo expressiva que o
ano de 1545 passou a ser tido como o marco inicial do periodo moderno da

histéria da Matemaética.

HIERONYMI CAR

DANI, PRESTANTISSIMI MATHE

MATICL PHILOFOP R, AC MEDLIC,

ARTIS MAGNAZE,

SIVE DE REGVLIS ALGEBRAICIS,
Libranus. Chei 8¢ conus operis de Arichmerica, guod
QPVS PERFECTVM
isferipliceltin ordine Deamus,

Abes fnhec B o ftuliok Ledtor Rigpafan Blgebraices (Tiali, el Coll

[z aipeascinouis enfiras b Asshare o
loupsleiatas ot pra pasadsa un.ulnd-rnnhamﬁ-p(mpfnurﬁ kM oe
o vbinms semens slierd aus diouniucmm eiamul ety
l'aJhn(xp'll—ln Huneaze libtasmides fear
plac: z ullfsimuo, & pland i el otfus Azithrer]
o ihrefaatne d e cauliian, I!h rrm heasra gludmnmnrbuu.dr.xﬂ I
-IJT_;mupnnlu.Ln.‘hmimnmm,mx:uq 1 [vtr‘:Pb el it qu s
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Imagem 1: Girolamo Cardano Imagem 2: capa de Ars Magna
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A formulaindicada por Cardanopara a resolucdo das equacdes cubicas

do tipo x* +ax +b =0,em Ars Magna, fora:

1.3 AS CONTRIBUICOES DE BOMBELLI

Alguns anos depois, em 1572, um outro matemético italiano, o
engenheiro hidraulico Raffaelle Bombelli (1526-1573), publicou uma obra
denominada Algebra, na qual debatia um problema bastante relevante. Ele
sabia de antemo, que a equacio clbica do tipox?® +15x +4 =0 tinha como

solugdes os seguintes valores:

X, =4
x2=—2+\/§
X, =—2-4/3

Entretanto, ao se valer da formula de Cardano, Bombelli encontrava a seguinte

expressao:

x =32 +4-121 +32-+J-121

Como +-121 nao é um contido no conjunto dos reais, Bombelli se

dispOs a obter os nimeros a e b positivos, tais que:

Y2+J-121=a+b@E/-1
Y2-J-121=a-b@/-1
A partir de sucessivos desenvolvimentos algébricos, Bombelli constatou
que a=2 e b =1, pois assim teria x =4 . Para isso, comegou a operar com 0

simbolo v-1 da mesma forma como operava com qualquer numero real.
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Imagem 3: Raffaelle Bombelli Imagem 4: capa de Algebra

Dessa forma, corroborando com Cerri e Monteiro (2001), questbes
realmente perturbadoras surgiram no mundo matematico do século XVI, e nédo
podiam ser ignoradas, a partir da imperatividade em ter que se operar com

J-1. Como pode a raiz quadrada de um numero negativo possibilitar uma
solucdo?! Para o caso em questdo, além da extracdo de raizes quadradas de
nameros negativos, também nos deparamos com uma extracdo de raizes
cubicas de numeros de natureza desconhecidas. Quando, nas equagfes de
grau 2° a formula de Baskara levava a raiz quadrada de numeros negativos,
era facil dizer que aquilo indicava a “ndo existéncia de solugBes”. Agora,
entretanto, nota-se que ha equacdes de grau 3 com solucdes reais conhecidas,
mas cuja determinacdo passava pela extracdo de raizes quadradas de
nameros negativos. Isto ndo ocorre s6 com esta equacao. Neste sentido, ndo
havia como negar que os numeros reais eram insuficientes para se tratar de
equacdes algébricas. O que estava acontecendo no século XVI era semelhante

ao que ocorreu no tempo dos gregos antigos, quando se verificou a

insuficiéncia dos nimeros racionais com a constru¢ao do numero V2, gue nao

era racional: o conceito de nimero precisava ser estendido.
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1.4 AS CONTRIBUICOES DO SECULO XVII E SURGIMENTO DA
NOMENCLATURA®”

A partir dos feitos algébricos de Bombelli, os matematicos comecaram a
utilizar em seus postulados raizes quadradas de nimeros negativos e, somente
no século XVIII, o matemético suico Leonhard Euler (1707-1783) estereotipou
representar algebricamente J-1 pela letra i. nesta mesma esteira de
acontecimentos no século XVIII, Abraham de Moivre (1667-1754) introduziu
métodos mais sofisticados na investigacdo das propriedades dos nuameros

complexos, relacionando-os com a trigopnometria.

Imagem 5: Leonhard Euler Imagem 6: Abraham de Moivre

1.5 DE GAUSS A CONSOLIDACAO COM HAMILTON NO SECULO XIX

No inicio do século XIX, ante a todo acumulo obtido sobre os ndmeros
complexos até entdo, a Europa iria tomar conhecimento em 1799 da
representacdo geométrica dos numeros complexos no plano, concebida pelo
matematico, fisico e astronomo Johann Karl Friedrich Gauss (1777-1855), em
sua tese de doutorado ora denominada New Demonstration Of The
TheoremThat EveryRational Integral Algebraic Function In Variable Can Be

Solvedinto Real Factors Of First Or Second Degree.

Fora Gauss o inventor do termo “Numeros Complexos”, e em sua tese

apresentou uma detalhada explicacdo de como 0s numeros complexos
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poderiam ser desenvolvidos segundo uma teoria exata, apoiada na
representacdo desses numeros no plano cartesiano. Antes dele, o matematico
suico Jean Robert Argand (1768-1822) e o matematico noruegués Caspar
Wessel (1745-1818) ja haviam escrito sobre a representacdo geomeétrica dos
complexos no plano, porém a pouca representatividade desses matematicos
fez com que seus trabalhos ndo alcancassem a notoriedade merecida na

época.

Imagem 7 : Johann Karl Friedrich Gauss Imagem 8: Jean Robert Argand

Imagem 9: Caspar Wessel

Finalmente, em 1837, o irlandés William Rowan Halmilton (1805-1865)
logrou o ultimo degrau dessas descobertas reconhecendo o0s numeros
complexos como sendo um par ordenado de numeros reais (a,b) e
reescrevendo as definicdes geométricas de Gauss na forma algébrica.
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Imagem 10: William Rowan Halmilton

Ante a este breve e objetivo resgate histérico e evolutivo dos nameros
complexos, vamos a seguir refletir sobre o que fato fora definido e

sistematizado como sendo a Teoria dos Numeros Complexos na atualidade.



CAPITULO Il
A TEORIA
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2. FUNDAMENTOS DOS NUMEROS COMPLEXOS

Neste capitulo iremos apresentar todos os fundamentos dos nameros
complexos, devidamente sistematizados, utilizados atualmente no ensino

bésico e superior, produto do acumulo de 4 séculos de pesquisas e inovacgdes.
2.1 UNIDADE IMAGINARIA

Chamamos unidade imaginaria ao numero i tal que:
i =-1ouseja,i =+/-1

Assim, no conjunto dos numeros complexos, as equacfes do 2° grau

com A <0possuem solugcdo nao-vazia.
2.2 O CONJUNTO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Dentre os conjuntos numéricos ja conhecidos temos o conjunto dos

nameros naturais, representado da seguinte forma:
N={0,1,2,3,..,n,.}

Para dar viabilidade as subtracdes, este conjunto foi ampliado e assim

obtivemos o conjunto dos nimeros inteiros, representado da seguinte forma:
z={.,-n,..-3,-2,-1,0,1,2,3...,n,..}

Para dar viabilidade asdivisdes, estendemos este derradeiro e assim
obtivemos o conjunto dos numeros racionais, que podem ser representados por

uma fracdo, com numerador e denominador inteiros:

Q={X2%,comaDZ,bDZeb¢O}

Em Q, a equacdo x*=2n&do pode ser resolvida, ou seja, as solugdes

~ ~_a
X =+/2 e x =2 ndo podem ser representadas pela fragéo b’ comb#z0eae

b pertencentes a Z. J2e-+/2sd0 exemplos dos numeros chamados irracionais

(Ir).
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Ao se fazer a unido dos racionais com 0s irracionais surgem 0S numeros

reais(IR):
IR=QOIr

Logo, podemos definirN como uma parte de Z, Z como uma parte de Q e

Q+ Ir, e este ultimoo conjunto IR e escrever:

NOZOQUOIR
QOIr =IR

Inferimos que, x OIRentdo x? =0. Assim, a equacdo x> +1=0n&o
possui solucdo em IR, pois:

x2+1=0

x?=-1

X =+/-1

Logo, ndo existe um numero real x que elevado ao quadrado resulte em
-1. E por conta de tal fenbmeno é que temos de ampliar o conjunto dos
ndameros reais para obter um novo conjunto de numeros, ora denominado

conjunto dos Numeros Complexos (C).

Imagem 11: Conjunto dos Numeros Complexos (C)
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Inferimos que, o conjunto C € aquele formado pelos nimeros que podem

ser expressos naforma Z =a+bi,emque alJIR, bOIRe i =+-1,0u seja:

C={z=a+bi|adIR, bOIR, i=+-1f

2.3 FORMA ALGEBRICA

Note que a forma Z =a+bi é denominada forma algébrica de um

namero complexo, em que a € a parte real e b, a parte imaginaria.

Tomando um numero complexo Z =a + bi , temos:

a=0
b#0
b=0=Z =a(real)

}:> Z = bi (imaginario puro)

2.4 IGUALDADE E OPERACOES

Dados dois numeros complexos, Z, =a, +bji e Z, =a, +b,i, dizemos

que eles sdo iguais quando a parte real de Zifor igual a de Z, e o0 mesmo

ocorrer com as partes imaginarias:
a, +bi=a, +b,i = a =a,e b, =b,

Considere, por exemplo, 0S

Z, =(a+1)+4i e Z, =3+(2-h)i. Teremos Z; = Z,se ocorrer:

a+l=3=a=2

(a+1)+4i =3+ (2 -b)i :{2_b:4:_2

2.4.1 ADICAO E SUBTRACAO DE NUMEROS COMPLEXOS

Faz-se a adicdo ou a subtracdo dos complexos

complexos

Z, =a +hi e

Z, =a, +h,isomando ou subtraindo as partes reais, a; e ap, € as partes

imaginarias, b; e by:
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(a, +b,i)+(a, +b,i)=(a, +a,)+(b,i +b,)i
(a, +b,i)-(a, +b,i)=(a, —a,)+(b,i —b,)i
Exemplo:
Dado os complexos, Z, =2 -3i e Z, =4 +6i calcule (z, +z,),(z,-2,)e(z, -Z,)-
Resolucao:
a) (z,+2,)=2-3i+4+6i =6 +3i
b)(z,-2,)=2-3i-(4+6i)=-2-09i

c)(z,-2,)=4+6i-(2-3i)=2+09i

2.4.2 MULTIPLICACAO DE NUMEROS COMPLEXOS

Na multiplicacdo dos complexos Z, =a, +b,i e Z, =a, +b,i, procede-se
da mesma forma como na multiplicacao de dois bindbmios, substituindo i?por - 1.

Assim:

Z, =a, +bi
Z, =a, +b,i

Z,Z, =(a, +b,i){a, +b,i)
a, [, +a, [b,i +a, b,i +b, [b,i’
Como i? = -1, temos:
(a, +bii)i(a, +b,i)=(a, [a, =b, [b,)+(a, b, +a, [b;)
Exemplo:
Obtenha o produto dos complexos Z, =2+i e Z, =2 -i.
Resolucao:

Z, =2 +i

S ECER RIS
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2.5 REPRESENTACAO GEOMETRICA DOS NUMEROS COMPLEXOS

Para cada niumero complexo Z = a + bi esta associado o par de nUmeros
reais (a,b). Esta foi a conclusdo de Gauss em sua tese de doutorado em 1799.
Sua tese ainda sustenta que cada par de nimeros reais (a,b) esta associada a
um dnico ponto do plano cartesiano. Logo, podemos associar a cada numero

complexo Z =a+bi o ponto P do plano de coordenadas a e b, isto €, P(a,b).

y Gréfico 1. representacdo geométrica de um
par ordenado.
S e P@b)
@) a X

O plano cartesiano no qual estdo exibidos os numeros complexos é

denominado plano complexo de ou plano de Argand-Gauss.

Log, dizemos que o ponto P(a,b) é o afixo do nimero complexo a + bi .

Exemplo:

Represente geometricamente 0os numeros complexos:
Z,=3-2i,2,=5,2,=-2i,Z, =2+i eZ, =-2+i.

Resolucao:

Z,=3-2i=(3,-2)
Z,=5=(50)

Z, =-2i=(0,-2)
Z,=2+i=(21)
Z.=2+i=>(-21)
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Gréfico 2: representacdo geométrica dos

nimeros comblexos.

Ante a esta representacao, corroboramos com Dante (2011) sobre asseguintes

consideragoes:

1°) Os numeros complexos reais pertencem ao eixo Ox, mantendo a
correspondéncia segundo a qual para cada numero real existe um ponto de

reta,;
2°) Os nameros imaginarios puros pertencem ao eixo Oy.

3°) Os demais numeros complexos (a + bi, com a # 0 e b # 0) pertencem aos
varios quadrantes, de acordo com os sinais de a e b.

4°) Para cada numero complexo existe um Unico ponto e vice-versa.

5° Podemos associar a cada complexo Z = a + bi um dnico vetor com
extremidades no ponto O, origem do sistema de coordenadas cartesianas, € no
ponto P(a,b).

No plano complexo ao lado, além do numero complexo Z = a + bi, estédo
representados outros dois numeros complexos, Z; e Z,, e a soma deles, Z; + Z,

(diagonal do paralelogramo formado por Z; e Z,).
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Gréfico 3: representagéo vetorial dos

y nimeros complexos.

6°) A associacdo dos numeros complexos Z = a + bi aos vetores permite 0 uso
dos numeros complexos em diversos campos nos quais as grandezas séo
vetoriais. Um exemplo disso € o estudo da eletricidade em nivel superior. Neste
espaco académico os conceitos de corrente elétrica, voltagem, impedancia,

etc. usam nameros complexos.
2.6 CONJUGADO DE UM NUMERO COMPLEXO

O conjugado de um numero complexo Z = (a,b) = a + bi € 0 numero

complexo Z= (a,~b) =a- bi . Assim:
SeZ=2+3i,entdo Z =2 -3i
Se Z=-3-4i, entdo Z =-3 +4i

Geometricamente, o conjugado Z de Z é representado pelo simétrico de
Z em relacéo ao eixo Ox.



34

Z=(ab)=a+

B _____A

Z=(a,~b)=a-bi

Gréfico 4: representagdo do conjugado de

um ndmero complexo.

2.7 DIVISAO DE NUMEROS COMPLEXOS

Considere os complexos Z; e Z, com Z # 0, podemos fazer

imultiplicando 0 numerador e o denominador da fragdo pelo conjugado do
2

denominador. Assim:

Z, Z.

L (Z:

N

Zy
ZZ

Exemplo:

Efetue a divisdo de Z; =2 + 4i por Z, =5 - 3i.

Resolucao:
EL_2+4i:>@+40 5+30_10+6i+ﬂﬁ+1m2:DEL_—2+2&
Z, 5-3i  (5-3i) (5+3i) 52 +32 z, 34
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Efetuando algumas potencias de i", com ne N, podemos obter um critério

para determinar uma potencia genérica de i:

i°=1
it =i
iZ=i0

i‘=i*0=1
i°=i*0=i
i®=i*0=-1

i7=i®li=-

Note que ja é possivel perceber uma repeticdo dos numeros 1, i, -1 e —i.

Veja mais algumas potencias:

Assim, para obter a potencia i", basta calcular i, em que r € o resto da

divisdo de n por 4.
Exemplo:

Calcule as potencias de i.

a) i27 b) i129 C) i2022
Resolucao:
a)
27 4 =>i27=i3=>i27=_-
3 6
b)
129 4 = i129 — i9=> i129 =j

09 | 32



36

c)
2022 | 4 o 2022 _ 2, 2022 _ 4
022 | 505

02

2.9 MODULO DE UM NUMERO COMPLEXO

Geometricamente falando, o0 mdédulo de um numero complexo é a

distancia da origem do sistema de coordenadas O ao afixo de Z.

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo OAP, teremos:

Graéfico 5: representacdo do

y teorema de Pitagoras no plano.

__________________________ e P(a.b) ou afixo de Z = a + bi

-’

1

1

1

1

]

]

]

. 1

. b

‘< |
1

1

]

]

]

1

1

]

A X

2
Z|” =a® +b? =|Z| =+va® +b?
Note que essa igualdade vale também para os pontos situados nos eixos
e nos demais quadrantes.

Entdo podemos afirmar que, dado um numero complexo Z = a + bi,

chama-se médulo de Z e indica-se por |Z| 0 numero real positivo ou nulo dado

por:
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2| =a? +b?
Exemplo:

Vamos determinar o médulo dos seguintes complexos:

a)Z=4+3i
SeZ =4+ 3i,entdo :

Z| =4 +3i| =416 +9 =25 =5

b)Z =-3-2i
SeZ =-3-2i,entdo :

z|=|-3-2i]=y(-3f +(-2) =v9+4 =413
2.10 ARGUMENTO DE UM NUMERO COMPLEXO

O argumento de um namero complexo Z = a + bi, com Z # 0, € o nimero

9(0 <6< 277), gue corresponde a medida do angulo formado entre a reta oP
e 0 eixo Ox , no sentido anti-horario.

arg(z)=6,0<6<2m

y - x
Grafico 6: representagdo do argumento
de um complexo.
T e P
i
j ® !
- 1
O a X

Considere um namero complexo Z = a + bi, obtemos e a partir de duas

relacbes que podemos estabelecer entre os valores de a, b e p:
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Graéfico 7: representacdo do complexo Z = a + bi.

y
Cosg=2
b [T 7* P
Sen&z% ) <7
P i
,"/ e !
| o]
@) a X
Exemplo:

Calcule o argumento e do numero complexo Z = 2 + 2i.

Resolucao:
z|=p=V2?+22 = p=242
C030=L:>C039=£ = arg(2Z) —g="
242 2 4
Senf= L: Sen 6?:@
242 2
v 7
f=—ouf=45°
4
e o « 2 |7ttt ¢ p
Graéfico 8: representacao do argumento jal
de um complexo. . ’ E
IIIS e i
@) 2 «
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2.11 FORMA TRIGONOMETRICA DE UM NUMERO COMPLEXO

Todo numero complexo Z = a + bi, ndo-nulo, pode ser expresso em

funcd@o do médulo, do Seno e do Cosseno do argumento de Z:

Cosﬁz%:a:pmosﬁ

Senez%:b:p[SenH

Yy Gréfico 9: representacdo da forma

geométrica de um complexo.

I e P
:
P !
O
a X

Substituindo os valores de ae b em Z = a + bi, obtemos:

Z=plCosO+ilplSen b
Z = p[{Cos 8 +i Ben 6)

Assim, o complexo Z = a + bi, com Z # 0, pode ser escrito na forma:
Z=pl(Cos 8+ilSen b)
Exemplo:

Determine a forma polar (trigpnométrica) de Z =1-+/3i:



Resolucao:
0 =41° +(—\/§)2 = p=2

Cosé?:l
2

Sen@= —ﬁ
2
Assim: Z =2 [éCos 5?Tr+i [Ben %Tj

Ay Gréfico 10: representacdo da forma

trigonométrica de um complexo.

\4

2.12 Multiplicacdo de numeros complexos na formatr  igonométrica

Dados os numeros complexos Z; e Z,, consideremos na forma trigonométrica:
Z, =|z,|{Cos 6, +i[Sen 4,)
Z, =[2,|{Cos 6, +iBen 6,)

O produto Z, [Z, é dado por:

40
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Z,Z, =|z,|({Cos 6, +i [Ben 6,)07,|[{Cos 6, +i [Sen 6,)

z,Z, =|z,|0z,|{Cos 6, +i [(Ben 6,)[{Cos 6, +i [Ben 6,)

Z,[Z, =|z,|0z,|({Cos 6, [Tos 6, -Sen 6, [Ben ,)+i [{Sen 6, [Tos 8, +Sen 6, [Cos 6,)
Z,Z, =|z,|0z,|fCos (6, +6,)+i Ben (6, + 6,)]

Portanto:
Z,1Z, =|2,|0Z,|fCos (6, +6,) +iSen (6, + 6,

Dessa forma, o produto de dois numeros complexos escritos na forma
trigopnométrica € o numero complexo cujo médulo é igual ao produto dos
modulos dos fatores e cujo argumento € igual a soma dos argumentos dos

fatores, reduzida a 1° volta [0 <arg (Z, [Z,) < 27].

Exemplo:

Vamos calcular o produto Z,[Z, com 21:2E€C0372T+iE$en7ZTj e

z, :3[ﬁCos7—T+i ESenZ—Tj.
2 2

Substituindo os dados do problema na férmula, temos:
z,z,=2B0Cos| L+ |+isen| L+
4 2 4 2
Zl [Zz =6 [€C033Tn-+i [Sen%j

Fazendo a interpretacdo geométrica desse problema, obtemos:



42

T 1
2 +§ =7 < Gréfico 11: representacdo da forma

trigonométrica de um complexo dado.

Note que emZ, [Z, houve uma rotagéo positiva a Z; de um angulo igual

A . ~ n
ao angulo de Z,. Ou seja, nesse caso, houve uma rotacéo de > a Z;. Como o

argumento de Z; era g e Z; recebeu uma rotagcao de g 0 produto Z, [Z,

passa a ter argumento igual a§+§:¥. Ja o moédulo Z, [Z, é 6, que

corresponde a 23, ou |Z,|(Z,|.

2.13 DIVISAO DE NUMEROS COMPLEXOS NA FORMA TRIGONOM ETRICA

Dados os numeros complexos Z;e Z, na forma trigonométrica:
Z, =|z,|d{Cos 6, +i[Sen 4,)
Z, =|z,|({Cos 6, +i Sen 6,)

Podemos obter o quociente % para Z; # 0; assim:
2
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%:H[[COS (6,-6,)+isen (6, - 6,)]
2 2

A demonstracdo dessa relagdo pode ser feita mostrando que o produto

Z—

de Z—l |§—1|[tCOS (6,-6,)+iSen (6, - 6,)| por Z, é igual a Z,.
2 2

Dessa forma, a divisdo de dois numeros complexos na forma
trigonométrica, com o segundo numero diferente de 0, € o nUmero complexo
cujo modulo é o quociente dos médulos e cujo argumento é a diferenca dos

argumentos dos dois numeros na ordem dada, reduzida a 1° volta

{0 <arg (%} 277} .
2

Exemplo:

Zl

Efetue o calculo do quociente -
2

para Z, =2 EﬁCosEH [Senzje
4 4
Z, :3E€Cos7—7+i[$en7—7j.
2 2

Substituindo Z; e Z,na formula dada, temos:

1Cos n.n +i [Ben n_n
3 4 2 4 2

N
i\
I
[N
—

1Cos —Ej +i [Ben (—Ej
4 4

"
| N
o

1Cos 7—”) +i [Ben (7_77)

| 4 4

: 422 (7—77j +i [Ben (7—77j
Z, 3 4 4

Como %7 € um angulo cdngruo de —g, entdo: 0 < 7Tn< 27T.

"
| N
o

N |HN N |HN N |
w

N
w

|—
o
Q
o

[

I
(@)
o
2]
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2.14 POTENCIACAO DE NUMEROS COMPLEXOS NA FORMA
TRIGONOMETRICA

A potenciaZ", n € N*, é dada por Z" =Z Z [I.[Z .

n fatores

Dessa forma, se um numero complexo Z estéd representado na forma

trigonométrica Z = |Z|[{Cos @+i [Sen 6), temos:

mutiplicag &o n fatores soma de n argumentos soma de n argumentos

z"= 1@ = 7| EﬂCos @wu-zee}iESen(@wMzeeﬂ

produto de n médulos

z" =[z|" ficos (n8) +i Ben (n6)| = 1° Regra de De Moivre

Para n = 0, temos:
z°=7°[Cos (0 @) +iSen (0 B)| =1C{Cos 0 +i (Ben 0)=10{L +0) =1

Assim, podemos dizer que a potencia de ordem n de um numero
complexo escrito na forma trigonométrica € o numero complexo cujo modulo é

igual ao médulo do numero elevado a n e cujo argumento é igual ao argumento

do numero multiplicado por n, reduzido a primeira volta [0 <arg(Z")< 277].

Exemplos:

1°)Considere o numero Z =2 [ﬁCosl—TH [(Ben I—Tj , vamos determinar Z °.

Resolucao:

Na forma trigopnométrica, temos:

7
77 = 2[ﬁCos’—7+i[$en5j
3 3
77 =27 EﬁCos? Bg+i[$en7[gj
Z' =128 [ﬁCos %TH [Sen%]

Logo,Z’ =128 [ﬁCos 7?ﬂ+i [Sen %Tj
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Na forma algébrica, temos:

Z:2[€Cosg+i[Sengj:ZEE%HD\/Z—gJ:lH [{/5

77 =128 [@Cos 7 i rsen 7—”}2128 1,08 = 64 —64+/3]
3 3 2 2
Logo, Z” =64 —64+/3i
2°) Calcule a poténcia (1-i)*.

Resolucao:

Uma das formas € multiplicar (1—i)por ele mesmo, usando dez fatores.
Outra € desenvolver a expressao (1—i) usando o bindmio de Newton. Uma

terceira maneira € escrever o nimero complexo (1—i)na forma trigonométrica e

usar a formula de De Moivre. Veja:

Z=1-i
a=1
b=-1
Entao :
2= + (0 =2

a 1 \/5
Cos=—=—=——

z| V2 2

—B:—i:i = :7_7T
Sent9—|Z| 5 5 = @=arg(Z) 2
0<é@<2m
Assim:

Z=1-i=+2 EﬁCos7—”+i [Sen7—”j
4 4
Logo:

e Aol fo 027} e ]



Mas:

35n . .31 . ,
T corresponde a oito voltas mais 7 , Isto é:

_3577 :_3277 +3_77 :167-[+3_n:8|:27-[+3_n
2 2 2 2 2

. 3571, 3n
Ou seja, —— é cOngruo de — .
2 2
Portanto:

z° =@ -if° =2° EﬁCos 377T+i [Sen 37”)

Na forma algébrica, temos:

7% =(1-i)° =320o +i [{~1)]
7 =(1-i)° =320 +32i = -32i
Logo:Z" =-32i

2.15 RAIZES ENESIMAS DE NUMEROS COMPLEXOS (RADICIAC AO)

Dado um numero complexo Z e um numero natural n, n > 1, definimos em C:

“A raiz enésima de Z é um numero complexo w tal que w" = 2Z.”
Exemplo:
1°) 2, -2, 2i e -2i sé@o as raizes quartas do numero complexo 16.
2, pois 2* = 16
-2, pois (-2)* = 16
2i, pois (2i)* = 16

-2i, pois (-2i)* = 16

46
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Existe, portanto, em C, quatro raizes quartas de 16.

2°) i e —i sdo as raizes quadradas do numero complexo -1.
I, pois i2=-1

-i, pois (-i)2=-1

Existe, portanto, em C, duas raizes quadradas de -1.

3°) 3 e -3 sédo raizes quadradas do nimeros complexo 9.
3, pois 32=9

-3, pois (-3)2=9

Existe, portanto, em C, duas raizes quadradas de 9.

4°) 1, -1, i e —i séo raizes quartas do numero complexo 1.
1, pois 1*=1

-1, pois (-1)* =1

i, poisi*=1

-i, pois (-)* = 1

Existe, portanto, em C, quatro raizes quadradas de 1.

59 A Unica raiz quinta de 0 € 0, pois 0 € o Unico numero complexo tal que
0°=0.

Nestes termos, quantas sdo as raizes enésimas de um numero

complexo Z # 0 e como podemos determina-las? Observe:

Consideremos 0 numero complexo Z # 0 tal que

Z:|Z|[ﬂCos 6+i[Ben §). Encontrar as raizes enésimas de Z significa

determinar todos os numeros complexos distintos do tipo:

w=|d{Cos a +i Ben a)
De modo que " =Z, paran > 1, ou seja, procurar nimeros w tal que:
laeiticos a +isen a)|' =[z|f{Cos 6+i [Sen 6)

Aplicando a 1° Regra de De Moivre, temos:
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" [{Cos na +i[Ben na) =|Z|[{Cos 8 +i [Sen 6)
Fazendo a igualdade:
" =|d)" {Cos na +i (Ben na)=Z =|Z|({Cos 6+i[Sen 6)
Vem |a" =(Z|, Cos na =Cos 6 e Sen na =Sen 6.
De |¢f" =|2|, temos |a} :\/ﬂ (sempre real positivo).

De Cos na =Cos @ e Sen na =Sen 4, temos:

na=9+2kn:a:m (com ke Z)
n

Mas, paraque O <a <2n, é necessarioque 0 <k <n-1.

Assim, concluimos que:
W = \/ﬂ [ECOS %TH [Ben %Tj = 2° Regra de De Moivre

Apos k = n — 1, os valores comecam a se repetir. Entdo, de 0 a n — 1,

temos n raizes distintas.

Observemos que essa formula também pode ser escrita dessa forma:
7] /AT 6 T
=1/|z| [JCos —+kGZ— +i[Ben —+k§—j
o =l cos [ ekET i tsen P

Assim, qualquer numero complexo Z, ndo-nulo, admite n raizes

enésimas distintas. Todas elas tém maddulo igual a ,n/|z| e seus argumentos

- o L 17} . 27
formam uma progressao aritmética de primeiro termo — e razdo — .
n n

Geometricamente, as n raizes sdo vértices de um poligono regular de n
lados. Logo, sabendo uma delas e sabendo quantas s&o no total, € possivel

obter as n — 1 raizes desconhecidas.
Exemplo:
Determine as raizes cubicas de —i e interprete as mesmas geometricamente.

Resolucao:



Escrevendo Z na forma trigonométrica, temos:

SenH:T1=—1 :H:arg(Z):%

Portanto:
Z :1E€Cos 3—”+i Ben 3—”}
2 2

Usando a 2° Regra de De Moivre, vem:

3, 2kt 3, 2kt
W = ME€C038+fkﬂ+i [Sen%j =31 C052T +i [Sen2T

31 =1 (real positivo)

Como n = 3, entdo k podera ser 0, 1 ou 2. Assim temos:

-Parak=0
3—n+2kﬂ 3n
3 3 6 2
-Parak=1
3772+2k71 3—n+277 n
_2 " 2 7n
3 3 3 6

49
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-Parak =2
3l+2k” 3l+4” 11777
2 _ 2 _ 2 11m
3 3 3 6
Note que 2236_72’7?72’11_77 € uma PA de razéo 46—n

Dessa forma, as raizes clbicas de —i sao:

w, =1 CosZ +isen” |=Cos +iBen’ =0+i =]
2 2 2 2

I \/§+i[€_1j:_\/§

w; =1E€Cos7—n+i ESen7—ﬂj = Cos7—”+i Sen—=-—— = -
6 6 6 6

2 2 2
117 3

_1,
2
w, =1E€Cos£ﬂ+i ESen—j=Cos£T+i ESen1—=—3+i [ﬁ—ljzﬁ—ii
6 6 6 6 2 2 2 2

Interpretando geometricamente, as trés raizes cubicas estdo sobre uma
circunferéncia de raio |aj =le dividem a circunferéncia em trés arcos

congruentes de 46—nrad , formando um triangulo equilatero de vértices Py, P; €

P,. Se calculassemos w;, encontrariamos w, =), e P3 coincidiria com Po. E

assim por diante: P, =P,,P, =P,, etc.

A\ 4

2
wil

I\Jl
[

Gréfico 12: representacdo na forma

geomeétrica de uma raiz cubica de um

complexo dado.
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2.16 EQUACOES BINOMIAS E TRINOMIAS

Qualquer equacado que possa ser reduzida a forma abaixo, é chamada equacéo

bindmia:
ax" +b =0 (comadC,b0CecC,a#0,bz0enN)

Para resolve-la, isolamos x" no primeiro membro e aplicamos a segunda

formula de De Moivre:

ax"+b=0 o x"=—
a
N . . L -b
Essa equacdo admite n raizes enésimas de —.
a

Outro tipo muito comum de equacgédo que envolve nimeros complexos €

0 que se pode reduzir a chamada equacao trinémia:
ax?" +bx" +c =0 (comalC,b0CecC,a#0,b#0enN)
Para solucionala, fazemos uma mudanca de variavel, x" =y, obtendo
uma equacgao do 2° grau:
ay® +by+c=0
cujas solucdes sdaoy’ e y”.
Retornamos entdo nas equacdes iniciais, poisy’ = x" e y” = x".
Resolvendo-as, temos as raizes da equagéo inicial.
Exemplo:
Em C, encontre as raizes da equagéo 2x° —16i =0.
Resolucao:

2x° -16i =0
2x° -16i =0 = 2x° =16i = x° =8i

Vamos procurar as raizes cubicas de 8i:
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8 Vi
Send=—=1 fd=ar =—
8 = 9) 5

0<@<2ir

Portanto:
Z =8i :8[€C057—T+i [Sen ’—Tj
2 2

_ 0+2km . @+2krmr
a)k—\/ﬂEQCos - +i[Ben - J

Comon=3,k=0,k=1,k=2, 3{/5:2 e 0=§,temos:

w, =2[€Cos£+i[$en£j=\/§+i
6 6

a =2E€C055—”+i[$en5—”j=— 3 +i
6 6

aw, :ZEﬁCosg?”H[Seng?nj:—Zi

Logo, o conjunto solucéo da equacéo 2x° -16i =0 é S :{\/§+i, -3 +i, —Zi}.

A
y Gréfico 13: representagdo na forma

geométrica das raizes cubicas de um

/3 +i J3 +i complexo dado.

A\ 4
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3. APLICACOES DOS NUMEROS COMPLEXOS

Como ja discorrido no primeiro capitulo, 0s nimeros complexos sugiram
no século XVI ao longo das inovacbes dos procedimentos gerais para
resolucdo de equacdes algébricas de 3° e 4° grau. Ja século XVII os nimeros
complexos foram utilizados de forma timida para viabilizar os célculos. E no
século XVIII sdo mais utilizados a medida que se verifica 0 quanto 0s numeros
complexos permitem a juncéo de varios resultados dispersos da Matematica no
conjunto dos numeros reais. No entanto, nada foi feito para explicar o
significado desses novos numeros. No século XIX temos a representacao
geomeétrica dos numeros complexos, impulsionada pelas limitacbes da
geometria, topografia e Fisica, em se trabalhar com o conceito de vetor no
plano. Dai por diante, os nUmeros complexos passam a ser inseridos em varios
ramos do conhecimento humano, dentro e fora da Matematica (DANTAS,
1991).

3.1 OS NUMEROS COMPLEXOS E A GEOMETRIA

Uma aplicacdo relevante da multiplicacdo de numeros complexos na
forma trigonométrica é a alternativa de se rotacionar coordenadas no plano.
Este mesmo comportamento, antes exercido por uma matriz de rotacdo, pode
ser agora também exercido pelos numeros complexos, pois na multiplicacdo de
dois complexos na forma trigopnométrica, multiplicam-se os médulos e somam-
se 0s argumentos. Portanto, se um ponto (a,b) qualquer deve ser rotacionado
em relacdo a origem, em graus a no sentido anti-horario, basta multiplicar o

numero complexo a + bi pelo complexo 1 [(Cos a+ilSen a).
Aplicagao:

Encontre as novas coordenadas do ponto A(3,4) apés uma rotacdo de

90°no sentido anti-horario em relagcéo a origem.
Resolucao:

O ponto A(3,4) representa geometricamente o complexo Z = 3 + 4i. para

haver uma rotacdo de 90° no sentido anti-horario, precisamos multiplicar Z por
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1[(Cos a+ilSena). Como 1[(Cosa+ilSena)=i, entdo basta multiplicar
por i. Veja:

i[(3+4i)=-4+3i =(-43)

Entdo, as novas coordenadas do ponto A sao -4 e 3, ou seja A’ (-4,3).

y
A= (-4,3) A= (3,4)
o o
.90
\\\r——\//
O X

Gréfico 1 4: representacéo na forma
geométrica da rotacao de um
complexo.

3.2 0S NUMEROS COMPLEXOS E A ENGENHARIA ELETRICA

Deve-se ao cientista alemdo Hermann Von Helmholtz (1821-1824) o
pioneirismo na aplicacdo de numeros complexos a teoria de circuitos elétricos.
A aplicacdo de numeros complexos na analise de circuitos elétricos de corrente
alternada foi disseminada nos Estados Unidos por Arthur Edwin (1861-1939)
e Charles Steinmetz (1865-1923) com auxilio de Julius Berg (1871-1941) no
final do século XIX. Em 1823, Edwin admitiu o termo Impedancia assim como
0S numeros complexos para os componentes dos circuitos elétricos de corrente
alternada, o que foi seguido por Steinmetz. Desde entdo, 0os numeros
complexos passaram a ser fundamentais no desenvolvimento da Engenharia

Elétrica, enquanto ramo cientifico (IGM, 2010).
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Segundo Dante (2011) em circuitos elétricos de corrente alternada,
como por exemplo as instalacdes elétricas residéncias, as grandezas elétricas
sdo analisadas com o recurso dos niumeros complexos, o que facilita muito os
calculos. A relagdo U = Ri, estudada na Fisica do ensino médio e que se utiliza
dos numeros reais, torna-se U = Zi, em que U é a tensdo (diferenca de
potencial ou voltagem), Z € a impedancia (resisténcia) e i é a corrente elétrica
(variagdo de cargas elétricas ao longo do tempo), sendo essas grandezas
representadas através de numeros complexos. Para que ndo houvesse
confusdo entre i, simbolo da corrente elétrica, e i, unidade imaginaria, os
engenheiros acordaram usar a letra j como representagdo da unidade

imaginaria na expressao algébrica do complexo a + bj. Além disso, adotaram a

notagdo Ww|C@ para a forma trigonométrica |w|C{Cos 6+i[Sen 8) do numero

complexo w.
Aplicagao:

Uma fonte de tensdo de uma residéncia, de valor eficaz 22000°,
alimenta uma carga de impedancia Z = (10 + 10j) ohm. Qual a corrente elétrica

fornecida pela fonte?
Resolucao:

Para obter a corrente elétrica i, fagcamos a seguinte relagéo:
..U
U=Zi=i=—
Z

Para proceder este quociente, é preferivel ter U e Z na forma

trigonométrica.

Observe que ja possuimos U =22000°=220[(Cos0° +i[SenQ°), e

agora precisamos obter a forma trigopnométrica de Z. Veja:
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Z=10+10] = |z|=y/0) +(10)* = |z|=10+2

Cos@:&:ﬁ
102 2
= @ =45°
Senﬁ_& £
102 2
Entao

Z=10+10j =102 [ﬂCos 45° +j [Ben 45°)
Desta forma, a corrente elétrica fornecida pela fonte € dada por:

U

Z
220

'""1l02
i =112 [JCos (- 45°) +i [Ben (-45°)]

I_llJ—IEJ”' vr'}

i =11-11i

os (0°-45°) +i [Ben (0°-45°)]

Como na engenharia elétrica a parte imaginaria é expressa pela letra j,

entdo a corrente pretendida é expressa por:

i=11-11]
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CONSIDERACOES FINAIS

Para justificar o algoritmo da resolucdo de equacfes do terceiro grau,

nascem os numeros complexos enquanto instrumentos de calculos. Raffaelle

Bombelli (1526 - 1573), ao resolver a equacao X" = 15x + 4 por meio do método
de Cardano, e esbarrou com a raiz quadrada de um numero negativo. Como
ele percebeu que 4 era raiz da equacao proposta, decidiudar continuidadeaos
calculos, crendona existéncia desse tipo de raiz quadrada. Com isso ele néo
logrou éxito em chegar a solucdo da equacdo, no entanto a partir dai os
matematicos passaram a operar com esses novos numeros, sem reconhecé-
los como tal, mas apenas como simbolos matematicos, uma vez que eles ndo
correspondiam a quantidades. Trezentos anos mais tarde, quando Gauss
comeca a da uma feicdo geométrica para esses numeros, equa¢des como a
que Bombelli tentou resolver, sdo finalmente solucionadas, chegando-se a
resultados que sdo numeros reais, apesar de as operacdes serem efetuadas
com raizes quadradas de numeros negativos. A partir desse momento, eles
sdo considerados como objetos do saber matemético, 0 que propiciou ao longo
do tempo sua consolidacdo e sistematizacdo com Hamilton em 1837, e dai em
diante passamos a usar a representacdo algébrica ou a representacéo
trigonométrica, para fins dedesenvolvimento da potenciagéo e a radiciacdo dos
nameros complexos (ROSA, 1998).

Através da analise histérica, pode-se concluir o quéo relevante tornou-se
o estudo dos Numeros Complexos para o desenvolvimento da matematica,
assim como para os demais ramos das ciéncias exatas. Discorrendo sobre sua
historia,contatamos que seu surgimento estar intimamente relacionado a
resolucdo de equacdes algébricas, especialmente as equacdes de 3° grau, e
nao as de 2° grau como € comum se afirmar. Foi possivel constatar também
que sua aceitacdo, compreensao e utilizacdo ocorreram de forma lenta e
gradual ao longo de quatro séculos. E nesta mesma esteira de conclusoes,
restou claro que, sua capacidade simplificativa e objetiva fez do mesmo um
instrumento capaz de dar conta do desenvolvimento de novas tecnologias
voltadas para os efeitos visuais (rotacbes de coordenadas), e para o pleno
desenvolvimento da engenharia elétrica (estudo de correntes alternadas).
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