4. APLICACIO DE LA FUNCIO DE PARETO
4.1. La concepcio teorica del problema

V. Pareto® es va adonar que a lItalia el 80% de la riquesa era propietat
només del 20% de la poblacid. Llavors va examinar altres paisos amb
caracteristiques diverses i va trobar, per a la seva sorpresa, que es
produia una distribucio similar. Aixo també s'aplica a una gran varietat de
guestions quotidianes: la gent porta aproximadament el 20% de la roba
preferida durant aproximadament el 80% del temps, passa el 80% del
temps amb el 20% de les persones conegudes, etc.

El principi de Pareto té moltes aplicacions al control de qualitat.
Constitueix la base del diagrama de Pareto, una de les eines claus que
es fan servir a control de la qualitat total i al métode sis sigma. El principi
de Pareto ofereix la linia basica per a I'analis-ABC i I'analisi-XYZ, que son
abastament emprats a la logistica i el subministrament amb ['objectiu
d'optimitzar I'estoc de productes, i els costos de manteniment i adquisicio
d'aquests estocs. A I'informatica, el principi de Pareto es pot aplicar per a
I'optimitzacié de recursos a base d'observar que el 80% dels recursos son
emprats pel 20% de les operacions. A I'enginyeria del software, sovint
resulta una millor aproximacié a la realitat el fet de suposar que el 90%
del temps d'execucié d'un programa d'ordinador es dedica a executar el
10% del codi (coneguda en aquest context com la llei 90/10). A les
comunitats d'Internet, es calcula que un 1% dels usuaris creen contingut,
9% el modifiquen i I'altre 90% el consumeix passivament. En els negocis,
sovint es poden assolir millores espectaculars a base d'identificar quins
son els clients, activitats 0 processos que configuren aquest 20% que és
responsable del 80% dels beneficis i llavors maximitzant la atencié que
s'hi presta.

5 El principi de Pareto (conegut també com léei 80-20) diu que, en molts casos el, 80% dels efectes
s6n consequencia del 20% de les causes. El pensademes de gestié de negocis Joseph M. Juran va
suggerir el principi i el va anomenar en honor 'dednomista italia Vilfredo Pareto (1848-1923), que
havia observat que el 80% dels ingressos a Itétiegglien del 20% de la poblacio. Es una regla écapir
habitual als negocis; per exemple el "80% de leslee de productes agraris procedeixen del 20%sde le
explotacions". El principi de Pareto només estaciehat de forma tangencial amb I'Optim de Paugie,
també va ser presentat pel mateix economista. Paaetiesenvolupar els dos conceptes en el congext d
I'estudi de la distribuci6 d'ingressos i riquestieela poblacio.



FIG. 3.9. Vilfredo Pareto.

Una aplicacié ‘inversa' del principi de Pareto és el que s'anomena
concentrar-se a la 'Cua Llarga' en marqueting d'internet. En comptes de
concentrar-se en les paraules clau que tenen una alta popularitat i per les
quals hi ha una forta competéncia, alguns s'han concentrat en les molt
més abundants per0 més obscures frases que reben unes quantes
buscades cada mes. | han creat pagines web que son enginys optimitzats
per a buscar aquestes frases; tenir exit en aix0 €s mes facil que
concentrant-se en aquelles poques paraules que s6n més populars i per
les quals hi ha molta competéencia.

Doncs bé, també resulta possible i aconsellable, al nostre cas, l'aplicacio
de la funcio de l'econometra italia Vilfredo Pareto a la distribucio de la
superficie de la terra en aquestes contrades del sud de Catalunya. Aixi,
I'esmentada distribucio respondria a una funcié hiperbolica del tipus:

y =A/(x-a)* = f(X) ,
on:

a = superficie de I'explotacié més petita (Ha.).
y = nombre d'explotacions de superficie > x.
X = superficie (Ha.), variable independent.




A i a = parametres adimensionals que defineixen I'estructura de la
propietat agraria a cadascun dels territoris analitzats.

Es perfectament logic que la corba en qiiestié sigui asimptotica (tingui
branques hiperboliques) per a: x=a i y=0, car:

lim =A/(x-a)® = Alo=0 , (asimptota horitzontal, paral-lela a I'eix OX,
o coincidint amb I'eix d'abscisses).
lim =A/(x-a)® = A/O=c , (asimptota vertical, paral-lela a I'eix QY).

X-a

La seva representaci6 grafica simplificada, ens portaria a:
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FIG. 3.10. Representaci6 grafica simplificada de la Funcié de Pareto.

Si ara desplacem I'eix d'ordenades fins al punt : x=a, aleshores la funcié
de Pareto esdevindra, simplement: y = A/x* , en la qual hem considerat
que: a=0, o sigui, la superficie de I'explotaci6 més petita és nul-la o, al
menys, inapreciable. D'aguesta manera, el sentit de variabilitat
d'ambdues variables és contrari. Malgrat aixo, i donada la metodologia
d'elaboracié del Cens Agrari objecte del nostre estudi, podem considerar
una superficie minima de 0,1 Hes., d'acord amb la definicio d'explotacio

agricola amb terres 6. Es digne de consideracio, tanmateix, el fet que
d'acord amb [larticle 6 del Reglament (CEE) num.: 2.159/89 de la
Comissié i d'altres disposicions en matéria d'ajuts economics a les
explotacions agraries (en forma de préstecs i subvencions a fons perdut)

6 Veure annex num.: 1 "El cens agrari: notes com@épi metodologiques".



per diferents conceptes, dits avantatges no seran d'aplicacié a les
parcel-les conreades amb superficie inferior a 0,2 Ha.”

Es tractara, en definitiva, de l'ajustament d'una funcié potencial per
técniques de regressid no lineal minimo-quadratica. Evidentment,
I'expressiéo anterior es pot escriure (prenent logaritmes naturals o
neperians) aixi:

Iny=InA-a-Inx

Un valor de la unitat per a a ofereix una conica hiperbola rectangular, és
a dir, el lloc geomeétric dels punts del planol tals que el seu producte de
coordenades (x-y) és una constant, A. Aixi:
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FIG. 3.11. Funcio6 de Pareto segons els valors d'a.

De fet, aquesta transformacié doblement logaritmica s'utilitza
freqiientment en Estadistica perquée correspon al suposit d'una elasticitat
constant entre y i x, i la simple aplicacié dels metodes lineals als
logaritmes de les variables proporciona directament una estimacio
d'aquesta elasticitat, com ja tindrem ocasié de comprovar, en altres
casos, al posterior capitol 5 del present treball.

4.2. Significacié del parametre a

7 També podriem considerar aqui aplicable al casiplement, el concepte d'unitat minima de conreu.



Veurem a continuacié el significat del parametre a, per la qual cosa
exposarem diferents interpretacions, algunes d'elles en contradiccio
aparent. A saber:

la) La funci6 de Pareto, de dibuixar-se a escala doblement
logaritmica, és una recta. En efecte, prenent logaritmes neperians o
naturals en I'expressio inicial, s'obté:
Iny=InA-a:-Inx=p-a-Inx

on s'ha substituit: In A = 3.

Si ara representem aquesta recta, resulta que -a és el coeficient angular
0 pendent negativa de la dita recta.
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FIG. 3.12. Representacio logaritmica de la funcié de Pareto.

2a) Si calculem l'elasticitat de la funcié de Pareto (hem de recordar
que el concepte teoric d'elasticitat de la funcié y ve donat pel limit del
quocient dels increments relatius d'aquesta funcié i de la variable x
independent o explicativa "superficie", quan l'increment absolut d'aquesta
darrera tendeix a zero), o sigui:

Ay dy
BY o jm oy cdiny_ y x,dy X AC-a)x ™t =-a

Ex -0 AX I dx Ax®
X ( dinx A y dx Ax

Llavors a és el coeficient d'elasticitat de la funcid de Pareto que estem
cercant. Majors especificacions teoriques i practiqgues sobre el concepte
d'elasticitat d'una funcié i de les seves implicacions economiques, es
veuran posteriorment al capitol 5.



3a) Com ja s'ha demostrat: Ey/Ex = -a
pero: Ey/Ex=dyly + dx/x , llavors: dy/y+dx/x = -a

i operant resultara l'equacié diferencial de variables separades o
separables:

dyly =-a-dx/x (1)

essent: dy/ly el decreixement relatiu del nombre d'explotacions quan
esdevé una variacio de la superficie.

En efecte, integrant mitjancant una simple quadratura, en l'equacio
anterior (1), obtindrem:

Iny=-a-Inx+In A =In (A-x%), d'on es reconstrueix la integral general:
y=Ax?,

a on els diferents valors de la constant A, especifics de l'estructura de la
propietat agraria, ens donaran altres tantes integrals o solucions
particulars.

De I'equacio (1) podem extreure la seglent interpretacié del parametre a:
Es la relacio existent entre el decreixement relati u del nombre
d'explotacions i el creixement de la superficie . A més el signe negatiu
de I'equacio (1) és perfectament logic, ja que significa que un creixement
o decreixement de la superficie originara, respectivament, una disminucio
o augment del nombre d'explotacions de superficie major que Xx.

4a) Si considerem la variacié de la superficie com a constant, o
sigui: dx=ct., llavors dx/x (creixement relatiu de la superficie) disminueix
quan x augmenta. D'aqui es pot deduir la seguent conclusio: El
decreixement relatiu del nombre d'explotacions a mesura que la
superficie augmenta és cada cop més petit, i la disminucié del mateix és
proporcional al nivell absolut (x) de la superficie.

En efecte, I'equacio (1) ens diu que:

dyly =-a - dx/x



Si considerem dx = ct. —» dx/x disminueix en créixer x. D'altra banda, és
una constant, puix dy/y sols depén de dx/x i, en definitiva, per ésser:
dx=ct., sol depen d'x, de manera que, tal com diu la llei de Pareto, dyly
(decreixement relatiu del nombre d'explotacions) depéen solament del
nivell de superficie i, naturalment, del valor del coeficient .

5a) Si fem dx/x = ct. llavors la variaci6 relativa del nombre
d'explotacions (dy/y) és proporcional al parametre a (veure l'anterior
equacio 1). Si a és gran, una variacié percentual petita de la superficie
assignara una variacié gran del nombre d'explotacions, i reciprocament si
O és petita, succeeix tot just el contrari. Podria dir-se, doncs, que la
“justicia” de la distribucié de la propietat de la terra augmenta amb el
valor del parametre a.

6a) Abans de donar una altra interpretacio del parametre a, hem de
fer, a efectes classificadors, un desenvolupament estadistic teoric de la
funcio de Pareto.

Definim la funci6 de Pareto com aquella que ens dbéna el nombre
d'explotacions de superficie superior a x; perdo també es pot definir en
termes de probabilitat o de frequéncia relativa, aixi: La funcié de Pareto
ofereix la probabilitat de qué les explotacions agraries tinguin nivells de
superficie superiors a un valor predeterminat x.

En efecte, expressat matematicament, tenim que:
PX)=A -X*=Pr(e>x)

O sigui, la probabilitat de que la variable aleatoria estadistica € sigui major
que 0.

Tot recordant que les funcions de distribucid d'una variable aleatoria
estadistica x es defineixen per:

F(x) = Pr (e<x)
podem relacionar la funcio de Pareto P(x) amb la funcié de distribucio de
la superficie F(x) de la seguent forma:

FX)=1-PX)=1-Ax" (2)

ja que els successos sOn complementaris i la relacio precedent (2) és la
que lliga les probabilitats, en aquests casos.

8 També una altra manera d'enunciar aquesta llgués‘a mesura que augmenta la superficie, és més
facil passar a un nivell de superficie superior”.



La funcio de densitat de Pareto sera, doncs, la funcié derivada:
f(x) = F'(x) =d/dx (1 — A-X)® = (a-A)/(xX**)

Si volem saber quina és la proporcié d'explotacions en que la seva
superficie es troba entre dos valors donats x, i X,, operarem de la seguent
manera, tenint en compte la propietat additiva de linterval d'integracio
[X, , X,] i la posterior aplicacié de la regla de Barrow:

[ 109dx =[FOb? =FOG) ~F(xy) = (= Aexy) = (1= Aexy®) = A =X

Si ara anomenem X, el nivell minim de superficie de les explotacions
agraries considerades, la P(x,) = 1, que és la probabilitat total, doncs,
sembla clar que totes les explotacions tindran, com a minim, aquesta
superficie. Com que: P(x,) = A-x,* = 1, podem treure el valor de la
constant: A = x,% i substituint les férmules obtingudes fins aqui, ens
apareixen les noves expressions, de gran utilitat:

P(X) = (%" (3)

sols definida per a x > x, ja que X, €s el nivell minim i a més perqué la
probabilitat no pot ésser, en cap cas, major de la unitat. Altrament:

F(x) =1- (x,//X)* (4), i la seva derivada:

f(x)=%=xi[ﬁj =9x(ﬁj (5)

0
que prendra el valor 0 si X < X,.
Anem a calcular, tot seguit, I'esperanca matematica o valor mitja de la

distribucié continua de la superficie de les explotacions que, com sabem,
vindra donada per l'expressio:

E(e)=[ x+f(x)+dx

Com que en aquest cas de distribucio de superficie, aquests limits
d'integracio no varien de -o a +o sinG que estan acotats inferiorment pel
valor x, < x, 0 x, I'esperanga matematica sera:
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, que és una integral impropia de primera o bé de tercera espécie, en
funcié de la continuitat o no de I'expressio que conforma l'integrand o
funcio subintegral.

Aquesta expressié manca, pero, de sentit si a<l. En efecte, analitzem
ambdds casos:

a)Si a=1 - E(g) =- (%,/0) - [(L/e00)- (1/x)]
gue és indeterminat.

b)Si a<1l - E () =-(a-x")/(a-1) - [1/X" - 1/x,"
essent h<0, rad per la qual, en substituir els limits, ens surt I'esperanca
matematica de valor infinit, circumstancia que no és pas possible. Només

és factible, efectivament, per al cas a>1 en que l'esperanca matematica
val:
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Ara bé, es compleix que: E (g) = X =

essent X la mitjana aritmetica de la superficie de les explotacions.

D'aqui, podem extreure una interpretacio del parametre , a saber:

|
i
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x=2% . Xea-X=0eX, ; a(i—xo):
a-1 X =X,

A major diferéncia existent entre la superficie mitjana i la superficie
minima de les explotacions agraries (aixi és, a |X - x,| major) el valor del
parametre a és menor i reciprocament, com després tindrem ocasié de
comprovar. Pero el fet que la superficie mitjana i la superficie minima
siguin més 0 menys proximes o distants pot relacionar-se amb la major o
menor justicia en la distribucio de la propietat de la terra; llavors, segons
aguesta interpretacio, per a un coeficient a major la justicia distributiva és
també major i reciprocament.



Malgrat aixo, com veurem posteriorment, en tots els ajusts realitzats per
als set territoris en estudi I'any 1989, es té que: 0 < a < 1. Encara que si
podem corroborar que la distribucié de la propietat agraria sera tant més
justa quant menors siguin les diferencies existents entre les superficies.



