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PROLOGO

recimiento Econémico en son apuntes de estudio, que ha sido desarrollado como

material de consulta para el mejor entendimiento del lector, de manera rapida y
concisa de los modelos de crecimiento. Este material tiene como finalidad introducir al lector
en las técnicas de optimizacion dinamica aplicadas al andlisis econdémico, y un
razonamiento econémico de los modelos de crecimiento. Se exponen modelos que buscan
explicar los determinantes del crecimiento econdémico, asi como las diferencias de largo
plazo en los niveles de ingreso por habitante entre paises con énfasis a economias
emergentes.
En este texto expondremos las principales teorias, que han sido divididas por capitulos para
su facil entendimiento.

El capitulo I: Trataremos de introducir al lector de forma rapida y sencilla sobre las causas
del crecimiento y las teorias del crecimiento.

Capitulo 1I: Hablaremos del modelo del modelo de Harrod, de Domar, el modelo basico de
Solow, el modelo de Solow — Swan, el modelo de Crecimiento de Uzawa, el modelo de
Kaldor, el modelo de Pasinettiy el modelo de Kalecki.

Capitulo Ill: Hablaremos del crecimiento con progreso tecnolégico y tasa de ahorro exégena
en esta parte explicaremos la técnica, tecnologia, cambio técnico y progreso tecnoldgico.
Solow con progreso tecnolégico exégeno y desincorporado y el modelo de Solow — Swan
con progreso tecnolégico exdgeno.

Capitulo IV: Veremos el crecimiento con progreso tecnolégico y tasa de ahorro enddgena,
hablaremos, del modelo de Hicks, el modelo de aprendizaje de Arrow y la funcién de
progreso técnico.

Capitulo V: Trata de los modelos neoclasico de crecimiento optimo, es esta parte de explica
el Modelo de Ramsey -Cass-Koopmans y el modelo Neoclasico de Ramsey con progreso
tecnolégico.

Capitulo VI: Trata del enfoques recientes de crecimiento enddégeno, hablaremos del modelo
AZ, el modelo de crecimiento con sector capital Fisico y Humano, con externalidad de
capital, el Modelo de Lucas, con gobierno, con gasto publico, el modelo de crecimiento
Neoclasico con capital Humano, el modelo de crecimiento con educaciéon de Jones y Uzawa,
con acumulacién de capital Humano, el Modelo de Aprendizaje y derrame de conocimiento,
el modelo de Jones — Manuelli y Contabilidad de crecimiento o fuentes de crecimiento.

Capitulo: VII: Para finalizar explicaremos los modelos de crecimiento en la periferia, como el
modelo de Lewis, el modelo de Solow con economia abierta y el modelo de crecimiento con
factor tierra.
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Capitulo |

Introduccion

“El crecimiento econdémico es un fenémeno complejo en el que, mediante la
acumulacion de mas y mejores factores productivos y de su utilizacion mediante
técnicas cada vez mas productivas, las economias son capaces de generar una
mayor cantidad de bienes y servicios. Se trata ademas de un proceso dindmico que
entrafia un cambio continuo en la estructura sectorial. De hecho, este ultimo podria
ser considerado como uno de los hechos estilizados del crecimiento.”

Kuznets (1973). Citado
Por: Lorenzo Serrano (1998), Pag.:3
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1.1 Introduccion al Crecimiento

El crecimiento econémico es importante hoy mas que nunca, cuando la economia mundial
atraviesa una desaceleracion economica, por la crisis financiera que esta pasado EE.UU. y
por las consecuencias que tiene en paises desarrollados y en vias de desarrollo. Pero ¢ qué
es el de crecimiento? Que nos ayuda a medir el bienestar de la poblacion de un pais o
region econdmica y del éxito de las politicas economicas. La definicibn de crecimiento
economico se puede interpretar como el incremento porcentual del producto bruto interno de
una economia en un periodo de tiempo.*

El crecimiento no es espontaneo, sino es el resultado de la combinacion de los componentes

del crecimiento y de la politica econémica que el gobierno aplica. Esto quiere decir que un
nivel de crecimiento elevado mejora el bienestar de la poblacién de un pais.?

Grafica 1.1: El Crecimiento Economico

— | Concepto: Aumento de la capacidad de
produccion de un pais

*Incremento del PBI: Tasa salarial real
*Incremento del PBI per-capita

——|Medicion [* DNiferencias entre los conceptos de

fa sociedad y crecimiento

*Importante ef papel de
Factores fos recursos naturales
Productivos *Incremento del factor trabajo
* incremento del factor capital

Crecimiento Factores

Economico *Inversion: Mejor maguinaria
* capital humano

Productividad I— *Innovacion tecnologica

*armonia de los recursos

* mejor nivel de vida de la sociedad
*Mejores bienes y servicios

— * Mas puestos de trabajo

* Mejor distribucién de la renta

* desigualdad territorial (empobrecimiento de zonas)

— | Costo * Desigualad en la distribucion

* Problemas en los recursos naturales (agotamiento)

1 El crecimiento se calcularse en términos reales para excluir el efecto de la inflacién. Crecimiento
economico = (PBIt— PBI t-1) / PBI t = APBI / PBI donde PBI t: Producto bruto interno en el periodo t, PBI t-
1: Producto bruto interno en el periodo t-1 y APBI. Variacion del producto bruto interno. Donde los valores
estan generalmente expresados en términos pre-capital. Un ejemplo de esto es que si aumenta, si el PIB
real per-capita fue $17,000 el primer afio y $21,000 el segundo, significa que la economia experimentd un
crecimiento econémico real per-capita.

2 supone que un elevado crecimiento econémico es beneficioso para el bienestar de la poblacion, ya que
mejora el bienestar materiales disponibles y por ende una cierta mejora del nivel de vida. Mejora tanto en la
educacion, salud vivienda y alimentacién y con esto mejor posibilidades de vida.
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En el Gréfico [1.1] se puede observar, la importancia del crecimiento economico para la
sociedad, asi como sus beneficios, costo que tiene para esta sociedad y los factores que
influyen en el crecimiento econémico.

1.2 (¢Qué causa el Crecimiento Econémico?

Existen diversos factores que pueden afectar el crecimiento econdémico de un pais. Los
modelos que se presentan en este libro utilizacion estos factores para explicar el crecimiento
econémico como son: trabajo, capital, capital humano, recursos naturales, avances
tecnoldgicos.

Recursos naturales

Imaginemos un pais que presenta mayores recursos naturales que otro pais y puede
producir mas bienes y servicios. Supongamos que estos dos paises estan expresados por,
“I”y “Il” se sabe que presentan similitudes en casi todos sus ambitos. Sin embargo, | posee
mayores recursos naturales en su pais que Il. Es mas probable que “I” tenga un mayor
crecimiento econémico que el otro pais "I”.

Mano de Obra

Cuando existe mas mano de obra (productiva), la produccién de un pais aumenta. Con lo
cual no significa que a mayor trabajadores mayor produccion sino lo mas importante para el
crecimiento econdémico es la productividad laboral de los trabajadores. La productividad
laboral es la produccion total dividida por el nimero de horas que se tarda en producirla
bienes o servicios. Un aumento en la productividad laboral aumenta también la produccion
de la economia. Ello conduce a un crecimiento econémico.

Capital

Dentro de los bienes de capital se incluyen las fabricas y maquinarias. La inversién que se
realiza en estos bienes de capital puede contribuir a aumentar la productividad laboral, con
la cual se aumenta la produccién del PIB real de la economia. Para aumentar la inversion en
bienes de capital, un pais debe reducir el consumo actual.

Capital Humano

Se refiere al conocimiento y habilidades que las personas adquieren gracias a la educacion,
capacitacion laboral y experiencia laboral. Mientras mayor sea el capital humano de las
personas en un pais, mayor sera su crecimiento econémico de este pais. El crecer su
economia en base a trabajadores que poseen una buena capacitacién, educacion y
desempefio laboral, conduce al crecimiento econémico.

Avances Tecnoldgicos

Los avances tecnolégicos permiten aumentar la produccién usando la misma cantidad de
recursos y esto se puede ver en estos tiempos en que la tecnologia simplifica el trabajo
como por ejemplo de los obreros. Estos avances tecnologicos suelen ser el resultado de
nuevos bienes de capital o0 nuevos métodos de produccion.
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1.3 Teorias del Crecimiento Economico

Son muchos las teorias econdémicas de crecimiento se refieren al crecimiento de la
produccién potencial, o nivel de produccién de pleno empleo. Las teorias del crecimiento
vienen desde los tiempos de Adam Smith hasta nuestros dias, y han intentado explicar los
fendmenos de crecimiento y desarrollo a lo largo de la historia.

Las teorias de crecimiento econémico explican sus causas utilizando modelos de
crecimiento econoémico, que son simplificaciones de la realidad. Estos modelos de
crecimiento econdémico no se refieren a ninguna economia en particular, aunque si pueden
ser contrastados empiricamente. Como veremos a largo de este libro, las causa del
crecimiento econdémico se deben: Que la economia crece porque los trabajadores tienen
cada vez mas instrumentos, para su trabajo (mas capital), que trabajadores con un mayor
stock de conocimientos son mas productivos (educacion, incrementaria el capital humano) y
gue la economia crece por el proceso tecnoldgico, como veremos son muchos los autores
que explican el crecimiento econdémico con estas tres variables en los modelos que plantean.

1.4 Teorias del Ciclo Econémico

Los ciclos econdémicos han sido estudiados por mas 150 afios, pero no fue hasta 1940, que
surgié una definicion clara de los ciclos econdmicos, debido a los esfuerzo de un grupo
conformado por: Wesley Clare Mitchell y Arthu F. Burns. Auspiciados por National Bureau of
Economic Research (El Escritorio nacional de Investigacién Econdmica) en Nueva York.

Definieron que el ciclo econémico es el cambio o fluctuaciébn que encuentra la actividad
economica de las naciones.

Un ciclo consiste de expansion de hechos que ocurre al mismo tiempo en muchas
actividades econdémicas, seguida por recesiones generales, contraccién y recuperacion. La
actividad econdmica se distingue por su forma ciclica, generalmente la duracion de los ciclos
es variable presentando una media de unos ocho afios aproximadamente. ¢Por qué es
importante el ciclo? Por que nos ayuda a ver las fluctuaciones de la actividad agregada.
Aunque en existen varias formas de medir la actividad econémica agregada, se puede medir
mediante el ingreso real.

1.5 Teoria del Desarrollo Economico

Estas buscan modificar la estructura econdmica, politica y social. Donde el desarrollo
economico se logra agilizando significativamente la produccion, productividad, las
oportunidades de empleo y dinamizar las exportaciones y tratar de liberarse de la
dependencia de otros paises desarrollados. La decision es invertir en el sector publico y en
el sector privado.
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Capitulo I

Crecimiento sin progreso tecnologico y

tasa de ahorro endogena

‘Estas tres sefales distinguen al hombre superior: La virtud que lo libra de la

ansiedad; la sabiduria que lo libra de /a duda; y el valor, que lo libra del miedo”.

Confucio
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2.1 Modelo de Harrod

Roy Harrod (1939) elabora un modelo que explicar el crecimiento econémico a largo plazo,
de manera equilibrada (regular). Califico su teoria como el matrimonio entre “el principio de
aceleracién” y la “teoria del multiplicador” expresando con esto su posicion keynesiana.

Por que usado el principio de Keynes que la inversion juega una doble funcién en la
economia: Determina el ingreso y la demanda global, y por su caracteristica del multiplicador
que influya en la demanda y por su apariencia de oferta aumenta la capacidad de
produccién. De manera que la condiciébn para un crecimiento regular y equilibrado en la
economia se realiza cuando el crecimiento de la oferta es igual al crecimiento de la
demanda.

Keynes al introducir anticipadamente que el crecimiento es la determinacion de la inversién
en la economia, concluye que la relacion que determina la tasa de crecimiento es inestable.
Inspirando en este analisis, Harrod demostrara afios mas tarde que la inestabilidad del
crecimiento econdémico, se puede obtencion de la estabilidad y esta puede ser el fruto del
azar o de intervenciones de estabilizaciones derivadas de instrumentos monetarios y
presupuestarios del Estado.?

2.1.1 Supuestos del modelo

Harrod considerara para su modelo que:

v/ Sea una economia sin relacionada con el exterior

v' El ahorro agregado “S” es una fraccion (proporcion) constante “s” del ingreso nacional
(renta) “Y”. S=sY , O<s<1

v' latasa de incremento del ingreso es un determinante importante de su demanda de

ahorros.
La fuerza de mano de obra “L” crece a una tasa constante. L, = L,(1+n)'

v' Lademanda es igual a la oferta. Con esto Harrod puede distingue que las fluctuaciones
en la trayectoria de crecimiento y las fluctuaciones, que en la actualidad se conoce como
los ciclos de negocios, son cosas distintas, sin embargo, creia que ambos fenémenos
deberian ser estudiados conjuntamente.

Funcion de Produccion Agregada

Segun Harrod la sociedad tiene una funcién de coeficientes fijos (capital y trabajo) de
Leontief, de esta manera satisface el principio del acelerador.

El proceso de produccion de la economia hay una sustituibilidad nula de los factores de la
produccién, de manera que para generar una unidad de producto (output) se necesitara de
“u” (coeficiente fijo) unidades de capital y de “v’ (también coeficiente fijo) unidades de mano
de obra.

La funcién de produccion escribe de la siguiente forma:

8 El articulo de Harrod que se titula “An Essay in Dynamic Theory” (Un Ensayo en la Teoria Dinamica).
Publicado en The Economic Journal (El Periédico Econémico), Marzo 1939.
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Gréfica 2.1: La funcidn de produccién de Harrod

Y4 (K/L)

2kn lsocuanta = 2o

Yt = Min{K‘, L[} ko

vV u

|socuanta = Yo

¥

1] Lo ZLo L

Donde:

Y, : Producto agregado en el periodo “t”
K, : Stock de capital agregado en el periodo “t”
L, : Funcion de trabajo (La mano de obra o produccién econdmica activa) en el periodo “t”

V: Relacion capital — producto

U: Relacion trajo — producto

En la grafica [2.1] se observamos la imposibilidad de sustituir (K, L), o mejor dicho, dados los
coeficientes fijos, las isocuantas toman la forma de angulo recto, revisten la forma de una

forma de escuadras con esquinas a lo largo de la linea [0(K/L)]. Esa linea es el lugar

- : Vv . . .
geomeétrico en el que la ratio Ky L es — , si los inputs estan plenamente empleados, el
u

producto nacional sera igual a la funcion de produccion de Leontief. Ademas, hay que
afiadir que la unién de lo vértices de los angulos es el Unico camino para aumentar o
disminuir la cantidad del producto.

2.1.2 La regla de 72

Esta regla nos permitird determinar el tiempo necesario para que cualquier variable necesite
para duplicarse. En economia empleamos la regla del 72 para determinar el tiempo
necesario para duplicar la tasa de crecimiento del producto

Se emplea dividiendo 72 entre la tasa, el resultado es el nimero de afios necesario para el
producto. Por ejemplo:

Si la tasa de crece 1% entonces se duplicara cada 72 afios.

Si la tasa de crece 2% entonces se duplicara cada 36 afios.

Si la tasa de crece 3% entonces se duplicara cada 24 afios.

Si la tasa de crece 4% entonces se duplicara cada 18 afios.

Si la tasa de crece 5% entonces se duplicara cada 14,4 afos.
Si la tasa de crece 6% entonces se duplicara cada 12 afios.

Si la tasa de crece 7% entonces se duplicara cada 10,28 afios.
Sila tasa de crece 8% entonces se duplicara cada 9 afios.
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Sila tasa de crece 9% entonces se duplicara cada 8 afios.
Si la tasa de crece 12% entonces se duplicara cada 6 afios.

Demostracion de la regla del 72

Sea vy (t) el ingreso per - capita en el momento “t”y se supone que Yo se el valor inicial del
ingreso per-capita.

Entonces y(t) =Y,.% es el empo que necesitamos para duplicarse el ingreso per - capita
se determina por el tiempo t*. Cual se considera que el ingreso per - capita inicial es igual a
y(t) = 2.y,. Por lo tanto, si reemplazamos en la ecuacion queda 2.y, =Y,.e% aplicado

. . : . In(2
logaritmo neperiano y despejando t quedara expresado como?. t* = Q :
g
Veamos algun ejemplo de esta regla con tasa de crecimiento:
. 2
1~ D07 tqr* FO0.0-IN(2) = 89.375
¢ In(2)
27 |r|2|?{§':| tze 50.0-In( ) = 34657
t3 = 3%, tsa 33.3335533335335533335-In(2) = 25705
_In(2)
b= t,— 2501In{2) = 77.320
. (2
a7 s, tﬁe 2000:In(2) = 138683
¢ In(2)
6 5%, tﬁe 18, 68G050G05050505557 I 2 = 11552
_In(2)
b= = t,— 74.285774285774285774.In(2) = 0.902
_In(2)
tg= %, tg— 72.5In(2) = 5.664
. _In(2)
97 g tg—} T8990 894894494777.In(2) = 7.702
_In(2)
tﬂ = oz tﬁ,e 500N 2) = 34.657

2.1.3 Funcion de inversion

Harrod nos dice: Que la inversion es tipo aceleradora, estos significa que el volumen de la
inversion va depender directamente de la variacion del producto, dado el coeficiente de
aceleracion.

Partiendo de la condicion de equilibrio en la que la demanda iguala a la oferta, establecemos
gue el ahorro iguala a la inversion (economia sin relacion con el exterior). El ahorro es una
fraccion s del ingreso, mientras que la inversion es el incremento en el stock de capital. Esto
que expresado por la ecuacion.

4 Para fines practico de la reglase concedera el In(2) = 0.7, pero en los ejemplos anteriores se a
considerado todos los decimales del In(2), queda como ejercicio para el lector, aplicar la regla practica de
0.7 que es el logaritmo neperiano a todos los ejemplos.
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I, =V.AY,

Donde:

v: Coeficiente de aceleracion, relacién capital — producto.

I, : Volumen de inversion.

AY, : Variacion del producto.

El crecimiento equilibrado se puede empezar por analizar por el ahorro ex-ante (deseado) y
la inversibn ex-ante sean iguales y después analizar de qué manera el crecimiento
equilibrado requiere que se sostenga sin discontinuidad la proporcion ex-ante entre el stock
de capital y el ritmo de produccién. El analisis ex post analiza la cantidad realizada efectiva.

a) Analisis Ex-ante
Antes gue ocurra el fendmeno de los hechos que van hacer variables planeadas.

» Partiendo de la condiciébn de equilibrio en la que la demanda iguala a la oferta,
establecemos que el ahorro iguala a la inversién. El ahorro es una fraccién s del ingreso,
mientras que la inversion es el incremento en el stock de capital.

= La inversion se iguala con el volumen de ahorro se hay, como la razén de la propension
marginal ahorra requerida, respecto a la aceleracion capital — producto requerida.

= La tasa de crecimiento garantizada es aquella tasa decrecimiento del producto, que hace
gue los empresarios se sientan satisfechos por haber formulado un volumen.

Del equilibrio macroeconémico tenemos:
=S =AK ->V.AY =sY

Si rescribimos de esta forma como Y =— se ve el rol del multiplicador tiene en esta teoria.
S

Dividiendo ambos lados de la ecuacién entre el cambio en el nivel de ingreso AY .
Obtenemos:

AY s,
Yr Vr
-, . AY s, L,
La ecuacion puede ser reescrito como Y—:— = gy, , la ecuacion fundamental de Harrod
Vv

r r
. AY : , :
Debido aque v = R es el incremento que efectivamente ocurre en el stock de capital ante

Un incremento en una unidad en el nivel de ingreso. Y constante, esta ecuacién puede
aproximarse con la siguiente formulacion®.

S . . .
Ow= nNa La tasa de crecimiento efectiva, la que en realidad ocurre
r

Y

r

5 si diferenciamos e igualamos cero a K/Y (que es constante, entonces) tenemos

Y AK — K AY . AK K
AK/IY) = A(V):> Y—Zzo, es decir. A
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Donde:
I : Subindice requerido o planeado.

g,,: Tasa de crecimiento garantizada.
S, : Propension marginal ahorrar.
V, : Relacion capital - producto requerido.

b) Analisis Ex-post

Este efectla un analisis considerando las variables después del fenémeno ocurrido, partir de
la identidad.

Si la inversion ex post es inferior a la ex ante entonces habra un estimulo para el incremento
de la produccién, pues habria ocurrido una reduccién indeseada de stocks de produccion
gue son insuficientes. Lo contrario ocurrira si la inversion ex ante es inferior a la ex post.

Para Harrod el equilibrio dinamico es intrinsecamente inestable®. Dado que la trayectoria de
la produccién que se sigue con la g, es un movimiento en equilibrio, y ella representa que

los productores han hecho las cosas tal como debian haber sido hechas. Por lo que los
empresarios tendran incentivos para seguir haciendo lo mismo.

De la identidad macroecon6mica (Oferta igual a la demanda) tenemos;

[

AY, s
I, =S, =>V,..(AY,)=5s..Y, = v £ =—% entonces tenemos g, = —
v v

e e e

Donde:

e : Subindice efectivo u observado.
g, : Tasa de crecimiento efectiva.

S, : Propension marginal ahorrar efectiva.
V, : Relacion capital - producto efectivo.

2.1.4 Trayectoria de Crecimiento del producto

En esta parte se va definir la trayectoria de crecimiento garantizada y efectiva, con sus
respectivas demostraciones.

a) Trayectoria de Crecimiento Garantizada

Es la ruta de crecimiento del producto de satisface a los empresario, al igual que el ahorro y
la inversion a través del tiempo.

Y =Y, (1+9,)

Esta ecuacién nos dice; que el producto en el periodo “t” crece a la tasa de crecimiento
garantizada, partir de su valor inicial “Y,”.

Donde gw es la tasa de crecimiento garantizada (“warranted rate of growth”) de la economia,
s: La propensién marginal ahorrar (la fraccién del ahorro con respecto al PBI)

6 Harrod no dice, que en el campo de la dindmica a diferencia de lo que ocurriria en el campo de la
estatica, una salida de la trayectoria de equilibrio en vez de autocorregirse se autoempeora. Debido a esto
él consider6 que gw representa una trayectoria de equilibrio pero inestable
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t
SI‘
Yt = Yo(l-f— WJ

Demostracion; De la condicion de equilibrio macroeconémico
I=S=V_.AY ,=s.Y

r’ t+1 r-'t

H_}

Vv, '[Yt+1 _Yt]: S Y =V, Yy —V,.Y —5.Y, =0
v, 'Yt+l B (Vr +S, )Yt =0
Dividiendo a la ecuacion anterior entre Vv,

Y \Y
Yy, _{_, n S—f}vt -0
Y Y Vv

r r r

Y., —bY, =0
Caracteristicas de la ecuacion; Ecuacion diferencial ordinaria, 1° orden (Primera diferencia),
1° grado (coeficiente constante “t”) y termino nulo.

Solucion homogénea; Y, = Ab', A>0,b>0y t>0

S
Donde; b= {1+ —'} , A = es constante Y,
v

r

t
- ; S,
Reemplazando en la solucién homogénea Y, =Yy 1+ —

b) Trayectoria de Crecimiento Efectivo

Es la ruta de crecimiento de la produccién efectiva a través del tiempo

Crece a una tasa constante y lo hace a través del tiempo del producto efectivo en el periodo
“t” a la tasa constante efectiva “g,” y lo hace a partir de su valor inicial.

2.1.5 Tasa de Crecimiento Natural

Harrod considera también que hay una tasa de crecimiento el cual la llama tasa natural.
Esta depende del incremento de la poblacion. No existe tendencia inherente alguna
coincidan pues, para empezar, no existe una Unica tasa de crecimiento garantizado ya que
esta depende del nivel de actividad.

Para esto plantea un analisis de dindmica, el equilibrio de mercado de trabajo ocurre cuando
se igualan las tasas de crecimiento de la oferta con la demanda de trabajo.

El sistema econdmico no puede avanzar a una velocidad mayor que la que la tasa natural. Si
la tasa de crecimiento posible fuera superior a la tasa natural se produciria una tendencia a

25



Cesar H. Antunez Irgoin| Crecimiento Econémico. Ejercicios de Crecimiento Econémico

la depresion, por el mecanismo explicado previamente. Por esto, cuando la tasa garantizada
empieza a exceder la tasa natural, aquella debe ser reducida’.

gy =gy =>Mm=g
Donde;
gsL : Tasa de crecimiento de la oferta de trabajo (m)

gdL : Tasa de crecimiento de la demanda de trabajo (g)

2.1.6 Acerca del Crecimiento Proporcionado

Harrod nos dice que el crecimiento en el cual todas las variables agregadas crecen a la
misma tasa constante, en el cual su modelo de crecimiento proporcionado se expresa
cuando se iguala a las tres tasa de crecimiento.

9. =09w =9,
> Proposicion
La economia capitalista en el largo plazo puede lograr el crecimiento proporcionado, pero
ello tiene la baja probabilidad. Harrod sefiala que es muy dificil que en el capitalismo se
de el crecimiento proporcionado, por que ello significa lograr un crecimiento con el pleno
uso productivo a través del tiempo, debido a que en el capitalismo existe incertidumbre,
riesgo y que los capitalista para inversion, debe tomar en cuenta dichas situaciones, en
consecuencia es muy dificil que se igualen las tres tasas de crecimiento por que cada
uno de ellos es independiente.

> Proposicion de keynes
Keynes nos dice que la economia en el corto plazo puede tener un equilibrio con
desempleo (diferencia con los clasicos).

> Proposicion de harrod
Harrod extiende la proposicion de Keynes alargo plazo y propone una hipétesis que se
formule y que se demuestre.

2.1.7 Acerca de la Inestabilidad

Harrod no da su proposicion en que la economia en el argo lazo tiende a un equilibrio
inestable, donde cualquier diferencia entre la tasa de crecimiento efectivo y la tasa de
crecimiento garantizado lleva a la economia alejarse del equilibrio, por eso nos plantea dos
casos:

Caso | (ge < gw)

Este el caso entre recesidn e inflacidn, se plante a que el incremento del capital efectivo
supera al incremento del capita requerido ante lo cual los empresarios los empresarios
diminuyen la tasa de crecimiento efectivo, ampliando la brecha de diferencia con la cual se
expresa la recension de la economia.

Caso Il (ge > gw)

En este caso de plante el auge e inflacion, esto se da cuando el incremento del capital
efectivo es inferior al crecimiento del capital garantizado requerido. Ante lo cual los
empresarios aumentan la inversion y con ello elevan el proceso de produccién efectivo,
elevando la tasa de crecimiento efectivo y con ello ampliando la brecha.

" El lector puede concluir que, la tasa de crecimiento garantizado no puede superar a la tasa natural, sino
que deberia ser igual.
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2.1.8 Politicas de Crecimiento ejercicios resueltos

Problema #1
Hallar la tasa de ahorro de la sociedad que permite una tasa de crecimiento del producto de
8.2%, conociendo que la relacion capital — producto es 1.5.

Rpt:
Sabiendo que g, = S os= g,V =5=8.2%x1.5=0.123
v

Entonces el ahorro de la sociedad es de 12.3%.

Problema #2

Se sabe que la tasa de crecimiento del producto per capita es de 8%, la relacién capita —
producto es de 3y la tasa de crecimiento de la poblacién es de 1% al afio. Se pide hallar la
tasa de ahorro de la sociedad.

Rpt:

Y
Se sabe la relacion per capita esta expresada como; L—t =y, =Y, =VY.L...(1)
t

Adelantando un periodo a la relacién per-capita®. Y, = VY, 4.L,---(11)

Dividiendo (Il) entre (I)
Yt+l _ yt+l ) L

L Aplicando logaritmo neperiano
Yt yt Lt

Y y L
Ln ‘—”J = Ln(t—”j+ Ln[t—”J: g,=0,+0
( Yt yt Lt ! ’ ;
gPBI = gPBI(per—cépita) + g(pobla)

Donde:

Opg - Tasa de crecimiento del producto
9 ponia - Tasa de crecimiento poblacional

O i (per_capita) - t2S@ de crecimiento del producto per-capita

g S
De al ecuacion de Harrod g, = v = 5=(09,,)V=5=(Gpa (per_capita) + I(pobia) )V

s =(8%+1%).3=0.27
La tasa de ahorro de la sociedad es de 27%.

8 Otra manera de expresar esta relacion y poder obtener tasas de crecimiento de forma sencilla es
mediante un truco matematico, para esto expresaremos la relacion per-capita, luego aplicaremos logaritmo
y por ultimo tomaremos una derivada parcial a la ecuacion.

v d(InY d(In d(InL
L_tt: Y. =Y, =Ly, = In(Y,) =In(L,) + In(y,) = (dt . B (dtyt) i (dt :

Entonces esto queda expresado en tasas de crecimiento como se aprecia Jy ) =9y + 9 @
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Problema #3

Se sabe que la tasa de crecimiento de un pais el afio 2008 fue de 9.3% y el capital utilizado
fue de 21,000 mil millones de délares y el producto fue de 5,500 mil millones de délares. Se
pide hallar la tasa de ahorro de la sociedad.

Rpt:

De la relacién capital — producto v = K = 21000 =3.81
L 5500

Reemplazando este resultado en la ecuacion de Harrod
g, => =s=g,Vv=s=9.3%x3.81=0.35443
Vv

Entonces la tasa de ahorro e esta sociedad es de 35.4443%

2.2 Modelo de Domar

En 1946 Evsey D. Domar, publicé su articulo Capital Expansion, Rate of Growth, and
Employment.® En este articulo crea un modelo en el cual plante determinar la tasa de
crecimiento de la inversion que permite el pleno uso de la capacidad productiva, analizando
desde un enfoque post-keynesiano, busca hacer una extencion de Keynes a largo plazo.

Generar demanda efectiva (CP)

> Plantea que la inversion tiene un doble rol |  creador de nueva capacidad productiva (LP)
» Plantea la productividad promedio social potencial y lo define como la razon de la tasa de

cambio produccién potencial asociada a la inversién o = dTY :
2.2.1 Supuesto del modelo

Domar considera los siguientes supuestos para su modelo:

v/ Sea una economia sin relacién con el exterior.

Sea una productividad promedio social potencial fija: o

Los precios de la economia son constantes.

El ahorro y la inversion son netos de depreciacion.

RN NN

El ahorro agregado,s, es una proporcion de indreso naacional, dado la propencion
marginal ahorrar [pmg(s)]. S =sY O<s<1
La ausencia de “lags”(retrasos), todo se refiere al mismo periodo.

La fuerza de trabajo agregada crece a una tasa constante y exogena: n

AR

La funcién de inversion es de tipo acelerador.
v' se asume que la capacidad productiva es medible.

la depreciacion es medida como el costo de reemplazo del activo depreciado, para adquirir
otro con la misma capacidad productiva.

9 En este articulo “Capital expantion, rate of growth and employment” (la expansion del capital, la tasa de
crecimiento y el empleo) de 1946 se expresa su tendencia keynesiana.
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Funcion de Produccion Agregada

Segun Solow, Domar plantea la siguiente funcién de produccion agregada tipo Leontief.
Esta produccion se obtiene a partir de una proporcion fija de capital y trabajo.

Y, = Min{o.K,,b.L, }

Donde:
Y, : Produccién agregada en el instante,”t”

K, : Stock de capital en el instante, “t”
L, : Fuerza de trabajo
b : Relacién producto trabajo

. . . 1
o : Relacién producto capital (reciproco de; —)
v

Si queremos expresar la funcién de produccién en términos per-capita, debemos dividir la
funcion de produccién entre L, .Esto quedara expresado como;

y, = Min{c k,,b}

Donde la relacién capital — trabajo esta representada; k = /b, con esto la funcién de
produccion puede expresarse de la siguiente maneral®;

y {O‘.kt Para todo k, <I-<~t =bl/o
1 =

b  Paratodo k, let =blo

Grafica 2.2: La funcion de produccion per capita de Domar

fiky 4

0 k=bla k

En el Gréfico [2.2] podemos apreciar que para un Kk, grande, la funcién de produccion es
horizontal y para cual quier nivel de k, se tiene una recta, y esto esta dado por la ecuacion

de larecta ok, .

Domar considera que el sistema keynesiano carecia de herramientas para derivar la tasa de
crecimiento de equilibrio, por que, el empleo es funcién del nivel de ingreso. Para modificar
esto, su propuesta es hacer del empleo una funcién del ratio del ingreso sobre la capacidad
productiva, Y/P.

10 para el mejor entendimiento de este modelo y los casos que se desarrollan, véase; Sala-lI-Martin (1994),
"Apuntes de Crecimiento Econémico”, Antoni Bosch, pp. 70-76
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Suponiendo que la inversiéon ocurre a una tasa anual, y que produce un incremento en la
capacidad productiva de modo que su ratio es igual a

orP
S:%m(l)

El ahorro(s) es el maximo en que la capacidad productiva del incremento de la inversion a la
tasa anual, puede producir. En esta caso, el valor de la ecuacion (1) llegara a solo o, que
sera definido como el promedio social potencial de la productividad de la inversion.
oP
ot dy
o= =

2.2.2 Ecuacion Fundamental

Articulo 1. Por el lado de la demanda, aplicado la teoria de la demanda efectiva de
Keynes tenemos;

1
| =S=1=sY=Y ==.1--(Ill)
S
Derivando la ecuacion (711) con respecto a “t”, tenemos;
dy 1 dl
—==—(IV)
dt s dt
Articulo 11. Por el lado de la oferta tenemos a partir;
dy 1dy dY
I =V.— = I = —— — =
dt o dt dt

de inversion.

o.l...(V).La tasa potencial va depender del volumen

Articulo Il1. En el Equilibrio, se asume que en el inicio existe un equilibrio entre: la

produccion efectiva; Y, y la produccion potencial Vt

- dy, _dy,
Y, =Y, = andlisis dinamico d_tt = d_tt = reemplazando (1V) y (V).

1 dl 1 dl
S —=cl=>-"—=0
s dt | dt
(_A_\

g, =S.0 , La ecuacion fundamental de Domar

La tasa de crecimiento (g, ) permite lograr el pleno uso de la capacidad productiva.

Donde:
S : Pmg(s)
o : Relacidén producto — capital.
g, : Tasa de crecimiento de la inversién en equilibrio.

2.2.3 Trayectoria de la Inversion

Significa que la inversion en el instante,”t” crece a una tasa “s.c” y lo hace a partir de su
valor inicial. Lo dicho anteriormente se puede expresar mediante la siguiente ecuacion.
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_ So.t
I=1,e
La preocupacion de Domar en este trabajo tiene un tema adicional, que se ha perdido en la

linea central de desarrollo del pensamiento sobre crecimiento econémico, esto es que el
crecimiento debe ocurrir sin generar desempleo.

Demostracion:

g, :s.a:%.%:s.a: d(Ln) =s.0 =d(Lnl) =s.c.dt
Sea e’ =1, jd(LnI):Is.a.dt: Lnl =s.ot+c
ot
et —gsotet = |, = |o-esa , trayectoria de la inversion.

2.2.4 Politica de Crecimiento ejercicios resueltos

Problema #1

Determinar la tasa de ahorro de la sociedad, tal que permita lograr el pleno uso de la
capacidad productiva y que se logre un crecimiento de la inversién de 9.3%, se conoce que
la relacion producto - capital es de 1/3.

Rpt:
Sabemos que la ecuacion fundamental de domar esta expresado como;
. g, 9.3%
g =So=>s="1= =0.279
o 1/3

La tasa de ahorro de la sociedad es de 27.9%

Problema #2

Determinar la tasa de ahorro de la sociedad, que permite lograr el pleno uso de la capacidad
productiva y que logre un crecimiento 7.5%, sabiendo que la relacion producto — capital es
de 1/4.

Rpt:
7.5%

=0.3
1/4

De la ecuacion fundamental ¢g; =s.0 = S = 9
(2

Entonces la tasa de ahorro de la sociedad es del 30%

2.3 Modelo basico de Solow

Robert Solow en 1956 publicé un ensayo titulado “A Contribution to the Theory of Economic
Growth” (Una contribucién a la teoria del crecimiento econdmico), Que seria de gran
influencia para las generaciones futuras. A este aporte conocido es un modelo del
crecimiento considerando la respuesta ortodoxa al modelo keynesiano de Harrod y Domar.
Por este y otros trabajo mas se le otorgo el Premio Nobel de Economia en 1987.

En este articulo Solow demostrara que si se descarta las proporciones fijas, como lo
establecian Harrod-Domar el crecimiento regular no seria inestable, sino estable. Para esto
Solow incorpora el equilibrio general estable, de que la funcidén de produccién que permite la
sustitucion de factores (capital y trabajo)**.

11 EJ lector interesado puede revisar el modelo con mas detalle A Contribution to the Theory of Economic
Growth." (1956), pp: 56-94.
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Partiendo del equilibrio macroeconémico entre ahorro e inversion; incluye: al capital fisico
como un activo acumulable, a la mano de obra como reproducible, al ahorro real como
funcién del ingreso, la tasa de depreciacion y el crecimiento poblacional. De manera general
podemos decir con rigurosidad que, el modelo de Solow es un modelo de la sintesis clasico-
keynesiana y parte de las siguientes hipétesis?:

Por que retomo la hipétesis del Keynesianismo:

» En el mercado de bienes: El ahorro es funcién del ingreso, la relacién entre ahorro y la
tasa de interés del enfoque neoclasico no ha sido considerada; conservo la ley psicolédgica
fundamental de Keynes.

» En el mercado de trabajo: rechazé la teoria neoclasica, en el sentido de que la oferta de
trabajo es independiente del salario real.

De la reflexion clasica o neoclésica retoma:
» La funcion de produccién con factores sustitutivos (capital y trabajo).
» Todo el ahorro es invertido, por consiguiente necesariamente hay equilibrio en el

mercado de los productos y por lo tanto no existe problema de salida o de demanda.

Este modelo podremos notar, la tasa de ahorro enddgena y la ausencia del progreso
tecnolégico como en los modelos anteriores de Harrod y Domar.

Critica de Solow

En esta parte Solow hace un balance de los modelos de crecimiento de Harrod y Domar.

v" Modelo de crecimiento pesimista respecto al desenvolvimiento del capital.

v' La proposicion de Harrod, de que la ecuacién del capital tienda a una ecuacién inestable.

v" Es como si tuviera un doble “filo”.

v" Dichos modelo soslaya la sustitucion de factores siendo ello su principal defecto.

v' El periodo de auge del capitalismo en post-guerra coincide con el pronostico de Harrod y
Domarr.

v" Solow plantea, un modelo neoclasico donde la relacién entre factores sea variable.

v'Importancia en que los factores se sustituye entre si.

v" Nos dice que la economia capitalista en el largo plazo tiende a un equilibrio dinamico

estable.
v' La economia capitalista en el largo plazo tiende a un equilibrio dinamico proporcién.

2.3.1 Supuestos del modelo

v Sea una economia de mercado donde solo se produce un bien el mismo que se
consume e invierte®3,

v Larelacion capital-producto es enddgena y flexible: v

<\

La fuerza de trabajo agregad crece a una tasa constante y exdgena: n
v' El ahorro agregado, s, es una proporcion del ingreso nacional, dado la proporcion

marginal ahorrar.

12 El modelo de Solow ha sido considerado como de inspiracion neoclasica, ello por oposicion al modelo de
tipo Keynesiano de Harrod y Domar.

B se supone una economia parecida a la de Robinson Crusoe, donde no hay empresas, ni empleados y ni
mercados, donde Robinson combinaba su propio trabajo para producir.
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v" Mercado de competencia perfecta.
v' La economia no tiene relacion con el exterior.
Funcion de Produccion Agregada (FPA)

Solow plantea una funcion de produccion Neoclasica agregada que permite sustitucion entre
los factores de manera que dicha funcion puede ser expresada de la siguiente manera:

Y, = F(K,,L,)...(1)
Donde:
Y, : Produccién agregada en el instante “t”.
K, : Stock de capital agregado en el instante “t”.
L, : Fuerza de trabajo en el instante “t”.

Esta ecuacioén (| ) representa el lado de la oferta de una economia simplificada y sefiala que
el producto producido esta en funcién de la acumulacién de capital y del monto de mano de
obra.

Esta funcion esta sujeta a Rendimiento de Escala Constante (REC), es decir, si se aumentan
o disminuyen, los factores de produccion en determinada proporcion, por ejemplo (1), el
producto aumentaria o disminuiria en la misma proporcion, o sea, (Il ). De ahi que la funcién
de produccion pueda ser rescrita de la siguiente manera:

AY, = F(AK, AL, )= AF(K,L)...(I) VA>0

Como se sabe la funcién presenta rendimiento constante a escala'®. Entonces A >1, nos da
AY, < F(/l.Kt,/l.Lt), si se invierte la desigualdad la funcién de produccion agregada muestra

rendimiento decrecientes a escala.

Si A= 1 , reemplazado en la funcién Y = F(% ,lJ =Y, = F(kt)...(FPI )®

Lt Lt t
Donde:
K, . . , g
k, = T : Cantidad por trabajo en el instante “t”.
t
Yt P4 H H H 7721
Y, = — : Produccion por unidad de trabajo en el instante “t”.

t

La ecuacion de la (FPI) expresa el producto por unidad de trabajo como una funcién del
capital por unidad de trabajo solamente. Para entender la intuicion de esta ecuacion,
supongamos un aumento en la escala de operaciones mediante un aumento proporcional

enl, y K, donde el producto por trabajador no cambiaria.

14 Como sabemos por microeconomia los rendimiento constante a escala da un numero de empresas que
es indeterminado, esto quiere decir, que no esta determinado por el modelo. Y es nos permite trabajar con
la funcién de produccién en su forma intensiva.

15 FPI: funcién de produccion intensiva
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De manera que la produccién por trabajador no depende del tamafio total de la economia
sino, de la cantidad de capital por trabajad (persona activa). Como es sabido, la teoria de la
produccion se centra en los niveles de empleo de cualquier factor de produccién para los
que el producto marginal es positivo pero decreciente, de manera que para nuestra funcion
de produccion representada en la ecuacion (Il ) tenemos:

Yo = f(0)=0

PMg, =%= f'(k) > 0...(CIO )

t

dPMg,

=K <0..clo )

Grafica 2.3: La funcion de produccion per capita
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En el Grafico [2.3] podemos apreciar la funcién de produccion intensiva, que cumple con las
condiciones de primer y segundo orden de la funcion.

La funcion es de buen comportamiento esto quiere decir que satisface las condiciones de
INADA, es decir:

a) Sin factores productivos no hay produccion.
b) La magnitud de los productos marginales (PMg ) son positivos.

i:fL’>0 i:f,£>0
dL, dK,

¢) La curva de los productos marginales son decrecientes.

d) Cuando k, tiende al infinito, entonces el PMg, ,, tiene al vector nulo.
LI’mK(t)—)oo =PMgy =0

e) Cuando L, tiende al infinito, entonces el PMg,, tiene al vector nulo.
Lim ., =PMg, =0

16 C10: Condicion de primer orden para maximizar la funcion.
17 CI10: condicién de segundo orden, y que nos asegura que f (k) es cOncava y tiene un maximo.
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f) Cuando k, tiende al cero, entonces el PMg,,, tiene al infinito.
Limy 4o = PMg, =
g) Cuando L, tiende al cero, entonces el PMg,,, tiene al infinito.

LI’mL(t)—)O =PMg, =

Inversion neta por trabajador (|n)

Se plantea que la inversion neta por trabajador, va ser igual a la suma de la tasa de cambio
por trabajador.

Demostracion:
K

k =— = K, =k,.L,, Derivado con respecto al tiempo,"t".
Lt

d, =k .d—L‘+ Lt.%: K. :kt.l_.t+ Lt.lzt...xLi:

dt ' dt dt t
Ke _pLe Loy
L’[ t t
A . .
1" =k.g,+k= I" =k.n+k, lainversién por trabajador

Inversién neta por trabajador = Profundizacion del capital + Ampliacién neta de capital
Donde;

ki : Tasa de cambio de capital por trabajador en el instante “t”.

k, : Capital por trabajador en el instante “t”.

n : Tasa de crecimiento de la fuerza laboral.
1" : Inversién neta.

2.3.2 Ecuacion Fundamental de Solow

De la condicién de equilibrio macroeconémico tenemos:
S=l=sY=1"

I_H
s.F(Kt,Lt):I”...xLi —> s.f(ﬁ,l):'
s.f(k,) = kit nk,, la ecuaciéon de Solow

La version de Branson de la ecuacion fundamental de Solow

Si lzt =0 |:> s.f (k) =nk, :%zg , se determina ;*
t
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Grafica 2.4: El Diagrama de Solow
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< Version de Barro
Nos dice que si partimos de la ecuacion fundamental de Solow, y la dividimos entre el capital

por trabajador nos dara la tasa de crecimiento proporcionado (g, );

s.f(k) = ket n.k, , dividiendo entre Kk, |:> % —s. f S(t) -n
t t
k

t
Grafica 2.5: La funcion de produccion
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En el Gréfico [2.5], se puede apreciar que cuando, el crecimiento proporcionado g, es nulo,

f(k n . *
% =—, con lo cual se determina k, .
S
t

2.3.3 Crecimiento Proporcionado

entonces ¢, =0=

Es aquel crecimiento en que todas las variables agregadas crecen a la misma tas constante
positiva.

Oy =0« =90,

También se puede expresar en términos de variable por trabajador, donde el crecimiento

gy:gk:gI:() Ok —9.=0,=0
Proporcionado ocurre cuando las tasas de crecimiento de las variables por trabajador son

nulas. g,=9,=0

Crecimiento proporcionado

Growth steady state:
Crecimiento Balanceado

En el modelo de Solow el crecimiento proporcionado ocurre cuando; g, =0 — kit =0
Luego la ecuacion Fundamental deviene:

ke =s.f (k) —nk,
Puesto que crece proporcionado cuando: Izt =0
0=s.f(k,)—nk,
s.f(k,) =nk,

Con lo cual se determina el capital por trabajador de equilibrio.

2.3.4 Sobre la Estabilidad

En una economia capitalista en el largo plazo tiende aun andlisis de equilibrio dinamico de
tipo estable, cualquiera que se a el valor inicial de la relacién capital-trabajo (k,), se generan

fuerzas internas que llevan a que la relaciéon capital-trabajo tienda a la relacién capital trabajo
de equilibrio.

< Caso I(k, >k")

En este caso vemos en el Gréfico [2.6] que, la economia tiene hoy un capital K,, la inversion

por trabajador (ahorro neto por trabajador) supera a la ampliacion neta de capita. Esto quiere
decir que va ocurrir una profundizaciéon (k, aumentara con el tiempo), hasta llegar a

igualarse con el capital por trabajador kt*, cuando k: =0, las curvas originado un punto

nk, =s.f(k,), que es llamado el estado proporcionado, donde la cantidad de capital por
trabajador permanece constante.
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Grafica 2.6: La Estabilidad Caso (I)
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< Caso II (k, <k")
Si el capital por trabajador se encuentra a la derecha kt*, como se puede apreciar en el

Grafico [2.7], donde el capital por trabajador esta expresado como k,.En esta region la

ampliacion neta de capital supera al ahorro por trabajador, esto quiere decir que el ahorro es
menor a la cantidad necesaria para mantener la proporcién capital-trabajo constante.

Como k: <0, por consiguiente la cantidad de capital por trabajador k, comienza a declinar

hasta que se iguale con kt*.

Grafica 2.7: La Estabilidad Caso (II)
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2.3.5 Beneficios, salarios y distribucion del ingreso

El modelo de Solow asume competencia perfecta en los mercados de bienes y de factores,
plantea que para cualquier punto en la curva del producto se puede obtener lo siguiente:
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Grafica 2.8: El Diagrama de Fases

En el Gréfico [2.8] podemos apreciar como k;y Kk, que se encuentran en la curva, tienden a

ki, donde este punto nos da el estado proporcionado del modelo. También se puede
apreciar en el Grafico que en k,, la tasa de cambio por trabajador es positiva, pero en k, , la
tasa de cambio por trabajador es negativa.

v" : Relacién capital-producto
s Los parametros
o Relacion producto-capital
-
k™ : Capital por trabajador
% Las variables por trabajador <
y" : Producto por trabajador

~

p
W : Masa de salario
< La retribuciéon de los factores <

I : Tasa de interés

7
°e

Los precios relativos de los factores { I —
r
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Grafica 2.9: La Distribucion del Ingreso

4 ke curva de ampliacion
recta tangente heta de capital
? g g

S
curva del producto por
trabajador

5.F(x,)

curva de ahorro

L 4

&lgll
=
+
Ead
+
?‘Tu

En el Gréfico [2.9] se aprecia como se a distribuido el ingreso entre la masa salarial (W) y el

beneficio total (r.K = B).

Analiticamente la ecuacién fundamental de Solow;k: =s.f (k,) —nk,, en el estado del
s.f(k,) =nk,, se determina : k*

. . . nk . \
crecimiento proporcionado, k: =0 entonces f(k,)=—L, se determina : k
S

%

y
% Mercado de capitales

Como, y, = f(k, ) esta definido como:

Y,
?t = f(k,) > Y, = f(k,).L,, derivado con respecto a K,
t

~0

M | A ()M
oK, ok, K,

oY, . of(k) ok oY a(KtL)
T o L
oK, ok, oK, oK, ok,
Mo )L
oK, L
f_H
PMgKt = f’(kt)

% Mercado de Trabajo

PMgL, =W
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PMgL, = f (k) —rk, PMgL, = f (k) — f'(k,)k,
f_H
W = F(k)— kK,

2.3.6 Distribucion del Ingreso
En esta parte veremos como se divide el ingreso, en masa salarial y beneficio.
Y=W+B=Y=wL+r.K...(¢)

- L 1 .
Dividiendo a la ecuacion (¢) entre T nos dara:
t

Y , . - :
L =W.+rk...(@) > Producto x Trabajador = Tasa de salario + Beneficio neto x trabajador

Dividiendo a la ecuacién (¢ ) entre Yy, nos dara:

1:ﬂ+ﬂ
y |y
Donde:

— : Participacion del salario en el ingreso nacional.

Y/L

< |=

w W.LV_V
Y

r.k o - . .
— : Participacion de los beneficios en el ingreso nacional.

rk_r(K/L) rK_B
y Y/L Y Y
2.4 Modelo de Solow - Swan

El modelo de crecimiento con funcién Cobb-Douglas, desarrollado por Solow y Swan de
manera separada en 1956. Este modelo hace referencia a los supuestos, de ecuaciones
fundamental, al examen de cémo se alcanza el equilibrio.

Todavia en esta parte se supone que no existe progreso tecnoldgico en el siguiente Capitulo
de este libro (Ill), veremos como influye la tecnologia en el crecimiento de produccién de un
pais.

2.4.1 Supuestos del modelo

A los supuestos basicos del modelo de Solow se le afiaden los siguientes supuestos
particulares:

v' Ultiliza una funcién de produccién Cobb-Douglas.

v' El stock de capital se deprecia a una tasa constate exégena: o
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Funcién de Produccion agregada (FPA)

La funcion de produccion neocléasica, es homogénea de grado uno o linealmente
homogénea, con rendimientos constantes a escala y, ademas, con rendimientos marginales
de cada uno de los factores, positivos y decrecientes.

Y, =F(K,,L,A) =AK.LL"...(1) con: O<a <1
Rendimientos de escala constante.8
s.a:
Rendimientos decrecientes.
Donde:

A :indice de Nivel de tecnologia®.
a : Elasticidad del producto respecto al capital.
Y, : Produccién agregada en el instante “t”.

K, : Stock de capital agregado en el instante “t”.
L, : Fuerza de trabajo agregada.

Si multiplicado a la ecuacién (I ) por A >0, comprobaremos que la funcién es homogénea
de grado uno.

AY, = A(K A (ALY =AY, = AL KX 5" = AY, = LAKZ L

Por lo tanto queda comprobado que a funcién es homogénea de grado uno.

Esta funcion también puede ser rescrita con la funcién de produccién intensiva (FPI), de la
siguiente forma:

Dividiendo a la ecuacion (1), entre L,

KL K"
Y_t=AKtL L > yt:A.Kt“.L‘“:yt:A{T‘] Dy = Ak L(FPI)
t t

L,

e La productivaza marginal de capita (k,) es positiva.
df (k,)
Cdk,
¢ Lafuncién es concava (por que la segunda derivada es negativa).

= (k) =kt >0

d*f(k " a-
%zf (k) =-all-a)ki? <0
t

e Satisface las condiciones correspondientes a INADA (Inada, 1964).

18 Charles Cobb* y Paul Douglas¥ (1928) propusieron una funcién de produccién, tal que los factores de
produccion cobran sus productos marginales. En su andlisis de la manufactura de los EE.UU.

H Fue un matematico amigo de charles.

¥ Fue senado por lllinois entre 1949-1966 y profesor de economia.
19 Generalmente se supone o se asume que el indice de nivel de tecnoldgico es la unidad, donde A ( = A.
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Limf (k)0 = @A =0

Limf (k)0 = a/kié': ©

% Crecimiento poblacional
Solow considera que toda la poblacién estd empleada y, ademas, crece a una tasa
constante determinada exégenamente. Su forma funcional es:

L

L —n

Lt
2.4.2 Ecuacion Fundamental de Solow - Swan

De la ecuacion fundamental de Solow con depreciacién tenemos:
Kt :s.f(kt)—(n+5).kt , Y = f(kt)

Pero la funcion de producciéon Cobb-Douglas; y, = Ak = f(k,) = Ak ...(FPI)

Reemplazando la (FPI) en la ecuacion de Solow.

ke =s.Ak”* —(n+ )k, La Ecuacién fundamental de Solow — Swan?

Esta ecuacion diferencial de acumulacién de capital, donde la tasa de cambio del capital por
trabajador es igual al remanente del ahorro bruto por trabajador respecto a la ampliacion
bruta de capital.

2.4.3 Estado de Crecimiento Proporcionado

Que lo traducen como estado estacionario (Growth steady state), en este estado de

crecimiento proporcionado, cuando k: = 0, entonces s.Ak”* =(n— &)k, se determina k..

Hallando k; :

Ak :> s.A e :> « =( s.A jl—la

n+5:F n+o n+o

Donde el asterisco (*) denota el valor de equilibrio de la variable.

20 se recomienda al lector que trate de recordar esta ecuacién ya que sera utilizada a lo largo de este libro
en los distintos modelos que se representaran en los capitulos siguientes.
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Reemplazando el k; hallado en la (FPI), nos da el valor de producto por trabajador de

equilibrio (y; ).

» . S.A fa
Y = A'kt I:> Yi :( )

n+o

Grafica 2.10: Estado Proporcionado de las variables

¥ 4 (+ &)
S
5.1k,

Y

ki kf

En el Gréfico [2.10] podemos apreciar que en el estado de crecimiento proporcionado se
determina, k; e y,;. Donde también se aprecia que la tasa de ahorro ,s, donde esta
determina el reparto entre consumo por trabajador (c,) y inversién por trabajador (i,). En el
cualquier nivel de k, la produccién es f(k,) , la inversion por trabajador es s.f(k,), y el

consumo por trabajador es f(k,)—s.f(k,).

< Version de Barro

A partir de la ecuacion fundamental de Solow — Swan con depreciacion;

Kt :S.f(kt)—(n—é‘).kt , dividiendo a esta ecuacion entre el capital por trabajador de

equilibrio (k,), tenemos:

L]
a

k
—=sA——(n+5)...(Il
= SA ()

7 =S.A———(n+5), La ecuacién fundamenta Solow-Swan-Barro
t
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El miembro izquierdo de la ecuacion (1) representa la tasa de crecimiento del capital per
capita y es igual a la diferencia entre s.kf"1 (curva de ahorro) y (n+&) (curva de
depreciacién).

a
t

En el crecimiento proporcionado la g, =0, entonces = (n + 5), se determina k; .

1
Hallando k;'; sA _ K @ kt*:( e jl_a

n+6_k_‘” n+o

k
Donde: — =y, = g, : Tasa de crecimiento del capital
t

Grafica 2.11: version de Barro

4
Fr
Et
pr Curya de Deprecicion
¥
I R
: Ak
. :
i
- Curva de Ahorrg 7 %
kS k,

En el Grafico [2.11] podemos apreciar que la curva de ahorro es decreciente, tiende a cero
cuando k,se aproxima a infinito y cuando k se acerca a cero (CONDICIONES INADA). En

cuanto a la curva de depreciacion es horizontal, es decir, es independiente de K .
Considerando que ésta es estrictamente positiva y la curva s.kf"1 toma valores entre cero e

infinito, las dos funciones (curvas) se cruzan una sola vez en la gréfica (punto E, )y la k;

correspondiente que representa a este punto es el capital per capita que existe en el estado
proporcionado.

2.4.4 Acerca de la estabilidad
La economia capitalista en el largo plazo tiende a un estado de crecimiento proporcionado, y

esto lo veremos en dos casos:

% CasoI(k, >k")
En este caso vemos en el Gréfico [2.12] que, la economia tiene hoy un capital k,, la

inversion por trabajador (ahorro neto por trabajador) supera a la ampliacién neta de capita.
Esto quiere decir que va ocurrir una profundizacion (k, aumentara con el tiempo), hasta

llegar a igualarse con el capital por trabajador kt*, cuando k: =0, las curvas originado un
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punto (n+5).kt =s.f(k,), que es llamado el estado proporcionado, donde la cantidad de
capital por trabajador permanece constante.

Grafica 2.12: La Estabilidad Caso (I)

4
¥
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ko, k,

k, <k, = Lim, o) =K

< Caso II (k, <k")
Si el capital por trabajador se encuentra a la derecha kt*, como se puede apreciar en el

Grafico [2.13], donde el capital por trabajador esta expresado como k,.En esta region la

ampliacion neta de capital supera al ahorro por trabajador, esto quiere decir que el ahorro es
menor a la cantidad necesaria para mantener la proporcion capital-trabajo constante.

Como k: <0, por consiguiente la cantidad de capital por trabajador k, comienza a declinar
hasta que se iguale con K .

Grafica 2.13: La Estabilidad Caso (II)

&
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2.4.5 Dinamica de transmision sobre la convergencia

Se le da el nombre de “Dinamica de transmision”, por que hace preediciones del modelo que
se relaciona con las tasa de crecimiento. En este sentido el modelo neoclésico trata de
explicar la rapidez con la cual, la economia evoluciona hacia el estado proporcionado. En
esta parte trataremos de explicar las implicarias de los dos tipos de convergencia:

(a) Hipdtesis de la convergencia Absoluta

Esta primera hipétesis fue propuesta por historiadores econdmicos como Aleksander
Gerschenkron (1952) y Moses Abramovitz (1986).

Plantean que a largo plazo los paises del mundo que solo difieran en su relacién capital
trabajo, tenderdn a un mismo estado de crecimiento proporcionado. En este sentido,
aquellas economias que se encontraban en una situacion menos favorable (nivel de ingreso
per capita inferior), tenderian a mostrar tasas de crecimiento superiores a las economias
mas desarrolladas (nivel de ingreso per capita superior)?L.

< Implicancias

Aquello paises, que el mismo tiempo (inicio), tienen relativamente un menor capital por
trabajador, crecen mas rapido, que los paises que tienen al inicio mayor capital por
trabajador.

Grafica 2.14: La Convergencia Absoluta
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En el Grafico [2.14], podemos apreciar que los paises pobres que tienen menor capital por
trabajador (ktP), en el largo plazo creceran a una tasas mayores que los paises ricos con

mayor capital por trabajador (ktR ).
ki <k’ =9 <g
Donde:

gf : Tasa de crecimiento del pais pobre.

gF : Tasa de crecimiento del pais rico.

P: Paises pobres.
R: Paises ricos.

William Baumol (1986), fue uno de los primeros en presentar evidencia documentada entre
algunos paises y la ausencia de convergencia de otros.

2l Finalmente, por lo que respecta al concepto, debe mencionarse que en el caso de que las economias
sean lo suficientemente parecidas si podra esperarse la existencia de convergencia absoluta.
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La critica de Bradford De Long (1988), es que la convergencia de Baumol para paises
desarrollados en el siglo pasado, era una muestra sesgada (por que solo usaba paises
industrializados). En particular De Long observo dos cosas: Primero solo incluia paises
industrializado (de la década del 1980), segundo al incluir a Argentina en la muestra, que era
mas rico que Japon en 1870, no se cumplia la convergencia Absoluta.

Robert Barro (1992), como se muestra a continuacion utilizando una muestra de 98 paises
constata que la hipétesis de convergencia absoluta es invalidad.

El argumento de la convergencia absoluta fue rechazado por la evidencia empirica, ya que si
bien algunos paises han logrado un alto nivel de crecimiento sostenido, alcanzando los
niveles de ingreso per capita de las economias desarrolladas, las diferencias presentes entre
los paises mas pobres del planeta y los mas ricos muestran un alto grado de persistencia.

La polémica en torno a la convergencia entre los paises gener6 gran abundancia de estudios

empiricos en la década de los noventa que buscaba determinar su existencia en diferentes
grupos de paises, presentamos un cuadro [1.1] con los resultados de algunos estudios??.

Cuadro 1.1: La Convergencia en el mundo

Series analizadas Referencia Convergencia | Convergencia
absoluta condicional

Mundo (110 paises) Salan-i-Martin (1996) No Si
Mundo (98 paises) Barro (1991) No Si
Mundo (98 paises) Mankiw, Romer, Weill (1992) No Si
Estados Unidos (48 | Barro y Salan-i-Martin (1992) Si Si
estados)

OCDE (22 paises) Mankiw, Romer, Weill (1992) Si Si
Pacifico del sur (9 islas) Cashin y Loayza (1995) Si Si
América Latina (12 paises) José de Gregorio (1995) No Si
Ameérica Latina (23 paises) Corbo y Rojas (1994) No se responde | Si
México (32 estados) Navarrete (1994) No evidente Si
México (31 estados) J.Ramon y R.Béatiz (1996) Si Si

(b) Hipdtesis de la convergencia Condicional

En el mundo existe una diversidad de economias que presenta un nivel de equilibrio
particular, el cual depende de factores de caracter tecnoldgico, PBI per-capita, tales como el
nivel de alfabetismo y la esperanza de vida al nacer, institucional y social, hacia el cual se
tiende a lo largo del tiempo.

Segun el criterio del PBI per capita (PPA en ddlares), pueden haber distinto grupos de
paises?.

El PNUD, distingue los paises segun su PBI per-capita, como se puede apreciar en el cuadro
[1.2], de la quinta columna, donde los paises capitalista tiene un ingreso por persona
superior o igual a 23,928 ddlares.

22 Véase la “Convergencia regional en América latina: 1980-2000” de Luis Fernando Cabrera Castellanos
Blanca Garcia Alamilla.
23 PPA: paridad de poder de adquisicion.
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Cuadro [T 2] INDICE DE DESARROLLO HUMANC, 1595

Espe- | Tasa de | Tasa bruta PlB Valor del

ranza | alfabeti- | de matr- | per capi- | Indice

de vida| zacion culacion ta de

al na- | de adul- | (primaria, Desarro-
Grupo de paises cer tos secundaria | (PPA en llo

(afios) | (% de | yterciaria | ddlares) | Humano
edad 15 | combina-

y supe- das

rior) (%)
Paises con alto ingreso 77,8 98.6 92 23928 0,920
Paises con ingreso medio 68,8 a87.8 73 6.241 0,750
Paises con ingreso bajo 63,4 68,9 56 2.244 0,602
América Latina y el Caribe 697 878 74 6.510 0,758
Colombia 70,7 91,2 71 6.006 0,764
Total mundial 65,9 78.8 B4 6.526 0712

Fuente: Elaborado con base en: PNUD. Informe sobre desarrollo humano 2000,
p. 157

Para nuestro analisis de la convergencia condicional nos centraremos en quinta columna de
este cuadro, donde distingue los grupos por ingresos por persona.

Donde los paises pobres no tienen necesariamente que alcanzar a los paises mas ricos en
el estado estacionario; por el contrario, es probable que los paises pobres tengan un stock
de capital por trabajo efectivo muy cercano a “su correspondiente” estado estacionario. Esta
hip6tesis también implica que los paises pobres.

< Planteamiento

v Cada grupo de paises tiende a largo plazo, a su propio estado de crecimiento
proporcionado.

v" Aguello paises que al inicio tenian relativamente un menor capital por trabajador,
creceran dentro de su propio grupo , mas rapido que los otros paises que al inicio tenian
mas capital por trabajador.

Esto quiere decir que se dara la convergencia dentro de su propio grupo. Lo mismo se
efectlia con los otros grupos de paises si se constata que la convergencia condicional en
plausible.

Un ejemplo de esto son; Japén, Corea, Singapur y Hong Kong, que 1960, crecieron con
mayor rapidez en los ultimos treinta afios, tal como se expresa la hipotesis de convergencia
condicional.

2.4.6 La regla de Oro de la acumulacion

Esta regla nos quiere decir que el valor de k, del estado proporcionado que maximiza el

consumo se le llama la regla de oro de la acumulacién de capital y lo denotaremos con
k0r024
A .

24 Asi es como lo llama Phelps (1961) cuando hace referencia a la tasa de ahorro que maximiza el
consumo en el estado proporcionado.
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Para encontrar el stock de capital que se refiere Phelps, lo primero que debemos hacer es

encontrar el estado proporcionado de la ecuaciéon de Solow — Swan, por lo que ki =0. Por
lo que si reescribimos la ecuacién, teniendo en cuenta que el ahorro es igual a la produccién

menos el consumo. Para expresar al consumo de estado proporcionado, c:, con funcion del
capital en el estado proporcionado.

0=f(k)—c —(5+n)k; :> ¢ = f(k)—(S+n)k...(*¥).

La ecuacion [WY] nos dice que el consumo en el estado proporcionado, es igual a la
produccién menos la depreciacion. Esto quiere decir que un aumento del capital aumentara

f(k;), el consumo en el estado proporcionado y por ultimo aumenta la cantidad de
magquinas utilizadas en la produccién, de esta manera se afectaa (5+n)k, .

Para encontrar la regla mencionada ahora tenemos que maximizar el consumo en el estado
proporcionado con respecto a k,, entonces derivando a ¢, de la ecuacion (¥), con

respecto a kK, .

SE‘* =f'(k;)-(6+n)=0 @ f'(k>°) = PMgk =5 +n...(Q)
t
Gréfica 2.15: La regla de Oro
(r+ i
% b pendiente = 5
endiente = o+ » i)
A S ——
I Lore
: O
I
I
_______ : 57 flk,)
I
1
1
1
:
L >
] k;‘.’-‘m k; .5;;

Como se puede apreciar en el Grafico [2.15], que la ecuacién (), expresa la pendiente de
la curva, donde el punto de distancia entre las dos curvas es maxima y determina el

Oro .
consumo de oro (€'t ). Pero para alcanzar este punto es necesario encontrar el ahorro que

L . . Oro
haga que en el crecimiento proporcionado sea precisamente K*¢ .

Ahora analicemos que pasa con la economia segun el Grafico [2.15] si tenemos un stock de

. . Oro ,
capital superior a k*; , entonces en este punto la economia se encontrara en un estado
ineficiente.
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Gréfica 2.15: Tasa de ahorro superior a la regla de Oro

Fendiente = d+n (r+ d)x
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Esta economia podria aumentar su consumo si reduce la tasa de ahorro, a un nivel de la
“regla de oro” ya que la tasa de ahorro esta relacionada con el consumo. Al reducir la tasa de
ahorro, la curva de ahorro de la economia desplaza hacia abajo, durante este proceso el

consumo queda definido como la diferencia entre la funcién de produccién, f (k,), y la curva

de ahorro s°°.f (k).

Para apreciar mejor como a evolucionado el consumo con esta disminucién del ahorro pasa
remos a observar el Grafico [2.16].

Gréfica 2.16: Variacion del consumo ante una reduccion de s’

-

¢

Re duccicn 5

, , «Oro . .,
A largo plazo la economia convergera a k™t , donde el consumo es superior y también es
superior k. Entonces si la economia encuentra un k', entonces reducimos la tasa de

ahorro a un s°° y con esto consegui aumentar el consumo en todos los momentos del
tiempo.

Entonces podemos concluir que el consumo en el estado proporcionado es maximo en el
estado proporcionado de la regla de oro.
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2.4.7 Politica de Crecimiento ejercicios resueltos

Problema #1
Suponga que existe una economia capitalista cuya funcion de producciéon agregada es

Y, = AKY°.L?®y se sabe que la tasa de ahorro de esta sociedad es de 30% del producto

agregado cada afio, también se sabe que; La tasa de depreciacion del capital es de 8% al
ano, la tasa de crecimiento de la fuerza de trabajo es del 2% al afio y por ultimo se sabe que
el indice de nivel de tecnologia es la unidad. Se pide:

a) Hallar la ecuaciéon fundamental de Solow — Swan.

b) Hallar el estado de crecimiento proporcionado.

¢) Hallar los valores de capital por trabajador y de producto por trabajador del estado
proporcionado.

d) Hallar la tasa de salario y la tasa de rendimientos bruto del capital y graficar los valores.

e) Hallar la participacion de los salarios y de los beneficios brutos en el ingreso nacional.

Rpt:

a) Hallar la ecuacion fundamental de Solow — Swan.

De los datos tenemos: s=0.30, 6 =0.08, n=0.02 A=1

Y, = AK®.L2"°, dividiendo la funcién de produccién entre la cantidad de trabajadores (L,)

tenemos:
Para operar con facilidad usaremos un viejo truco matematico L, = LY.L, donde oo+ =1

3/5
Yt K3/5 L2/5 Y [K j
oA S [y Lo Al oy = AKYEL(FPI)
L L Lne L, L, o

Ahora deduciremos la ecuacién de Solow — Swan
I, =Ki+ 0K, C,=01-9)F(K,L,A)

Y, =C, +1, = F(K,,L,A) = 01— 5).F(K,.L,, A) + Ki + 5.K,

. 1 .
K = F(Kt,A.Lt)—é.Kt...xE :> ke = f(k,) =5k, ...(1)

K dk ktL —|._t.K °* kt |._t K dk °
= — LoDt ‘ Ke=—t—=t 2t Tk, (1]
LY & 2 — k LLL e et

Reemplazando la ecuacion (1) en la ecuacion (1)

dk .
S = (fk)—sk)—nk T k= k) —(n+S)k,...(1IN)
La ecuacion (1ll') representa la ecuacion fundamental de Solow — Swan que hemos
deducido por Unica vez, solo la mencionaremos y la aplicaremos de forma directa en las
siguientes paginas del libro.

Reemplazado los datos en la ecuacion fundamental de Solow — Swan.

ke = (0.30).(Dk>'® - (0.10)k, , la ecuacién de fundamental de Solow — Swan.
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b) Hallar el estado de crecimiento proporcionado.

Para el crecimiento proporcionado tenemos que: 7, =0=k: =0
Dividiendo la ecuacion de fundamental de Solow — Swan, entre el capital por trabajador (k,),
tenemos:

ki 1 1 1
- =(030)() 7 —0.00= 7, = 0.30( e J _0.10 E> 0= O'BOLWJ ~0.10
t

t t t

c) Hallar los valores de capital por trabajador y de producto por trabajador del estado
proporcionado.

5/2
Despejando, k,, de la ecuacion anterior, tenemos K, = (%J k*tom =15.589
Reemplazando, k,, en la funcién de produccién intensiva (FPI)
y, = (15.589)*"° = y; =5.196 s f (k) =1.5588
Grafico del Problema #1
v, 4 (0.10)k,
yi=5196 """ 20 S gy
'f ]
T FEN) =15588 |-~ - - - o= .
sUSE) / ™)
/ :
/ .
/ l
I |-
X B 1559 k,
¥y :
|
|
|
' (m+d)
0.10 e ———
I
kT Z15.59 k,

d) Hallar la tasa de salario y de rendimiento bruto de capital y graficar los valores.

Mercado de capital:

3/5 2/5
PMgk = r = PMgk = dtk") __3 ( ! j r =0.1999972
dk, 515.589 \ 15.589
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Mercado de trabajo:

PMgL =W = PMgL = f(k,) - f'(k.)k, =>W = Ak*® —%.A.lels.(kt)
t

W =§.Akf’5 =W =§.(1).(15.589 3% @ W =2.079

e) Hallar la participacion de los salarios y de los beneficios brutos en el ingreso nacional.
La participacion del salario:

w W 207 o . : .
=—= E =0.40, La participacion del salario en el ingreso nacionales del 40%.

y Y 519
La participacion del beneficio:

rk B (15589)0.19999972

y Y 5.196
del 60%.

= 0.6, la participacién del beneficio en el ingreso nacional es

Grafico de la distribucion del ingreso nacional

(5 +n)k, = 0.33k,

8
A recta tangente
¥
E .-

-

(8 +mk, = 0.1k,

cunva de ampliacion
neta de capital
; Sk

cunva del producto por
trabajador

5. )

cuiva de ahorro

A==

rk=3,119 2

W= 2079 <

L J

Problema #2
Analice el impacto de una reduccioén permanente de la tasa de depreciacion del stock de
capital sobre el crecimiento.

Rpt:
Cuando se produce una reduccion del stock de capital, entonces la curva de ampliacién del

capital, comenzara a rotar en sentido horario, como se muestra en el Gréfico, de tal modo
que cuando se intercepto a la curva de ampliacién neta de capital, determina el nuevo

54



Cesar H. Antunez Irgoin| Crecimiento Econémico. Ejercicios de Crecimiento Econémico

estado de crecimiento proporcionado (E, ), donde la tasa de crecimiento de largo plazo
(gkLp =0) es cero. En este punto existe mayor capital por trabajador (kz*t) y un producto por

trabajador (y;t) mayor que el inicial.
En el Gréafico posterior podemos apreciar la versiébn de Barro, donde la reduccién de la

depreciacion se desplaza asi abajo, y cuando llega a interceptarse con la curva de ahorro
determina mayor capital por trabajador (k;) en equilibrio.

Ka =s.F (k) — (5 +n)ky Si: ke =0

5. (ky) = (5 + )k, E> wz K. >0 Donde: k., <k,

Grafico del problema #2
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Problema #3
Suponga gque existe una economia capitalista cuya funciéon de producciéon agregada es

Y, = AKY*.i’*, y se sabe que la tasa de ahorro de esta sociedad es de 35% del producto

agregado cada afio, también se sabe que; La tasa de depreciacion del capital es de 10% al
afio, la tasa de crecimiento de la fuerza de trabajo es del 1% al afio y por ultimo se sabe que
el indice de nivel de tecnologia es la unidad. Se pide:

a) Hallar la ecuacién fundamental de Solow — Swan.

b) Hallar el estado de crecimiento proporcionado.

c) Hallar los valores de capital por trabajador y de producto por trabajador del estado
proporcionado.

d) Hallar la tasa de salario y la tasa de rendimientos bruto del capital y graficar los valores.

e) Hallar la participacion de los salarios y de los beneficios brutos en el ingreso nacional.
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Rpt:

a) Hallar la ecuacion fundamental de Solow — Swan.

De los datos tenemos: s=0.35, 6=0.10, n=0.01 A=1

Y, = AKY*."*, dividiendo la funcién de produccién entre la cantidad de trabajadores (L,)

tenemos:
Para operar con facilidad usaremos un viejo truco matematico L, = L?.LY, donde o+ =1

3/4
Yt K3/4 L1/4 Y [K]
Sopas o s Lol oy = AR (FPI)
N R L, L, o

Reemplazado los datos en la ecuacion fundamental de Solow — Swan.

ki = (0.35).()k>* - (0.11)k, , la ecuacién de fundamental de Solow — Swan.

b) Hallar el estado de crecimiento proporcionado.

Para el crecimiento proporcionado tenemos que: 7, =0=k: =0

Dividiendo la ecuacion de fundamental de Solow — Swan, entre el capital por trabajador (k,),
tenemos:

ke 1 1 1
= (039.0) 5 -011=, =o.35(kl,4j—o.11 E> 020.35(WJ—0.11
t t

t t

c) Hallar los valores de capital por trabajador y de producto por trabajador del estado
proporcionado.

4
Despejando, kt, de la ecuacién anterior, tenemos kt* :(%) = k*: =1025

Reemplazando, k,, en la funcién de produccion intensiva (FPI)

y, =(0).0025% =y =32.21 s".f (k') =11.27

56



Cesar H. Antunez Irgoin| Crecimiento Econémico. Ejercicios de Crecimiento Econémico

Grafico del Problema #3

i (0.11)k,
yr=3221f--------- e )
AR =11.27 | - - - - g *
t //x ; .f(kt:l

¥

Fr

0,11 S
| cura de ahorro

T
i

d) Hallar la tasa de salario y de rendimiento bruto de capital y graficar los valores.

Mercado de capital:

3/4 1/4
PMgkzr:PMgk:d(kt ):E( ! j r=0.2357112
dk, 411025

Mercado de trabajo:

, 3.1
PMgL =W = PMgL = f (k) — (k) k, =W = Ak** = A (k)
t

W :%.Akf"‘ W :%.(1).(102.5)3’4 > W=805347
e) Hallar la participacion de los salarios y de los beneficios brutos en el ingreso nacional.

La participacion del salario:

wW_ V_V = 8.05347 =0.25, La participacion del salario en el ingreso nacionales del 25%.

vy oY 3221

La participacion del beneficio:

rk B (1025)0.2357112
y Y 32.21

del 75%.

=0.75, la participacion del beneficio en el ingreso nacional es
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Grafico de la distribucion del ingreso nacional

&+ 1)k
CrDE _ o314k, (8+m)k, = 011k,

g
d recta tangente curva de ampligcion
z neta de capital

Stk
___________ E o curva del producto por
trabajador

5.0k ) =0.357(k)

cutva de ahotro

2

Problema #4

Imaginemos que China en la década de los 80 experimentos un incremento de su poblacion,
considerablemente, y debido a estos se quiere analizar este incremento permanente de la
tasa de crecimiento de la poblacién, sobre el crecimiento de su economia.

Rpt:

Con el aumento permanente de la tasa se crecimiento de la poblacién (n’), la curva de
ampliacion de capital rota en sentido antihorario, de tal modo que cuando se intercepto con
la curva de ampliacion neta de capital determina el nuevo estado de crecimiento

proporcionado, con mayor capital (k:) y con mayor producto por trabajador ( y:).
Grafico del problema #4
(& +r"k,

(d+#"

T T' (f+m)
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En la version de Barro que se muestra en la parte inferior de nuestro Grafico presentado,
podemos apreciar, que el aumento de la tasa de crecimiento de la poblacion hace que la
curva de depreciacion se desplace asi arriba y al interceptarse con la curva de ahorro genere

el nuevo punto de equilibrio ( E,,). En este punto existe un menor capital por trabajador.

Nétese que este mismo aumento de la tasa de crecimiento potencial de la economia.

Opoencial Lp = N+tasa_ progreso_tecnoldgio

SI n T_) gPotenciaI T

2.5 Modelo de Crecimiento de Uzawa
El economista japonés Hirofumi Uzawa crea un modelo de crecimiento de dos sectores que

propuso?®.

2.5.1 Supuestos del modelo
v/ Sea una economia capitalista sin relacién con el exterior.
v' Dicha economia solo produce dos bienes: e Bienes de consumo con un subindice (ci)
¢ Bienes de capital con un subindice (m)
v' Habran dos sectores productivos: e Sector de bienes de consumo.
¢ Sector de bienes de capital.
Cada sector produce con una funcién de produccion Neoclasica.
El sector de bienes de consumo es mas intensivo que el sector de bienes de capital.
Los mercados de bienes y factores son mercados de competencia perfecta.

Los trabajadores no ahorran PMg(s,,) =0.

Los capitalistas ahorran todo su beneficio PMg(s, ) =1.

NN N N NN

La fuerza de trabajo crece a una tasa constante (n).

Nétese que todo modelo de crecimiento de dos bienes por su propia naturaleza es mas
complejo que el modelo de Solow. Ciertamente habra precios relativos de los bienes, de los

factores de capital por trabajador sectorial, etc.

Este modelo de equilibrio general de dos bienes es un modelo reducido. Obsérvese que

Uzawa, simplifica el andlisis con lo cual, los trabajadores no ahorran todo.

25 E titulo de su trabajo se llamo "On a Two-Sector Model of Economic Growth, I"(En Modelo de Dos-sector

de Crecimiento Econdmico, yo), 1961, RES.

59



Cesar H. Antunez Irgoin| Crecimiento Econémico. Ejercicios de Crecimiento Econémico

2.5.2 Sector de bienes de consumo
Se produce una funcion de produccion Neoclasica de bienes de consumo.
YC = F (KC’ LC)

Dividiendo la funcion entre L. , tenemos:

Y K. L ::;
L_° = F(L_C,L_C) Y. = f(k.)...Funcién de produccion intensiva

C

El producto del sector de bienes de consumo, Y,, es igual al consumo real de bienes de

C
consumo: Y, = e
c

Donde;

C: Consumo nominal de bienes de consumo.

P.: Precio del bien de consumo.

c .
—: Consumo real de bienes de consumo.

C
2.5.3 El sector de bienes de capital
Se produce una funcion de produccion Neoclasica de buen comportamiento.

Yo =F(K;, L)
Dividiendo entre L, tenemos:

Y K, L
L_m = F(L—”‘,L—”‘) ) ¥Ym = f(K,)...Funcién de produccién intensiva

m

Donde;
| : Inversion nominal.

P, : Precio de bien de capital.

| L, . :
P—: Inversion real de bienes de capital.

m

Subindice: m representa el bien de capital (maquinaria).

El producto del sector de bienes de capital Y,,, esigual a la inversion real de bienes de

|
capital: Y, = —.
p " p

m
El equilibrio en el crecimiento proporcionado

Se asume que se llega al estado de crecimiento proporcionado, los mercados de factores
van estar en equilibrio.
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Mercado de trabajo
Se plantea que existe el sector de mercado de consumo y el mercado de bienes de capital.
a. Mercado de trabajo del sector de bienes de consumo

Que las empresas capitalistas van a contratar trabajadores en aquella cantidad, donde el
salario real se iguale al salario nominal.

b. Mercado de trabajo del sector de capital
Las empresas capitalistas contratan trabajadores hasta, que la cantidad de salario nominal
de consumo se iguales al salario de bienes de capital.

Mercado de capital

a. Mercado de capital en el sector de bienes de consumo
Las empresas maximizadotas de beneficios contratan maquinas, hasta que esta se iguale
con la tasa de rendimiento real.

r
PMgK, =&
9K, =3

c

b. Mercado de capital de bienes de capital
Se asume que el nivel de tasas de rendimiento nominal del capital,r, =r, =r y también se

asume el pleno uso de los factores, L. +L, =L y K, +K_ =K, donde:

r
PMK,, ="
Pm
r
P—°: Tasa de rendimiento real del capital en términos de bienes de consumo.
C
P—m : Tasa de rendimiento real del capital en términos de bienes de capital.

m

2.5.4 Ecuacion fundamental de Uzawa

Partiendo de la condicion de equilibrio macroeconémico, tenemos:

Sreal EIreaI:>i_ I

P P

m m

Asume todos los capitalistas ahorran todo su beneficio.

S B
P_m = SK-P_m donde: s, = PmgK . =1

Reemplazando el valor que tenemos s, .

S B S r

2 -2 - K

Pm Pm Pm Pm

Reemplazando I K—I— )]
5 5

m m

Dividiendo a la ecuacién (1 ) entre L, tenemos:

61



Cesar H. Antunez Irgoin| Crecimiento Econémico. Ejercicios de Crecimiento Econémico

r K 1
B e
P, L P, L ()

Recordando que la inversion neta por trabajador esta definida como: T:kt‘i‘ n.Ke,

reemplazando la inversién neta en la ecuacion (11).

PL.kt —ketrnk,...(I1)

m

r
De la funcién de produccion intensiva de Zﬁm =f (8)=PMK, = P—m

m m

Reemplazando en la ecuacion (11l'), tenemos:

ke = f, .k, —nk, , la ecuacion fundamental de Uzawa

Esta ecuacion diferencial del proceso de acumulaciéon en una economia capitalista de dos
bienes. Va significar que la tasa de cambio del capital por trabajador es un remanente del
producto marginal del capital del sector de maquinas, respecto a la ampliacion de capital.

2.5.5 Estado de crecimiento proporcionado

En el estado de crecimiento proporcionado, la tasa de crecimiento del capital (g, ) es nula,

entonces si g, =0, estonos da: f; =n, que determina k™ n.

Gréfica 2.17: Distribucion del ingreso del modelo de Uzawa

'
YooV recta tangente
Y = T lh)
recta tangente S
_________ i — Yo = Jolke)
[
.‘
- ] |
; I
| rhn
1 1 e
: L e
| 1
! I
| I
I 1
I I
1 i -
kX <kl <kl L

En el Gréfico [2.17] se puede apreciar la distribucion del ingreso entre el sector de bienes
capitalista y el sector de bienes de consumo, donde la funcion de produccién de bienes de
capital, es mas intensiva que la funcién intensiva de bienes de consumo.
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Notese:

k, <k <k

ki =0k, +(1-6)k; i=c,m
Donde:

k;" : Capital por trabajador del sector i-ésimo.

y; : Producto por trabajador del i-ésimo sector.

. . Precio del bien i-ésimo.

o

: Salario real del bien i-ésimo.

: Tasa de rendimiento real del capital en términos del bien i-ésimo.
: Precio relativo de los factores.

: Precio relativo de los bienes.

3-U|O-U -‘lé _-Ul-‘ _-U|§

Grafica 2.18: Estado de crecimiento proporcionado de Uzawa

Dividiendo la ecuacion fundamental de Uzawa entre K,, tenemos:
K
Befien [ ge=fie

t
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2.6 Modelo de Kaldor (Enfoque de Cambridge)

La historia de las leyes de Kaldor se remonta a los debates sobre las consecuencias de los
rendimientos crecientes dindmicos y estaticos y sobre el papel de la demanda real en la
determinacion de la trayectoria de crecimiento de largo plazo de la economia.

Podriamos decir que los trabajos que Kaldor publicé después de 1966 constituyen una
especie de reversion de la técnica analitica. En primer lugar, descarta el método de equilibrio
por irrelevante, pues el desarrollo econémico es ante todo un proceso de desequilibrio. En
segundo lugar, complementa el enfoque de la oferta con el de la demanda, y hace de ésta
una fuerza esencial en la determinacion del ritmo de crecimiento de la economia en el corto
y en el largo plazo. Por ultimo, opta por un andlisis cualitativo antes que cuantitativo, ya que
privilegia el enunciado de leyes empiricas y busca explicaciones enddgenas y bicausales de
los hechos estilizados, relegando la determinacion de los valores de las variables a un lugar
secundario.

Desde esta perspectiva analitica, lo importante es identificar los mecanismos de transmision
en los procesos de cambio estructural de las economias capitalistas. La explicacion del
desarrollo y del surgimiento y persistencia de polos de crecimiento y estancamiento exigia
dejar de lado los modelos de un sector, y utilizar esquemas multisectoriales para estudiar las
interrelaciones entre los sectores con rendimientos decrecientes (la agricultura) y con
rendimientos crecientes (la industria.

Kaldor (1970 y 1981) examin6 a fondo las implicaciones del principio de causacion circular
acumulativa y de los rendimientos crecientes en el desarrollo regional y en el comercio
internacional. Distinguié entre actividades econémicas basadas en la tierra y actividades
basadas en procesos de transformacién. En las primeras, los precios relativos constituyen el
mecanismo de ajuste a los desequilibrios, mediante los efectos ingreso y sustitucion. En las
actividades industriales, el proceso opera de manera diferente Kaldor llegé incluso a afirmar
que el libre comercio podia dejar al mundo en una situacién peor que si hubiese algun tipo
de regulacion. Los hechos confirmaban su hipotesis. EI comercio internacional entre paises
ricos se basaba en el intercambio dentro de las industrias y no entre industrias, lo que
reafirmaba la idea clasica de que las fuerzas que llevan a la especializacion son el comercio
basado en bajos salarios (bienes primarios) y el comercio basado en conocimiento y
tecnologia (bienes industriales). Un pais exitoso es aquel que exporta bienes con altas
elasticidades ingreso de la demanda e importa bienes primarios con bajas elasticidades. Las
exportaciones se convierten en el componente autbnomo mas importante del gasto en las
economias desarrolladas porque les permite mantener altos niveles de utilizacion de la
capacidad productiva en las manufacturas. 26

El resultado mas importante del desarrollo del modelo de crecimiento y distribucion de la
renta de Kaldor es el llamado “teorema de Cambridge”, el cual establece que la tasa de
beneficios (r) en la senda de crecimiento a largo plazo de una economia, es el cociente entre
la tasa natural de crecimiento (gn) y la (pura) propension al ahorro de los capitalistas (sc) 7.

Este es un modelos Neokeynesianos, donde Kaldor efectla una critica a los modelos
Neoclasicos de crecimiento indicando que no se cifien a los hechos esterilizados de

26 Alvaro Martin Moreno Rivas (2008 )Las leyes del desarrollo econdmico endogeno de kaldor: el caso
colombiano

2 Titulo original: “The government sector in Kaldor-Pasinetti models of growth and income distribution” (El
sector gubernamental en Kaldor-Pasinetti planea de crecimiento y distribucién del ingreso) Journal of Post
Keynesian Economics (El periédico de Post la Economia Keynesiana), vol. 15, N. 2, pag: 211-228.
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crecimiento, frente a lo cual, plantea un modelo de crecimiento que considere las clases
sociales, distribucion del ingreso y la tasa de ahorro de la sociedad en forma endogena.

2.6.1 Supuestos del modelo

v/ Sea una economia capitalista en el cual existen dos clases sociales:

Capitalista con un subindice (c).

Trabajadores con un subindice (w).
Dicha economia se halla en pleno empleo.

La inversion no es exdégena.

ANEENEEN

Cada clase social tiene su propio ahorro que depende de su ingreso, su producto

marginal (PMgs) de cada clase.
v' El producto marginal de los capitalistas supera al producto marginal de los trabajadores

esto puede ser escrito mejor como: 0<s, <s. <1.

v La economia no tiene relacion con el exterior.

Desarrollo del modelo
(a) Identidades

El producto por el lado del ingreso es igual a la suma de la masa de salario y la masa de
beneficio.
Y=W+B

Su producto agregado es igual al ingreso nacional.
El ahorro agregado, S, se desdobla entre el ahorro de los capitalistas (S, ) y el ahorro de los

trabajadores (S, ).
S=s,+5S,

(b) Ecuacién de comportamiento
El ahorro de los capitalistas (s, ), depende directamente de su ingreso de los beneficios

dado su producto marginal ahorrar de los capitalistas (PMgs, ), donde; PMgs, =1.

S, =s..B O<s, <1
El ahorro de los trabajadores (s, ) depende directamente de su ingreso laboral, masa de
salario w, dado su producto marginal ahorrar (PMgs,,) de los trabajadores.

S, =s,W O0<s, <1

Ecuacion de ahorro de Kaldor
Plantea que el ahorro agregado va depender directamente del ingreso nacional y de los
beneficios dado el producto marginal ahorrar ( PMgs) de las clases sociales.

De la identidad Y =W +B =W =Y —B, reempezando en la siguiente ecuacién que se
muestra

S=S,+S,
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S=s.B+s,.
S=s.B+s,.(Y -B)
S=s,Y+(s,—s,)B

Tasa de ahorro de la sociedad
S=s,Y+(s,-s,)B
Dividiendo la ecuacion anterior entre Y, tenemos.

S
=5, +(s, -5
v (Sc —Su)-

S=Sw+(sc_sw)
AN

s=s, +(s, —s,).rv

7§|UJ—<|w

S
Y

s=f(r) Dado s,,s,,r
2.6.2 Ecuacion de beneficios
De la condicién de equilibrio macroeconémico tenemos;

S=1I
S,Y +(s,—s,)B=1

(I'=s,,.Y), Ecuacién de beneficio
-S

c w

Participacion de los beneficios en el ingreso nacional
De la ecuacion de beneficio tenemos;

1
S, —$S

C w

B 1 I
V- —y .(?—swj...(ll)

Esto significa que depende directamente del coeficiente de inversion dado las diversas
propensiones marginales ahorrar.

B= (I-s,Y)...(1)

Dividiendo entre Y:

Tasa de beneficio
De la ecuacion (1 ), tenemos;

Dividiendo entre K

B 1 (I Y
T .[E—s,w?j...(ul)

Estos significan que la tasa de beneficios de la sociedad depende directamente de la tasa de
crecimiento de capital, dad la tecnologia y las proporciones marginales ahorrar.

Donde:
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=r : Tasa de beneficio.
K - .
=0, = e : Tasa de crecimiento del stock de capital

= o : Relacion producto-capital.

X|<X|=—X|w

Es una teoria de la distribuciéon que sefiala que las clases sociales y se basa en su producto
marginal que lo genera.

2.6.3 Crecimiento Econémico
De la condicién de equilibrio macroeconémico tenemos:
S=1I
S,y +(s.—s,)B=1
Dividiendo entre el stock de capital la ecuacioén anterior, tenemos:

Y B |
SW'E_'_(SC —SW).R = R
A
B |
s,,.0.+(s, _SW)'E =

o : Relacién producto-capital y es el reciproco de la relacién capital-producto o =1/v.

s,,.0.+ (s, =8, JF = 0y

gy = —...(IV)
v

Noétese que el numerador de la ecuacion (1V ) es la tasa de ahorro de la sociedad (s, ).

K = % s(r) : Es endégeno.

En el crecimiento proporcionado: g, =g,

_s(r)
Yoy
Notese, Que Kaldor halla que la tasa de crecimiento del producto es igual a la tasa de ahorro
de la sociedad es enddgena y permite que se igualen a la tas de crecimiento efectivo.
9w =0
Es un modelo donde hay una tasa de ahorro de la sociedad es endbgena.
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2.6.4 Caso Limite

En este caso nos dice que la economia capitalista en la cual los trabajadores no ahorran,
esto significa que PMgs,.,, =s,, =0, trabajadores no ahorran de la ecuacion de beneficio

(1), reemplazando s, =0 tenemos:

B= L (1)
C
En una economia capitalista donde los trabajadores no ahorran, los beneficios dependen del
volumen de inversién dado el producto marginal de los capitalistas.

¢ Kalecki: Sefala que los capitalistas guardan todo lo que gana y los trabajadores gastas
todo lo que ganan, esto quiere decir que s, =0.

De la ecuacion de beneficio (1l ), tenemos:
B 11
—=——1..(I1"
Y s, \Y
En una economia en que los trabajadores no ahorran su beneficio depende directamente del
coeficiente de inversion dado su propension marginal.
De la ecuacion de beneficio deviene:
B

B_11
K s, K
I_*_\

r=9 )
C
En una economia capitalista en los que los trabajadores no ahorran, la tasa de beneficio
depende directamente del stock de capital, dado la propension marginal de los capitalistas.

e FEcuaciéon de crecimiento

De la ecuacion numero ( IV ), tenemos la ecuacion de crecimiento, donde deviene:
S..I.
_ _ ¢y '
9k =Gy =— .. (V1Y)

gy =S..I', Ecuacion de crecimiento Cambridge 28.

La economia capitalista en el largo plazo, cuando los trabajadores no ahorran la tasa de
crecimiento del producto depende directamente de la tasa de beneficio, dado el producto

marginal ahorrar de los capitalistas (PMgs, ).

2.6.5 Tres leyes de crecimiento de kaldor

En primer lugar, mostré la importancia de los andlisis desagregados y multisectoriales para
explicar las diferencias de crecimiento per capita entre paises. En segundo lugar, propuso
una explicacion imaginativa y general para explicar el bajo desempefio econémico de
Inglaterra después de la posguerra. Aunque luego modific6 algunas de sus hipotesis,
mantuvo la formulacién de las tres leyes del crecimiento enddgeno a pesar de las agudas
controversias posteriores a su enunciado conjunto de 1966. Como dijo en su articulo de ese
afo: “la hipdtesis que intento examinar es que las rapidas tasas de crecimiento econdémico
estdn asociadas con tasas rapidas de crecimiento del sector secundario de la economia

28 E| teorema de Cambridge fue primero atacado principalmente por escritores como Meade (1963, 1966),
Meade y Hahn (1965) y Samuelson y Modigliani (1966) que trataron de desarrollar un “teorema dual” o “anti
— Pasinetti”, abandonando el supuesto que contiene el 0 < sy < sc< 1. En breve, el “teorema dual” dice que
el ratio producto-capital (Y/K) en la senda de crecimiento equilibrado es igual al cociente de la tasa
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principalmente el sector de las manufacturas y que esto es un atributo de una etapa
intermedia del desarrollo econémico: es la caracteristica de la transicién de la ‘inmadurez’ a
la madurez” (Kaldor, 1966)

Kaldor nos dice en su libro “Causa de crecimiento de de UK” (1966), nos da las tres “leyes”
del crecimiento de Kaldor. En su planteamiento, Kaldor hace referencia a los efectos sobre el
resto de la economia de una expansién en el sector manufacturero dice:

PRIMERA LEY DE KALDOR

Existe una fuerte relacion de causalidad que va del crecimiento del producto manufacturero al

crecimiento del PIB.

Formalmente, se puede expresar asi:
gy =C+ dgm

gY =C+ Z(gm _gnm)

Donde
gy : Representa la tasa de crecimiento del PIB.

0., : Representa la tasa de crecimiento industrial.

0. .- Representa la tasa de crecimiento no manufacturero.

z2(9,, —9,,) : Esta expresion busca reducir los efectos espurios, por eso se expresa en
funcion de la diferencia entre las tasas de crecimiento industrial ¢, y de crecimiento no

manufacturero ¢, .

Kaldor consideraba que la correlacién era significativa y que no podia atribuir al simple
hecho de que la produccion industrial hace parte del PIB. Propuso dos razones para apoyar
esta ley: la reasignacion de recursos subutilizados en el sector primario o de servicios, donde
habia desempleo disfrazado o subempleo y menor productividad, lo que permitia aumentar
la produccion sin reducir la oferta de los demas sectores; y la existencia de rendimientos
crecientes a escala estéticos y dinamicos en la industria manufacturera. Los primeros hacen
referencia al tamafio 6ptimo de la empresa (produccion a gran escala); los segundos, a los
procesos de aprendizaje en el oficio y a las economias externas producto de la
especializacion industrial. Estos Ultimos son esenciales, pues su caracter macroeconémico
convierte al sector industrial en motor del crecimiento.

SEGUNDA LEY DE KALDOR

Existe una fuerte relacién positiva entre el crecimiento de la productividad en la industria
manufacturera y la tasa de crecimiento del producto.

Existen varias maneras de expresar esta ley. Aqui usamos las dos expresiones de Kaldor
(1966).

P.=a+p9, sa: 0<p<l
em =_a+(1_ﬁ)gm

Donde
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P.: Representa el crecimiento de la productividad del trabajo.
e, : Representa la tasa de crecimiento del empleo en la industria.
0., : Representa la tasa de crecimiento del PIB industrial.

Esta relacion también se conoce como “ley de Verdoorn” (1948). Un coeficiente menor que 1
indica rendimientos crecientes a escala. El punto controversial es la relacién de causalidad.
Algunos autores sostienen que va en sentido contrario, es decir, del crecimiento de la
productividad al crecimiento del producto industrial, y aluden a la importancia de la brecha
tecnoldgica en la explicacion de la productividad (Gomulca, 1983).

TERCERA LEY DE KALDOR

Cuanto mas rapido es el crecimiento del producto manufacturero mas rapida es la tasa de
transferencia de trabajo de los sectores no manufactureros a la industria, de modo que el
crecimiento de la productividad total de la economia estad asociado positivamente con el
crecimiento del producto y del empleo industrial y correlacionado negativamente con el
crecimiento del empleo fuera del sector manufacturero.

Formalmente, se puede expresar como:

Ptot =C+ kgm - Jenm

Donde

P.: : Representa la tasa de crecimiento de la productividad total.

0,,: Representa la tasa de crecimiento del PIB industrial.
e, - Representa la tasa de crecimiento del empleo en los sectores no manufactureros

e Kaldor analiza las causas de las diversas causas de crecimiento del producto
manufacturero.

I (inversion)
e Factor por el lado de la demanda | C (consumo)
X (exportaciones)

e Factor por el lado de la oferta { Dotacion de factores: capital (K), trabajo (L) y tecnologia

(M.

2.7 Modelo de Pasinetti

En su trabajo de 1962, va ser un balance del modelo de Kaldor donde hay aciertos y
definiciones. En los aciertos sefiala que hay clases sociales y el producto marginal ahorrar
(PMgs) es enddégeno y en las diferencias descubre, que hay una limitacion en una
economia capitalista, donde los propietarios del ahorro son duefios del interés (el ahorro de
los trabajadores genera interés), que pertenece a los trabajadores?®.

Concluye que existen beneficios de los trabajadores y capitalistas, por eso su finalidad es
corregir el modelo de Kaldor.

¥ a tasa de crecimiento del producto (gy) dividida por la propension al ahorro de los trabajadores (sw), esto
es:Y/K=gv/sw.
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2.7.1 Supuestos del modelo

A los supuestos de Kaldor Pasinetti le afiade los siguientes supuestos:

v' El ahorro de los trabajadores genera un interés que pertenece a los trabajadores.

v' Existen beneficio de los capitalistas y beneficios de los trabajadores.

v' La economia considerada es cerrada, sin actividad gubernamental, y en la senda de
crecimiento equilibrado con pleno empleo a largo plazo.

v' La cuantia de la inversion (), dad exégenamente, esta fijada al nivel necesario para
asegurar el pleno empleo en el equilibrio a largo plazo.

v' La fuerza de trabajo medida en unidades de eficiencia (L) crece de forma exponencial a
la tasa de crecimiento natural de Harrod.

v" Los ingresos netos totales (Y) se dividen en salarios (W), beneficios asignados a los

trabajadores (P, ) y beneficios asignados a los capitalistas (P,). Del mismo modo el
ahorro total neto (S) se divide entre el ahorro de los trabajadores (s,) y el de los
capitalistas (s, ), y el capital total (K) es, en parte, propiedad de los trabajadores (K, )y

en parte de los capitalistas (K, ). Adicionalmente, 0<s, <s. <1.

e El ahorro agregado de la sociedad se desdobla, en ahorro de los capitalistas (S,) y
ahorro de los trabajadores (s, ).
S=S,+5S,
e El beneficio total se desdobla en beneficio de los capitalistas (B,) y beneficio de los
trabajadores (B, ).
B=B, +B,
e El producto agregado por el lado del ingreso, se desdobla en masa de salario (W), y

masa de beneficio (B).
e Elingreso de los trabajadores se desdobla en masa de salario (W), y beneficio de los

trabajadores (B, ).
Y=W+B,

Donde:
El subindice (c) representa a los capitalitas.

El subindice (w) representa a los trabajadores.

Ecuacion de comportamiento

e El ahorro de los capitalistas (S.), es una proporcion de sus beneficios (B,), dado el
producto marginal ahorrar (PMgs) de los capitalistas.
S, =5..B,
e EIl ahorro de los trabajadores (S, ), es una proporcion de su ingreso (Y,), dado el
producto marginal ahorrar ( PMgs) de los trabajadores.
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S, =5S,Y, 0<s, <s.<1
I_L\
SW = SW(VV + BW)

2.7.2 Funcion de ahorro de Pasinetti

El ahorro agregado depende directamente del ingreso nacional y de los beneficios de los

capitalistas, dado el producto marginal ahorrar (PMgs) de las clases sociales.

S =S(Y,B,)
S=S,+8S,
e

S=s.B,+5s,Y,...(I)

De. Y =W +B §> Y =W +B, +B, §> Y-B =W+B, =Y,...(Il)

Reemplazando la ecuacién (I1) en (1 ):
S=s.B,+5s,Y,
I_A_\

S=s,.B, +s,.W+B,)

S=s.B, + sw.m

S=s,.Y +(s.-s,)B.
Tasa de ahorro de la sociedad

De la forma de ahorro agregada, dividiendo entre: Y

S B
— =5, +(S. —S,)—
Y Y (c W) Y

Donde la tasa de ahorro de la sociedad es endégena S =S(B./Y).

La funcion de beneficio de los capitalistas

Partiendo de la condicion de equilibrio macroeconémico, tenemos:

S=I
,_/H
SyY +(s; —s,).B, =1
1
B, = I =s,Y
=t )

Razon de beneficio de los capitalistas respecto al ingreso nacional
De la funcién de beneficios de los capitalistas

1
B. = {l-s,.Y
L(-s)

w

B.__ 1 (1_
T_SC—SW'(Y sw)...(lll)

Razon de beneficio de los capitalistas respecto al stock de capital
De la funcién de beneficios de los capitalistas

1
B. = {l-s,.Y
L(-s)

Dividiendo entre Y, tenemos:

C w
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Dividiendo entre k, tenemos:

B 1 I
— = | —==5s, |...(IV
K sc—sW(K Wj (V)

De la relaciones

B=B, +B,
Dividiendo entre stock de capital (K)
B B, B,
_— =4 =
K K K
Multiplicando y dividiendo entre K, /K
B B, B, K,
_— = — —
K K K, K
/_H
B B K
—=—S+r,| —2*
<k [ > ] V)
Asi mismo de la relacion
B=B, +B,
Dividiendo entre stock de capital (y)
B B, B,
—_— =4 —
Y Y Y
Multiplicando y dividiendo entre K, /K
B B, N B, K, K
Y Y K, K'Y
/_H
B B K, ) K
_:_C+r._wl_... I
Y Y W( K j Y v

Donde:
r, : Tasa de rendimiento de capital por trabajador

K, /K : Razén de capital de los trabajadores al capital agregado

Obteniendo algebraicamente K, /K tenemos:

K S
En un equilibrio dinamico, tenemos que: —* = —*
K Ij_\
K S,,.Y
— =" (VI
K =S (vir)
Reemplazando la Condicion S =1,y la ecuacién (1), en la ecuacion (IV ) nos da:

w

K,  Su.(Y—-B,) N K, SuY¥ s,(Y-B)
K | K 1 |

Despejando el beneficio de los capitalistas (B, ), tenemos:
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1
B. = {l-=s,.Y
ot lesy)

Dividiendo la ecuacion anterior entre la inversion (1 ), tenemos:
& _ 1 1- S,-Y
I s.—s, I

Reemplazando y resolviendo, tenemos la parte de capital correspondiente a los trabajadores
en situacion de equilibrio.

K :
Ku _ SuSe Y S - (VIN)
S

K s.—s, | s,—

c w

Reemplazando K, /K vy la ecuacién (1V ), en la ecuacion (VIII )
La participacion de los beneficios en el stock de capital es:

LSO

K Y S.—S, S:.—S,
Reemplazando K, /K en la ecuacién (VI ), tenemos:

B :
E=—°+rw. Se-Sw _1_ S _5...()()
Y Y Y

2.7.3 Supuesto de largo plazo

En el largo plazo se da la igualdad de las diversas tasas de ganancia y el interés, esto quiere
decir que:

B, _B, _B_.
K, K, K
e
r.=r,=r=i

La implicaria de este supuesto, se puede notar si reemplazados el supuesto de largo plazo
en la ecuacion (IX ) y simplificando nos da:

B 1r
K s, K

En una economia capitalista donde los trabajadores ahorran y son propietarios de sus
intereses en el largo plazo la tasa de beneficio, va depender directamente de la tasa de

crecimiento del capital dado la propensién marginal ahorrar (PMgs, ) de los capitalistas.

Ahora aplicando dicho supuestos se tiene, que la ecuacion ( X ) y simplificando se tiene:

B_11

Y s, Y
En una economia capitalista donde los trabajadores ahorran y son propietarios de sus
intereses, la participacion de los beneficios en el ingreso nacional depende directamente del
coeficiente inversion.
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.. . | - :
Asi mismo se tiene que B =—, los beneficios dependen directamente del volumen de
C

inversion dado en producto marginal de los capitalistas.

Tasa de crecimiento

Este resultado es estrictamente valido en una economia cerrada con dos clases
(trabajadores y capitalistas.) en la que la cuantia de la inversion esté fijada al nivel necesario
para asegurar el pleno empleo, en el sentido que se crece a la tasa del stock de capital (g, )

y la (pura) propension al ahorro de los capitalistas (S, ), esto es:

r:g—K:>gK:s.r

S c

c

En el crecimiento proporcionado, donde g, = g, , esto nos da reemplazando en la ecuacion
anterior la tasa de crecimiento del producto.

gy =S..I', la ecuacion de crecimiento de Cambridge

En una economia capitalita en donde los trabajadores ahorran en el largo plazo, la tasa de
crecimiento del producto depende directamente de la tas de beneficio, dado el producto

marginal (PMgs, ) de los capitalistas.

Importancia

El modelo de Kaldor presenta un caso limite y hace un supuesto extremo, que los
capitalistas no ahorran.

En cambio el modelo de Pasinetti no necesita sumir que los trabajadores no ahorran, sino
que el considera que los trabajadores no ahorran y son propietarios de sus intereses,
llegando al mismo resultado de Kaldor, significa que en una economia capitalista no es
importante el ahorro de los trabajadores sino la propension marginal ahorrar de los

capitalistas, por eso se destaca la gran importancia de la PMgs, de los capitalistas.

2.8 Modelo de Kalecki

Economista polaco Michal Kalecki, nos presenta en su obra quiza mas importante titulado
“Theory of Economic Dynamics: An essay on cyclical and long- run changes in capitalist
economy”1954 (La teoria de Dinamica Econdmica: Un ensayo en ciclico y largo - ejecute los
cambios en la economia del capitalista). En este ensayo nos muestra una economia
capitalista que solo produce tres bienes de consumo, de lujo y de inversién.

Kalecki nos dice el desarrollo de largo plazo, o mejor dicho al crecimiento, es relativamente
escaso en la economia. Donde Atribuye que el desarrollo de largo plazo de una economia
capitalista a las innovaciones, pero no realiza un examen detallado de las mismas en un
marco capitalista, en sentido de que hay una tendencia inherente al capitalismo a impulsar el
constante crecimiento de la productividad del trabajo. Por tanto postula una teoria del
crecimiento exégeno.

Kalecki sostenia que el desarrollo a largo plazo no era algo inherente a la economia
capitalista, si no que la concurrencia de “factores del desarrollo” especificos que apunten en
tal direccién, particularmente las innovaciones, y en especial aquellas que impliquen un

30 A quienes les interese revisar Kalecki, M. (1956): Teoria de la dindmica econémica, Fondo de Cultura
Econdmica.
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mayor volumen de capital. Es por eso que su andlisis se concentra particularmente en un
estudio y el analisis de largo plazo. Recordemos que la afirmacion de que el largo plazo no
es mas que una larga sucesién de cortos.

Una caracteristica central del estudio del crecimiento en el largo plazo en Kalecki es que
parte del supuesto de que la economia funciona en términos generales con una
subutilizacion del stock de capital. No es arriesgado afirmar que fue el primero que trabajo
bajo este supuesto (y ciertamente, uno de los pocos) 3.

2.8.1 Supuestos del modelo

v/ Existen tres sectores que producen:

e Sector I :Sector productor de bienes de inversion, esta representara con un subindice: 1.

e Sector IT: Sector productor de bienes de consumo de lujo, esta representara con un
subindice; 2.

e Sector ITT :Sector productor de bienes de consumo necesario, esta representara con un
subindice; 3.

v/ Existe integracion vertical de cada sector.

v' Existen solo dos clases sociales que son:

Trabajadores, representados con un subindice; C.

Capitalistas, representados con un subindice; w.

Los capitalistas ahorran una proporcién de su beneficio.

Los trabajadores no ahorran.

La economia no tiene relacion con el exterior.

Las mercancias se venden a un precio que coincide con su valor.

El producto bruto final se desdobla en salario y beneficio.

NN

El producto bruto final sectorial por el ingreso se desdobla en salario y beneficio

sectoriales.

Analisis

Del sistema de valores, tenemos el valor de la mercancia3?.
Valor de la mercancia = C+V+P

> valores_de_mercancia=» C+>V+> P

Producto social=C +V + P
Kalecki hace la transicién hacia el sistema de valores hacia el sistema de precios.
VBP = insumo+ depreciacion + salarios+ beneficios_ netos

-

7/

~
VBP = depreciacion +\’/A&\

VBP = ins,umo+\|:/)'o‘—B

NB

31 Estos parrafos estan basados en la Serie de documentos de apoyo a la docencia, Michal Kalecki “Ciclo y
Tendencia” (2006), Por Pablo Bortz de la Universidad Nacional de Lujan de la Republica de Argentina.

32 para mejor entendimiento del valor de la mercancia y su sistema de precios, el lector interesado puede
revisar, Paul Sweezy, “Teoria del desarrollo capitalista”, Fondo Cultura Econémica. México, 1973.
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Donde:
VAB: Valor agregado bruto.

PNB: Producto nacional bruto.

P: Precio.

Enfoque de Kalecki

En este enfoque a fin de expresar el producto bruto del sector privado, empecemos por el
ingreso nacional. La participacion del salario en el ingreso se supone en general bastante
estable en el curso del ciclo, pero no puede decirse lo mismo de la suma de salarios y

sueldos.
Sectores
I II 111 Subtotal
vwom w, | wm | W
A
L | P B | B B
vag | h=01" |l=c% | =C" VAB=Y
Donde:

W. : Salarios sectoriales.

B/ : Beneficio bruto sectorial.

Y. : Producto bruto final del sectorial.

I
C¥: Consumo de los capitalistas.

C": Consumo de los trabajadores.
I° : Inversion bruta.

Subindice: c (capitalistas), w (trabajadores) y b (bruto).

c=Ccf+C"
C* =c..B®
C"=c,W

2.8.2 Analisis de Corto Plazo

Sabemos que Y =W + B", pero también es igual Y =C +1°, igualando las dos ecuaciones

tenemos:
W+B*=C+1°
—
W+B*=C" +C"+1°...(1)
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Debido a que los trabajadores no ahorran s, =0, esto implica que los trabajadores destinen
todo su ingreso al consumo ¢, =1(PMgc, =1), por que, s, +¢c, =1=0+c, =1, nos da
C" =c,w=C" =)W reempleando el consumo de los trabajador que es iguala la masa

de salario en la ecuacion (1 ).

//:Bb=CK+pl/)'+lb

B® =C* +1°...(1"), la ecuacién de beneficios

Kalecki nos dice que el consumo de los capitalistas es una proporcién de sus beneficios,
entonces expresando el consumo de los capitalistas tenemos:

C" =c,.B®
Reemplazando el consumo agregado de los capitalitas que se extrae de la ecuacién anterior,

tenemos:
G  =c,.B°

b
B"—1°=c.B"=B"= !

(I

k

La ecuaciéon (Il1), nos da el beneficio bruto que depende directamente del volumen de
inversidn, donde trabajadores gastan todo lo que gana y los capitalistas gana todo lo que
gastan.

Ecuacion de Intercambio Fundamental

Sabes que de la ecuacion de beneficio tenemos:

B> =CK +1°
P W )
B =Y, +V,

I_A_Y_H
&=m9/&+@yﬂz

b -z . .
B, =W, +W,, la ecuacion de intercambio fundamental

Los capitalistas en el sector ITI, luego de pagar a los trabajadores se quedan con todo el
excedente de la forma de consumo necesario y lo intercambian con los salarios del sector

II.

Determinacion del producto de bienes de consumo necesario: Y,

Como sabemos que los trabajadores no ahorro, sino que todo su ingreso lo destinan al
consumo, tenemos que:

C" =c, W, como los trabajadores no ahorran, s, =0,c, =1, reemplazando en la ecuacién

anterior del consumo de los trabajadores tenemos: C" =W .
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Del producto bruto final de sector de bienes necesario tenemos que:

Y, =W, +W, +W,
Asiendo un artificio multiplicando y dividiendo entre el producto de cada sector tenemos:

W W W
Y, =—LY1+—2Y,+—2Y,--(lll)
1 Y2 Y3
Donde
W, e . ,
v ¥, : Participacion de los salario del sector 1 en el producto bruto final del sector Y,
1
W, o . .
v - Y, : Participacion de los salario del sector 2 en el producto bruto final del sector Y, .
2
W, o : ,
v " Y, : Participacion de los salario del sector 3 en el producto bruto final del sector Y.
3
Y, : Pardmetro de la distribucion del ingreso del sector i-ésimo i=123

Reemplazando las variables anteriores en la ecuacion (111')
Y, =B, Y, WY, (1) [ Y (- W,) = .Y, + P, Y,
Entonces el producto de sector Y,, es:
Y; - Y., +W,Y,
1-Y,
Donde:Y, =C",Y,=1"y Y, =C*X.
Reemplazando en la ecuacion del sector Y, , nos da el producto de bienes necesario.

CW:qu+ngK
1-P,

Determinacion del producto de bienes agregados

De la demanda efectiva y de una economiza cerrada tenemos la condicion de equilibrio
macroeconomico donde el producto es igual al consumo mas la inversion.
Y = Demanda efectiva

Y=C+I°
i .,
Y=C"+CK+I"
4
¥,.1° +wp,CK
1-,
Esta ecuacion nos quiere decir que el producto agregado de equilibrio va depender
directamente del volumen de inversion bruta y del volumen de consumo de los capitales
dado los parametros de distribucion del ingreso (¥,,,,¥,).

Y = +CA+1°-.(1IV)
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Y1+, CK +(1-9,)C  +(1-P,).I°

Y* =
1-,
yr = +,1C" +[¥,.+(1-¥,)]1°
1-¥,
K _ 1 K b
Y ERRY [1-Y; +¥,]C" +[V¥,.+(1-¥,)] I
- I3

Se determina la produccion de equilibrio a partir de los esquemas de reproduccion amplia del
producto. Se determina a partir de la demanda efectiva, y este modelo se considera las
clases sociales.

2.8.3 Analisis de Largo plazo

Kalecki nos dice que en el largo plazo el consumo de los capitalistas depende directamente
de la inversioén bruta.

La Funcion de Largo Plazo

Plantea la funcién de largo plazo del consumo

Cl=1(")
Sea una funcién de consumo lineal C, =m.1° ... (V)

C/S =c..B°...(VI)

Donde:
C, : Producto marginal de los capitalistas ( PMg )

Sy : Producto marginal ahorrar de los capitalistas.

. I° - .
Se tiene que B =—, reemplazando esta ecuacién en la ecuacion (VI ).
S
K

C
kK _ Lk b
CS ==X |
K

~

CS=ml®

Donde:

c . , I
m =-X: Razén del producto marginal del consumo de los capitalistas entre el producto
SK

marginal del ahorro de los capitalistas.

o : Tasa de depreciacion del stock de capital

Ecuacion de acumulacion bruta de capital

I =1"+1% ) 1P =AK+6K
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|b=%.K+5.K

f_L\
1°=g,.K+5K :> I° = (g4 +0).K, la ecuacion de la ecuacién bruta de capital

Determinacion del producto agregado a largo plazo
De la ecuacion ( IV ), tenemos:

b K
N Y.1°+¥,C

1-Y,
Reemplazando en la ecuacién Y, tenemos

Y10 +,.0° :
yro e TR g E> yoogo| e m g
1-V¥ 1-¥

3 - 13

+CK 41 Asumiendo CK =m.I°®

Y, +'%,.m

YS = (gK + 5)K{ +m +1} , producto agregado de lago plazo

3

2.8.4 Crecimiento econémico en el largo plazo

Del producto de equilibrio en el largo plazo (Y *) , multiplicando i dividiendo entre K,
tenemos:

%:(QK +5)K w+m+1 5
K 1 K

0 - I3
Ny _Y
oK K
8Y,_*P_ K Y 8Y*_ Y
K g KL w9 AK o
I_H K
Y Y
o =0. AK :> 0'=gK.I—n
K
1 K n .z .
=Q.. = =a .o, la ecuacion de Kalecki
“ou{ 7y ) T e

Donde:

n

| . ) .,
7 =a" : Coeficiente de inversion neta.
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Asumiendo el crecimiento proporcionado tenemos: g, = ¢, , reemplazando de Kalecki.

g, =a".0, la ecuaciéon de Domar-Kalecki

Donde:

o =1/0: Representa la relacién producto — capital, que es el reciproco de capital —
producto.

Reemplazando la relacién anterior en la ecuacién de Kalecki, se tiene:

n

a ., .
g, =—, la ecuacion de Harrod-Kalecki
v

Podemos apreciar que la ecuacion de Harrod y Domar contienen el producto marginal
ahorrar, mientras que el modelo de Kalecki en su ecuacion fundamental contiene el
coeficiente de inversion.
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Capitulo Il

Crecimiento con progreso tecnoldgico y

tasa de ahorro exdgena

“Toda teoria depende de su suposiciones que no son totalmente ciertas. Por eso son
teorias. El arte de elaborar teorias con éxito consiste en hacer las inevitables
suposiciones simplificadoras en forma tal que los resultados finales no sean muy

sensibles”.

Robert Solow (1956), P4g.: 56.citado
Por: Charles Jones (2000), Pag.:18
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3.1 Definicion de técnica, tecnologia, cambio técnico y progreso
tecnologico

(@) Técnica:
Es un método de produccion en el cual existen una determinada proporcion entre los
factores de produccién e insumos para producir un determinado bien.

(b) Tecnologia:
Esto hace referencia a un fondo social de conocimiento sobre el arte de la produccién
y la técnica. Es el conjunto de conocimientos y técnicas.

(c) Cambio Técnico:
Es la modificacién de los factores e insumos para producir un determinado bien.

(d)  Progreso Tecnolégico:
Son todos los avances cualitativos y cuantitativos del fondo social de conocimiento
sobre el arte de la produccién y la técnica.

3.1.1 Schumpeter y los componentes del progreso tecnoldégico

Los conceptos introducidos por Schumpeter que mas influencia ha tenido es el de
innovacién. Segun él, existe un estado de no crecimiento, el «circuito» econdmico, y un
estado de crecimiento, la «evolucion». El paso del «circuito» a la «evolucién» se efectla por
medio de las innovaciones, que constituyen el motor del crecimiento.

El nos sefiala que el progreso tecnoldgico que tiene varios componentes:

v Proceso de Invencion.
v Proceso de Innovacion.

v Proceso de Difusion.

Proceso de Invencion
Es aquella fase en la cual se efectian los grandes descubrimientos de la humanidad.

Proceso de Innovacién

Es aquel proceso de convertir los grandes inventos de la humanidad y las grandes ideas en
mercancia que puedan ser utilizados por la poblacion.

Proceso de Difusion

Implicaria del progreso tecnolégico:

v'Aumento significativo de la produccion elevando la productividad.
v'Se reducen los costos significativamente de produccion.

Schumpeter plantea que el progreso de innovacion se va caracterizar por:

v'Creacion y produccion de nuevos hienes.
v'Formulacion y aplicacion de nuevos métodos de produccion.
v'Aseguramiento de los mercados de materias primas.

v'Conquista de nuevos mercados.
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3.1.2 Progreso tecnoldégico exégeno y desincorporado

Es aquel tipo de progreso tecnolégico que no explica las causas ni los origenes del progreso
tecnoldgico simplemente asumen que se dio el progreso tecnolégico en forma exogena. Asi
mismo asume que el progreso tecnologico se concentra en nuevas maquinarias y
mejoramientos de los trabajadores.

Representacion Analitica
La funcién reproduccion dinamica es aquella funcién que considera explicitamente el bien.

v" Funcion de produccién dinamica desplazable.

v" Funcién de produccién dinamica aumentativa de la eficiencia de los factores.

Funcién de Produccién Dinamica desplazable

Es aquella funcién dinamica que con progreso tecnolégico se traslada la funcién en forma
ascendente, como se puede apreciar en el Gréafico [3.1].

Gréfico [3.1]: Desplazamiento de la funcion Dinamica

A ¥=R(L)
¥ A A
Y = Fy(L)

s
o

L

La funcién de produccion dindmica aumenta de la eficiencia de los factores

Es aquella funciébn de produccién dinamica que con el progreso tecnoldgico lleva aun
aumento de la productividad de los factores.

Analiticamente Y, = F(A,K,,B,.L,)
Donde:
Y, = Produccion agregada en ele instante “t”.

K, = Stock de capital agregado en el instante “t”.

A, = Factor aumentativo de la eficiencia del capital.

A =A™
Con las propiedades:
Si t=0entonces A_, =1

Si t>0entonces A, ~1

A >0, tasa de progreso tecnologico debido a la eficiencia de capital

87



Cesar H. Antunez Irgoin| Crecimiento Econémico. Ejercicios de Crecimiento Econémico

Au
O =

Au
Ay -K,: El stock de capital eficiente o eficaz.

Ay-K =A™ =K =K,

:mK

L, : Fuerza de trabajo agregada en el instante “t”.
B, : Factor aumentativo de la eficiencia del trabajo.

B, =B,e™"

Con las propiedades:
Si t=0entonces B,_, =1

Si t>0 entonces B, , >~1

B >0, tasa de progreso tecnoldgico debido a la eficiencia del trabajo.

B
®
Os) = B =mg
®
B, L. : Fuerza de trabajo eficiente o eficaz.

By-L =Boe™ =L =L,

3.1.3 Clasificacion del progreso tecnologico
v'Progreso tecnolégico neutral.

v'Progreso tecnolégico sesgado.

v'Progreso tecnoldgico rentable.

v'Progreso tecnoldgico radical.

v'Progreso tecnolégico exégeno.

v'Progreso tecnolégico endégeno.

v'Progreso tecnolégico no rentable.

v'Progreso tecnolégico desincorporado.

v'Progreso tecnolégico incorporado.

Progreso tecnoldgico neutral

Es te tipo de progreso tecnoldgico que debe introducirse en la practica, donde nos permite
producir la misma cantidad del producto con menor cantidad de capital. Esto nos dice que
ahorra capital en relacién con el trabajo necesario para producir. Y estos progresos
tecnoldgicos se clasifican como:

(&) Progreso tecnolégico alo Hicks
Hicks nos indica que la innovacién tecnoldgica era neutral (neutralidad de Hicks) con
respecto al capital y al trabajo y solo si la relacién entre productividades marginales de
los factores se mantiene constante para cada factor sera ahorrador de capital de
trabajo, si el producto marginal del trabajo aumenta mas que el producto marginal del
trabajo cuando la relacién capital y trabajo permanece constante y esto por una
innovacion tecnologica.
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Este progreso técnico neutral a los Hicks puede escribirse:
Donde se plantea que A =B,
(b) Progreso tecnoldgico neutral alo Harrod
Harrod nos dice que el progreso técnico es insesgado, y segun esto la innovacion

tecnoldgica es neutral (neutralidad de Harrod).
Donde nos dice que la misma cantidad de capital y una cantidad menor de trabajo se

obtienen el mismo producto.

Phelps (1962,1966), nos dice que una condicibn necesaria y suficiente para la
existencia del estado proporcionado en una economia con progreso tecnoldgico
exégeno y neutral en el sentida de Harrod esto quiere decir que es potenciador de

trabajo.

(c) Progreso Tecnolégico neutral alo Solow
En la ecuacién de produccion dinamica aumentativa de la eficiencia de los factores se

tiene:
Donde B, =1, luego

Y, = F(A(t)Kt’ Lt)

Con este tipo de progreso tecnologico neutral a lo Solow Unicamente ocurre un
aumento en la productividad del capital.

3.1.4 Clasificacion general del progreso tecnologico
Sea una economia capitalistas que solo tiene capital y trabajo, como podemaos apreciar en
el Gréfico [3.2] se puede notar los tipos de progreso tecnholdgico de Solow, Harrod y Hicks

también con un mejor progreso tecnolédgico el mapa de isocuanta se contrae.

Grafico [3.2]: Clasificacion del progreso

Kir F
Progreso tecnolégive & Y _v
g no rentable LIy
]
AREA I
g

g
o PTN alo Harrod

K0V
AREA it
B
PTH a lo g
Hicks N Isoquanta
[
ez - , w ® f Isocostn
AREA oy AREA
i = 1 .
“ Loi¥ = u, LiY

Noétese: Que en el nuevo punto 6ptimo &' es existe progreso tecnoldgico.

" Es el progreso tecnolégico neutral a lo Hicks por que la productividad del capital
aumenta en la misma proporcion que el ahorro de capital y trabajo.

&": Progreso tecnolégico neutral a lo Harrod, donde se mantiene la relacién capital-

producto (V,).
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&"': Progreso tecnolégico neutral a lo Solow, se mantiene invariable la relacién trabajo-
producto (U, ).

Area I: Progreso tecnoldgico intensivo en capital y ahorrador de trabajo.

Area II: Progreso tecnoldgico relativamente ahorrador de trabajo. Con este trabajo se ahorra
tanto capital como trabajo, pero se ahorra mas relativamente de trabajo.

Area III: Progreso tecnoldgico ahorrar de capital. Con este tipo de progreso tecnoldgico se
ahorra capital y trabajo, pero se ahorra relativamente méas capital.

Area IV: Progreso tecnoldgico es intensivo en trabajo y ahorrador en capital.

3.2 Solow con progreso tecnolégico exdogeno y desincorporado

En esta parte hablaremos de la mejora tecnoldgica y del crecimiento de largo plazo, por que
se permite introducir el progreso tecnolégico de largo plazo.

Supuestos del modelo
A los supuestos béasicos de Solow se le afiaden los siguientes supuestos:

v/ Sea una economia con progreso tecnolégico.

v/ Sea un progreso tecnolégico exégeno, se asume que la tasa de progreso tecnoldgico es
constante.

v' Sea un progreso tecnoldgico desincorporado.

v/ Existe un progreso tecnoldgico neutral a lo Harrod.

Anélisis
Sea la funcién de produccion dindmica aumentativa de la eficiencia de los factores.
Y = F(A(t)'Kt’ B(t)L[)
Puesto que se asume que el progreso tecnologico neutral a lo Harrod A, =1.
Y, =F(K,, B(t)LI)

Si dividimos entre la fuerza de trabajo eficiente (B, L,).

Yt :F( Kt B(I)Lt
(t)Lt B(t)Lt B L

)

B ®

y, = f(kiD) g> y, = f(k)...(FPI) en unidades eficiente

Donde:
B, : Factor aumentativo de la eficiencia de trabajo.

B L. : Fuerza de trabajo eficiente.

Y
S S ¥, = ¥°: Producto por trabajador eficiente.
ByLi By
K, k., = . . . .
=—— =k, =k°: Capital por trabajador eficiente.
BoL B

(t) ®)
Subindice e: Es eficiente.
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Inversion neta por trabajador eficiente

e k K e
kt =B—t:ﬁ |::> Kt = kl B(t)LI
® (-t

Dividiendo entre B, L,

[ 1 dfk¢ By L] o, dByL) |,
. Sk 0

L dt dt
In e

_ K myke
BoL, ot

Ecuacién fundamental de Solow con progreso tecnholégico

De la condicién de equilibrio macroeconémico, tenemos:

S
sY =1"+|"™
s.F(K,ByL)=1"+6K

Dividiendo entre B, L

ByL. I" ‘
sF Sy L5 K :> s.F (kD) = K4 (namy ) ke + k¢
BoL ByL’ Byl Byl ot

) () ) ()

ok : :
s.f(k®) = Et +(n+m_ +35)k®, la ecuaciéon fundamental de solow con progreso tecnolégico

Donde:
o : Tasa de depreciacion del stock de capital.

Es una ecuacién del proceso de acumulacion de capital y del progreso tecnolégico en una
economia capitalista.

Sefiala que la tasa de cambio del capital por trabajador eficiente sera igual al remante del
ahorro bruto por trabajador eficiente, respecto a la ampliacion bruta de capital considerando
el progreso tecnoldgico.

Crecimiento proporcionado
i . ok, L,
El crecimiento proporcionado se da cuando E =0, entonces reemplazado en la ecuacion

de Solow con progreso tecnolégico, tenemos:

ok =
Si E‘ =0, entonces s.f(k®)=(n+m_ )k®+0Kk® , se determina el capital por trabajadork *.

Como se puede apreciar en el Grafico [3.3].
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Gréfico [3.3]: Diagrama de Solow con progreso tecnoldégico

. (n+ 8 +m; )k

5.f (k) )
s ik,

(n+d+m;)

Version de Barro
Dividiendo la ecuacion fundamental de Solow con progreso tecnolégico entre k, .

_ia—k‘ _5 f_(k‘) —(n+5+m,)
k, ot k

_s.f(k)

t

; -(n+0+my)

En el estado de crecimiento proporcionado y es nulo.

f(k,)

_ S. . .
Si y- =0 entonces —==(N+J+m,), se determina k
k k L t
t

Gréafico [3.4]: Version de Barro con progreso tecnolégico

&
Curva de Ahorro
¥ = =
sl )k,
B, (m+d4my)
i Curva de Depreciacidn
|
|
I
l
a i "

3.3 Solow -Swan con progreso tecnoldgico exégeno

Para generar el crecimiento sostenido se introduce el progreso tecnoldgico. Para genera el
crecimiento de largo plazo que no se podia explicar en el Capitulo anterior.
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3.3.1 Supuestos del modelo

A los siguientes supuestos basicos se le afiaden el siguiente supuesto particular.
v/ Existe una funcién de produccion Cobb-Douglas.

Anélisis

Puesto que se asume el supuesto tecnoldgico neutral a lo Harrod

Yt = F(Kt’ B(t)Lt)
Se asume que existe una funcién de produccion Cobb-Douglas.

Y, = Kt“.(B(t)L[)ﬁ...(FP)
Rendimiento decreciente
S a{
Rendimientos a escala constante o+ =1

Donde:
B, : Factor aumentativo de la eficiencia de trabajo.

B, L : Fuerza de trabajo eficiente.

a : Elasticidad del producto respecto al capital.
L : Elasticidad del producto respecto al trabajo eficiente.

Y, : Producto agregado.

K, : Stock de capital.

L,: Fuerza de trabajo agregada.

Dividiendo la funcion de produccion entre el trabajo eficiente (B, L, ).

Y, _ K ByL) g LS )
B(t)Lt [B(I)Lt]a [B(t)Lt]ail B(t) B(t)
YI :kta---(FPI) > yte :(kte)a
Donde:

El superindice {e} de las variables en unidades eficientes.

3.3.2 Ecuacion fundamental de Solow-Swan con progreso exdégeno y desincorporado

De la condicion de equilibrio macroeconémico sabemos:
F(Kt’ B(t)LI) = Ct + It

A
F(K,, ByLy) = (- 8).F(K,, By L) + Ki+ 5K,
0=—SF(K,,ByL)+Ke+ 5K, ..x 1L

(-t

0=—s.f(k*)+ki+ 5k°

Despejando K, tenemos:

ke =s.f (k&) =5k ...(1)

Para saber el comportamiento de k;, calcularemos su derivada con respecto al tiempo
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ke O[K,/ByL] KiBylL —K, By Li-K.ByL,

ot at (B L. f
% _ K, _5 K, . Bo K,
a  Byk L Byl By Byk
[ W e W e W e W
% —ke—nke —m_ke...(Il)

o€
Reemplazando K+, que lo hallamos en la ecuacién (1) y reemplazando la FPI de nuestro

modelo tendremos:

ki =f ] ]
Et:kt—n.kt —m_kS...(IN)

% —s.F(KS)—(n+5+m )k

ok 2 .
Et = s.[kf] —(n+5+m, )k, la ecuacién fundamental de Solow-Swan con progreso

tecnolégico.

Es una ecuacién diferencial que refleja la dinAmica de la acumulacién de capital en una
economia capitalista con progreso tecnolégico.

3.3.3 Estado de crecimiento proporcionado

La tasa de crecimiento per capita a largo plazo es positiva cuando la tecnologia mejora de
forma continua.

Existe un estado de crecimiento proporcionado, en donde la tecnologia debe estar
multiplicando el factor trabajo, esto quiere decir que la tecnologia hace mas eficiente el
trabajo.®?

Imaginemos que la tecnologia mejora como se puede apreciar en el Gréfico [3.5], donde la
curva de ahorro se ubica en el equilibrio (E;;) y se desplaza a la derecha hasta interceptarse

con la curva de depreciacion hasta el punto de equilibrio (E, ) y si el crecimiento con una
tasa de crecimiento positiva es continuo se ubicara en (E; ) con un capital por trabajador

34
k™3,

33 Revise Sala-i-Martin(1994) “Apuntes de Crecimiento Econémico” Editorial: Antoni Bosch, pp. 39-43
34 Sj a largo plazo no existe un nuevo aumento de B la economia converge a un estado proporcionado
con un stock de capital superior, pero con crecimiento nulo.
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Gréfico [3.5]: Version de Barro aumento de la tecnologia

4

1
Fi | g =0
¥ o
Curva de Depreciacidn »
—
Curva de Depreciacidn 2
Curva de Depraciacidn 1
. T —— v ——_

&
'ECI
e
En el estado de crecimiento proporcionado se tiene que Et es nulo.

e

ok
Si Et =0, entonces s.(k;)* =(n+m_+0)k;, se determina el capital por trabajador en

estado de crecimiento proporcionado (k;)*.

il ) s
n+m_+0) (k) n+m_ +o

ey =[5 |
k)= n+m,_+§8

De la funcién de produccién intensiva se tiene y; = (k;)“, si reemplazamos en la ecuacion

anterior tenemos:

e\ * S ﬁ
O = nm s
Donde

Asterisco denota el valor de equilibrio de las variables
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Gréfico [3.6]: Diagrama con tecnologia

e * (m+m,+ &1kf Cunva ampliada brata
x trabafador eficiente

T 5y

I

1 Zurva de ahorro

| .
vhruto x trabafador
: eficiente

Version de Barro

De la ecuacién fundamental de Solow — Swan dividimos entre el capital por trabajador

eficiente k; .
ie% = S(k‘e) -(n+m, +5)£e
ki dt k; k;
f_H
S(kte)a ke
= —(n+m_+06)%
Yk kte ( L ) kte

En el crecimiento proporcionado de largo plazo, la tasa de crecimiento de capital es nula
. . LP€
esto quiere decir que y, =0.
s(ki)” ke ., . ,
. =(n+mL+5)k—e, esta ecuacion determina el capital por
t t

Si ys =0 entonces

trabajador en equilibrio (kf*) como se aprecia en el gréfico [3.7].
Gréafico [3.6]: Grafico de la version de Barro

M

ye Curva de ahorro

Curva de Depreciacion

o {3+ + 40
Fy
i 505
| il
i
! S
a ke- i€
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3.3.4 Politica de crecimiento ejercicios resueltos

Problema #1
Su Suponga que existe una economia capitalista cuya funciéon de producciéon dinamica:
Y, = Ktl’z[B(t)L[]”2 y se sabe que la tasa de ahorro de esta sociedad es de 24% del producto

agregado cada afio, también se sabe que la tasa de depreciacion del capital es de 5% al
ano, la tasa de crecimiento de la fuerza de trabajo es del 1.5% y por ultimo se sabe que la
tasa de progreso tecnoldgico debido a la eficiencia del trabajo es de 1.5% al afio.

a) Hallar la ecuacién fundamental de Solow — Swan con progreso tecnoldgico.

b) Determinar el estado de crecimiento proporcionado con su respectivo grafico.

c¢) Hallar los valores de equilibrio por unidad de trabajo eficiente.

d) Hallar la tasa de salario y la tasa de rendimientos bruto de | capital y graficar los valores.
e) Hallar la participacion de los salarios y de los beneficios brutos en el ingreso nacional.

Rpt:

a) Hallar la ecuacién fundamental de Solow — Swan con progreso tecnoldgico.

De los datos tenemos s = 24,6 = 0.05,n =1.5%,m =1.5%

Y, = Kt“z[B(t)L[]“Z, dividiendo a la funcion de produccion entre la cantidad de trabajadores
eficientes B, L,

1/2
Yt Ktll2 l:B(t)Ll:l e Ktl/2 e e\l/2
= / : Yi = =Y =(kt) ...(FP1)
Byk  (ByL)?| Buk (ByLJ"?
De la condicion de equilibrio macroeconémico sabemos:
F(Kt’ B(t)L[) = Ct + It

F(K,, B(t)Lt) =(1-9s)F(K,, B(t)L[) + K+ K,
Dividiendo entre la cantidad de trabajadores eficientes

. 1
0=-sF(K,,B +Ki+ K, ...———
( t (t)Lt) t t B(t)Lt

0 = —sf (K®) + Ke + K,

Despejando K: , tenemos:

e e e

ki =sf(ki)—0oke...(1)
Para saber el comportamiento de k., calcularemos su derivada con respecto al tiempo
oK _ oK, /B,L ] _ KuByl KBk~ K Bo L,

a ot (B L f

% Kt Le K. Bw K

R Bl By Bl

K k= nke —m keI

97



Cesar H. Antunez Irgoin| Crecimiento Econémico. Ejercicios de Crecimiento Econémico

o€
Reemplazando K, que lo hallamos en la ecuacién (I) y reemplazamos en la FPI de nuestro
modelo tenemos:

akte o€
g - kt - n.kte - mL.kte . ..(” )
a e
K _ ot (k)= (n+m, + ) k¢
ot
Nos da la ecuacién fundamental de Solow — Swan con progreso tecnoldgico.

ke
Ztt =s(k’)* —(n+m_+38)k:...(INN"
Reemplazando los datos en la ecuacion (I11)

ok¢

s =0.24(k)"'? —0.08k?, la ecuacién fundamental con progreso tecnol6gico

b) En el estado de crecimiento proporcionado se obtiene dividiendo la ecuacion anterior
(ecuacion fundamental de Solow - Swan) entre el capital por trabajador eficiente e

igualandolo a la tasa de crecimiento que es nula y; =0.

e e\1l/2 e\1l/2
ie.akf = 0'24%) ~0.08 ) = W—o.os
k; ot ki K,

Donde la tasa de crecimiento del capital es nula y, =0. En el estado proporcionado esta
dado por la siguiente ecuacion:

_0.24(kS)"'? B
kte

0 0.08

¢) Hallar los valores de equilibrio por unidad de trabajo eficiente.
e\1l/2
0.240)"" _ 408 ke =9
ke t

Remplazando kf*, en la FPI tenemos el producto por trabajador eficiente:

== y =3
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Grafico del problema #1

‘ &2
v 0.08k;
yi=3|t oo s FlkE) = (kI
T =072 | - - =
fl(k! } N g4 12
s k) 1 =0.240k")
& k:* =3 kf
€ = ]
Ye 8f k) Curva de
Koo Depraciacion
1
| {7+ + )
0.05
: curs de ghorro eficiante

[
i ad

d) Hallar la tasa de salario y la tasa de rendimientos bruto de | capital y graficar los valores.

Mercado de capital:

1/2 1/2
Pmgk = R®* = Pmgk = d((;([(t )= ;[;j ) R" =0.16666
Mercado de trabajo:
pmgL =W*® = Pmgk = f (k%) — f'(k7) kS =>W* = (k})"'? —; k11/2 K,
t

We:;ktl/Z :We:;(g)l/Z @ We=1.5

e) Hallar la participacion de los salarios y de los beneficios brutos en el ingreso nacional.

w' w1
— = v = 35 = 0.5~ 50%, la participacion del beneficio en el ingreso nacional es del 50%.

La participacion del beneficio:

R L( = 5’ = (016266))(9 =0.498 ~ 50%, la participacion del beneficio en el ingreso
y

nacional es del 50%.
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Grafico de la distribucion del ingreso nacional
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Problema #2

Examine el impacto de un aumento permanente en la tasa de inversion sobre el crecimiento
de la economia en el modelo de Solow — Swan con progreso tecnolégico.

Rpt:

Como en la economia se decidido aumentar de forma permanente la tasa de inversion,
desde “s;, ” hasta “s,, ”. La respuesta de esta economia como se puede ver el gréafico del

problema #2.

Que el aumento de la inversién se desplaza en forma ascendente de s,.f(k;) hasta la

curva, llegando al equilibrio E, , con esto la nueva inversion (k,, ) supera a la inversion
anterior por trabajado eficiente, esto significa que la economia comienza de nuevo la
profundizacién, hasta llegar a igualarse s,, f (k;) = (n+m_ +)ky,.

Por lo que la funcion de produccion eficiente llega a un valor mas alto que el capital por
trabajador eficiente con una produccién per -capita mas alta.

5. (Ky) = (N+ M, +35)k, d(f(ﬁm)) —k; >0 Donde ki, <k,
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Grafico del problema #2
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Problema #3

Suponga que existe una economia capitalista cuya funciéon de produccion agregada es
Y, = Kf’g[B(t)L[]‘”g, y se sabe que la tasa de ahorro de esta sociedad es de 36% del

producto agregado cada afo, también se sabe que; La tasa de depreciacién del capital es de
8% al afio, la tasa de crecimiento de la fuerza de trabajo es del 2% al afio y por ultimo se
sabe que la tasa de progreso tecnoldgico debido a la eficiencia del trabajo es de 2% al afio.
a) Hallar la ecuacién fundamental de Solow — Swan con progreso tecnoldgico.

b) Determine el estado de crecimiento proporcionado.

c¢) Halle el valor de equilibrio de capital por unidad trabajo eficiente y del producto por unidad
eficiente y graficar.

d) Halle la remuneracién de los factores.

e) Hallar la participacion de los salarios y de los beneficios brutos en el ingreso nacional y
por ultimo grafique todos los datos encontrados en un solo grafico.

Rpt:
a) De los datos tenemos: s =0.36,0 =0.08,n =2%,m_=2%

Y, = Kf”g[B(t)L[]“g, dividiendo la funcién de produccion entre la cantidad de trabajadores

eficientes B, L,, tenemos:
4/9
Yt KtlSI9 |:B(t)Lt:| e Kt4/9 e e\5/9
= / Yo = =Y =(k)"..(FPI)
Byl (Bl S| Bok (B L)

De la condicién de equilibrio macroeconémico sabemaos:
F(K., B(t)L[) =C +1,

F(K,ByLk) = Q-5)F(K,B,L) + Ki+ K,

Dividiendo entre la cantidad de trabajadores eficientes

y 1
0=-sF(K,,B + K+ K, ...————
( t (t)Lt) t t B(t)Lt

0 = —sf (K®) + Ke + ok,

e

Despejando k: , tenemos:
ke = sf (ko) = Ske...(1)
Para saber el comportamiento de k’, calcularemos su derivada con respecto al tiempo
okt _ oK /ByL]  KiByL —K.ByL ~K.BoL
at ot (BL f
ki Ki L K By K
ot B(t)Lt L B(t)Lt B(t) B(t)Lt

ake .© e e
Et = kt—n.kt _mL'kt "'(“)

o€
Reemplazando k:, que lo hallamos en la ecuacién (I) y reemplazamos en la FPI de nuestro
modelo tenemos:
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8ke . e e
Ktz kKe—nk’ —m_k:...(II)
ok;

i sf(k)—(n+m_+38)kS

Nos da la ecuacion fundamental de Solow — Swan con progreso tecnoldgico.

a(;te = S(KE)" = (n+m, +8)kE.(IN)

Reemplazando los datos en la ecuacion (I1I)

k¢

s =0.36(k?)*'° —0.12k’ , la ecuacion fundamental con progreso tecnoldgico

b) En el estado de crecimiento proporcionado se obtiene dividiendo la ecuacién anterior

(ecuacion fundamental de Solow - Swan) entre el capital por trabajador eficiente e

igualandolo a la tasa de crecimiento que es nula 7, =0.

e e\5/9 e\5/9
ie oK _ O.36(I§t) o1 ) oo O.36(ket) o2
kt at kt kt

Donde la tasa de crecimiento del capital es nula y; =0. En el estado proporcionado esta

dado por la siguiente ecuacion:

_0.36(k’)°" B
kS

0 0.12

c) Hallar los valores de equilibrio por unidad de trabajo eficiente.

e\5/9
0'36&(;):0.12 ﬂj> k® =11.845
t

Remplazando kf*, en la FPI tenemos el producto por trabajador eficiente:

yi =(11845)°° =  y&’ =3.948
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v
yi = 3.948

.0k =1.4121

Grafico del problema #3
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d) Hallar la tasa de salario y la tasa de rendimientos bruto de | capital y graficar los valores.

Mercado de capital:

Pmgk = R®* = Pmgk =
g 9 dk

Mercado de trabajo:

pmgL =W*® = Pmgk = f (k%) — f'(k?) kS =>W* = (k°)*'° -

We = gkf”g —W* = 3(11.845)5’9

d(ktS/g) 5

1

kt

9

419
( ] ) R" =0.1852

5 1
9"

t
@ W* =1.754

e) Hallar la participacion de los salarios y de los beneficios brutos en el ingreso nacional.

W W 1754
y' Y 3948
44.5%.

La participacion del beneficio:

=0.445~ 50%, la participacion del beneficio en el ingreso nacional es del
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Rk _B_ (0.1852)x11.845 =0.555~ 55.5%, la participacion del beneficio en el ingreso

yo oY 3.948

nacional es del 55.5%.

Grafico de la distribucion del ingreso nacional
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Problema #4

Imaginemos en el pais “A” se ha producido un aumento de la poblacion debido a la no
planificacion familiar esto ha aumentado la tasa de crecimiento poblacional,
considerablemente, y debido a estos se quiere analizar este aumento permanente de la tasa
de crecimiento de la poblacion, sobre el crecimiento de su economia.

Rpt:

Un aumento permanente de la tasa se crecimiento de la poblaciéon (n'), la curva de
ampliacion de capital rota en sentido antihorario, de tal modo que cuando se Intercepta con
la curva de ampliacion neta de capital determina el nuevo estado de crecimiento

proporcionado, con menor capital (k,) y menor producto por trabajador (Y, ), como se
puede ver en el grafico del problema #4.

En el corto plazo el capital por trabajador eficiente comienza a disminuir, como se puede
apreciar en la version de Barro, teniendo una tasa de crecimiento negativa, hasta llegar el

equilibrio (E,,) donde la tasa de crecimiento proporcionado es nula. También podemos
apreciar en la grafica que con mayor “n” se obtiene un nuevo consumo por trabajador
eficiente (C,,), y un nuevo ingreso per capita por trabajador (K, ).
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Grafico del problema #4
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Por lo tanto una aumento de la tasa crecimiento de la poblacién afecta de manera negativa
al capital por trabajador eficiente, el nivel de produccidn por trabajador, y nos da una tasa de

Crecimiento negativa.
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Capitulo IV

Crecimiento con progreso tecnoldgico y

tasa de ahorro enddgena

“El enunciado de una ley es un resultado de la inteligencia, una sintesis del esfuerzo
de la razon ilustrada para establecer regularidades que se detectan en la realidad
natural, cultural o social. Las leyes no son necesariamente causales y tampoco

requieren o exigen una explicacion causal”

Bunge (1959)
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4.1 Modelo de Hicks

Sir John R. Hicks economista, britanico ganador del premio Nobel de Economia en 1972,
junto Arrow Kenneth, por sus teorias sobre el equilibrio general econémico y el bienestar.
Hicks nos plantea un modelo con progreso tecnoldgico inducido por los precios relativos de
los factores.

Nos plantea en una economia capitalista va existir un incremento de los precios de los
factores si existe progreso tecnoldgico

4.1.1 Planteamiento

En una economia capitalista, en el cual tienen determinada dotacion de factores de
produccién y un determinado nivel de tecnologia, tendra un de terminado precio relativo de
los factores. Ante una determinada escasez de un factor de produccién, esto quiere decir
que dicho factor de produccion se encarece elevando su precio relativo de lo factores, lo cual
genera un estimulo a un progreso tecnologia o endégeno que ahorre tal factor de produccion
gque se ha encarecido relativamente.

4.1.2 Proposicion / Aplicaciones

Precio del petréleo

Un ejemplo es el petréleo que en 1973 cuadruplico su precio pasando de 3 dolares el barril a
12 ddlares, esto fue ocasionado por la escasez del petroleo.

Como plantea Hicks si existe un estimulo econémico para generar un progreso tecnoldgico
ahorrador de petréleo generara: Autos mas pequefios con menor consumo de petréleo,
creacion de motores de cuatro cilindros y desarrollo de energias alternativas (energia solar,
eolica, biocombustible, atdbmica, gasifera, etc.).

Agricultura de EEUU

Agricultura de granjeros donde hay abundancia de tierra y capital y escasez de mano de
obra. Elevado precio relativo de los salarios en relacién de los servicio de otros factores, se
propiciar la mecanizacién del agro y esto genera una intensificacion del capital.

Agricultura de de Japén

En este pais existe escasez de tierra de cultivo, pero existe abundancia de capital y de mano
de obra, existe un relativo encarecimiento de la renta por el factor respecto a las otras
retribuciones de los factores de produccion.

Agricultura de Peru

La agricultura de la costa de Peru presenta escasez de tierras de regadio, escasez de agua,
abundancia relativa de capital y escasez de mano de obra. Hicks nos dice que existe un
estimulo para generar un progreso tecnolégico intensivo en capital y ahorrador de agua.

Agricultura de la Sierra

En el caso de la selva existe abundancia de tierras de secano, escasez de tierras de
regadio, abundancia de mano de obra y escasez de capital.

Hicks nos dice si se da un estimulo econémico para generar un progreso tecnolégico
ahorrador de tierras de regadio e intensiva mano de obra. Traera como benéficos: semillas
mejoradas, nuevos f fertilizantes y camellones (chacras hundidas que tiene la forma de lomo
de un camello de hay el nombre).
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Agricultura de la selva

En el caso de la selva donde existe abundancia de recursos naturales, existe escasez de tierras
de regadio, la tierra es pobre para la agricultura recordando que también hay abundancia forestal
gue dificulta la agricultura.

4.2 Modelo de Aprendizaje de Arrow

El modelo de Arrow (1962) de Learning by Doing (LBD) resulta ser la herramienta de partida
para analizar la relacién entre la edad media de las maquinas y la tasa de crecimiento: Arrow
introduce progreso técnico enddégeno en una tecnologia de vintage.

Para probar su teoria Arrow va visitar una fabrica de aviones y va a estudiar la evolucion del
fuselaje, en ella encuentra que la relacion de fuselaje, para producir el fuselaje de un avion
en términos de ahorras de trabajo estaba en una relacidn inversa con la produccién de
dichos fuselaje. Por este y otros trabajo Arrow gano el Premio Nobel de Economia en 1972.

El inconveniente para nuestros objetivos es que el supuesto clave del modelo de Arrow
permite la agregacion de maquinas de distintas edades. En efecto, cuando los nuevos
equipos realizan la misma contribucién al stock de conocimientos que los equipos heredados
del pasado remoto, como ocurre en el modelo de Arrow, la heterogeneidad temporal
sencillamente se omite, al menos si se acepta como en Romer (1986) que el stock de
conocimiento también se deprecia.®®

En este articulo desarrollamos los fundamentos de la teoria del crecimiento endégeno con
vintage capital a partir de estos antecedentes, y con el objetivo de mejorar nuestra
comprension del papel que juega la edad del capital en el crecimiento. En primer lugar, se
introduce una version ampliada del modelo de Arrow de LBD que anida las distintas
variantes que se discuten en el articulo. A partir de este marco general se motiva el modelo
AK con vintage capital, puesto que la dinamica del modelo de Arrow bajo ciertas
especificaciones converge a la del modelo AK con capital homogéneo, lo que facilita la
discusion acerca de las consecuencias para la dinamica de hipétesis alternativas. Ademas,
resulta natural iniciar el andlisis a partir del modelo de crecimiento endégeno mas simple: el
modelo AK.

Suponemos que la contribucion al conocimiento de la inversion en una determinada cosecha
se deprecia con la edad, entonces podemos escribir una version ampliada del modelo de
LBD de Arrow, en la que la integracion respecto al tiempo no puede sustituirse por la
integracion con respecto al conocimiento, y que por tanto preserva la heterogeneidad del
capital en el tiempo y respecto al stock de conocimientos. Nos vamos a referir al supuesto
que recoge la depreciacion de los efectos de la experiencia como forgetting, y al modelo que
anida el de Arrow y con ello por tanto el modelo AK estandar como de Learning by doing but
forgetting.%®

35 En un estudio posterior Romer (1986) supone implicitamente que el conocimiento se deprecia a la misma
tasa que lo hace el capital, de manera que los productores de los bienes de capital olvidan el conocimiento
pasado a medida que el tiempo pasa. Las dos diferencias claves del Arrow y Romer. En primer lugar, en
Arrow el conocimiento y el stock de capital son diferentes conceptos, mientras que en Romer son idénticos
conceptos. En segundo lugar, el progreso técnico se distribuye sobre todos los equipos en Romer, mientras
gue esta incorporado a las nuevas maquinas en Arrow

36 Crecimiento econémico y generaciones de capital (2007) Autores: Raouf Boucekkine, Omar
Lisandro y Luis A. Puch. Financiacion de la Fundacion Ramon Areces
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4.2.1 Planteamiento

El nimero de horas de trabajo para producir un bien depende inversamente de la cantidad
de produccion de dicho bien.

El nimero de horas de trabajo para producir un bien depende inversamente de la cantidad
de produccion de dicho bien.

g;; : Contenido de trabajo por unidad de produccion

Obs: En los modelo de crecimiento el coeficiente técnico es un pardmetro como tal, es un
coeficiente fijo ahora en el modelo de Arrow, el coeficiente técnico deviene enddgeno.

a, = f(x,)

Grafico [4.1]: El aprendizaje segin Arrow
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4.2.2 Hipétesis

H1: El crecimiento economico depende directamente del crecimiento de la productividad del
trabajo.

H2: El crecimiento de la productividad del trabajo depende directamente del aprendiz aje en
el puesto de trabajo.

H3: El aprendizaje depende directamente de la experiencia de los trabajadores.

H4: La experiencia de los trabajadores depende de la cantidad de produccioén producida en
dicho bien.

Hicks nos dice que el aumento de la produccién y con ello aumenta el aprendizaje de los
trabajadores, lo cual eleva el crecimiento de la productividad del trabajo.
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Inversion

La inversion privada es realizada por empresa capitalista que tiene como objetivo maximizar
su beneficio.

La inversién social es la inversion de toda la sociedad. Arrow plantea que la inversion social
es un Proxy (aproximado) de la experiencia de los trabajadores a lo largo de los afios.

El Marco general: Learning-by-doing

El marco general corresponde al 6ptimo social de una versién del modelo de Arrow (1962)
de Learning by Doing. EI modelo de Arrow (1962) es un precursor de los modelos de
crecimiento endogeno.

Su supuesto clave es que el stock de conocimientos esta asociado con Learning by Doing en
el sector de bienes de capital. La produccion de bienes de capital aumenta el conocimiento
de los productores de dichos bienes, lo que les permite mejorar la productividad del trabajo
de las nuevas maquinas. Sin embargo, la especificacién de Arrow es de alguna manera muy
extrema: se supone que detener la produccién de bienes de capital no tiene efectos
negativos sobre el stock de conocimiento de los productores.

4.3 La funcion de progreso técnico

Kaldor efectla una critica a los modelos neoclasicos de crecimiento con progreso exégeno
desincorporado, y sefiala que es un error separar los efectos del progreso tecnologico y los
efectos de la acumulaciéon de capital, debido a que en progreso tecnoldgico de bienes
incorpora en una nueva maquina.

4.3.1 Planteamiento

En una economia capitalista existen bienes de capital heterogéneos, y por eso el progreso
tecnoldgico se va expresar en una nuevas maquinas, los mismo que van ampliar los bienes
de capital heterogéneos.

Si los bienes de capital son heterogéneos no se puede utilizar la funcién de produccion
agregada pero si la funcion de produccion de cada empresa. En vista de esta situacion
Kaldor formula, el planteamiento de la funcién de produccion de progreso técnico.

Funcion de progreso técnico

En una economia capitalista, donde existen bienes de capital heterogéneos y a la vez existe
progreso técnico incorporado se da, que la tasa de crecimiento del producto por trabajador
depende directamente de la tasa de crecimiento del capital por trabajador.
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Grafico [4.2]: Funcion de progreso técnico
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4.3.2 Caracteristicas

v La curva de progreso técnico es de magnitud positiva.

\

La curva de la funcién de progreso técnico es concava hacia el eje de la abscisa.
v' Tiene intercepto con la ordenada cuyo significado nos dice que existe otros factores que
explican también el crecimiento de las curvas de progreso técnico y la recta de 45 grados

genera:
o Latasa de crecimiento de capital por trabajador de equilibrio: g,
o Latasa de crecimiento del producto por trabajador de equilibrio: g;

v/ Existe una maxima tasa de crecimiento del producto por trabajador: g,?"é"
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Capitulo V

Modelos Neoclasicos de crecimiento
Optimo

‘Dadme solamente las ecuaciones de movimiento y os mostraré el futuro del

universo”

Laplace
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n este Capitulo estudiaremos las decisiones de las familias de como toman sus
decisiones de consumo y ahorro. Un supuesto del modelo neoclasico que parecia
poco realista, es que en el modelo neoclasico las familias eran a la vez
consumidoras y productoras, como si se tratase de Robinson Crusoe.

También analizaremos las decisiones que toman los agentes econémicos, consumidores y
empresas. Por un lado, analizaremos como las familias toman sus decisiones de consumo y
ahorro. Paralelamente analizaremos las decisiones de inversidn y contratacion de mano de
obra que hacen las empresas. El objetivo es estudiar cual es el resultado que obtiene una
economia en la que dejamos que sean los consumidores los que toman sus decisiones de
consumo Yy las empresas sus decisiones de inversion. En el contexto de esta economia
estaremos preocupados por analizar cuales son los determinantes del crecimiento
economico.

Como sabemos en la vida real las empresas y los consumidores son instituciones separadas
gue interactian en un lugar llamado mercado. Las familias distribuyen su renta entre
consumo y ahorro. Las empresas contratan trabajo a cambio de un salario y venden el
producto a cambio de un precio. Empresas y familias se encuentran en el mercado y los
precios del trabajo y el capital son tales que los tres mercados se vacia. (Modelo de
equilibrio general de Ramsey (1928)).

5.1 Modelo de Ramsey-Cass-Koopmans

Se basa en el modelo de Ramsey (1928) y que, posteriormente perfecciona por Cass (1965)
y Koopmans (1965), donde incorpora la funcion de produccion neoclasica y va considerar
también el modelo de Solow.

El modelo de Ramsey-Cass-Koopmans también es conocido como el modelo d e horizonte
infinito y para los economistas, este modelo es la continuacién del modelo de Solow, pero
desarrollado en un contexto de optimizacién de los agentes econdmicos (firmas, familias).
Algunas caracteristicas de este modelo son: Que las firmas competitivas rentan capital y
contratan trabajo para producir, un numero fijo de familias que viven por siempre, ofrecen la
fuerza laboral, consumen y ahorran, excluye todas las imperfecciones de los mercados.

5.1.1 Supuestos del modelo

A los supuestos basicos del modelo de Solow se le afiaden los siguientes supuestos:

v/ Existe una funcién neoclasica agregada de buen comportamiento.

\

Las familias son consumidoras y productoras (tipo Robinson Crusoe).

v' Las familias son de linaje y viven muchos afios, esto quiere decir que los agentes de este

modelo son de dinastia o familias, siendo L, la dinastia del modelo.

v/ Existe una funcién de utilidad de los individuos, que depende del consumo por trabajador
U, =U(c,).

v La magnitud de la funcion de utilidad marginal del consumo es positiva esto quiere
decir es una funcién es concava. La concavidad de la utilidad refleja el deseo de la gente de
tener trayectorias de consumo mas o menos lisas o suaves en el tiempo. Que la funcién de
utilidad sea lisa, significa que los consumidores prefieren consumir un poco cada dia que

consumir un poco mucho y otro nada. La relacién entre concavidad de la funcién de utilidad y
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el deseo de alisar el consumo (es decir querer consumir mas 0 menos lo mismo cada dia) se

puede apreciar en el gréfico [5.1].

Grafico [5.1]: Concavidad de la Utilidad

'
)

H

Uiyl

Uie)+Uley) |m=======-
2

U(ey) |-= -+

e

L 2

/ o <1 +Cg O Ty
2

Que la funcion de utilidad se concava quiere decir que:
U(e)+U(c,) < u{cl;cz}

1 C,+C,
2@@0+UQM<U[:Z}

C,=C +C,
La utilidad derivada de consumir c,, es mayor cuando el consumo total se ha repartido, que

cuando no se reparte.

Sea la funcion utilidad®’ :

¢ ’-1
1-0

U(Ct) =

En esta funcion, @ es una constante que representa el grado de concavidad de la funcién de
utilidad. Contra mayor sea @, mayor sera la concavidad de la funciéon de utilidad, mayor
seran los deseos de los agentes de suavizar el consumo en el tiempo.

Si @ =0, no querrian suavizar su consumo en el tiempo y en caso:

37 Tipicamente se usa una forma especifica para la funcion de utilidad instantanea. Para la forma en este
caso se denomina utilidad con aversién relativa al riesgo constante (ARRC).
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U(cl)+U(cz):2U[C1;C2}

v' La curva de utilidad marginal es decreciente.

v' Existen una funcion de preferencias intertemporal, siendo la tasa de descuento p > 038,

5.1.2 Ecuacion de movimiento
De la condicién macroecondémica tenemos:
_ b
Y, =C, + 1|,
Dividiendo la condicion entre el numero de trabajadores de la sociedad (L, ) tenemos;

E:iur'é yt:ct+:::>f(kt)zct+lzt+(n+5)kt...(l)

Despejando k: de la ecuacion (I)

ke = f(k)—c,—(n+8)k...(1)

Donde:

ki : Representa la tasa de cambio por trabajador.

¢, : Consumo por trabajador.
Y, : Producto por trabajador.
k. : Capital por trabajador.

0 : Tasa de descuento.
n: Tasa de crecimiento de la poblacién.

Otro método de coémo obtener a ecuacion de movimiento es mediante la maximizacion de la
empresa.

Decision de la empresa
Definimos los beneficios de la empresa en términos per capita.

ﬂzll:t[:f(kt)—w—(r+5)tt

Decision de inversion de la empresa:
Max: 7= f(k)—w—(r+9)k,

38 para Ramsey esta tasa se debe a su aparicion exclusivamente a la debilidad de la imaginacién, por que
los individuos aunque altruistas tienen un egonismo paterno dentro de un mundo de altruismo generacional.
Pero veremos que para solucionar el problema de la convergencia tendremos que utilizar el factor de

descuento que tiene el término o > 0.
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. O .
C.PO: %—O: f'(k)=r+o...(11)

Decision de contratacion de la empresa:
Max: IT=L,f(k)—-wL —(r+9)K,

cpo: M_oo fa)rL, & g
oL, ok, oL,

HM+MVWMQi=W [Zj> [f (k)= '(k)k ] =w...(lIT)

Al igual que vimos en el modelo de Solow - Swan, en una economia cerrada la inversion es
igual al ahorro, por eso en esta economia se tiene que cumplir que la cantidad de capital que

compran las empresas que denotamos por K: es igual al ahorro de las familias que es igual

a b:. Asi, teniendo en cuenta que ahorro es igual a inversion la ecuaciéon que describe el
comportamiento del capital per-capita es la siguiente:

Ke =wW—c, +(r—n)k,...(IV)

Que se obtiene de reemplazar b: por k; en la restriccién presupuestaria de las familias.
Sustituyendo la ecuacion (III) en la (IV) nos queda lo siguiente:

ke = F(k)— f'(K)k —C, +(r—n)k....(V)

Sustituyendo la ecuacion (II) en la ecuacion (V):

ke = f(k,)—c, —(n+9)k,, Ley de evolucion del capital per capita

5.1.3 El problema de la convergencia

Esto se refiere a que en esta economia se va maximizar la funcién de utilidad social a través
del tiempo.

Max: J= j%t
5 €
Si consideramos a la poblacion.

La Poblacion

Sea que la poblacion que tenga una tasa de crecimiento exégena y constante: n
R=Re"

Si P

nt
(0)=1 = P=e

Sea que la fuerza de trabajo agregada L, , crezca a una tasa constante exégena: n
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L[ — Loem

Demostracion que la tasa de crecimiento es constante, tenemos:
o] IR Nt .

— . =Lu=nLg,e", dividiendo esta ecuacion entre L,, tenemos:
dt 0

Le  nlge™

' nt

L[ I—(O)e

Si Ly =1 |:> L =e"

Se asume que toda la poblacién trabaja, luego se incorpora la poblacion a la funcion “ J .
Max: J :J.U(ct)Lte”"dt
0

Reemplazando: L, =P,
Max: J :.[U (c,)e™.edt
0
Max: J= IU (c)e  Mdt
0

Esta sociedad maximiza su utilidad a través del tiempo. En esta sociedad cada individuo
busca su propio interés y sin proponérselo de ante mano, busca maximizar la funciéon de
bienestar general a través del tiempo, para ello busca determinar la trayectoria general
optima del consumo por trabajador a través del tiempo.

5.1.4 Planteamiento del problema

Max: J= IU (c,).e »~'dt...(Funcién Objetivo)
0

sa: i;t = f(k))—c,—(n+9)k,... (Ecuacion de Movimiento)
k(t,) =K, ...(Condicién Inicial)
k, > 0: Dado
0<c < f(k)
O<t<w

Para solucionar el problema se debe cumplir que: o > n es decir que la tasa de descuento
tiene que ser mayor que la tasa de crecimiento de la poblacion.

1) Comenzaremos a solucionar el problema de control optimo por el método que nos dejo

Pontryagin, que se basa en la metodologia del Hamiltoniano, para esto pasaremos a
plantear el hamiltoniano.

H(co ko A4ut) =U () e ™ + 4 [ (k) —c, — (n+ )k ]
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Donde
k, : Variable de estado.

C,: Variable de control.
A : Variable de coestado.

Condicion de Primer Orden (CIO)

2) Tomando la derivada del Hamiltoniano con respecto de la variable de control e

igualandolo a cero. oH = U, + Ok _ 0
oc, oc,  Oc,
oH (oMt s vr U'(c
— = "™MU(c)+A4(-1) =0 é$2=4“(n
oc, e

Valor actual de la utilidad = Multiplicador Dindmico

3) Tomando la derivada del Hamiltoniano con respecto a la variable de estado e
imponiendo la igualdad al negativo de la derivada del multiplicador con respecto al

tiempo.

oH . e L
i :> ALF(k)—(n+8)]=—4

At
f’ — Nl=—"—"...(ll
[f'(k)—(n+5)] 2 ()

4) Tomando la derivada con respecto al multiplicado lagrangiano, tenemos:

oH ¢ _-
ﬁ{zh [::> [f(k)-c —(n+8)]=ki

[f(k)—c,—(n+8)]=ke...(INN)
Condicion de Segundo Orden (CIIO)

OH
Z—_—=e®™MU"(,) <0
ol A
t
>0 x O<
Esta condicion nos asegura un consumo maximo y La concavidad del consumo.

5) La condicion de transversalidad-multiplica la variable de estado por el precio implicito de
capital (multiplicador de Lagrange) en el momento terminal y pone igual a cero.

Condicion de Transversalidad

tL|'mﬂtkt =0

Esto quiere decir que 4, =0 (el precio implicito de capital en el periodo final) o que k, =0
(el stock de capital en el momento que muere).
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@/0) =0
= o ) timi=o

De la ecuacion (II) tenemos f'(k,)—(n+96)=-g, = Pmgk - (n+0) =—-9,

Aplicando logaritmo neperiano a la ecuacion (I) tenemos:

~1
—(p—n)t./uéﬂlnu'(ct):lm —(p-mt+InU’(c,) = Inj,

Aplicando la derivada temporal (derivada con respecto a “t”) a la ecuacion tenemos:

_(p_n_g+ d[Inu’(c)] _ d(In4)
dt dt dt
o1 dU() o A
e a Tt A
f_H_A_\
1 " : _ﬁ
U'(ct)'U (c).ct = h

—(p—n)+
A la ecuacion anterior multiplicaremos y dividiremos entre el consumo por trabajador (C,)

1oyt
SHCI C G A4

—(p—n)+

-
—(P—n)—‘g-a—z---(f)

Donde

1 1
GZU'( ).U”(ct).—: Representa la elasticidad de la utilidad marginal con respecto al
Ct Ct

consumo por trabajador.

Multiplicando por -1 a ala ecuacion (&), tenemos:

(p—m+0.5 =—H vy
¢ A
Igualando las ecuacion (II) con la ecuacion (IV)

f'(kt)—(n+5)=—i‘=(p—n)+e.‘§

t
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. c
Despejando —, tenemos:
Ct

G _ F(k) _9('0+ %) ...(V), La proposicién Ramsey - Keynes
Ct

Esta ecuacion nos dice que la tasa Optima del consumo por trabajador es la razén del
producto marginal del capital menos la tasa de depreciacién y la tasa de descuento
intertemporal dividido sobre la elasticidad de la utilidad marginal con respecto al consumo
por trabajador.

Ve = ;[f 'k)—(o+ 5)]: Evolucion del consumo por unidad de trabajo efectivo.

Asi mismo se puede expresar la ecuacién como: (.:t = 2[f 'k)—(p+ 5)]6t ...(VI)

5.1.5 Sistema de Ecuaciones Diferenciales (Diagrama de fases)

Existen dos ecuaciones diferenciales que nos ayudan a graficar el diagrama de fases de este
modelo son:

1¢" Ecuacidn diferencial: |;t = f(k)—c —(n+ o)k,

298 Fcuacion diferencial: ¢ = 2[f '(k,) —(p+5)]ct

Encontrando la curva: k =0

De la 1¢" Ecuacion diferencial

Si k=0 |:> 0= f(k)—c, —(n+8)k

Entonces ¢, = f(k,) —(n+ o)k,

Grafico [5.2]: Comportamiento de k =0
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Si nos situamos por encima de la curva ki =0, vemos que un pequefio movimiento de c, ira

asociada a una disminucion de k: <0. Dado que la 1° Ecuacion diferencial, donde el
consumo aparece con signo negativo, entonces concluimos que por encima de la ki =0, el

capital decrece ki; <0. Denotamos el movimiento de flechas asi la izquierda, tal como
aparece en el grafico [5.2]. Las flechas se dirigen en forma horizontal por que en el eje

horizontal aparece Kk, .

Derivando la primera ecuacion diferencial con respecto a ¢, se obtiene:
d ki
d

Donde se demuestra que al aumentar el valor de ¢, disminuye el valor de k:

=-1<0

De la misma manera analizaremos que pasa si ubicamos un vector por debajo de la curva
ki =0, las flechas apuntan asf la derecha, diciéndonos que por debajo de la curva ki =0, el

capital crece ki > 0, en este caso las flechas apuntan hacia la derecha.

Encontrando lacurva: ¢c=0

De la 2% ecuacion diferencial

Si ¢ =0 O:(;‘[f’(kt)—(p+§)]

Entonces f'(k,) = (o +9)

Pmgk = (p+ J), Representa la ecuacién de una recta que es paralela al eje de ordenadas

Grafico [5.3]: Comportamiento de <.:: 0
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Esto quiere decir si nos encontramos por encima de la curva ¢; =0, por un aumento de un

poquito de k,, Dado que f'(k,) es una funcién creciente, por lo que el valor de ¢ de la 2%

Ecuacion diferencial pasa hacer negativo ¢; < 0. Concluimos que a la derecha de la curva, el
consumo decrece, por lo que se dibuja las flechas apuntando hacia abajo.

Para demostrar esto pasaremos a derivar la segunda ecuacién con respecto a k,

dec 1 e
iUy @ <o

Lo que nos dice que a la derecha de c; =0 sera ¢t <0

De la misma manera una disminucién de k, hara que c: > 0 sea positivo. Esto significa que

nos encontramos a la izquierda de c¢: =0, las flechas apuntaran hacia arriba como se

aprecia en el grafico [5.3], donde las flechas positivas se denota por ¢; > 0.

5.1.6 Analisis Cualitativo

Ahora antes de juntar los dos diagramas de fases en un solo pasaremos a hallar el consumo

Oro*

de oro modificado ¢, , que es aquel consumo que maximiza el bienestar de los agentes de

la sociedad en su conjunto y también se tendra un nuevo capital por trabajador modificado
coNn en Nnuevo consumo.

o R |
Para esto de la 29 Ecuacion diferencial ¢; = g[f "(k,)— (p+5)]ct, reemplazando el valor de

¢t =0, con esto 0= [f’(kt)—(p+5)], entonces f'(k,) =(po+0) es el punto de tangencia
de la funcion f(k,) que es estrictamente decreciente y como se puede apreciar en el gréafico
[5.4] la funcién f(k,) es estrictamente de creciente y convexa. Al cortarse estas la tangencia

«r . g *
con la funcién generan un punto que se llama el capital de oro modificado (k% ), al

mod

Oro*
mod

proyectar este punto, al grafico inferior nos da el consumo de oro modificado éptimo (¢
gue estdbamos buscando.

En el caso de una funcion Cobb-Douglas, nos da un capital por trabajador de oro modificado

1
. l-a
optimo k% :[ a j :
o+ p

Oro*
I(mod

Donde esta representado por una linea vertical. El lector habrd notado que el stock de

capital por trabajador hallado es menor que el stock de capital de oro y eso es por que
p>ny f(k) esunafuncién decreciente.
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Grafico [5.4]: El consumo de Oro 6ptimo modificado

< d+ o (7+ &)k,

Y 4 H]
_________ £ =7 i
) |
________ (i I [
| |
I I I
I | i
| |
| |
I |
RSV~ L ST
- I i
| I I
| ! I
] | [
[ [ I
I I 1
| | [
| 1 I
N+ | ! 1 -
[' - .
k!ﬁfz‘ k:r&ﬂ_m kh‘ Fop
4 . '
£t [ O :
l
oro Mdepe | L _
fcsl
—————— 1
| ore :
\e mod ,
]
l
]
]
]
| -
: K = ﬂ
1
]
l
] \ >
0 = -
[, oFa| | .ﬁ:oml o et
i t
mod

5.1.7 Estado de crecimiento proporcionado

El estado de crecimiento proporcionado, se halla cuando las curvas ¢:=0 y ki =0 se
cruzan y esto se puede observar en el grafico [5.5], que se curtan en tres puntos.

El primer punto que esta representado por de un sol de color naranja, es el eje de

coordenadas donde ¢; =0 y ki =0.

El segundo punto que representa al estado proporcionado, que esta representado por un
sol de color verde fosforescente, es el punto k™ que corresponde a la interseccion

mod !
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de ki =0, de la 1¢ Ecuacion diferencial k: = f (k,) —c, —(n+0)k,, reemplazando ki =0 y
¢, = 0 obtenemos el capital ko que satisface f (ko) = (n+ &)k, , donde este capital esta a

la derecha del capital maximo.

El tercer punto es en la interseccién de ki =0 y k; en este punto esta representado en el

grafico con un solo de color amarillo. El capital en este punto en el largo plazo esta
economia converge necesariamente a un estado de proporcionado que conlleva a
cantidades positivas del consumo.

En el estado proporcionado es una situacion en que las variables per capita crecen a una
tasa constante. Se describe el comportamiento del consumo, para que el consumo crezca
una tasa constante el capital tiene que ser siempre el mismo:

y. = cte siy solo si, k, =Kk,,, lo que implica que y, =0
El stock de capital no cambie se tiene que cumplir que el consumo per capita no varie.

7, = Cte siy solo si, ¢, =, lo que implicaque y, =0

En el estado de crecimiento proporcionado: y, =0y y, =0

Siy, =0 |:> Ak ) = p+ S

1

. l-a
koo = (;zA J Stock de capital del estado proporcionado
+p

El PIB per capita de estado estacionario, se obtiene sustituyendo el capital de estado
proporcionado en la funcién de produccion:

a

Oro* oA |-« ., .
Yood = 5 Produccién en el estado proporcionado
+p

Sabiendo que el consumo per cépita es la renta menos el ahorro, lo calculamos como:

. A o _ :
Cg;‘; =(1- S)A{;[F pJ Consumo per cépita en el estado proporcionado
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Grafico [5.5]: El equilibrio en el modelo de Ramsey
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5.1.8 Dinamica

La dinamica que esta representada por las flechas como se observa en el grafico [5.5],
donde en el origen existe un estado inestable, por que nunca llegamos a un estado
proporcionado.

El segundo estado proporcionado, k; es estable en todas sus flechas que existen alrededor
apuntan hacia este punto.

El tercer estado proporcionado es kn?;‘; con estabilidad este punto es llamado “punto de silla

en estado trayectoria llamamos “saddle paht stability” o “trayectoria estable” que converge a
un estado proporcionado. Este tercer punto también genera el punto de silla, por que existen
lineas aerodinamicas que convergen y divergen alrededor del punto.

”

La dindmica de transmision nos dice que si aumentara el consumo, el capital en el largo plazo, la

economia converge hacia un estado proporcionado Ko .
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5.2 Modelo de Ramsey con progreso tecnoldégico

Es esta parte introduciremos el progreso tecnolégico exdgeno en el modelos de crecimiento,

dicho progreso es potenciados del trabajo, este es el nuevo supuesto que se agrega al
modelo.

Entonces pasaremos a introducir el progreso tecnolégico en 1° Ecuacion diferencial

ki = f(k,))—c,—(n+m_+0)k,, planteamos nuestra funcion de utlidad agregada de la
sociedad.

Max: J= IU (c).e »~'dt...(Funcién Objetivo)
0

sa: |;t = f(k)—c,—(n+m_+0)k,... (Ecuaciéon de Movimiento)
k(t,) =K, ...(Condicién Inicial)
k, > 0: Dado
0<c < f(k)
O<t<w

Para solucionar el problema se debe cumplir que: p >n+ (1—-8)m,_ es decir que la funcién
de utilidad este acotada en este caso.

1) Comenzaremos a solucionar el problema de control optimo por el método que nos dejo
Pontryagin, que se basa en la metodologia del Hamiltoniano, para esto pasaremos a
plantear el hamiltoniano.

H(co ko At =U () e + 4 [f (k) —c —(n+m_+5)k ]

Donde
k, : Variable de estado.

c,: Variable de control.
A.: Variable de coestado.

Condicion de Primer Orden (CIO)

2) Tomando la derivada del Hamiltoniano con respecto de la variable de control e

igualandolo a cero. oH = Y, + Ok _ 0
oc, oc, oc,
oH (oMt s o1 U'(c
— =e"™MU(c)+A4(-1) =0 (p(_;)2 =A...(1)
oc, e

Valor actual de la utilidad = Multiplicador Dinamico

3) Tomando la derivada del Hamiltoniano con respecto a la variable de estado e
imponiendo la igualdad al negativo de la derivada del multiplicador con respecto al
tiempo.
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‘Z'k*f—it :> A1) = (n+ 8+ m)] =~

Fik )= (n+m +8)]= -2
[f'(k, ] .

4) Tomando la derivada con respecto al multiplicado lagrangiano, tenemos:

aH ° °
ag‘“ [::> [f(k)—c,—(n+m_+38)]=k

[f(k)—c, —(n+m_+38)]=ke..(IN)
Condiciéon de Segundo Orden (CIIO)

2
on lj =e»"™MU"(c) <0
o, =

>0 x O<
Esta condicion nos asegura un consumo maximo y La concavidad del consumo.

5) La condicion de transversalidad-multiplica la variable de estado por el precio implicito de
capital (multiplicador de Lagrange) en el momento terminal y pone igual a cero.

Condicion de Transversalidad

Lim Ak, =0

t—owo
Esto quiere decir que 4, =0 (el precio implicito de capital en el periodo final) o que k, =0

(el stock de capital en el momento que muere).2°
@/0) =0

= o ) tini=o

De la ecuacion (II) tenemos f'(k,))—(n+m_ +J)=—-g, = Pmgk —(n+m_ +3J)=-0,

Aplicando logaritmo neperiano a la ecuacién (I) tenemos:

~1
—(,o—n)t.y'anU'(ct)zln/it —(p—n)t+InU'(cy):In/L

Aplicando la derivada temporal (derivada con respecto a “t”) a la ecuacién tenemos:

—(p- n'$+ d[h’lU'(Ct)] _ d(InA)
dt dt dt

39 En la economia de Ramsey se supone que los individuos “fenecen” en el infinito. Lim4, =0, esto
t—owo

indica que el valor del stock de activasen el ultimo momento del horizonte temporal debe ser cero.
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1 dU'(c) ac, A

T Gy e dt A
f_H_A_\
—(p-n)+ U%ct) u"(c,).ct = i‘

A la ecuacion anterior multiplicaremos y dividiremos entre el consumo por trabajador (C,)

-t t Uyt oA
Uc).  c'c 4
G A
~(p-n-0."="2.(9)
¢ A
Donde
H:U% ).U”(ct).l: Representa la elasticidad de la utilidad marginal con respecto al
Ct Ct

consumo por trabajador.

Multiplicando por -1 a ala ecuacion (&), tenemos:

(p—m+0.% =—*_(v)
¢ A
Igualando las ecuacion (II) con la ecuacion (IV)

, Ao
f'(k)—(n+m_+9)= 2 (p n)+¢9.C

t

. c
Despejando —, tenemos:
Ct

¢ _ f'k)-(p+m_+9)
C 0 '

..(V), La proposicion Ramsey - Keynes

Esta ecuacion nos dice que la tasa 6ptima del consumo por trabajador es la razéon del
producto marginal del capital menos la tasa de depreciacion, la tasa de aumento tecnoldgico
debido a la eficiencia del trabajo y la tasa de descuento intertemporal dividido sobre la
elasticidad de la utilidad marginal con respecto al consumo por trabajador.

Ve = ;[f '(k)—(p+ 5)]: Evolucion del consumo por unidad de trabajo efectivo.

Asi mismo se puede expresar la ecuacién como: (.:t = ;[f 'k)—(p+m_ + 5)]ct...(\/l)
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5.2.1 Sistema de Ecuaciones Diferenciales (Diagrama de fases)

Existen dos ecuaciones diferenciales que nos ayudan a graficar el diagrama de fases de este
modelo son:

1¢" Ecuacion diferencial: i;t = f(k)—c, —(n+m_+0)k,

2% Fcuacion diferencial: ¢ = ;[f '(k)—(p+m_+0)k,

Encontrando la curva: k =0

De la 1°" Ecuacion diferencial
Si k=0 |:> 0= f(k)—c,—(n+m, +8)k
Entonces ¢, = f(k,) - (n+m_+0)k,

Grafico [5.6]: Diagrama de fases con progreso tecnolégicode k=0

-

k, <0

+ :EJEC:,FE 0
0 >
\ &

Si nos situamos por encima de la curva ki =0, vemos que un pequefio movimiento de c, ira

asociada a una disminuciéon de k: <0. Dado que la 1° Ecuacion diferencial, donde el
consumo aparece con signo negativo, entonces concluimos que por encima de la k: =0, el

capital decrece ki; <0. Denotamos el movimiento de flechas asi la izquierda, tal como
aparece en el grafico [5.6]. Las flechas se dirigen en forma horizontal por que en el eje
horizontal aparece Kk, .

Derivando la primera ecuacion diferencial con respecto a ¢, se obtiene:
d Kk
de

Donde se demuestra que al aumentar el valor de ¢, disminuye el valor de k

=-1<0
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De la misma manera analizaremos que pasa si ubicamos un vector por debajo de la curva
ki =0, las flechas apuntan asi la derecha, diciéndonos que por debajo de la curva ki =0, el

capital crece ki > 0, en este caso las flechas apuntan hacia la derecha.

Encontrando lacurva: ¢c=0

De la 2% ecuacion diferencial

Si 6 =0 o=2[f'(h)—(p+mL+5)]

Entonces f'(k,) =(po+m_+9)

Pmgk = (p+m, +0), Representa la ecuacién de una recta que es paralela al eje de
ordenadas

Grafico [5.7]: Diagrama de fases con progreso tecnoldégico de <.:: 0
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Esto quiere decir si nos encontramos por encima de la curva ¢ =0, por un aumento de un

poquito de k,, Dado que f'(k,) es una funcién creciente, por lo que el valor de ¢ de la 2%

Ecuacion diferencial pasa hacer negativo ¢: < 0. Concluimos que a la derecha de la curva, el
consumo decrece, por lo que se dibuja las flechas apuntando hacia abajo.

Para demostrar esto pasaremos a derivar la segunda ecuacion con respecto a k,

dee 1
dk,  U'(c)

U'(c,).f"(k) <0

Lo gue nos dice que a la derechade ¢: =0 sera ¢t <0

De la misma manera una disminucién de k, hara que c: >0 sea positivo. Esto significa que

nos encontramos a la izquierda de c; =0, las flechas apuntaran hacia arriba como se

aprecia en el grafico [5.7], donde las flechas positivas se denota por ¢t > 0.
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Ahora antes de juntar los dos diagramas de fases en un solo pasaremos a hallar el consumo
oy * . . .
de oro modificado ¢c° , que es aquel consumo que maximiza el bienestar de los agentes de

mod
la sociedad en su conjunto y también se tendra un nuevo capital por trabajador modificado
CON en nuevo consumo.

g R
Para esto de la 2% Ecuacion diferencial Ct :g[f (k)—(p+m_+0)k,, reemplazando el
valor de ¢ =0, con esto 0=[f'(k)—(p+m_+5)], entonces f'(k)=(p+m +5) es el
punto de tangencia de la funcién f(k,) que es estrictamente decreciente y como se puede

apreciar en el gréafico [5.4] la funcién f(k,) es estrictamente de creciente y convexa. Al
cortarse estas la tangencia con la funcion generan un punto que se llama el capital de oro

modificado (kﬁ;ﬁ’, ), al proyectar este punto, al grafico inferior nos da el consumo de oro

Oro*
mod

modificado 6ptimo (¢~ ., ) que estabamos buscando.

En el caso de una funcién Cobb-Douglas, nos da un capital por trabajador de oro modificado
1

. A Lo
6ptimo ko =[aj :
o+m +p

Donde k,ﬁ{fé* esta representado por una linea vertical. El lector habra notado que el stock de

capital por trabajador hallado es menor que el stock de capital de oro y eso es por que
p>ny f(k) esunafuncién decreciente.

5.2.2 Estado de crecimiento proporcionado

El estado de crecimiento proporcionado, se halla cuando las curvas ¢t =0 y ki =0 se
cruzan y esto se puede observar en el grafico [5.5], que se curtan en tres puntos.

El primer punto que esta representado por de un sol de color naranja, es el eje de

coordenadas donde (.:t =0y lzt =0.

El segundo punto que representa al estado proporcionado, que esta representado por un
sol de color verde fosforescente, es el punto k°, que corresponde a la interseccién de

mod ?

ki =0, de la 1¢ Ecuacion diferencial ki = f (k) —c, —(n+m_ + )k, , reemplazando k; =0y

¢, =0 obtenemos el capital k> que satisface f(k°©°) = (n+m, + )k, donde este capital

esta a la derecha del capital maximo.

El tercer punto es en la interseccion de ki =0 y k;, en este punto esta representado en el

grafico con un solo de color amarillo. El capital en este punto en el largo plazo esta
economia converge necesariamente a un estado de proporcionado que conlleva a
cantidades positivas del consumo.

En el estado proporcionado es una situacion en que las variables per capita crecen a una
tasa constante. Se describe el comportamiento del consumo, para que el consumo crezca
una tasa constante el capital tiene que ser siempre el mismo.4°

40 En este el estado proporcionado, la tasa de crecimiento de las variables en términos per cépita es m, .
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Grafico [5.8]: El equilibrio en el modelo de Ramsey con progreso
tecnolégico
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Capitulo VI

Enfoques recientes de crecimiento

endogeno

“Entender es relacionar, encontrar la unidad bajo la diversidad. Un acto de
inteligencia es darse cuenta de que la caida de una manzana y el movimiento de la
Luna, que no cae, estan regidos por la misma ley.”

Ernesto Sabato (1945)
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centraba en modelos de crecimiento exdégeno. Ha mediados de la década de los 80

un grupo de economistas como: Romer, Lucas, Barro, etc. Plantearon que deberia
investigarse las causas y origenes del crecimiento econdmico y que era necesaria plantear
un modelo de crecimiento con progreso tecnolégico endégeno.

I n los afios 70, la teoria del crecimiento entro en decadencia, debido a que solo se

6.1 Modelos AZ

Son aquellos modelos de crecimiento que tiene una tecnologia lineal y utilizan una funcion
de produccion AZ,, donde considera un capital compuesto, capital amplio que considera un

capital fisico y capital humano y estas se combinan en proporciones fijas.4! La ausencia de
rendimientos decrecientes y va existir rendimientos constantes del capital compuesto.

Donde
Z, : Capital compuesto con tecnologia lineal.

Los modelos AZ, no cumplen con las propiedades de los modelos neoclasicos, como
veremos.

6.1.1 Supuestos del modelo

v/ Sea una economia capitalista que no tiene relacién con el exterior.

v Existe un capital compuesto Z,, que es una combinacién de capital fisico y capital
humano.

Existe rendimientos constantes del capital compuesto o amplio.

Exhibe rendimientos constantes a escala; dado que A(1Z,) = AAZ, = AY,.

Tiene rendimientos positivos pero no decrecientes de capital.

SN NERN

Tiene una funcién de produccion AZ, .

Funcion de produccion agregada (FPA)

Este modelo describe una funcién agregada que se encuentra representada por el grafico
[6.1].

Y, = AZ,...(FPA)
Donde
Y,: Producto agregado en el periodo “t”.

Z, : Stock de capital compuesto en el periodo “t”.

A indice de nivel de tecnologia.

Si queremos representar el producto marginal del capital compuesto, solo basta con aplicar
la derivada de la funcién de produccién agregada con respecto al stock de capital.

41 Este modelo AZ, , también es llamado “modelo de tecnologia AK,”, la introduccién de este modelo a la

literatura economica se la debemos Romer (1987) Rebelo (1991), cuando introduce el capital compuesto en
los afios ochenta.
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Grafico [6.1]: La funcién de produccion agregada
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Podemos ver que el producto marginal de la funciéon es una constante, y en el grafico [6.2],
se encuentra representado como una linea recta horizontal.

Grafico [6.2]: El producto marginal del modelo AZ

E

Curva del  PmgZ,
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Z

De la ecuacion (FPA) dividiendo entre la cantidad de trabajadores obtenemos:

Y, | Z
o pft :> = Az,...(FPI
Rl y, = Az,...(FPI)

En el grafico [6.3], podemos ver la representacion de la funcion de produccion intensiva.

Grafico [6.3]: La funcion de produccion intensiva

¥ ¥, =4z,
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Donde en el grafico [6.4] esta representado el producto marginal de la funcién de produccién
intensiva.

Grafico [6.4]: El producto marginal de la FPI

y_r F
z!‘
Curva dal FPmgz, = A
0 z,
d
Pmgz = W _ A
dz,

Observacion: Donde las variables mindsculas representan variables por trabajador, y las
variables mayusculas, representan valores agregados.

6.1.2 Ecuacion fundamental
v" Asume que el ahorro agregado es una proporcion del ingreso nacional, dado el producto

marginal ahorrar (Pmgs).

v" Suponiendo que el stock de capital se deprecia a una tasa constante ¢ .
v' Sea que la funcion de fuerza agregada crezca a una tasa constante y exégena n.

v' Sea n el tamafio de la poblacion total.

De la condicion de equilibrio macroeconémico tenemos:
S=1°

_qn rep
sY, = I + 1y

S.AZ, =71+ 52,

Dividiendo la ecuacion entre el nimero de trabajadores

S.A£=27T+5é, S-AZt—5.Zt=Z;.,_(|)
L oL L L
Sabemos que: z, = Z_ Oz _d(4 /L) _ZiL - |2—t Z,
Loode ot (L)
di_it_itzt : 2t

— L= 71+nz, :t...(ll)

dt L LL

Reemplazando la ecuacion (II) en la ecuacion (I) y despejando z: tenemos:
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Zt = S.Az, —(n+ )z, La ecuacion fundamental de Rebelo

Es una ecuacién dinamica del proceso de acumulacion del capital compuesto, en una
economia capitalista, donde existe en forma combinada el capital fisico y el capital humano.
Esta ecuacion nos dice que la tasa de cambio del capita | por trabajador va ser el remanente
del ahorro bruto por trabajador, respecto a ala ampliacion bruta de capital compuesto.

En el grafico [6.5], podemos apreciar la grafica de la curva de ahorro bruta por trabajador y
de la curva de ampliacion bruta de capital compuesto.

Grafico [6.5]: El estado de crecimiento progresivo
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(+ d)z,

Cunva ampliada
Bruta de capital

L

6.1.3 Dinamica de transmision

Debido a que esta economia tiene una tecnologia muy productiva, va ocurrir que en el largo
plazo no se genera un estado de crecimiento proporcionado, si no que e n el largo plazo se
va generar un estado de crecimiento progresivo, es aquel estado o situacion en el largo
plazo en el gue se genera una tasa de cambio de capital compuesto.

En el largo plazo el estado de crecimiento progresivo: z: >0

Si z: > 0 entonces s.A> (n+0), lo cual genera que sea indeterminado z,” y esto ocurre por
que no existe rendimientos constantes del capital compuesto.

Version Barro
De la ecuacion fundamental de Rebelo
2t =S.Az, —(n+9)z,

Dividiendo esta ecuacién entre el capital compuesto

o SSA—(n+9) |:> 7, =S.A—(n+9)
Z’[

Donde

7, La tasa de crecimiento del capital por trabajador.
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En el estado de crecimiento progresivo si 7, >0 entonces S.A>(n+J), con lo cual se
determina z, .

Dicho de otra manera, observamos que la tasa de crecimiento de esta economia es
constante y va ser la diferencia entre dos nimeros.

En esta economia la curva de ahorro es una linea recta horizontal, si nuestra economia es
productiva como para que S.A>(n+0), la tasa de crecimiento sera constante y positiva

v, =7 =sA-(n+0).
En este modelo también el consumo crece a la misma tasa " que la tasa de crecimiento
per cépita y, =y, =y =S.A—(n+5).

Grafico [6.6]: Version de Barro del modelo AZ
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Determinacion de y, Ay,
De la funcién de produccién intensiva (FPI) tenemos:
Yy, = Az, Ln(y,) = Ln(A) + Ln(z,), aplicando una derivada temporal
=0
dLn(y,) dLn)(/X) , dun(z)

dt t dt

Yy =72
De C, = Pmgc.,
Dividiendo entre L,
Co_ Pmgc. -
L L
—~a —

Yo=Yy |:> Yo=Yy =7,

6.1.4 Caracteristica del modelo

a) La tasa de crecimiento del modelo puede ser positiva sin necesidad de suponer, que
las variables crecen continuamente y exégenamente.
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b) Un aumento de la tasa de ahorro provoca un incremento de la tasa de crecimiento,
como se puede ver en el grafico [6.7], donde un aumento de las tasa de ahorro hace
saltar a la curva de ahorro hacia arriba y la distancia entre las dos curvas aumenta.

Grafico [6.7]: Aumento de la tasa de ahorro
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c) Esta economia carece de una transicion hacia el estado proporcionado, por que
siempre crece a una tasa constante igual 7/: =S.A—(n+9), sin importar el valor que
adopte el stock de capital.*?

d) El modelo predice que no existe relacion entre la tasa de crecimiento de la economia
y el nivel alcanzado, por lo que el modelo no alcanza convergencia, ni condicional, ni
absoluta.

e) El modelo AZ, predice que los efectos recesivos temporal serdn permanente, esto
quiere decir que el capital, disminuye temporalmente por una causa exdgena.

f) Un aspecto de este modelo es el que menciona Saint-Paul (1992), que la tecnologia
AZ,, no puede haber demasiada inversion.

Como la tasa de crecimiento per capita es igual 7/; =s.A-(n+0), la tasa de crecimiento
agregado es ;/Z* =s.A-(n+0), la tasa de crecimiento agregada esta expresada como
W =V¥,+7 =7,+n=S.A—(n+5), para que exista eficiencia r’ <y,, donde la tasa de
interés siempre es igual a r'=A-¢5, entonces A—0 <S.A-J recordemos que la
desigualdad no puede darse por que la tasa de ahorro es siempre inferiora 1 (0 <s <1), por
lo que A es siempre mayor que S.A, por lo tanto con tecnologia AZ, pues no puede ser
dindmico ineficiente.

6.1.5 Modelo AZ con la funcion de producciéon Cobb-Douglas

Este modelo va considerar la produccién tiene una funcién de produccién Cobb-Douglas

Funcion de produccion agregada (FPA)

Y, = AZ LY .. .(FPA)

42 Esto quiere decir que el modelo AZ carece de un estado proporcionado, por lo que la curva de ahorro no
se corta con la curva de depreciacion y por ende el modelo no converge.
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Dividiendo la funcion de produccion agregada entre L,

L‘[ Zw'“ﬁLt :> = AFLE(FPI)

De la condicién de equilibrio macroeconémico tenemos:
S=1°

SY, = 10 + 1%

SY, = Z1+ 62,

Dividiendo la ecuacién entre el nimero de trabajadores

Yo 7 Z Zr
Yo _2T 54 Y=z, =21
LoL g :1/,\ hon = )

dz d@ /L) ZiL-LzZ

Z
L dt odt (L)

Sabemos que: z, =

dz _ 2zt Eézﬁwnz[ _L:...(II)

dt L L L

Reemplazando la ecuacion (II) en la ecuacién (I) y despejando z:

2t =Sy, —(n+0)z
Reemplazando la funcién de produccion intensiva (FPI) en la ecuacion fundamental

2t = S.AZ7LY —(n+6)z, , la ecuacion fundamental con una funcién Cobb-Douglas

Grafico [6.8]: Estado de crecimiento progresivo
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En el gréfico [6.8] se puede apreciar la dinAmica de transmisiébn en el estado de

crecimiento progresivo z: >0, entonces S.Az“L*"7 > (n+6)z, implica tener un z;
indeterminado.
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Version de Barro

Dividiendo la ecuacion fundamental entre z,

_sAzeLes

V2 _(n+5)

t

Como se puede apreciar en el grafico [6.9] en el estado de crecimiento progresivo
7, >0, entonces s.Az'L"™ > (n+35)z, esto implica obtener un z; indeterminado.

Grafico [6.9]: Version de Barro del modelo AZ
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En el grafico [6.9] se puede observa que la curva de ahorro es representado como una linea
recta horizontal y la curva de depresién también, por esto este modelo no alcanza un estado
de crecimiento proporcionado, sino un estado de crecimiento progresivo.

Observacion

Si Y, = AZt“L[ﬂ se tiene que la elasticidad del producto respecto a los trabajadores no
calificados es nulo entonces =0y o =1se tendra una funcion Y, = AZ, .
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6.2 Modelo de crecimiento con sector Fisico y Humano

Este modelo es una extension de los modelo de crecimiento y que va considerar
explicitamente el capital fisico y el capital humano.

6.2.1 Supuestos del modelo

A los supuestos basicos se le afiaden los siguientes supuestos:

v/ Sea una economia sin relacién con el exterior.

v' Existe un stock de capital fisico que se encuentra representado con el subindice K.

v/ Existe un stock de capital humano que se encuentra representado con un subindice H.
v

Ambos stock de capital se deprecian a una misma tasa constante y exdogena
Oy =0 =0.

v' Existe una funcién de produccion Cobb-Douglas.

Funcion de produccion agregada (FPA)

Sea una funcién de produccion Cobb-Douglas en la que los dos factores de produccion son
capital fisico, K, y capital humano, H.

Y, = BKFH™“...(FPA)
Siendo O<a<l

Donde

Y,: Produccion agregada en el instante “t”.
K,: Stock de capital fisico agregado en el instante “t”.
H,: Stock de capital humano agregado en el instante “t”.

B : indice de nivel de tecnologia.
a : Elasticidad producto respecto al capital fisico.

Esta ecuacion dinamica de acumulacion de capital fisico y de capital humano, en una
economia capitalista a través del tiempo.

6.2.2 Ecuacion Dinamica fundamental

De la condicién de equilibrio macroeconémico
Y, =C +I°

_ n rep
Y, =C +1 +1;

BKEHI™ = C, + Ki+ 8, + 5, +H:

Resolviendo para: Hi+ K

Ki+Hi = BKIH; ™ —C — (6K, + 6,,H,) La ecuacién fundamental
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Donde
0y : Tasa de depreciacion del stock de capital fisico.
0, : Tasa de depreciacion del stock de capital humano.

1- «: Elasticidad producto respecto al capital humano.
Esta ecuacién dinAmica de acumulacién de capital fisico y de capital humano, en una
economia capitalista a través del tiempo.

La ecuacion establece que la tasa de cambio del capital fisico mas la tasa de cambio del
capital humano, son iguales al remanente del producto agregado, respecto al consumo
agregado y a la inversién en reposicion del capital fisico y del capital humano.

Mercado de capital fisico

Las empresas capitalistas maximizan sus beneficios contratando aquella cantidad de capital
fisico hasta que iguale al producto marginal del capital fisico con la tasa de rendimiento bruto
de capital.

PmgK = Ry, la condicién de optimizacion de beneficios

fisico

Donde

R : Tasa de rendimiento neto de capital fisico.

I, : Tasa de rendimiento del capital fisico.

R¢ =1 + 9

De la funcién de produccion obtenemos, el producto marginal del capital fisico:
oY,

— aBK HM
t
(_L\

PmgK, = aB l;t H
fAH

PmgK, = aPmeK,
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Grafico [6.10]: El producto medio del capital fisico
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Grafico [6.11]: El producto agregado del capital fisico con capital
humano constante

Yo= F(E) H,
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Mercado de capital humano

Las empresas capitalistas maximizan sus beneficios contratando aquella cantidad de capital
humano hasta que iguale al producto marginal del capital humano con la tasa de rendimiento
bruto de capital.

PmgH = R, , la condicion de optimizacion de beneficios

Donde

Ry, : Tasa de rendimiento neto de capital humano.
I, : Tasa de rendimiento de capital humano.
R, =r, +0,

De la funcién de produccién obtenemos, el producto marginal del capital humano:
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o, ]
= (1- &) BKZH; ™
6Ht( )BK{"H;

I_H
Hl—a
PmgH, = aBK/ |_‘|

t

PmgH, = (1-«a)PmeH

Grafico [6.12]: El producto medio del capital humano
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Grafico [6.13]: El producto agregado del capital humano con capital
fisico constante
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6.2.3 Transformacion de la agregada Cobb-Douglas

De la condicién de equilibrio macroeconémico
Y, =C +I°

Y,=C + g+,
BK/H ™ =C, + Ki+ 6, +3J, +Ht

Resolviendo para: Hi+ Kt
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Ki+H¢ = BKH —C - (6K, + 6, H,) La ecuacion fundamental

Donde
0, : Tasa de depreciacion del stock de capital fisico.

0y, : Tasa de depreciacion del stock de capital humano.
1- «: Elasticidad producto respecto al capital humano.

Para hallar esta transformacion lo primero que tenemos que hacer es, igualar las tasas de
rendimiento neto de capital.

De: Ry =1 +0y = I, =R =
De: R, =1, +o, =1, =R, -9,

Luego se sabe por uno de los supuestos del modelo que:

Nk =1y

RK _5K = RH _5H

Puesto que asumimos por simplicidad que las diversas tasas de interés son iguales,
tenemos de la igualdad:

O =0, =0
Reemplazando esta igualdad en la ecuacion anterior se tiene:

Rc-6=R,-5=R =R,

e
PmgK = pmgH

a.PmeK = (1- ) pmeH

Resolviendo la ecuaciéon anterior para K—t qué es la razén de capital humano con respecto

al capital fisico
Ho_l-a :> H, = (1—0‘) K
K, a a

Donde la ecuacién obtenida representa el stock de capital humano es una proporcién del
stock de capital fisico.

Ahora para transformar la funcién de produccion:

- l-«a .
Y, = BK7H, ™, pasaremos a reemplazar H, = ( K. en la funcién:
a
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l-a l-a
szm{G;f%J [::> nzsm{ﬁ;“n Kl

1-
1-a) ” . L,
Como B| —— = cte = A, si reemplazamos este valor en la ecuacién obtenemos:
a

Y, = AK,

Obtenemos la famosa funcion AK o como nosotros lo hemos venido llamando en este libro el
modelo AZ.

Este en un motivo también consideran al modelo AZ, como un modelo en el coexisten capital
fisico y capital compuesto.

6.2.4 Ejercicios resueltos

Problema #1

Del modelo de un sector con capital fisico y capital humano, se tiene la siguiente funcion de
produccién agregada: Y, = BKY*H'* asuma que las tasas de depresion son iguales

a) Hallar la ecuacién dinamica fundamental del modelo
b) Analice el mercado de capital fisico.

¢) Analice el mercado de capital humano.

H
d) Halle larazéon —*t.
t

Rpt:

a) De la condicion de equilibrio macroeconémico tenemos:

Y, =C +1°
_ n rep
Y, =C, +1 +1;

BKEHI® = C, + Ki+ 8, +5, + H:
Resolviendo para: Hi+ K

Asumiendo que las tasas de interés i depreciacion son iguales 6, =6, =9

Ki+Hi = BKY*HY* ~C — (K, + H,)d La ecuacién fundamental
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b) Mercado de capital fisico

El mercado de capital fisico es de tipo competencia perfecta esto implica:

PmgK = R, (Rendimiento bruto del capital)

oY, _3BKH™ M _3Y 350k
K, 4 K oK, 4K, 4
f_H

PmgK = 3Y
4

t

c) Mercado de capital Humano

El mercado de capital fisico es de tipo competencia perfecta esto implica:

PmgK = R, (Rendimiento bruto del capital)

oY, _ 1BK*H!" j N 1Y _1,
oH, 4 H, oH, 4H, 4
—

PmgH = LY

t
d) En el equilibrio y bajo el supuesto tenemos:
re="r,=r

re = R¢ — o
r, =R, —9d,

Asumiendo que la depreciacion es la misma para los dos mercados 6, =96, =90
RH_MZRK_/d( |:> R =Ry
PmgK = PmgH

8y, 1Y, H_4
4K, 4H, K, 3

e) De la funcion de produccién tenemos:

Y, = BKY*H!"* Reemplazando H, en la funcion
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4K 1/4 4 1/4
Y, = BKY| — Y, = B(j K,
3 3

4 1/4
Si consideramos a B(Sj =cte=A

Reemplazando en la funcion nos da; Y, = AK, que es la nueva funcién que tiene la forma del
modelo AZ, visto en este libro o como muchos libros lo llaman la funcién AK.

Problema #2

Del modelo de un sector con capital fisico y capital humano, se tiene la siguiente funcion de
produccién agregada: Y, = BK*'°H?’® asuma que las tasas de depresi6n son iguales

a) Hallar la ecuacion dindmica fundamental del modelo
b) Analice el mercado de capital fisico.
c) Analice el mercado de capital humano.

H
d) Halle larazéon —*t.

t
Rpt:

a) De la condicion de equilibrio macroeconémico tenemos:
Y, =C +1°
Y,=C +1lg+1,7

BK/H;* =C, + Ki+ 5, + 6, +H:
Resolviendo para: Hi+ Kt

Asumiendo que las tasas de interés i depreciacion son iguales 6, =o,, =0

Kot Hie = BK¥*H® —C — (K, +H,)d La ecuacién fundamental

b) Mercado de capital fisico

El mercado de capital fisico es de tipo competencia perfecta esto implica:

PmgK = R, (Rendimiento bruto del capital)

oY, _ 3BKH" N _3Y _3p .k
K, 5 K, oK, 5K, 5
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c) Mercado de capital Humano

El mercado de capital fisico es de tipo competencia perfecta esto implica:

PmgK = R, (Rendimiento bruto del capital humano)

8Yt :EBKfMHth j ﬁsz:EPmQH
oH, 5 H, oH, 5H, 5
F__A__\
ngH:gY—t
S5SH

t

d) En el equilibrio y bajo el supuesto tenemos:
e=ry,=r

Ik = RK _6K
r, =R, —9d,

Asumiendo que la depreciacion es la misma para los dos mercados 6, =96, =90

Ry —3¢'= R, A |:> R, =R,

PmgK = PmgH
8V, 1Y, Ho_2
4K, 4H, K, 3

e) De la funcion de produccién tenemos:

Y, = BK}'°H/’® Reemplazando H, en la funcion

2/5 2/5
Y, = BKE“”(ZsKtj Y, = B@J K,

2 2/5
Si consideramos a B(g} =cte=A

Reemplazando en la funcion nos da;Y, = AK, que es la nueva funcion que tiene la forma del
modelo AZ, visto en este libro o como muchos libros lo llaman la funciéon AK.
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6.3 Modelo de Romer con externalidad del capital

En la década de los afios 70 hasta la década de los afios 80, se habia generado un
estancamiento en la teoria del crecimiento, debido a los modelos de crecimiento con
progreso tecnolédgico exdgeno.

Pero Romer en 1986 con su tesis doctoral, formula un modelo de crecimiento en el que se
busca hallar las causas y los origenes del progreso tecnoldgico, apara ello Romer considera
explicitamente los rendimientos decrecientes del capital asi como las externalidades del
capital.

Con este articulo Paul Romer impulso a la literatura del crecimiento econdémico, por que
introdujo la funcion de produccion con externalidades.
6.3.1 Supuestos del modelo

v" Romer abandona los supuestos de la funcién de produccion agregada sujeta a
rendimientos de escala constante, asi mismo abandona el supuesto de rendimientos
constantes de capital.

v Romer asume una funcién de produccién agregada sujeta a los rendimientos de escala
constantes y asi mismo va asumir rendimientos crecientes de capital.

v' Supone que existe una externalidad de capital y por simplificacion se asume que la
poblacién es constante.

v' Se asume que también toda la poblacién trabaja en esta economia.

Funcion de produccion agregada

La funcion que refleja las externalidades de la economia es:
Y, = AK“L k.. (FPA)

Donde

Y,: Producto agregado en el instante “t”.

K,: Stock de capital agregado en el instante “t”.

L, : Fuerza de trabajo agregada en el instante “t”.

k, : Representa la externalidad del capital en el instante “t”.

A indice de nivel de tecnologia.
n : Elasticidad producto respecto a la externalidad del capital.
a : Elasticidad producto respecto al capital.

1-«: Elasticidad producto respecto al trabajo.
Si =0, entonces es una funcién de produccion Cobb-Douglas.

Si >0, entonces expresa el grado de importancia de la externalidad del capital con lo cual
a+l-a+n>1.

157



Cesar H. Antunez Irgoin| Crecimiento Econémico. Ejercicios de Crecimiento Econémico

Propiedades de la funcion agregada

10 F(K,L)= AK L
Si multiplicamos a la funcién porun A >0
F(AK,, AL ) = AGAK)“ (AL)"“
F(AK,, AL )= AY,
La funcion presenta rendimientos de escala constante cuando x, permanece constante

2°.  Los productos marginales del capital y trabajo son positivos.

t
LTH_J
+ +
M _ pmgL - (1- @) AKZ LK) > 0
8Lt H_H_J
+ +

La derivada de los productos marginales es decreciente y negativa.

2
O, _ OPMIK _ (@D AKE L <0

oKE K, L, ,

+ - +
Recordemos O<a <1, entonces O<a<l...—-1=-1<a—-1<0 es una constante
negativa.
82Yt _oPmgL

a2 AL (—a)l-a) ALK >0

-+ +
Recordemos que O <a <1, entonces O<a<l.. X-1=-1<-a<0...+1 esuna
constante positiva 0 <1—a <1.

3°.  Veremos que los limites requeridos por las condiciones de INADA se cumplen:
(1/0) =0

LimPmgK = %xf e 20
—0 |

(1/0) = o

Lim PmgK = Q%IUL[“ = oo
@/o0) =0
El’m PmgL = (1—a)Kf%= 0

(/) ~ o

. o an ¥ _
lELTngL_(l a)KtK/g 0

Con esto se demuestra que la funcion cumple con las propiedades neoclasicas
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Romer asume que la externalidad de capital es igual al stock de capital agregado, esto
quiere decir que:

K, =k,

Dividiendo a la funcion de produccién entre el numero de trabajadores (L, )

l1-a a
R A i Ry g I ()
3 B h

Sabemos que k, = x, = K, /L, = K, =kL,...(w)

Reemplazando (v ) en la ecuacion (I)

Y, = Ak (kL,)" :> Y, = ALY (FPI)

6.3.2 Ecuacion fundamental

De la ecuacion fundamental de Solow — Swan mencionada y demostrada en paginas
anteriores de este libro tenemos:

ke = sf (k.) — (5 + )k,

Donde la FPI se y, = Aky™"L;...(FPI) y la poblacion es constante: g, =n=0
Lo que nos da la siguiente ecuacion:

ki = s.Aky™"L — (9)k, , la ecuacion fundamental de Romer

Esta ecuacion dinamica del proceso de acumulacién del capital en una economia capitalista,
donde existe una funcion de produccién con rendimientos a escala constantes asi como una
economia que existe externalidad de capital.

6.3.3 Tipologia

En el desenvolvimiento de esta economia depende crucialmente de la suma de los
paramentos « +177, que es inferior o superior o igual a uno, se puede distinguir los siguientes

casos.

Caso A: a+n<1

Esto significa que la externalidad no es muy grande, >0 y que la suma de las

elasticidades del capital y de la externalidad del capital es menor a la unidad, esto nos dice
que presenta rendimientos decrecientes de capital.

En el largo plazo se va llegar a un estado de crecimiento proporcionado, teniendo un
equilibrio dindmico de tipo estable, donde el exponente del capital, en la funcién de ahorro es
negativo.

s.AL
yk = ktl—a—n -

)
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Version de Barro

Dividiendo entre k, a la ecuacién fundamental nos da:

ki SAKIL

SAKSILY
kt kt B

K,

)

o Yk

En el estado de crecimiento proporcionado y, es nulo.

S AKETLY

Si y, =0 entonces = 0 se determina el capital por trabajador 6ptimo kt* de la

t
economia.

1

7 \l-a-n
kt* :[SAL[ ] '
o

Por lo que la curva de ahorro toma valores infinitos, cuando k, se aproxima a cero, es

decreciente y cuando se aproxima a cero k, va hacia el infinito, y como vemos en el grafico

[6.14], la curva de depreciacion en corta en un solo punto a la curva de ahorro y esto genera
un estado de crecimiento proporcionado en la economia.

Cuando nos ubicamos a la izquierda del punto, la tasa de crecimiento es positiva, en la
economia.

La dinamica del modelo nos dice, que si hos movemos un poquito a la derecha y esto genera
una tasa de crecimiento positiva en el corto plazo, y a largo plazo es nulo ykLP =0.

Grafico [6.14]: Caso cuando a+7<1
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En este caso, sefiala que la tasa de crecimiento del capital por trabajador esta
correlacionado con el tamafio de la poblacion.

7, = f(tamafio_de_la_ poblacion)
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Esta hipotesis fue falsa debido a que no coincidia con la realidad, por lo que Romer nos dice
que este efecto escala es falsa. Por lo que Romer asume que la poblacion es constante
n=0.%

Efecto Escala

En esta parte hablaremos del efecto escala, que nos dice que la tasa de crecimiento esta
correlacionada positivamente con el tamafio de la poblacion.

La prediccion de este modelo dice que los paises con mayor poblacion como: China,
Mongolia, Rusia, México, Brasil o la India, que deberian crecer mucho mas rapido que los
que los paises con menor poblacion como: Suecia, Japdn, Chile, Manama, Argentina o Peru.
Esta prediccion se le conoce como “El efecto escala”, en conclusiéon lo que nos quiere decir
es que los paises con mayor escala de poblacién deberian crecer mas.

Esta prediccion es falsa como se puede revisar en Bakus, Kehoe y Kehoe (1992), que
realiza un estudio para ver los efectos escala, donde tomo los datos los afios posteriores a la
segunda guerra mundial, donde indico que la tasa de crecimiento per -capita no esta
correlacionada ni positivamente ni negativamente con el tamafio del pais.*

Caso B: o+n=1

En este caso las externalidades del capital son grandes y positivas, tal que la suma de las
elasticidades del capital y de la externalidades es igual a la unidad, lo cual significa que
presenta rendimiento constantes del capital.

Grafico [6.15]: Caso cuando a+7=1
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Entonces la tasa de crecimiento en la version de Barro pasa a ser y, =S.A—0 , esta tasa de

crecimiento coincide con el modelo AK, y nos da un Y=AK. Esto significa que en el largo
plazo habrd una esta de crecimiento progresivo como se puede apreciar en la grafica [6.15]
lo cual implica que el capital por trabajador es indeterminado.

En conclusion en el largo plazo se alcanza un crecimiento progresivo entonces y, >0 se no
alcanza un capital por trabajador por lo que queda indeterminado.

43 Esta hipétesis fue desmentida por que, en la vida real no se puede dar el caso que la economias que
tengan tasas de crecimiento vayan aumentando en el tiempo o que el capital desaparezca con el paso de
los afios.

44 Para comprender mejor este efecto léase: Sala-I-Martin Xavier, (1999) "Apuntes de Crecimiento
Econdmico”. Segunda edicién. Anthoni Bosch editor, Pag.: 150 -152
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Caso C: a+1p>1

En este caso las externalidad del capital es muy grande, tal que la suma de las elasticidades
del capital y de la externalidad es mayor que la unidad, con lo cual se presentan
rendimientos decrecientes.

Implicaria es que la economia en el largo plazo, tiende a un estado de crecimiento
proporcionado, teniendo la caracteristica central que presenta un equilibrio dinamico estable,
donde la tasa de crecimiento es positivo.

Grafico [6.16]: Caso cuando a+7>1
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Como se puede apreciar en el grafico [6.16], la curva de ahorro pasa por el origen y es
creciente y va hacia el infinito cuando k, va hacia el infinito. Como las dos curvas se cruzan

una sola vez, esto genera un estado proporcionado, donde existe un nico k:.

El estado proporcionado es inestable como lo hemos mencionado, por que si el stock de
capital es un poco superior a kt*, entonces el crecimiento es positivo. Pero si el stock de

capital un inferior a kt*, entonces la tasa de crecimiento es negativa, el capital disminuye y la
economia se aproxima a la extincién (por que existe capital).

Como se puede apreciar en el grafico [6.17], donde la funcion de ahorro de la sociedad es
creciente, y la curva de inversion neta por trabajador es una recta con pendiente positiva.
Ente caso la economia converge hacia un punto de equilibrio que se encuentra representado
en la grafica como E; por encima de este punto, 6sea el capital que se encuentra a la
derecha de este punto obtiene tasa de variacién del capital por trabajador positiva, pero si
disminuimos un poquito el capital por trabajador, nos ubicaremos al izquierda del punto de
equilibrio inestable y en este caso la tasa de variacion de capital por trabajador seréa negativa
y menor que la existia originalmente en el equilibrio.
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Grafico [6.17]: Funcion de ahorro por trabajador para el caso cuando

a+n>1
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6.4 Modelo de Lucas

Es un modelo sobre la acumulacion de capital humano, rendimientos crecientes del capital y
donde se considera la externalidad del capital, asi como va tomar en cuenta la externalidad
gue genera la acumulacién de capital humano sobre el crecimiento, este modelo es mas
complejo que el modelo de Romer, por que considera crecimiento optimo.

6.4.1 Supuestos del modelo

v" Lucas abandona los supuestos de rendimientos a escala constantes y los rendimientos
decrecientes del capital.

v" Asume que los rendimientos debe ser a escala creciente y los rendimientos crecientes de
capital.

v/ Existe una externalidad que es del capital humano.

v" Nos dice que la educacion va generar dicha externalidad.

Funcion de produccion agregada

Sea una funcién de produccion agregada tipo Cobb-Douglas, sujeta a rendimientos
crecientes a escala.

Y, = AKFL " ...(FPA)
sa: a+(l-a)+u>1
Donde
Y,: Producto agregado en el instante “t”.
K,: Stock de capital agregado en el instante “t”.
L, : Fuerza de trabajo agregada en el instante “t”.
K, : Representa la externalidad del capital en el instante “t”.

A indice de nivel de tecnologia.
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n : Elasticidad producto respecto a la externalidad del capital.
L : Elasticidad producto respecto a la externalidad del capital humano.

1- «: Elasticidad producto respecto al trabajo.

Para empezar asumiremos, siguiendo a Lucas (1988) asume que la externalidad de capital
es igual al stock de capital agregado, esto quiere decir que:

K = ktt

Dividiendo a la funcién de produccion agregada entre la cantidad de trabajadores de la
economia tenemos:

1-«
E = AK{ LI‘_[K{‘
Reemplazando este supuesto en la funcién de produccion agregada nos da:
a | l-a
Yo = Ai; t; K= Ak K y, = Ak .. (FPI)

6.4.2 Ecuacion fundamental

De la ecuacion fundamental de Solow — Swan mencionada y demostrada en paginas
anteriores de este libro tenemos:

ke = sf (k.) — (5 + )k,

Donde la FPI se y, = Ak"“...(FPI)
Lo que nos da la siguiente ecuacion:

ki = s.AKy™ — (5 +n)k, , la ecuacion fundamental de Lucas

Esta ecuacion dinamica de proceso de acumulacién del capital en una economia capitalista,
con rendimientos de escala creciente, externalidad del capital humano y con acumulacién de
capital humano.

6.4.3 Analisis

En el desenvolvimiento de esta economia depende crucialmente de la suma de los
paramentos « + u, que es inferior o superior o igual a uno, se puede distinguir los siguientes

casos.

Caso A: o+ u<1

Esto significa que la externalidad del capital humano no es muy grande, x>0 0y que la

suma de las elasticidades del capital humano y de la externalidad del capital fisico es menor
a la unidad, esto nos dice que presenta rendimientos decrecientes de capital.
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Cuya consecuencia es que dicha economia en el largo plazo tiende a un estado de
crecimiento proporcionado como se puede apreciar en la grafico [6.18], donde se llega a un
estado de crecimiento proporcionado en E:. En dicho estado de crecimiento proporcionado la

variable k. es nulo.

Si ki =0 entonces s.Ak“** = (n+ )k, se determina el capital por trabajador 6ptimo k.

1

SA _ kt k* _( SA jl—a—,u
n+o k& " \n+s

Grafico [6.18]: La funcién de ahorro por trabajador y la curva ampliada
bruta de capital
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Version de Barro

Dividiendo entre k, la ecuacion fundamental del modelo

K, _ SAKSH _ SAKH

—=—— —(6+n =
( ) 7 K

—(0+n
" kt (6+n)

t

En el estado de crecimiento proporcionado y, es nulo.

o+ p

Si entonces T‘

t

=(5+n), se determina el capital por trabajador 6ptimo (k; ) de la

economia.

1

< =( s.A jl—a—,u
nN+o

Por lo que la curva de ahorro toma valores infinitos, cuando k, se aproxima a cero, es

decreciente y cuando se aproxima a cero k, va hacia el infinito, y como vemos en el grafico

[6.19], la curva de depreciacion en corta en un solo punto a la curva de ahorro y esto genera
un estado de crecimiento proporcionado en la economia.
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Cuando nos ubicamos a la izquierda del punto, la tasa de crecimiento es positiva, en la
economia. La dindmica del modelo nos dice, que si nos movemos un poquito a la derecha y
esto genera una tasa de crecimiento positiva en el corto plazo, y a largo plazo es nulo

7 =0.

Grafico [6.19]: Caso cuando o+ u<1
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Caso B: ao+u=1
En este caso la elasticidad de la externalidad de capital humano es, de magnitud regular, tal

gue la suma de las elasticidades del capital fisico y de la externalidades de dicho capital
humano es igual a la unidad.

Version de Barro

Dividiendo la ecuacion de Lucas entre k, obtenemos:

. SAKeH
ke SA% T (5 +n)
ki ki
S. Ak
Vi = ky —(6+n)

t
En este caso existe un estado de crecimiento progresivo por que las curvas de ahorro y
depreciacion no se cortan en un punto.

S. Ak
Si la tasa de crecimiento es positiva 7, >0 = Ty > (5+n)

t
En conclusion en el largo plazo se alcanza un crecimiento progresivo y, > 0, pero el capital

por trabajador queda indeterminado en este caso.

166



Cesar H. Antunez Irgoin| Crecimiento Econémico. Ejercicios de Crecimiento Econémico

Grafico [6.20]: Caso cuando a+u=1
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Caso C: a+u>1

En este caso la externalidad del capital humano es grande, de tal modo que la suma de las
elasticidades del capital fisico y de la externalidad supera a la unidad, con lo cual se
presenta rendimientos decrecientes del capital.

Cuya implicancia es que dicha economia en el largo plazo, modo se puede a preciar en el
grafico [6.21], va tender a un estado de crecimiento proporcionado en E; con la
caracteristica clave de presentar un equilibrio dinamico de tipo inestable, como sefiala el
gréfico de este caso.

Grafico [6.21]: Caso cuando a+u>1
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i 5k,
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¥
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- =

M
M

Version de Barro

El estado proporcionado es inestable como lo hemos mencionado, por que si el stock de
capital es un poco superior a k,, entonces el crecimiento es positivo, como se aprecia en el

gréfico [6.22]. Pero si el stock de capital un inferior en el k,, entonces la tasa de crecimiento

es negativa, el capital disminuye y la economia se aproxima a la extincion (por que existe
capital).
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Grafico [6.21]: Curva de ahorro creciente en el caso cuando «+u>1
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Dividiendo a la ecuacion fundamental de Lucas — Martin entre K,

IE S. Ak
ST (54+n)
kt kt
S.AKIH#
Ve = Y —(5+n)
kt
En el estado de crecimiento proporcionado tasa de crecimiento es nula
a+u
Si 7, =0, entonces TV = (& +n) se determina el capital por trabajador 6ptimo K, .

t

1

" S.A \-a-u
k _(n+5]
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6.5 Modelo de crecimiento con gobierno

En esta parte estudiaremos el tamafo del gobierno, donde el gobierno dedica sus acciones,
(carreteras, empresas, tecnologia, parques publicos, hospitales, subsidios, etc.), para el
beneficio de la sociedad. Para financiar estas acciones el gobierno cobra impuestos (a la
renta, la rentabilidad de las inversiones privadas, IGV, etc.) y veremos como estos impuestos
estan relacionados con la tasa de crecimiento de la economia.

También es esta parte veremos que el tamafio del gasto publico y su relaciéon con el
crecimiento econdémico, veremos los caso del aspecto positivo de tener gasto publico y los
aspectos negativos de tener que financiar dicho gasto.

Para comenzar diremos que este modelo fue desarrollado por Robert Barro (1990) y es una
extensién del modelo de Solow, segun el cual nos dice que el gasto publico es productivo y

para esto nos propone una funcién de produccion con dos factores: Capital privado K,y el
gasto del sector publico G, .
Gasto Fiscal: El estado propone bienes publicos a la sociedad
(Educacion, salud, seguridad, defensa nacional, etc.)
Sector Publico

Ingreso Fiscal: Como consigue el gobierno solventar el gasto via
tributacion.

6.5.1 Supuestos del modelo

A los supuestos basicos del modelo de Solow se le afiaden los siguientes supuestos:
v Existe estado.

Existe el sector publico.

Hay gasto publico: El estado proporciona bienes publicos.

Existe gasto de gobierno: Refleja el hecho de que hay bienes publicos.

La tributacién es la Unica fuente de ingreso.

La tributaciéon es proporcional a la renta, dado la tasa marginal de tributacion.

En el largo plazo existe un equilibrio fiscal.

A N N N RN

La funcion de produccion agregada considera el stock de capital privado y el gasto

publico.

\

El ahorro depende directamente de la renta disponible., dado la propensién marginal
ahorrar.

v Existe solo un impuesto y es a ala renta.

Funcion de produccion agregada

Sea una funcion de produccién tipo Cobb-Douglas, donde interviene ademas del stock de
capital privado, el gasto de gobierno.

Y, = AK:’G}“’ ...(FPA)
sa: O<axl

Donde
Y,: Producto agregado en el instante “t”.
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K,: Stock de capital privado en el instante “t”.
G,: Volumen del gasto en el instante “t”.

A indice de nivel de tecnologia.
« : Elasticidad producto respecto al capital privado.

Dividiendo a la funcién de produccién entre la cantidad de trabajadores de la economia

Y K(zGl—a Ka Gl—a

Lé:Ai‘Lt =y =A L; L;_a y, = AkFg,...(FPI)
t t t t

Donde

g, : Gasto de gobierno por trabajador en el instante “t”.
Y, : Producto per capita en el instante “t”.
k. : Stock de capital por trabajador en el instante “t”.

Propiedades de la funcion de produccion

1°. F(K,,L )= AK G
Si multiplicamos a la funcién porun 4 >0
F(AK,,AG,) = A(AK,)“ (AG,)"
F(AK,, AL ) = AY,

La funcion presenta rendimientos de escala constante

2°. Los productos marginales del capital y trabajo son positivos.

N _ PmgK = cAK G > 0
oK,

+ +
oY, .
“t —PmgL = (1— a)AK*G ™ >0
oG, gL = (1-a)AKIG

+ +
La derivada de los productos marginales es decreciente y negativa.

2
O, _OPMIK _ (@D AKE 2L <0

oKE K, L ,
+ - +
Recordemos O<a <1, entonces O<a<l...—1=-1<a—-1<0 es una constante
negativa.

2
0 Yt _ 8ngG _ (_ a)(l—a) AKtaGt—(l+a) >0

oG 0G, & ,
-+ +
Recordemos que O <a <1, entonces O<a<l..x-1=-1<-a<0...+1 esuna
constante positiva 0 <1—a <1.

3°. Veremos que los limites requeridos por las condiciones de INADA se cumplen:
(1/) =0
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LimPmgK =« 17(1 G =0

K—o f
(1/0) = o
. 1 a
Lim PmgK = ay{htl =0
(1/o0) =0
LimPmgG = (1- ) Ktaﬁla/:'o
—>00 A
/) ~ o

Irl'rQ PmgG = (1-«) Kf/é/:voo
- t

Ahora demostraremos que la funcion obtenida cumple con las propiedades Neoclésicas.
Para esto deberemos asumir que 0 <o <1

6.5.2 Ecuacion fundamental
De la condicion de equilibrio macroeconomico en una economia cerrada tenemos:
Y, =C, +1°+G,
De las identidades: C, = Pmgc.Yd
Yd=Y,-T =Y, -,

. b K
P:Kﬁa&:ﬂf=§+&t
L L

Kt °
— =k¢+ nkt
L,

b

I .
— =ki+(n+ )k,
L,

Pmgc+Pmgs=1=1-c=s
En el largo plazo existe un equilibrio fiscal (Por que no se permiten la existencia de déficit
publico).

G =T=r1Y,

Reemplazando todas las identidades antes mencionadas en las lineas anteriores
Y, = PmgeYd + K+ 0K, + 7,
Y, =c.(1-7)Y, + Ki+ K, + 7V,
Y, =(1-c¢).1-7)+ K+ K,

Dividiendo la ecuacidén anterior entre la cantidad de trabajadores de la economia y
reemplazando la identidad 1-c =S

E:(1—c).(1—r)+}:+c‘>“it
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y, =s.(1-7)+ i;t‘i‘ (0 +n)k,

Despejando k; reemplazando la (FPI)

ke =s.(1-7)Ak*g; " — (n+ &)k, , la ecuacion fundamental con sector publico

Esta ecuacion funcion diferencial del proceso de acumulacién de capital en una economia
capitalista con sector publico.

Estable que la tasa de cambio de capital por trabajador es el remanente del ahorro bruto
disponible por trabajador respecto a la ampliacion bruta de capital.

Donde
7 : representa la tasa marginal de tributacion.

k. : Capital por trabajador.

O : Tasa de depreciacion del stock de capital.
S: Representa el producto marginal ahorrar.
g, : Gasto de gobierno por trabajador.

n: Tasa de crecimiento de la poblacion.

Version de Barro

Dividiendo a la ecuacion fundamental entre Kk,

Ilit = s.(l—r)AT(tgt” —(n+0)

Y = s.(1—r)Akk‘jgtl‘“ —(n+5)...(1)

Donde
7, - Tasa decrecimiento por trabajador.

En el largo plazo no existe desequilibrio fiscal
G=T = G, =1,

Dividiendo a la ecuacién anterior entre la cantidad de trabajadores de la economia
G Y ayl-a
Z‘ = TE g,=7.y, Donde: vy, = Ak’ g;

o Nl a e
g, = 7.AK g’ |:> g, = [r.Akt ]l ..(IN)

Reemplazando la ecuacion (II) en la ecuacién (I) y dividiendo la ecuacién entre el numero
de trabajadores de la economia (k)

Ve = s(l—r)AiS[(rA)”“kt]l_a —(n+5)
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l-a

1
7. =s(l—-7)A*r @ —(n+0)

6.5.3 Analisis

En esta parte analizaremos los casos, cuando la tasa marginal de tributacién es cero, el cien
por ciento y el caso intermedio.

Caso I: 7 =0 (cuando la tasa marginal de tributacién es nula)

Si la tasa marginal de tributacion es nula, entonces el ingreso fiscal sera nulo y esto significa,
que no habra financiamiento para el gasto de gobierno (educacién publica, Salud publica,
seguridad publica, defensa, justicia, etc.)

Esto implica que en esta economia habra protesta popular, rebeliones, etc. La tasa de
crecimiento de capital por trabajador serd negativa.

1 l-«a

Si 7 =0 entonces y, =s(1—0)A*.0 « —(n+7)

7 =—(n+9)

Caso II: 7 =1 (cuando la tasa marginal de tributacion es del cien por ciento)

El estado va obtener recursos de los productores, entonces para los productores no va haber
incentivos para producir, entonces va ver disminucion del nivel de produccion y va haber
salida de capitales en el pais.

Esto implica que se obtendra una tasa de crecimiento de capital por trabajador negativa.

l-a

1
Si 7 =1 entonces y, = s(l-1)A“.1« —(n+6)

7 =—(n+9)

Caso III: 0< 7 <1 (caso intermedio)

En este caso intermedio el estado va obtener ingresos fiscales y a su vez las empresas s e
van a sentir incentivadas a producir. De otro lado dicha tasa de tributacién 7, se puede
financiar dicho gasto publico

1 l-«o

Si 0 <7 <1 entonces 7, = s(l—7)A*z « —(n+6)

Para maximizar la funcion se puede hallar igualando a cero la derivada de la tasa de crecimiento
con respectoa 7.

%:o
or

Mg Fe, g ple e
67/":sA{1a}r“ _SAT
or a a
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1 1«
N sAa,a[Hl_l} 0
or a T o

>0 =0

{1—“1_1}0 f=1-q

*
a Tt o«
Por lo que el tipo impositivo que maximiza la tasa de crecimiento de la economia es
*
T =1l-«a.

Grafico [6.23]: Relacion entre 7 y tasa de crecimiento de la economia

—-(m+d)

6.5.4 Problemas resueltos

Problema N°1

Del modelo de crecimiento con sector publico, se tiene la funcién de produccion dindmica
Y, = 36K *G/'* se sabe que el ahorro agregado es del 36% del producto agregado cada

afio, la tasa de depreciaciones 6.5% cada afio y la fuerza de trabajo es 2.5% al afio. Se pide
hallar:

a) La ecuacion fundamenta con sector publico.

b) Hallar la tasa de crecimiento del capital por trabajador.

¢) Hallar la tasa de tributacidon que maximiza la tasa de crecimiento de la economia.
d) Hallar la tasa de crecimiento de la economia.

Rpt:

6 Dividiendo entre L, a la funcién de produccion agregada de la economia

Y7t _ 36 Kt3/4 th/4

Lt L[3/4 Lit/4

y, =36k>*g-’*...(FPI)
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De la condicion de equilibrio macroeconomico en una economia cerrada tenemos:
Y, =C, +1°+G,
Reemplazando todas las identidades

Y, = PmgeYd + Ko+ &K, + 7,

Y, = .(1- 7)Y, + Kit oK, + 2,
Y, = (1= ¢).(L—7) + Kt &K,

Dividiendo la ecuacién anterior entre la cantidad de trabajadores de la economia y
reemplazando la identidad 1-c =S

t :(1—C).(1—2')+|E:+§Kt

L,

=<

Y, = s.(1—7) + ket (5 + )k,
Despejando Izt reemplazando la (FPI)

ke = 0.36(1-7)36k*' *g’’* —0.09k, , la ecuacién fundamental

7 De la condicion fundamental dividiendo entre el capital por trabajador k,

L]
3/4
kt k 1/4

k7:0.36(1—r)36 ;(t g, *—0.09...(8)

t

G =Y = it - T.E L g, = (3G = g, = (360K, ...(0)

Reemplazando (y ) en la ecuacion (&) y dividiendo entre k,

kISM 4/3), }4
/i =0.36(1-7)36" [367)*%K }'“ —0.09
t
Representa esta ecuacion la tasa de crecimiento por trabajador

8 Como se asume 0< 7 <1 en este caso intermedio, donde el estado de crecimiento de la
economia se maximiza

67/i 0
ot

i _ 0.36x(36)"*x S xr2"* — 20.36x(36) 2 x "2
or 3 3

e ~0.36x36) x| LxE -4 2o
or 3 ¢ 3
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[1X1—4}=0 7" =0.25= 25%
3 ¢ 3

9 De latasa de crecimiento por trabajador tenemos

7" = 0.36(1—0.25)36[36x0.25["* — (0.09)

7" =20.1284

Grafico del problema N°1

M 2013

Problema N°2

Del modelo de crecimiento con sector publico, se tiene la funcién de produccion dindmica
Y, = 25K/*G!'® se sabe que el ahorro agregado es del 35% del producto agregado cada

afio, la tasa de depreciaciones 7% cada afio y la fuerza de trabajo es 2% al afio. Se pide
hallar:

a) La ecuacion fundamenta con sector publico.
b) Hallar la tasa de crecimiento del capital por trabajador.

c) Hallar la tasa de tributacion que maximiza la tasa de crecimiento de la economia.
d) Hallar la tasa de crecimiento de la economia.

Rpt:

v Dividiendo entre L, a la funcién de produccion agregada de la economia

Y. K4/5 Gl/5
E‘=36 L‘I”S L{’S Y, = 25k "°g;"°...(FPI)
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De la condicion de equilibrio macroeconomico en una economia cerrada tenemos:
Y, =C +1"+G,

Reemplazando todas las identidades

Y, = PmgeYd + K+ 0K, + 7,

Y, = c.(L- 7)Y, + Kit 0K, + 2,
Y, =(1-c).(l-7) + Kit+ &K,

Dividiendo la ecuacidon anterior entre la cantidad de trabajadores de la economia y
reemplazando la identidad 1-c =S

1—(1 c).1- T)+t+5|—[

y, =Ss.(1-7)+ i;t+ (0 +n)k,

Despejando Izt reemplazando la (FPI)
ke = 0.35(1—7)25k*/°gr’'® —0.09k, , la ecuacién fundamental

v" De la condicion fundamental dividiendo entre el capital por trabajador k,

k kt4/5
P =0.35(1-7)25-—g;’® ~0.09...(¢)

t t

Gt=r-Yt:f: L L g= @G = g, = (250K, .(p)

Reemplazando () en la ecuacioén (&) y dividiendo entre k,

4/5

[(25 )4/5k1:r

Representa esta ecuacion la tasa de crecimiento por trabajador

7, =0.35(1— 1)25

v" Como se asume 0 < 7 <1 en este caso intermedio, donde el estado de crecimiento de la
economia se maximiza

ayk — 0

or

87& = O.35x(25)“3'x1xf3’4 —§0.35X(25)15/4X2'“4
or 4 4

T _035x(25° x| 1x1 -2 |20
ot 4 7t 4
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[1x1—5}=0 " =0.20 ~ 20%
4 7 4

v' De la tasa de crecimiento por trabajador tenemos

7™ = 0.35(1-0.20)25[25x0.2]"* — (0.09)

7" =10.38

Grafico del problema N°2

M 10,38

6.6 Modelo de crecimiento con gasto publico

Veremos en este modelo que el gobierno debe financiar sus acciones en | a economia con
impuestos distorsionados, y esto disminuye la rentabilidad de las inversiones de las
empresas privadas.

6.6.1 Supuestos del modelo

A los supuestos del modelo con crecimiento con gobierno se le afiaden los siguientes

supuestos:

6) El gobierno decide el tamafio del gasto.

7) El gobierno puede afectar a la economia con la regulacion (ley antimonopolio, derecho
de propiedad, etc.).

8) Ele tamafio del gasto publico esta en relacion con el crecimiento de la economia.

9) La funcion de produccion presenta rendimientos constantes a escala.

10) Solamente existe un impuesto y es sobre la renta.

La funcién de produccién de la economia es la misma que el modelo anterior:
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Y, = AKt“th‘“ ...(FPA)
Dividiendo a la funcién de produccién entre la cantidad de trabajadores de la economia

Y7t _ AKtath—a Sy = AKta th—a
t

L L L
De la condicion de equilibrio macroecondmico en una economia cerrada tenemos:

Y, =C, +1°+G,

y, = Ak“g; “...(FPI)

De las identidades: C, = Pmgc.Yd
Yd =Y, -T =Y, -V,
. b K
1°” = Ki+ 0K, = L=ﬁ+ékt
L L

Kt °
— =ki+ nkt
L,

b

I .
— =ki+(n+ )k,
L,

Pmgc+Pmgs=1=1-c=s
En el largo plazo existe un equilibrio fiscal (Por que no se permiten la existencia de déficit
publico).

G =T=r1Y,

Reemplazando todas las identidades antes mencionadas en las lineas anteriores

Y, = PmgeYd + K+ 0K, + 7,
Y, = c.(L- 7)Y, + Kit oK, + 2,
Y, =(1-c).(-7) + Kit+ &K,

Dividiendo la ecuaciéon anterior entre la cantidad de trabajadores de la economia y
reemplazando la identidad 1-c =S

E: (1—c).(1—r)+}:+c'>“it
Y, =s.(1-7)+ i;t+ (0 +n)k,

Despejando k: reemplazando la (FPI)

|21 =s.(1-7)AK g — (n+ S)k, , la ecuacién de movimiento

Siguiendo con el analisis de Barro (1990), que incorpora a los bienes publicos como flujos
productivos y ho como bienes de capital acumulado.
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Para este modelo tomaremos al gasto publico como dado, y seguiremos suponiendo que el
gobierno tiene que equilibrar su presupuesto en todos los momentos del tiempo y que los
agentes de la economia maximizan su utilidad como se aprecia en la siguiente funcién de
utilidad.

. e’ -1
Max: J= j T e Mgy
ol 1-0
Donde la restricciéon sera la ecuacion fundamental del modelo anterior
ki =s.(1-7) Akf‘gtl“’ —(n+9)k,

Para solucionar este problema se debe cumplir que: p >n es decir que la tasa de
descuento tiene que ser mayor que la tasa de crecimiento de la poblacion.

Como los agentes individualmente toman al gasto publico como dado, resuelve el problema
de la maximizacion

Planteamiento del problema

ol 1-0
Max: J= J.{Ctlgl}e(p”)"dt...(Funci()n Objetivo)
-

Izt =s.(1-7)Ak“g: ™ —(n+ )k, ... (Ecuacion de movimiento)

6) Comenzaremos a aplicar el método del Hamiltoniano.

H = {%}e-@-"” T Afs.A- ) AkE g — (n+O)k |

Donde
k. : Variable de estado.

c,: Variable de control.
A.: Variable de coestado.

7) Tomando la derivada del hamiltoniano con respecto de la variable de control e
imponiendo la condicién igual a cero.

g A (D =0 G =4 (1)
Ct

8) Tomando la derivada del Hamiltoniano con respecto a la variable de estado e
imponiendo la condicion del negativo de la derivada del multiplicado con respecto al
tiempo.

" ). [(1_1)]%[%} N )
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0" h
!M—ﬂh{hj m+54 Zmﬂn

9) Tomando la derivada con respecto al multiplicador lagrangiano

oH ¢ @ nl-a ;
EZZM ) s(-) AT - (n+8)k, = ki

ke = 5.(1— ) AKZ G5 — (N + 8)k....(11)

Condiciéon de Segundo Orden (CIIO)
LimAk, =0

t—>ow
Esto quiere decir que 4, =0 (el precio implicito de capital en el periodo final) o que k, =0
(el stock de capital en el momento que muere).

Condicion de Transversalidad

(/o) =0

i 2 o) pimae

Aplicando logaritmo neperiano a la ecuacién (I) tenemos:
—énc, —(p—n)t =LnA4,

Multiplicando por -1 a la ecuacién y tomando la derivada temporal a la ecuacién anterior

@—M+a?=—2”ﬂV)

t

Igualando la ecuacién (II) y (IV)

{[(14)05]/{%] —<n+5)]——j1‘—<p—n>+e‘c’:

_ c
Despejando “ tenemos:
t

l-a
zt = ;[[(l r)a]Aa[ﬁ‘j —(p+ 5)]. ..(V), la proposicién de Barro — Ramsey

t t

Esta ecuacion nos dice que la tasa 6ptima del consumo por trabajador es la razén del
producto marginal del capital menos la tasa de depreciacion y la tasa de descuento
intertemporal dividido sobre la elasticidad de la utilidad marginal con respecto al consumo
por trabajador.
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Del largo plazo, donde el gasto tiene que equilibrarse tenemos:

G =7YX jgzri T:&_ 9 =(gt/kt)a
t Tt

Yoo AkCgEC A

i:: @AY ...(&)

Reemplazando la ecuacion (&) en la proposicion de Barro-Ramsey

2‘ = ;{(1— 7) Al’”‘a(r)%a —(p+ 5)}

(s

Ve = 2[(1— 7) A“‘"a(r)l%a ~(p+ 5)}. ()

Podemos apreciar que los valores de esta ecuacion estan dados, por lo que la tasa es
constante.

En el estado de crecimiento proporcionado la tasa de consumo es igual a la tasa de
crecimiento del capital y, =y, = .

6.6.3 Tipologia

Para analizar el tamafo del estado y de la tasa impositiva, debemos ver los casos cuando
existe tributacion, cuando no existen impuesto y el caso intermedio.

Caso I: 7 =0 (cuando la tasa marginal de tributacién es nula)

Si reemplazamos 7 =0 en la ecuacién (¥ ) que representa la tas de crecimiento de la

economia se tendra una tasa de crecimiento negativa y con esto el estado no puede
proporcionad bienes publicos.

1 l-o
Si 7 =0 entonces y, = 0[(1— 0)AY“a(0)a —(p+ 5)}
La tasa de crecimiento por trabajador sera negativa
1
7=+ d)].w)

Caso II: 7 =1 (cuando la tasa marginal de tributacion es del cien por ciento)

Cuando el estado se lleva todas las ganancias las empresas no se ven incentivadas a
producir y con esto se obtiene nuevamente una tasa de crecimiento negativa.

l-a
Si 7 =1 entonces y, = ;[(1—1)A““a(1)a —(p+ 5)}. ()

Esto implica que se obtendré una tasa de crecimiento de capital por trabajador negativa.

__(p+9)
“ 0
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Caso III: 0< 7 <1 (caso intermedio)

En este caso intermedio el estado va obtener ingresos fiscales y a su vez las empresas s e
van a sentir incentivadas a producir. De otro lado dicha tasa de tributacion 7, se puede
financiar dicho gasto publico.

1—

Si 0 <7 <1 entonces y, = ;|:(1—T)A1/aa(’[)aa - (p+5)}

Para ver los casos mencionados anteriormente y la tasa de tributacién que maximiza la tasa

de crecimiento de la economia, para esto se puede apreciar en la grafica [6.24], donde la
curva tiene forma de U invertida.

Grafico [6.24]: Relacidon entre 7 y tasa de crecimiento

-(a+d)

Para maximizar la funcion se puede hallar igualando a cero la derivada de la tasa de crecimiento
con respectoa 7.

% _g
or

iri_ la_ la La
87'<=SA{1 a}.r“ 1—S'A N
or a a

1 l-«a
anzsAa,a[Hl_l}o
or a T o

>0 =0
[1_0!1*—1}:0 T =1l-«

a 7T«
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Por lo que el tipo impositivo que maximiza la tasa de crecimiento de la economia es
sk
T =1l-«.

Para la tasa de impuesto que resulta si el gobierno escoge 7" =1-«, entonces la
tasa de crecimiento seria.

1-

1 o
7/Max*:§ azAlla(l_a) “ _(,0+§)

6.7 Modelo Neoclasico con capital Humano

El capital humano es definido como el stock de conocimientos que es valorizado
econdmicamente e incorporado por los individuos (calificacién, estado de salud, higiene...).
Esta idea de la acumulacion de capital humano fue puesta en valor en 1988 por Lucas, que
desarrollo en su modelo el capital humano voluntario que corresponde a una acumulacién de
conocimientos (schooling) y la acumulacion involuntaria (learning by doing).

Al mejorar su nivel de educacion y de formacidén cada persona aumenta el stock de capital
humano de una nacién y de alli contribuye al mejoramiento de la productividad de la
economia nacional, es decir, la productividad privada del capital humano tiene un efecto
externo positivo.*

Veamos ahora que nos dice Schultz, T. (1961), “Investment in human capital”. La inversion
en capital humano constituye uno de los principales elementos explicativos del crecimiento
econémico, siendo responsable en buena medida de la divergencia apreciada entre el
crecimiento del producto y el de la cantidad de factores productivos utilizados, al originar una
mejora cualitativa del factor trabajo que aumenta su capacidad productiva y genera
crecimiento economico. Abundando en esta idea, la inversion en capital humano fue
rapidamente incorporada.*®

6.7.1 Supuestos del modelo

Sea una economia capitalista sin relacion con el exterior.

Dicha economia tiene dos sectores:
Un sector de produccion de bien final, representado con el subindice “1”.
Un sector educacion, representado con el subindice “E”.#’

Los mercados de bienes y factores son de competencia perfecta.

La fuerza de trabajo crece a una tasa constante y exogena: n

Existen dos tipos de capital.

El stock de capital fisico se deprecia a una tasa constante: &,

El stock de capital humano se deprecia a una tasa constante: J,, 48

45 Es la definicion de capital humano a sido extraido de Gerald Destinobles, A.: (2007) Introduccién a los
modelos de crecimiento econémico exégeno y enddgeno. Edicion electrénica gratuita. Texto completo en
www.eumed.net/libros/2007a/243/

46 Schultz, T. (1961), “Investment in human capital) , American Economic Review, 51, Pag.:1-17

47 Ha medida que un pais se desarrolla, el estado general de salud y educacién de su poblacién mejora.
Esto es un sintoma de bienestar social, en si mismo, pero también por ello la economia se hace mas
productiva.

48 Esta depreciacion del capital humano se interpreta, como la imposibilidad que los padres transmitan todo
su capital humano a sus hijos, antes que los padres fenezcan.
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El ahorro se destina para la inversion del sector de produccion del bien final.
Toda la poblacién trabaja.

La economia produce un bien final.

Sector de produccién del bien final

En este sector se considera que la tecnologia utilizada por el bien final es distinta a la
tecnologia para la obtencion del capital humano y fisico. Su funciéon de este sector se
encuentra representada de la siguiente manera:

Y, = KtaHtﬁ(BL[)l_a_ﬂ

Donde
Y,: Producto del sector de bien final en el instante “t”.

K,: Stock de capital fisico destinado al sector de bien final en el instante “t”.
L, : Fuerza de trabajo destinada al sector de bien final en el instante “t”.
H,: Stock de capital humano destinado al sector de bien final en el instante “t”.

BL, : Fuerza de trabajo eficaz destinada al sector de bien final.

a : Elasticidad producto respecto al capital fisico.

L Elasticidad producto respecto al capital humano.
B : indice de nivel de tecnologia del sector de bien final.

El ahorro destinado a la acumulacion de capital fisico en el sector de produccion del bien
final, es una proporcion s, , del producto del bien final.

Sk =5, sa: O0<s, <1
Funcion de Produccion intensiva

Para hallar esta funcién de produccion intensiva debemos de dividir a la funcion de
produccion del bien final, entre la cantidad de trabajo eficaz: BL,

L:KaHﬂM Y - KR/

BL, ' ' BL BL, (BL)“”

Yt — Kta Htﬁ Yt :|: KI :| |:HI :|IB
BL,  (BL)" (BL)’ BL | BL][BL
Yi _ kt ) ht ’ y, = Kakﬁtﬂ (FPI)

BL, BL, BL, A
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La ecuacion que se encuentra en el recuadro es la funcion de produccion intensiva del
sector del bien final.

Sea

)Ig =y, : Producto por trabajador eficaz.

k. e . ,

B =k, : Capital fisico por trabajador eficaz.

g = h,: Capital humano por trabajador eficaz.

Nota: Las barra de las variables denotan que son variables en unidades de eficiencia.

Sector educacion

Este sector de produccion se encuentra representado por la siguiente funcion:
Ye = KEHZ(BL)

Donde

Ye : Producto del sector educacional.

K: : Stock de capital fisico destinado al sector educacional.

L : Fuerza de trabajo destinada al sector educacional.

H. : Stock de capital humano destinado al sector educacional.

BL; : Fuerza de trabajo eficaz destinada al sector educacional.

a : Elasticidad producto respecto al capital fisico.

L : Elasticidad producto respecto al capital humano.

B : indice de nivel de tecnologia del sector educacional.

El ahorro destina a la acumulacién de capital humano en el sector educacional, es una
proporcion s,,, del producto del bien final.

Sy =s4.Y, sa: O<s, <1
Funcion de Produccion intensiva

Para hallar esta funcién de produccion intensiva debemos de dividir a la funcion de
produccion del sector educacional, entre la cantidad de trabajo eficaz: BL,

YE’[ :KaHﬂ(BLE)l_a_ﬂ YE — KI?HEﬁ
BL. - ° BL BL. (BL.)""”
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YE _ Kg HEﬂ YE _ KE ‘ HE ’
BL, (BLg)” (BLp)’ BL. |BL;||BLg
a B
Ye Ke he Cal R
- =k kh”...(FPI

La ecuaciéon que se encuentra en el recuadro es la funcién de produccion intensiva del
sector del bien final.

Sea

<

E =y, : Producto por trabajador eficaz en el sector educacional.

= k. : Capital fisico por trabajador eficaz en el sector educacional.

W W& o

= h. : Capital humano por trabajador eficaz en el sector educacional.

6.7.2 Ecuacion dinamica del sector de produccion del bien final

De la ecuacion fundamental de Solow — Swan con progreso tecnoldgico tenemos:

Ke = sf(K) = (n+m,+8)k

Se tiene y, = f (k) =k h”...(FPI) O0<s, <1

Ki = s kAP —(n+m, + 5K

Es una ecuacion del proceso de acumulacién del capital fisico en el sector de produccion de
bienes finales.

6.7.3 Equilibrio dinamico en el sector de produccion de bienes finales

En el crecimiento promocionado se llega cuando y, =0

: - 1 ok, s .k“h/
Si la tasa de crecimiento es nula kfat =0, entonces Kktkth[ =(nh+m_+06,) se

t

determina el capital por trabajador eficaz (IZ:)

n+m,_ + 36, _K“

sch” _k K= { sch” }1_0’
t
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6.7.3 Ecuacion dinamica del sector educacion
De la ecuacion fundamental de Solow — Swan con progreso tecnolégico tenemos:
he =sf(h)—(n+m_+35)h

Se tiene y, = f(kg) =kZhZ...(FPI) O<s, <1

he =s, koA —(n+m, +6,)f

Es una ecuacién del proceso de acumulacion del capital humano en el sector educacional.

Equilibrio dinamico en el sector educacional
En el crecimiento promocionado se llega cuando y, =0

oh,

. . 1
Si la tasa de crecimiento es nula — E =0, entonces

=~

sc-k“h’

h

=(n+m_+3J,) se

determina el capital humano por trabajador eficaz (ﬁ*)

1
s _ R k*={ sk }w

i t
n+m_+d5, h’ n+m_+3,

Diagrama de fases

Para analizar el diagrama de fases adecuadamente plantearemos, el sistema de ecuaciones
diferenciales:

1¢" Ecuacion diferencial: Kt = s, .k“h” —(n+m_+35,)k,

2da Ecuacion diferencial: ht = s, k“h” —(n+m_+3,)h,

Encontrando la curva k;

De la primera ecuacioén diferencial

Si ki =0 E> 0=s.k*h” —(N+m, +35)K

Entonces: s,.k“h” = (n+m_+5,)k
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Grafico [6.25]: Comportamiento de I%= 0

-1 Ee=0
E—
k>0 Pl

+ —
+ —_
0 El;

Si nos situamos por encima de la curva ki =0, vemos que un pequefio movimiento de h,

ird asociado a un crecimiento de k: > 0: De la primera ecuacion diferencial, tenemos que la

derivada de ki, con respecto a h, nos da el sentido de las flechas como veremos a
continuacion:

ok .
6h: = fsck R >0

Esta derivada nos quiere decir que a medida que aumenta el capital humano la secuencia de

signos es creciente: {—,O,+} entonces concluimos por encima de la curva ki = 0, entonces el

capital crece k: >0, como se puede visualizar en el gréfico [6.25], que se muestra en la
parte superior de la pagina. Denotamos el movimiento de flecha hacia la derecha, por que el
eje horizontal aparece k, y también por que a medida que nos ubiquemos mas a la derecha

el capital fisico por trabajador crecera.

De la misma manera analizaremos que pasa si ubicamos un vector por debajo de la curva
ki =0, las flechas apuntan asi la izquierda, diciéndonos que por debajo de la curva ki =0

el capital decrece k: <0, en este caso las flechas apuntaran hacia la izquierda, denotando
que el capital a medida que se acerca al origen decrece.

Encontrando la curva h;

De la segunda ecuacion diferencial

S

Si hi=0 0=s,.k*h’ —(n+m_+3,)h

Entonces: s, k*h” =(n+m_+35,)h
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Grafico [6.26]: Comportamiento de ﬁ: 0

Si nos situamos por debajo de la curva h; =0, vemos que un pequefio movimiento de k, ira

asociado a un crecimiento de h; =0. De la segunda ecuacion diferencial tenemos que la

derivada de h: con respecto a k, nos da el sentido de las flechas como veremos a
continuacion.

oh, .
—=0a.S ka p >0

Esta derivada nos quiere decir que a medida que aumenta el capital fisico por trabajador la
secuencia de signos es creciente: {—,0,+} entonces concluimos por encima de la curva,

h: =0 entonces el capital humano crece h: >0, como se puede visualizar en el grafico
[6.26], que se muestra. Denotamos el movimiento de flecha hacia arriba, por que el eje
vertical aparece h, y también por que a medida que nos ubiquemos mas arriba el capital

humano crecera.
De la misma manera analizaremos que pasa si ubicamos un vector por encima de la curva
h: =0, las flechas apuntan hacia abajo, diciéndonos que por debajo de la curva h; =0 el

capital humano decrece h; <0, en este caso las flechas apuntaran hacia abajo, denotando
que el capital humano a medida que se acerca al origen decrece.

Analisis cuantitativo

Después de haber unido los dos graficos anteriores, veremos que la grafico que se forma al
juntar estos grafico tiene la siguiente forma, como se puede apreciar en la grafico [6.27],
donde lo primero que se puede apreciar, que el modelo converge en todos los p untos a un
solo estado de crecimiento proporcionado, donde este equilibrio dindmico es estable en el
tiempo.

Por lo que el modelo en el largo plazo presenta un equilibrio aerodindmico estable, donde
todas las lineas convergen hacia un punto de equilibrio.
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Grafico [6.27]: Equilibrio del Modelo de Crecimiento con Capital Humano

A £-0 ,§=n
B

Equilibrio Dinasico
Estable

6.8 Modelo de crecimiento con educacion (Jones)

Charles Jones (1990) formula un modelo de crecimiento modelo de crecimiento en paises
donde la frontera tecnoldgica esta lejos y se debe producir una transferencia para acortar la
distancia y en el que considera la educacion, como un elemento importante en el analisis del
crecimiento econdémico. Jones va elaborar este modelo de crecimiento desde un enfoque
neoclasico, haciendo una extension del modelo de Solow.

En este modelo de crecimiento endégeno aparece como el resultado de que los individuos
aprenden a usar los bienes de capital mas avanzados en la frontera tecnolégica. Esta idea
tiene que ver que los individuos mas calificados asimilaran mas rapido los avances de la
ciencia y la tecnologia, lo cual contribuye al desarrollo del pais, de lo que se deriva la
importancia del conocimiento vinculado a nivel de creatividad y a desarrollo tecnolégico en la
definicion de la politica economica.

6.8.1 Supuestos del modelo

Sea una economia capitalista sin sector publico.

Dicha economia no tiene relacion con el exterior.

La economia produce un solo bien.

Coexisten dos tipos de capitales.

Existen sustitucién entre capital fisico y capital humano.

El capital humano aumenta a través de las capacitaciones y de la educacion.

B B & & & & G

Los individuos de esta economia acumulan capital humano al dedicar un tiempo al

aprendizaje de nuevas habilidades en lugar de trabajar.

(-

U: Representa el tiempo que las personas dedican a la produccion.

¢ (1—u): Representa la parte del tiempo que una persona dedica a aprender habilidades.
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Analisis
H, =e"“"L...(1) w > 0: Es una constante positiva

Esta ecuacion representa las habilidades de aprendizaje de la mano de obra calificada y nos
dice ademas que el capital humano se desarrolla a través de la educacion. El desarrollo del
aprendizaje de nuevas habilidades se logra destinando un tiempo, (1—u) a la educacién.

Si u=0 entonces (1-u)=1, se desarrolla el capital humano como se expresa al
reemplazar el valor en la ecuacion (I).

H, =e"“9L = H, =¢"L,

Si por el contrario u =1 entonces (1—u) =0, no habra capital humano sino trabajo no
calificado, reemplazar el valor en la ecuacion (I).

H =e“"L = H, =L
Si aplicamos logaritmo a la ecuacion (I) tenemos:
Ln(H,) =y @-u) + Ln(L)
Derivando la ecuacion anterior respecto a (L—u) obtenemos:

oLn(H,)
o(l-u) -

Esto nos expresa, que una aumento pequefio de (L—u), aumenta H, por el porcentaje v .

Ahora dividiendo la ecuacion (I) entre la cantidad de trabajadores

Ht

L,

Esta ecuacion expresa que el capital humano depende del tiempo.

— vy h[ = gv-u)

Funcion de produccion agregada

Jones de manera similar a Romer parte del hecho de que el pais produce un articulo Y,,

usando trabajo L, capital K, y utiliza bienes de capital y afiade que el uso de estos bienes
de capital esta limitado por el nivel de calificacion de la fuerza laboral n.

Jones considera que cualquier bien intermedio de capital se puede producir con una unidad
bruta de bienes de capital. Formula una Cobb - Douglas comun Y, = K{"[BHt]ﬂ, en este

caso asume la calificacion h,, como un supuesto acumulativo resultado del uso de
tecnologia.

Y, =KZ[BH, ...(FPA)
sa: a+p=1

Donde
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Y,: Producto agregado en el instante “t”.

K,: Stock de capital agregado en el instante “t”.

H,: Stock de capital humano en el instante “t”.

BH, : Stock de capital eficiente en el instante “t”.

« : Elasticidad producto respecto al capital fisico.

L Elasticidad producto respecto al capital humano.

B : Factor aumentativo de la eficiencia del trabajo.

Para hallar la produccion agregada en términos per capita vamos a dividir la (FPA) entre el
capital humano eficiente.

Yt - K® BHt - Yt — Kta Yt — Kt -
BH, '|BH, BH, (BH,)”™ BH, |BH,
V, =k”...(FPI)
Donde
BTiI =¥, : Representa el producto por unidad de capital eficiente.
t
WL % %y
BH,/L, Bh h
Blf—tl = |‘<} : Representa el capital fisico por unidad de capital humano eficiente.
t
BH,/L, Bh h

Nota: El superindice “~"denota la variable por unidad de capital humano eficiente
Ecuacion fundamental

De la ecuacion fundamental de Solow — Swan con progreso tecnolégico
ok - ~
aktt =sf(k,)—(n+m_+0)k

Se tiene: ¥, =k“

ok a ~ _
Et =sk,” —(n+m_+0)k,, la ecuacion fundamental de Jones

Es una ecuacién dindmica del proceso de acumulacion de capital fisico y humano en una
economia capitalista.
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Crecimiento proporcionado

~

- . . ok
El crecimiento proporcionado en un estado dindmico se alcanza cuando Et es nulo.

k ~ ~ : e . .
Si 88tt =0 entonces sk,” = (n+m_ +0)k,, se determina el capital fisico por unidad de capital

humano eficiente (K*) como se aprecia en el gréafico [6.28] donde el equilibrio se encuentra

en el punto E,, donde sk, = (n+m_ + )k, .

1
-~ l-a
n+m_+o

Gréfico [6.28]: El diagrama de Jones y la funcion de produccién

A (m+m; + Ak,
¥
A
5Py )
' : Equilibrio Dinamico
, Estable
|
|
|
|
|
| "
-
0 Er k,

Al sustituir |Zj en la funcién de produccion intensiva (FPI) se encuentra el valor de estado

proporcional del producto por unidad de capital eficiente, también como se aprecia en la
grafico [6.28].

Version de Barro

Dividiendo la ecuacién fundamental de Jones entre k

L)

t
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Si 7z =0 entonces la curva de ahorro y depreciacion se cortan en el punto donde:

a
sk‘T: (n+m_ +9J) determina el equilibrio dinamico del modelo en el punto E,, como se

aprecia en el gréafico [6.30] donde se aprecia que la tasa de crecimiento converge a un punto
en el largo plazo.

Grafico [6.29]: Dinamica de transmision

¥ T Cunea de Ahorra
i sk 1K,
£, (+ 8+ m;)
¥
F : Curva de Depreciacion
|
i
< >

k,

T

Problema

Analicemos el impacto de un aumento permanente de la tasa de ahorro que se destina al
sector de produccion de bien final.

Rpt:

El aumento de la tasa de ahorro desplaza en forma ascendente la curva s;k” a s.k“ ,

como se puede apreciar en la grafico [6.30], por lo que la inversion por trabajador eficiente
excede a la cantidad necesaria para mantener constante el capital fisico por unidad de
capital humano eficientes, por consiguiente la economia comenzara una profundizaciéon del
capital fisico por unidad de capital humano eficiente.

Esta profundizacion continuara hasta llegar al punto E, donde SElK“ =(n+m, +5)I§ y la
existencia de capital fisico por unidad de capital humano eficiente llega a un valor mas alto
que es k}. Por lo que la economia se encuentra ahora con mayor capital y por ende un
mayor per capita por trabajador eficiente.
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Grafico [6.30]: Aumento permanente de la tasa de ahorro
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En la version de Barro, que se puede apreciar en la parte inferior de la grafico [6.30] donde
el aumento de la tasa de ahorro, eleva a la economia a obtener una mayor tasa de

crecimiento en el corto plazo positiva ;/ECP >0 esto ocurre hasta que la economia llegue al
estado de crecimiento proporcionado, donde su tasa de crecimiento de largo plazo es
constante y nula ;/ELP =0, donde el nuevo proporcionado es el punto E;, como se puede
apreciar en la parte inferior de la grafico [6.30], de esta manera esta economia pasa a tener
un mayor k,".

6.9 Modelo de crecimiento con educacion (Uzawa)

Este es un modelo pionero y antecedente al modelo de Lucas, plantea el rol de la educacién
como influye en el crecimiento. En Uzawa (1965) se presentan las ideas basicas que
permiten introducir el capital humano como potenciador del capital y como factor de su
propia reproduccion y crecimiento
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6.9.1 Supuestos del modelo

v/ Sea una economia capitalista que tiene dos sectores:
o Un sector de produccion del bien final.

o En sector educacional.

\

Sea el ahorro para la acumulacion de capital fisico es una proporcién del ingreso
nacional.

La economia no tiene relacién con el exterior.

La fuerza de trabajo crece a una tasa constante: n

La funcidn de produccion es neoclasica.

ASERNEENERN

Sea U, una fraccion de la fuerza de trabajo que se destina al trabajo productivo (Lp),

L
donde: u=-*"
L

v' Sea (1—u), una fraccién de la fuerza de trabajo que se destina al trabajo educacional:

LE
l-u)= R

v Se tiene dos tipos de trabajo:
o Trabajo productivo L, es aquel trabajo que se destina a la produccion del bien final.

o Trabajo educacional L., es aquel trabajo que se destina al sector educacional.

v Latasa del progreso tecnolégico m,_, depende del trabajo educacional m, = ¢(1—-u).

6.9.2 Sector de produccion del bien final

La funcién de este sector esta representada por la siguiente ecuacion:
Y, = F(K;,BL,)...(Funcion de produccion del bien final)

Donde

Y,: Producto del bien fina en el instante “t”.
K,: Stock de capital fisico del sector del bien final en el instante “t”.
Lp: Representa el trabajo productivo.

BL,: Trabajo productivo eficiente en el instante “t".

L
Sabemos que U = Tp:> L, =uL...(I)

Reemplazando la ecuacion (I) en la funcién de produccién del bien final.
Y, = F(K,,BuL)...(Il)

B : Factor aumentativo de la eficiencia del trabajo con las propiedades:
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Si t =0 entonces B(t=0) =1
Sit>0 entonces B(t) >1 < é(t) >0
Funcion de produccion intensiva del bien final

Y, = F(K,.BL,)
Pero se sabe que el tiempo dedicado para la produccién es L, =ulL
Reemplazando el tiempo dedicado para la producir en la funcién de produccién

Y, = F(K,uL)
Sabemos que el trabajo productivo eficiente esta expresado como:
kt ) o
u u

Y, K, Ve _ ek
F(Bug’l)j au gy

BulL,
Yy, = f(K)...(FPI del trabajo productivo eficiente)
Donde
Y, = B:?L[ : Producto por unidad de trabajo productivo eficiente.
Yo% %y

L Capital por unidad de trabajo eficiente.

Ke _k _k_p
u t

BuL, Bu

6.9.3 Sector educacion
El profesor Uzawa nos dice que este sector presenta la siguiente funcion:

Ye = BL;...(FPA del sector educacional)

Sabemos por el supuesto que: (1-u) =5 = L. = (@—-u)L...(llI)
Reemplazando la ecuacion (III) en la funcion de produccién del sector educacional

Y =B(l-u)L
En el modelo de Uzawa el progreso tecnolégico es endégeno

m_ = ¢(1_ U)
S s

B
m =—=0s m =_
B |:> B
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Con el aumento de la fracciobn de trabajo que se destina a la educacion, aumentara la
educacion y con ello se elevara la productividad de los trabajadores.

Ecuacion diferencial en el sector produccion del bien final

De la ecuacion fundamental de Solow-Swan con progreso tecnologico
ki =sf(k)—(n+m_+ )k,

Se tiene que ¥, = f(K,)

Reemplazando la variable Rt en la ecuacion y la tasa de depreciacion del capital o,

9| K }:st( K, J—(n+mL+5) K,

ot| Bu BuL, BuL,
_I_H

Ok |_g gf k) ke

at_Bu}_st[Buj (n+mL+5)Bu
(_H

ok . .

K s ®)-@em oK

Funcion de produccion intensiva del sector educacional

Ye = BL;

Pero se sabe que el tiempo dedicado para la educacién es L = (1-u)L,
Reemplazando el tiempo dedicado para producir en la funcion de produccion

Ye =B@-u)L,

Dividiendo a la funcién de produccion entre el trabajo productivo eficiente tenemos:

Ye _B@-uL Ye _(-0) Ve _1-u
BuL, BuL, Bu u u u

1-—
Ve = (uj...(FPI del sector educacional)
u

Donde
Y , : , . -

Ve = B EL[ : La razon del producto educacional respecto al trabajo productivo eficiente.
u

n Ke . . . : . -

Ke = BuL : La razdn del capital educacional respecto al trabajo productivo eficiente.
u
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Ecuacion diferencial en el sector educacion

Como el progreso tecnolégico es enddégeno tenemos:

m == g-u) B = Bg(L-u)

t

6.10 Modelo de acumulacion de capital humano (Lucas)

En esta seccion introduciremos el capital humano en un modelo de crecimiento como
plantea Lucas (1988), y mostraremos que el crecimiento en forma sostenida del capital
humano es suficiente para tener un crecimiento econémico sostenido, como nos muestra
Lucas en “On the Mechanics of Development Planning"” (En las Mecéanicas de Planificacion
de Desarrollo), por este y otros trabajo Lucas gano el Premio Nobel de Economia en 1995.

Este modelo desarrollo es el pilar sobre el que descansan las nuevas teorias del crecimiento
y en especial la contribucion del capital humano al crecimiento economico de acuerdo con
las teorias del crecimiento endégeno, la capacidad productiva de los individuos aumenta con
su educacion, no solo por la incorporacion de habilidades y capacidades para el trabajo, sino
también por el impacto sobre la salud y alimentacion, que incrementa la productividad
laboral.4°

En este modelo a diferencia del modelo AZ, desarrollado anteriormente, se diferencia por
gue no considera al capital humano y fisico igual (bienes similares), ni que ambos eran
producidos con la misma tecnologia, sino considera el capital fisico y el capital humano son
bienes distintos y que son producidos con tecnologia distinta.

En Uzawa (1965) y Lucas (1988) se presentan las ideas basicas que permiten introducir el
capital humano como potenciador del capital y como factor de su propia reproducciéon y
crecimiento.®°

Robert Lucas nos dice que un individuo dedica muchos afios de su vida a la escuela, con el
fin de obtener capacidades que le permitan mejorar su capacidad productiva. La decisién de
invertir en la educacién se basa sobre una comparacion entre los costos de la ensefianza
(ingresos, gastos de escolaridad, pasajes, Utiles, etc.) y las ventajas futuras de una
escolaridad mas avanzada. Por lo que considerar la escolaridad como una decision de
inversion para aumentar el capital humano de una persona.

La doble caracteristica del capital humano nos dice: De un lado, de ser de informacion del
saber (como la tecnologia) y del otro lado, de ser apropiable por los individuos (como el
capital fisico). Siendo del saber, es producido esencialmente consigo mismo, los alumnos
son formados por los profesores y aquellos utilizan sus conocimientos presentes para
adquirir nuevos conocimientos. Esto hace que el capital humano se aparenta al conocimiento
técnico y las reglas de acumulacion con rendimientos de escala dinamicas le pueden ser
aplicadas, ademas genera un proceso de crecimiento endégeno.>!

49 Estas nota han sido desarrollado en base al articulo de Robert Lucas (1988) “On the Mechanics of
Development Planning” (En las Mecanicas de Planificacion de Desarrollo). Journal of Monetary Economics
(El periédico de Economia Monetaria) , pp. 3-42.

50 pPor lo que el capital humano puede ser definido como la suma de las capacidades habiendo una
eficiencia productiva incorporada a los individuos o a las colectividades. Esas capacidades pueden ser
diversas: salud, fuerza fisica, conocimientos generales o técnicos

51 Lucas privilegia al capital humano sobre la tecnologia como factor de crecimiento, por que la tecnologia
es un bien publico accesible de manera idéntica a todas las naciones, ademas, no puede explicar las
diferencias internacionales de nivel y de la tasa de crecimiento del ingreso
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6.10.1 Supuestos del modelo

Sea una economia capitalista que tiene dos sectores:

Existen dos tipos de capital:

El stock de capital fisico se deprecia a una tasa constante y exégena: J,

El stock de capital humano se deprecia a una tasa constante y exégena: o,

Toda la poblacién trabaja en esta economia.
La fuerza de trabajo crece a una tasa constante y exégena. n

La acumulacion de capital fisico ocurre como la detraccién del consumo.

A N N N N NN

La acumulacion de capital fisico ocurre como la detraccién del consumo

6.10.2 Funcion de produccion del bien final

Asume una funcién de produccién Cobb-Douglas

Y, = AKH

Donde

Y,: Voluta de produccion del sector del bien final en el instante “t”.
K, : Stock de capital fisico que opera en el sector del bien final en el instante “t”.
Hp: Stock de capital humano que opera en el sector del bien final.

H,: Stock de capital humano en el instante “t”.

A indice del nivel de tecnologia en el sector de produccion del bien final.
a : Elasticidad producto respecto al capital fisico.

1- «: Elasticidad producto respecto al capital humano.

Sea
U : Representa la fraccion de capital humano que labora en el sector de produccion del bien
final.
H P
u=-—==H_ =uH_..(I)
t

Reemplazando la ecuacion (I) en la funcién de produccién del bien final, tenemos:
Y, = AK{ (UHt)lia

Para expresar esta funcién en términos per cépita y asi halla la funcién de produccién
intensiva, pasa remos a dividir la funcion de produccién de bien final entre el total de

trabajadores (L, ) de a economia.

AKaulfaHlfa o B
S S S Usando el artificio: L, = L¥.L;*

Y,
0} L
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a l-a
Kt l-a Ht

—=A u

= Ak“utht e (FPI
L L Y, = Ak{U (FPI)

Ecuacion de acumulacion de capital fisico
De la condicién de equilibrio macroeconémico
Y, =C +1°

_ n rep _
Y, =C + 1+ 1y = Y, = C, + Ki+ 6 K,
Resolviendo la ecuacién para K: y reemplazando en la funcién de produccién

Ki = AKAUT“HE —C, - 5K,

Esta ecuacion de acumulacion de capital fisico neto, es el remanente del producto respecto
al consumo y respecto a la inversién en reposicion.

Ecuacion Diferencial del sector de produccion del bien final

De la condicién de equilibrio macroeconémico

Y, =C, +1°

Dividiendo a la condicion macroecondmica entre el total de trabajadores L, para hallar la
ecuacién en términos per capita.

Y, C

Ib k .
L +E =S yt=ct+|_:+ékt |:> Y, = C +Ki+ (n+ )k,

-

Resolviendo la ecuacién para k: y reemplazando la (FPI)

ke = AKUTRTY — ¢, — (n+ O)k,

6.10.3 Sector educacional

Asume por simplicidad que este sector no usa capital fisico sino solo capital humano y
formula la siguiente funcién de produccién.

Ye =BH,
Donde

Ye : Volumen en el sector educacional.

H: : Stock de capital humano que opera en el sector educacional.

B : indice del nivel de tecnologia en el sector educacional.

Sea

(1—u): La fraccion de capital humano que labora en el sector educacional.
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(1—u)=':|E = H.=(@1-uH,

t

El capital humano que opera en el sector educacional es una fracciébn que operar en el
sector educacional, donde H. es una fraccion (1—u) de capital humano.

Reemplazando el stock de capital humano que opera en el sector educacional en la funcién
del sector educacional tenemos:

Y. = B(l—u)H,

Para hallar la funcion de produccion intensiva vamos a dividir entre la cantidad de
trabajadores a la ecuacion a la nueva funcién de produccién obtenida tenemos:

Y—E: B(l—u)i Ye = B(@-u)H,...(FPI)

L L,

Ecuacion diferencial del sector educacional

De la condicién de equilibrio macroeconémico
b
Y, =C, + 1}
Pero como sabemos que en capital no tiene consumo C,, =0, reemplazando obtenemos:

Y, = 1% = BH, =17 1 B(L—u)H, = He+ 8, H,

Resolviendo para H: obtenemos:

He = BL-u)H, -8, H,

Esta ecuacién del proceso de acumulacion neta de capital humano y esto va indicar que la
tasa de cambio de capital humano es igual al remanente del producto educacional respecto
a la acumulacion en reposicion del capital humano.

Sistema de Ecuaciones Diferenciales

De la condicién macroecondmica tenemos:

Yo=12 = BH = 1]+ 11 |:> B(L—u)H, = H+ 8, H,

Dividiendo la ecuacién anterior entre el numero de trabajadores

He . H,

B(l—u)'t:L[+5HL[ N B(1—u)n:':‘+5Hn

B(L—u)h = het+ (n+6,)h

Resolviendo para h;, obtenemos:
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he = B-u)h, — (n+6,)h
Esta ecuacion representa el proceso de acumulacion del capital humano.

Sistema de Ecuaciones Diferenciales
1¢" Ecuacion diferencial: ki = AKFU" ™ —c, — (n+ d)k,

29 Ecuacion diferencial: hy = B(L—u)h, —(n+9J,,)h,

Para simplificar el analisis se supone que las tasas de depreciacion de los tipos de capital
son iguales o, =96, =0.

6.10.4 Planteamiento del problema

Lucas asume que las familias productoras tienen la siguiente utilidad, la misma que
maximizan.

of 1-0
Max: J = I(C‘l}e(p")‘dt
I 1-0

Luego el planteamiento del problema sera, que las familias productoras va elegir, aquella
trayectoria de consumo y aquella fraccion que le permite maximizar su fraccion de bienestar
a través del tiempo y sujeto a las condiciones de movimiento de la condicion inicial.

ol 1-0
Max: J = I[C‘lel}e‘(”‘“)‘dt...(Funcién objetivo)
1o

ki = AK“U R —¢, — (n+ S)k,
sa:
he = BL—u)h, — (n +5,,)h,
k(0) = k, Ah(0) = h,... (Estado inicial de capital fisico y humano)
k,>20Ah, >0
O<uxl

Donde

C
Variable— de — control : { !

Uy

k
Variable— de —estado: {h:

A

Variable— de — coestado: {
Vt

Planteamiento de la funcién Hamiltoniana tenemos:
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H= H(Ct’utfkt’htiﬂtfvtft)

10
H_(C;_ glje (p- ”)t+ﬂ,t[Ak“ul “h —c, —(n+ )k, ]+V [BL-u)h, —(n+5,)h,]

Condiciéon de Primer Orden (CIO)

g) Tomando la derivada del hamiltoniano con respecto de las variables de control e
imponiendo la condicion igual a cero.

oH _ou ok oy _

ac ac 6ct 6ct

gl_| — e—(pfn)t.ct—e + /l[(—l) — 0 > e —(p- n)t //{1 (I)
Ct

H_au on v _

ou, ou, ou, ou,

5H a, —apl-a _

oy, = A AU =By, =0.. (1)
_ Byvhu? ,

A= oM

h) Tomando la derivada del Hamiltoniano con respecto a las variables de estado e

imponiendo las condiciones del negativo de la derivada de los multiplicadores con
respecto al tiempo.

6H M a-l l-apl-a __.
5 |:> 2ok (n+8)]=—Ac...(1N)

oAk U — (n+8)] =~ ﬂt (V)

‘2:2—\'“ |:> Ala-a)Akeu=h e+ v [BA-u) - (n+8)] = —vi...(V)

i) Tomando la derivada con respecto al multiplicadores lagrangiano tenemos:

‘22:1& E> AKCU R — ¢, — (n+ S)k, = k... (V)

‘2'\/4:\; |:> B(L-u)h, - (n+8)h, = he...(VIl)

Condicion de Segundo Orden (CIIO)
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’H 1 1
° 2 =-0 (p—mt " 140 <0
ot e g

<0 x 0<

Esta condicion nos asegura un maximo.

aZH —(l+a)pl-al, a
o2 = —a(l-a) A AT k' <0
t

<0 x 0<

Condicion de Transversalidad

LimAk, =0

tow
Esto quiere decir que A, =0 (el precio implicito de capital en el periodo final) o que k, =0
(el stock de capital en el momento que muere).

(1/0) =0
) 1( 1 )
%L’l?ﬂi—cf(yméj—o :> Lim4 =0
It_imvth[ =0
Limv, =0

t—ow

v" Reemplazando (IlI") en (V) tenemos:
Bv,hu”
A(L-a)h 7k

Operando y simplificando obtenemos

[a— @) Akeu=he ]+ v [BAL-U) - (+8)] = —ve...(vIIl)

B—(n+5)=—\\?...(IX)

t
v" De la ecuacion (I) aplicaremos logaritmo

—(p—n)t—éLnc, = LnA,...(1")

v" Tomando la derivada con respecto al tiempo y multiplicando por -1 a la ecuacion (1)
Alp-nt], yeln@)] _ _altn(a)]

ot ot at
G A
(p—n)+6—=-——
¢ A

(p=M+6y.=-y,...(X)

ve="l-r,—(p-m]

1
0
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Reemplazando la ecuacion (IV) en la ecuacién (X) y despejando la tasa de crecimiento del
consumo

1
Ve 0

[aAkta—lulfa htra —(n+0)—(p— n)] 7/: — ;[aAktalula htlfa —(p+ 5)]

Esta ecuacion de la tasa de crecimiento del consumo nos quiere decir, que la tasa de
crecimiento del consumo depende del producto marginal del capital fisico menos la tasa de
depreciacién y la tasa de descuento intertemporal entre la utilidad marginal del consumo.

Como se aprecia en la ecuacién donde el producto marginal de capital fisico depende del
capital humano y de la fraccién que utiliza el sector final.

v" Reemplazando la ecuacion (IV) en la ecuacion (X)
(p—n)+6y, = Ak U"*h* —(n+6)

Operando tenemos:

(p - 5) + 67/: a-1pl-a

Wzkt lhtl ...(XI)

Lucas nos dice que en el estado proporcionado todas las variables crecen a la misma tasa
constante. Y sabemos que la tasa de crecimiento de u debe ser cero por que es una
fraccion.

v' Tomando logaritmo a la ecuacién (XI)

Ln{(p—5)+9-7c

AU } = (a-Dln(k) +(A-a)Ln(h)

Derivando con respecto al tiempo a la ecuacion anterior obtenemos:

d (Ln[WD - (a —1):th(kt) i (1—a)c(;th(h1)

q+ *\1-«a
dt aAJ(E )
ke h,
0 = (a—l)— —(05—1)7
k h

0=(a-Dy —(a-Dy,
Th = Yk
Esto demuestra que la tasa de crecimiento del capital fisico es igual a la tasa de crecimiento

del capital humano.

v" Dividiendo entre k, a la ecuacién de movimiento de capital fisico

a, l-apl-a a d-akl-a
Ko AU G (5hn) G _ AU (st
K, k. K, k, k, K,

Aplicando logaritmo a la ecuacion anterior
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Ln(c,) - Ln(k,) = Ln[Au")= ]+ Ln[@‘] ] —Ln(s+n)-Ln(y,)

t

Como en el estado de crecimiento proporcionado las tasa de crecimiento son constantes.
Derivando a la ecuacién anterior por el tiempo

d d
gelnel= [tn(k)]=0+0-0-0
e =7 =0

Ve =Yk

Esto demuestra que la tasa de crecimiento del consumo es igual a la tasa de crecimiento del
capital fisico.

v De la funcién de produccién intensiva del bien final se tiene: y, = Ak u*“h*...(FPI)
Aplicando logaritmo a la funcién intensiva de bienes finales

Ln(y,) = Ln(A) + aeln(k,) + @—a)Ln(u) + 1—a)Ln(h,)

Aplicando una derivada temporal a la expresion anterior

Inl= LI+ a )]+ @) § I+ @-a) { [Ln()]

vy =ay,+1-a)y, +A-a)y,
Recordemos que en el estado de crecimiento proporcionado y;, =0 y 7 =7,
reemplazando en la expresién anterior tenemos:
Vy=ar,+(1-a)0+@Q-a)y, vy =ar,+1-a)0+1-a)y,
Vy=0py Vol
Yy ="

Esto demuestra que la tasa de crecimiento del producto es igual a la tasa de crecimiento del
capital humano.

Por lo que Lucas llego a la conclusiéon que todas las tasa de crecimiento son iguales y
constante.

Yi=Va=Ve =7,

v De la condicién de primer orden (ecuacion (II)) multiplicando por u,

(a(;'ju =0 A[(l—a)Aul‘“ 1“"]— Bhuy, =0
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En el estado de crecimiento proporcionado, la tasa de crecimiento de t u debe ser cero por
gue es una fraccion.

ﬁ - Bhu” Ln(ﬂ‘j = Ln( Bh‘*u* j
v, (-a) AU () v (L- ) A) (R

Derivado con respecto al tiempo y recortado que el estado de crecimiento proporcionado
todas las variables crece a un ritmo constante.

dLn(4) _din(v) _d[ Bh'U" ph
dt dt  dt|  ((@—a)AU) () A

7:—7 =0 ) Vi =7

v Como se demostr6 que y; = 7, , igualando la ecuacion (IV) con la ecuacién (X)

B-(n+8)=(p—n)+0.y,

. B—(p+9)
¢ 0

v' Igualando la ecuacion (X) con la ecuacion (IV)

(p—n)+6y, = ‘2‘ = AU — (N +6)

Operando se obtiene:
. Pmgk—(p+9)
Ve = 0

Se asume competencia perfecta en los mercados de bienes y factores
v" Del mercado de capital fisico se tiene:

Pmgk =R = Pmgk=r+¢

R=r+¢

Reemplazando el producto marginal del capital fisico en la expresibn de la tasa de
crecimiento del consumo se tiene:

= r+5—0§p+é‘) V.= r_6?5 la regla de Ramsey — Keynes

La regla de Keynes-Ramsey, nos quiere decir que, a lo largo de la senda optima pequeias
modificaciones en el consumo que impliqguen un ahorro hoy para una mejora en el futuro no
conllevan aumento de bienestar social, por otra parte los rendimientos decrecientes a escala
del capital hacen que cualquier posible aumento en el crecimiento en el corto plazo, obtenido
por alguna politica de ahorro e inversion desaparezca en el largo plazo (Blanchard y Fischer
1898).
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6.11 Modelo de Aprendizaje y Derrame de conocimiento

Uno de los pioneros de los nuevos modelos de crecimiento endégeno, Paul Romer (1990),
plante que el conocimiento es el resultado de la inversion, el objetivo consiste en
proporcionar un marco tedrico que explique y permita modelar, de manera mas adecua da, el
tipo de cambio tecnoldgico al que se enfrentan las economias en la actualidad en donde el
elemento desconocimiento es fundamental.

Por el contrario, el modelo de Romer es un modelo de generaciones de capital. Los nuevos
bienes de capital son inventados en cada periodo, pero el capital nuevo no es mejor que el
anterior. Es simplemente diferente y amplio el menu de aportaciones disponibles, lo que se
supone que hace mas eficaz la producciéon. De esta forma el capital no se hace obsoleto
cuando envejece —una consecuencia que niega el hecho obvio de que las viejas tecnologias
son continuamente sustituidas por otras nuevas.

Romer (1989), destaca que el grado en que un bien econdémico es excluyente y rival, son
atributos fundamentales, ya sea para su uso en la produccion o el consumo. Existen algunos
bienes intangibles como los disefios, que frecuénteme solo son parcialmente excluibles, en
el sentido de que un mismo disefio puede ser utilizado simultineamente en muchos
procesos productivos. El alcance de rivalidad de un bien esta totalmente determinado por la
tecnologia y por las instituciones de una economia particular, asi si un bien es no rival,
excluir su uso requiere de cualquier medio tecnoldgico para prevenir acceso al bien o un
sistema legal que evite que otros puedan usar el insumo aungque tecnolégicamente sea
posible usarlo.>?

6.11.1 Supuestos del modelo

Sea una economia capitalista donde existen numerosas empresas.
Dichas empresas producen un solo bien.

Se considera al conocimiento como en bien publico.

El conocimiento es un subproducto de la experiencia y el aprendizaje.
El conocimiento es una externalidad.

El stock de capital se deprecia a una tasa constante o .

La acumulacién del capital fisico es via decremento del consumo.

El progreso tecnologico es aumentativo de la eficiencia del trabajo.

AN NN N R RN

En esta economia toda la poblacion trabaja.

Analisis

En este modelo, las empresas no toman decisiones y se considera que todas son iguales,
producen el mismo y Unico bien, tomando su precio como dado.

M

=2V Y =My,
t=1
M

K=>k K = Mk,

t=1

52 Romer (1986) y Lucas (1988), introducen formas de conocimiento que son parcialmente excluibles y
rivales y parcialmente no excluibles y no rivales. En cambio Arrow (1962), nos dice que la no rivalidad del
conocimiento es producida solamente por sus efectos secundarios en algunas otras actividades.
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L=3] L =M,

t=1
Donde
M : Representa el nUmero de empresas.

Y, : Representa la produccion de la i-esima empresa.
k. : Representa el stock de capital de la i-esima empresa.
|, : Representa la fuerza de trabajo del i-esima trabajador.

Funcion de produccion agregada

Si sumamos la produccion de todas las empresas entones la funcion de produccion
agregada sera de tipo Cobb-Douglas y tendra la siguiente forma:

Yt = Kta(BLt)lia
sa: O<axl

Donde

Y,: Produccién agregada de la i-esima empresa en el instante “t”.
K,: Stock de capital agregado en el instante t.

B : Representa al conocimiento que es la inversion bruta acumulada.

En un Capitulo 1V de este libro, exactamente en la parte 4.2, Arrow (1962) nos dice que el
conocimiento de la empresa estaba vinculada a la experiencia y nos pone de ejemplo la
industria aeronautica. Nos dice que el “aprendizaje en la practica”, es en buena medida del
aumento de la experiencia era la inversion, debido a que la empresa afiade nuevas
magquinas, por lo que el aprendizaje recibe constantemente nuevos estimulos.

El desbordamiento de conocimiento nos quiere decir; Que el stock de conocimiento de la

economia crecera de forma paralela a la cantidad total de inversién, de modo que B = «t, si
integramos a la inversién bruta acumulada desde el principio de los tiempos hasta el
presente, quedara expresado como:

B =[ldt = x,
0
Esto quiere decir que en momento t, el conocimiento es proporcional al stock de capital

Reemplazando B, en la funcién de producciéon agregada, donde se demuestra que el
conocimiento es una externalidad positivo.

Y, = Ko L. (FPA)

A nuestros juicios un elemento fundamental ligado por lo general al conocimiento: La
introduccion de externalidades positivas asociadas a su generacién y, sobre todo, difusion
en el conjunto de la economia (si bien, puede existir otras externalidades estan unidas a los
niveles de inversion, etc.) se produce por causas ajenas a la propia economia. Por el
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contrario, en los modelos endogenos los agentes econdmicos tienen la capacidad de
potenciar (0, se en caso, ralentizar) la velocidad de generacion del conocimiento.>3

Propiedades de la funcion agregada

v OF(K L) =KL
Si multiplicamos a la funcién porun A >0
F(AK, AL ) = (AK,)* (L) &/
F(AK,, AL ) = AY,
La funcion presenta rendimientos de escala constante cuando x, permanece constante

v'Los productos marginales del capital y trabajo son positivos.

s}:‘ = PmgK = oK'« >0
t
LTH_J
+ +
oY, a) -a
a—L:: PmgL = 1- )KL« >0
+ +

La derivada de los productos marginales es decreciente y negativa.

2
0N _ oPmgK_ ala-DK LK <0

oKZ K, i ,

+ - +
Recordemos O<a <1, entonces O<a<l...—-1=-1<a—-1<0 es una constante
negativa.
0%, oPmgL

AL (—a)l- )KL& >0
-+ +

Recordemos que O <« <1, entonces O<a <l..x—-1=-1<-a<0...+1 esuna
constante positiva 0 <1—a <1.

v" Veremos que los limites requeridos por las condiciones de INADA se cumplen:

(1/o0) ~ 0
LimPmgK = o %xf =0
—o© .
(1/0) = o

Lim PmgK = aﬁq’l{“ = oo
(/o) =0
IL_|'m PmgL = (1—a)Kf%= 0

(1/) ~ oo

53 Grupo de Economia Dindmica. (2003) "Una Sintesis de las aproximaciones Neoclasica y evolutiva al
Crecimiento Enddgeno”,Nol#, Institutos de Investigaciones Economicas y Sociales <<Francisco de
Victoria>>, Pag.:12
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] ke ¥
lELTngL_(l a)KtK/g 0

Ahora demostraremos que la funciona obtenida cumple con las propiedades Neoclasicas
para esto deberemos asumir que 0 < a <1.

Yo K& b
a l-a
TR

Ecuacion Dinamica fundamental

y, =kéx...(FPI)

Partiendo de la condicion macroeconémica
Y, =C +1°

_ n rep
Y, =C, +1 +1;

Segun la terminologia de Paul Romer (1990), el capital se va formando a partir de una
dotacion inicial del mismo gracias al ahorro generado en la economia. Este ahorro se destina
completamente a inversion: En términos macroeconémicos, la inversion suele definirse de

modo habitual 1” = K =Y, —C, = &K, siendo & >0 la depreciacion del capital.>*

Y, =C, + KitaK,
Dividiendo a la ecuacién anterior entre la cantidad de trabajadores de esta economia
Y 34—&4-5&3 Y, =C, +&+ékt...(§2)
L L L L L
Sabemos que K :ﬁ:%=M 121 Kl Lok
dt dt LL LL
k=K k= KX k@)
L L

Reemplazando (®) en (Q2)

yt:ct+(kt+nkt)+ékt Ki =y, —C, —(nN+ )k,
Reemplazando la (FPI) en la ecuacion tenemos:

ke = k%2 — ¢, — (n+ &)k,

Es una ecuacion diferencial del proceso de acumulacion del capital en una economia donde
se considera al conocimiento como una externalidad.

54 El lector interesado puede revisar el articulo de Romer, Paul.M (1990) "Endogenous Technological
Change", Journal of Political Economy, 98, 5, S71 -S102
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6.11.3 Planteamiento del problema

Romer asume que las familias maximizan su bienestar social, con una funcién de utilidad
agregada de la siguiente forma:

Uc(t) = 4

Luego las familias productoras eligen aquella trayectoria de crecimiento del consumo por
trabajador, de tal manera que le permite maximizar en un horizonte temporal de muy largo
plazo sujeta a las ecuaciones de movimiento y a las condiciones iniciales

o/ 1-0
Max: J = j (Ctlel).e—(ﬂ—“)tdt...(Funcién objetivo)
1=

sa: Izt =k’ i —¢,— (n+ )k, ...(Ecuacién de Movimiento)
k(0) =k, ... (Estado inicial)
0<t<w

Donde

Variable de estado: k,

Variable de control: c,

Variable de coestado: 4,

Para solucionar el problema de maximizacién plantearemos el Hamiltoniano de la funcion

Condiciéon de Primer Orden (CIO)

a. Tomando la derivada del hamiltoniano con respecto de la variable de control e
igualédndolo a cero.

oH

=Ml 2 (1) =0 e e’ = 4...(1)

oc,

b. Tomando la derivada del Hamiltoniano con respecto a la variable de estado e

imponiendo la condicion del negativo de la derivada del multiplicado con respecto al
tiempo.

H__3 Aok — (n+8)] = A
ok,

At
a-1 tj-*a_ O)l==—"...(1l
[akt K (n + )] ﬂt ( )

C. Tomando la derivada con respecto al multiplicador lagrangiano tenemos:

214



Cesar H. Antunez Irgoin| Crecimiento Econémico. Ejercicios de Crecimiento Econémico

aH ’ a l-a y
a:k’[ kt Ktl —Ct—(n+§)kt:kt...(“|)

Ke = 5.(1— ) AKE G5 — (N + )k....(1N)

Condicion de Segundo Orden (CIIO)

o°H 1 1

actz =-0 alo-nt X T <0
—A ———

<0 x 0<

Esta condicién nos asegura un consumo maximo

Condicion de Transversalidad

Lim 4k, =0

Esto quiere decir que 4, =0 (el precio implicito de capital en el periodo final) o que k, =0
(el stock de capital en el momento que muere).

(U/0) ~0

i 2 o) pimae

Aplicando logaritmo neperiano a la ecuacién (I) tenemos:
—énc, —(p—n)t =LnA4,

Aplicando la derivada temporal a la ecuacion y multiplicando por -1 a toda la ecuacion

(p—m+0.% =—*_v)
¢ A
Igualando la ecuacién (II) y (IV)

[a’ktalkfa_(n+§)]:—it:(p_n)+9<;t

(

Operando y despejando: ¢
t

't k@0 _ 5 ::; a1 10 _ 5
(;: t Kt 0 (p+ ) 7/C=akt t (p+ )(\/)

Sabemos que: Y, =k & “ N _ Pmgk = ok s
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Pmgk =R
R=r+o0=r=R-¢
Donde
R : Tasa de rendimiento bruto de capital.
r . Tasa de rendimiento del capital
0 : Representa la elasticidad de la utilidad marginal del consumo.

Reemplazando estas tres condiciones en la tasa de consumo (ecuacién V)

¢ o
.R—=(p+9)
¢ 0

L+0—(p+0)

e

N ¢ .
7o = 5 la proposicion de Ramsey — Keynes

Supongamos que la tasa de interés es constante y examinamos las trayectorias 6ptimas de
consumo, en tres casos que se muestran a continuacion:

Caso 1

En este caso la tasa de crecimiento de consumo es positiva, entonces consumo aumenta
cada momento del nivel inicial de ¢, .

* r—
Ve = P

>0=>r>p

Caso 11

La tasa de crecimiento de consumo es cero, entonces consumo es constante, igual a su
nivel inicial para siempre.

Ve 0

=0=>r=p

Caso I11

En este caso, la tasa de interés no es suficiente por lo que la persona decide que su
preferencia de consumir ahora, es decir r < p.

* r—
Ve = P

<0=r<p

Todos estos casos se pueden apreciar en el grafico [6.31], donde la tasa de interés de
capital, es mayor, menor e igual a la tasa de descuento.
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Grafico [6.31]: Trayectorias posibles del consumo

M
In e, e
Ineg o F= 0
Foag
0 M

v" Romer asume que la externalidad va ser el conocimiento x, y esta va ser igual al stock
de capital.

K = K,
Reemplazando la externalidad asumida por Romer en la funciéon de produccién agregada

del modelo

Y, = Kta(Kt )HZ L%_a

Dividiendo la ecuacion anterior entre el numero de trabajadores

D) st

Pero sabemos que k, = IE: =K, =kL...(&)

K¢ -
= LK)

1 e
L L

Reemplazando (&) en (o)

Y, =k (kL) i‘> Y, =kL“...(FPI)

Ecuacion Dinamica fundamental

De la condicién de equilibrio macroeconémico
Y, =C +1°

_ n rep
Y, =C +1 + 1,
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Y—‘=&+ﬁ+§ﬁ:>yt:ct+ﬁ+6kt...(7r)

L L L L

Sabemos que kt:ﬁ:%:M kt:ﬁh_hﬁ
L dt ot LL LL

kt:f—nhzfzkt+nh...(m)

Reemplazando (@) en ()

yt:ct+(l2t+nkt)+ékt I2t=ktL§‘°’—ct—(n+5)kt

En este modelo existe un efecto escala, que quiere decir que la tasa de cambio del producto

por trabajador depende directamente del crecimiento de la poblacién ki = f(n,L,).

Al respecto Romer asume:

Que la poblacién se mantiene constante 6sea Ly =b

Que la tasa de crecimiento de la poblacién es nula n=0.

Al reemplazar los supuestos anteriores en la ecuacion dinamica, llegamos a la conclusion
gue se trata de una extension de los modelo AK, donde no existe tasa de crecimiento
proporcionado, sino tasa de crecimiento y progresivo, y esto por que la curva de ahorro y
depreciacibn no se curtan en una punto, por ende el capital por trabajador queda
indeterminado en la economia.

Reemplazando b, en la funcién de produccién intensiva obtenemos: y, = kb tendra la

forma de una recta con pendiente positiva como se puede apreciar en el grafico [6.31],
donde se grafica la curva de ahorro bruto por trabajador s.bk, y la curva ampliada bruta por

trabajador K, .

Version de Barro

Dividiendo la ecuacion dinamica fundamental, entre la cantidad de trabajadores, obtenemos
la tasa de crecimiento por trabajador:

Kt
kt kt kt

En el estado de crecimiento proporcionado; y, > 0
. C . .
Si 7, >0 entonces (b—‘] > ¢, esto nos quiere decir que la tasa de ahorro supera curva
t
de depreciacion como muestra el grafico [6.32], donde se aprecia que no existe un capital
por trabajador y esto debido por que las curvas antes mencionadas no se cruzan en ningdn
punto y con esto queda indeterminado el capital por trabajador.
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Grafico [6.32]: Trayectorias posibles del consumo

1 . CI
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Curnva de Depreciacion: O

6.12 Modelo de Jones-Manuelli

En esta parte intentaremos presentar una tecnologia que presente rendimientos
decrecientes de capital, pero que viola las condiciones de Inada.

Esta funcién fue propuesta originalmente por Kurz (1968) y después fue reintroducida a la
literatura del crecimiento econémico por Jones y Manuelli (1990).

6.12.1 Supuestos del modelo

Abandona la funcidon de produccién Neoclasica y asumen:
Asume una funcién de produccién tipo Sobelow

La funcidn tiene rendimientos constantes a escala.

La funcién presenta rendimientos positivos de capital y trabajo.
Viola los supuestos de Inada.

Representa una tasa de ahorro constante.

Funcion de produccion agregada (Sobelow)

Sea una funcion de producciéon que combina la funcién Cobb-Douglas y la funcion de
produccién AK, mencionada en Capitulo anterior de este libro. Por lo que la funcién de
produccién tiene la forma:

Y, = AK, + BK{"L?“...(FPA)
sa: O<axl

Donde

Y,: Producto agregado en el instante “t”.
K,: Stock de capital agregado en el instante “t”.
L, : Fuerza de trabajo agregada en el instante “t”.

A indice de nivel de tecnologia de la funciéon de produccion AK.

B : indice de nivel de trabajo en la funcién de produccion tipo Cobb-Douglas.
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a : Elasticidad del producto respecto al capital.

1-«: Elasticidad producto respecto a la fuerza de trabajo.

Propiedades de la funcion de produccion

F(K,,L)= AK, +BK/L™
Si multiplicamos a la funcion porun 4 >0
F(AK,, AL ) = AK,) + B(AK ) (AL)"
F(AK,, AL ) = A(AK, + BKZ L) = AY,

La funcién presenta rendimientos de escala constante

Los productos marginales del capital y trabajo son positivos.

A PmgK = A+aBK L1 >0
oK, S N .

+ +
oY, )
—4t=PmgL=(1-a)BKL* >0
oL gL = (1-a)BKIL" >

+ +
Recordemos que 0 <« <1 entonces —a >—1...+1=1—«a >0, es un valor positivo

La derivada de los productos marginales es decreciente y negativa.

2
O, _ OPMIK _ o (a—DBK“ 2L <0

oKZ K, 4 ,

+ - +
Recordemos O<a <1, entonces O<a<l...—-1=-1<a—-1<0 es una constante
negativa.
0%, oPmgL

oL (-a)l-a)BKIL " >0

-+ +
Recordemos que O <« <1, entonces O<a<l..x—-1=-1<-a<0...+1 esuna
constante positiva 0 <l1—a <1.

Veremos que los limites requeridos por las condiciones de INADA se cumplen:
(L/0) =0

LimPmgK = A+ %.xyu =A
—>0 t
(1/0) =
kl’ng PmgK = A+ 04871{;{7&“ =0
- t

1/0) =0
IL_|'m PmgL = (l—a)BK}Kla/: 0
(1/0) = ©
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Irl'rgl PmgL = (1—0‘)BKta/Z1a/; 0

Vemos que cumple las condiciones de INADA pero solo parcialmente, por que la Unica
diferencia es la primera condicion de INADA.

6.12.2 Ecuacion dinamica fundamental

v' Para hallar la funcién en términos por trabajador pasa remos a dividir la funcién de
produccién de la economia entre la fuerza de trabajo agregada

YooK gL

Yy, = Ak, + Bk ...(FPI Sobelow)

L L. L

De la ecuacion fundamental de Solow — Swan

ke = sf (k) — (n + S)k,

Se tiene: y, = Ak, + Bk
Reemplazando en la ecuacion de Solow — Swan

ki = sAk, + sBk” —(n+ o)k, , la ecuacion de Jones -Manuelli

Significa que es una ecuacién diferencial del proceso de acumulacion de capital en una
economia capitalista que tiene como funcién de produccion Sobelow.

Version de Solow

Dividiendo la ecuacion fundamental entre Kk,

t

I(—:SA+sBkL—(n+5)
k k

t t

Ve = sA+sBT;—(n+5)

Como se puede apreciar en la ecuacion de la tasa de crecimiento, donde la curva de
depreciacion parece descrita por, N+¢0 que representa una linea horizontal, en cambio la
curva de ahorro es representada por una hipérbola.

Analizaremos que pasa si k, se acerca cada vez mas acero, entonces la curva de ahorro

tiende al infinito por que el término ska”l, tiende al infinito, esto se puede verificar mediante
la siguiente ecuacion:

(1/0) = ©
Limy, =s.A+s.B i~ (n+9)

k—0
t

Ik_l’rgm/k =S.A+0—(N+0)
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Limy, =
k—0 7k

En cambio cuando kt aumenta cada vez mas hasta tender al infinito, la curva de ahorro se

aproxima a SA, donde converge. En este caso podemos apreciar que cuando t k va al
infinito la tasa de crecimiento que da expresada como la diferencia entre SA y n+¢, como
se puede verificar mediante la siguiente ecuacion:

L/ o) =0

Ik_l’ry;/k =S.A+ s%—(n+5)
- t

Limy, =s.A+0—(n+9)
k—0
Limy, =s.A—(n+0)
k—0
En esta parte analizaremos que el desenvolvimiento dinamico esta economia va depender
del desenvolvimiento de sus componentes.
Andlisis
Caso I

Un alto nivel de tecnologia (A) tal que la curva de ahorro supera a la curva depreciacion
s.A> (n+0), como se puede apreciar en el gréafico [6.33]

Grafico [6.33]: Un alto nivel de tecnologia

Fr
Curva de Ahorro: 54

k.

yf‘a::-lil

L J L

Gurva de Depreciacion:  (#+ )

=
W

Caracteristicas:

La curva de ahorro es decreciente pero asintética a SA.

La curva de ahorro supera a la curva de depreciacion S.A> (n+0).

La tasa de crecimiento por trabajador en el corto plazo es mayor que la tasa de crecimiento

por trabajador de largo plazo 7" > 5.7 > 0.
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En el largo plazo no existe un crecimiento proporcionado, sino existe un crecimiento

progresivo en donde 7, >0 entonces s.A> (n+ ), el capital por trabajador queda

indeterminado.

Este caso es similar a los modelos de crecimiento AZ.

CASO 11

Un bajo nivel de tecnologia (A), tal que la curva de ahorro se corta en un punto
s.A<(n+9) como se aprecia en el gréafico [6.34].

Grafico [6.34]: Un bajo nivel de tecnologia

A
Fr Cunva de Ahoro:
Curva de Depreciacion: (R + &)
A
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Caracteristicas
La curva de ahorro es una curva decreciente pero asintética a S.A.
En el largo plazo S.A> (n+0).

En el largo plazo existe un estado proporcionado (la curva de ahorro y la curva de

depreciacioén se intersecan) en un punto.
Si 7, >0 entonces s.A>(n+6) se determina el capital por trabajador 6ptimo k; .

Este caso se parece a los modelos Neoclasico de crecimiento.
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6.13 Contabilidad de crecimiento o fuentes de crecimiento

En esta parte estudiaremos las fuentes que ayudan al crecimiento de la economia. Ya
desde los clasicos ya habian formalizado las fuentes de crecimiento que son: La
acumulacion de capital, crecimiento de la fuerza de trabajo, crecimiento en el uso de
recursos naturales y progreso tecnoldgico.

Aporte de Solow

Solow (1957) va formalizar la contabilidad de crecimiento en su trabajo sobre cambio
tecnologico en este trabajo supone una funcion Hicks-neutra; es decir, que el cambio
tecnolégico afecta de la misma manera tanto al capital como al trabajo y la funcién agregada
de produccion.

6.13.1 Supuestos del modelo

Sea una economia capitalista.

Esta economia no tiene relacién con el exterior.

La economia es perfectamente competitiva en la que a cada factor productivo se le cancela
el equivalente de su producto marginal.

La economia produce un solo bien.

El progreso tecnolégico es neutral a lo Hicks-neutral.

Formula una funciéon de produccién dinamica.

Funcion de Produccion

El analisis comienza por presentarnos una funcién de producciéon dinamica que depende del
stock de capital agregado, de la fuerza de trabajo y de los recursos naturales.

Y, = F(K,, L, Nt)...(FPA)
Donde
Y,: Producto agregado en el instante “t”.
K,: Stock de capital agregado en el instante “t”.
L, : Fuerza de trabajo agregada en el instante “t”.

N, : Recursos naturales (RRNN) en el instante “t”.

Aplicando el diferencial total a la funcion de produccion
dY, _ dF(e) oK, N dF(o)%+ dF (o) ON, N oF (o) dt

dt oK, dt oL, dt  oN, dt ot dt

Y. = FKKt + FLLt + FNNt + Ft

Dividiendo a toda la ecuacion entre Y,

Y _FK FL_FRN _F
Y, Y, YooY

t
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Multiplicando los tres primeros términos del lado derecho de esta ecuacion por K/K, L/Ly
N/N respectivamente, se obtiene

Yt:(FKKtJKr{FLL[]LW(FNNI]N;EM(.)
Yt Yt Kt Yt Lt Yt Nt Yt

f_Hf_H
9, = &0 + &.9. + €0, + m.(ll)
Sea

m: Tasa de progreso techoldgico.

el : Elasticidad del producto respecto al factor i-ésimo capital.
g, : Elasticidad del producto respecto al factor i-ésimo capital trabajo.

gL : Elasticidad del producto respecto al factor i-ésimo de recursos naturales.
Solow asume que el mercado de bienes y el mercado de factores son de competencia
perfecta, cuya implicancia de este supuesto es:

51 = a, : Representa la participacion de los beneficios en el ingreso nacional.

& = a, : Representa la participacion de los salarios en el ingreso nacional.

gL = a, : Representa la participacion de la renta de los recursos naturales en el ingreso

nacional.

El mercado de capital esta en competencia perfecta, por eso el producto marginal de capital
es igual a la tasa de rendimiento bruto de capital.

F. =PmgK =R

=T T ek ) g R,
oK, Y, Y, Yoo,

El mercado de trabajo se encuentra en competencia perfecta, por eso el producto marginal
del trabajo es igual al salario.

F =PmgL=w

‘9{:%5 &:;:ngL5 8;:%:\&:0@
oL, v, Y, Y, Y,

El mercado de recursos naturales se encuentra en competencia perfecta, por eso el producto
marginal de los recursos naturales en igual a la tasa de la renta de los recursos
naturales.

F. =PmgN =R

5\(‘:%& |:> 5L=ngN’\lt|:> g:‘=&=aN
oN, Y, Y, Y,

Reemplazando la participacion de los factores en la ecuacion (11)
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0, =a¢.0¢ +a, .9, +ay.gy +m...(ll)

Esta ecuacion nos quiere decir que la tasa de crecimiento del producto agregado o PBI es
igual a la suma de las tasas de crecimiento de los factores ponderados respectivamente por
Su participacion en el ingreso nacional mas la tasa de progreso tecnologico.

Residuo de Solow

En consecuencia, esta tasa puede ser calculada por diferencia como se presenta en la
ecuacion (III).

m =gy _(aK'gK ta9, +aN'gN)

La ecuacion (III) nos permite estimar lo que en la literatura del crecimiento econémico se
conoce como el residuo de Solow. Que vendria hacer la diferencia entre el crecimiento del
producto agregado menos la tasa de crecimiento de los factores ponderados por su
participacion.

Donde m, representa la tasa reprogreso tecnolégico o residuo de Solow, que es hallando de
forma indirecta ya que para calcular se utiliza estadisticas de las cuentas nacionales, es una
tarea de gran envergadura tratar de estimar la tasa de crecimiento del factor tecnolégico.

6.13.2 Contabilidad de crecimiento con una funcion Cobb-Douglas

Para esto asumiremos aparte de los supuestos basicos que el progreso tecnolégico es
Harrod-neutral.

Y, = K#(BL, ) “...(FPA)
sa: O<ax<l

Donde

Y,: Producto total (PBI)
K, : Unidades de capital fisico.
L, : Unidades de trabajo.

B : Factor aumentativo de la eficiencia del trabajo.
a : Elasticidad del producto respecto al capital.
1- «: Elasticidad producto respecto a la fuerza de trabajo.
Propiedades de la funcion de produccion
F(Kt’ L[) = BlﬁaKtaL?a
Si multiplicamos a la funcién porun 4 >0
F(AK,, AL ) = (AK)* + B (AL )"
F(AK,, AL ) = A(B" KL ) = A,

La funcién presenta rendimientos constantes a escala
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Los ratios (productos marginales del capital y trabajo) son constantes y positivos.

2}2 = PmgK = aB"“K % >0
+ +
?‘:ngLza—aowﬂKfu“>o
+ +

Recordemos que 0 <« <1 entonces —a >—1...+1=1—«a >0, es un valor positivo

La derivada de los productos marginales es decreciente y negativa.

2
O _ PMIK _ (@ DB KL <0

oKZ K, i ,

+ - +
Recordemos O<a <1, entonces O<a<l...—-1=-1<a—-1<0 es una constante
negativa.

azYt — angl— — (—a)(l—a) Bl—aKaL[—(lJra) >0
oz al A ‘

-+ +
Recordemos que O <« <1, entonces O<a <l..x—-1=-1<-a<0...+1 esuna

constante positiva 0 <1—a <1.

Veremos que los limites requeridos por las condiciones de INADA se cumplen:
(1/0) =0

HmM%K:ayi};5E“=o
(1/0) = o

LimPmgK = aB"* 1_0, L =w

K—0 N
(L/0) =0
ymmmLzaﬂ@waf%%to
(1/0) = 0

' _ _ l-a a —
IELrnggL_(l a)BTK; £ 0

Aplicando logaritmo a la funcién de produccion agregada y derivado con respecto al tiempo

Ln(Y,) = aLn(K,) + 1-a)LnB, + (1 - a)LnL,

din(y,) o dLn(K,) Ll-a) dLnB, +l-a) dLnL,

dt dt dt dt
Oy = g, + (1_a)gB + (1—(1)9,_...(@')
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Donde
gg : Tasa de progreso tecnolégico debido a la eficiencia del trabajo.

a= gi = a, : Elasticidad del producto respecto al capital.

(l1-a) = ¢/ = a, : Elasticidad del producto respecto al trabajo.

Esta ecuacién nos quiere decir que el crecimiento del PBI agregado es igual a la suma del
crecimiento del capital multiplicado por su participacion en el PBI «.g,, el crecimiento
tecnologico multiplicado por su participacion en el PBI (1-«)g; y la tasa de crecimiento del
trabajo multiplicado por su participacion en el PBI (1-«)g, .

Despejando g, de la ecuacion (@)

9y — (o9 +,9,) _ residuo_de_Solow

o, a.

O =

Esta ecuacidon nos quiere decir que la tasa de progreso tecnolégico es igual a la diferencia o
residuo entre el crecimiento observado del PBI y el crecimiento ponderado de los factores
directamente observables dividido entre la elasticidad producto respecto al trabajo.

Como no interesa expresar la tasa de crecimiento del PBI por trabajador (per capita)
reemplazaremos las tasas agregadas por sus equivalentes.

Sabemos que el PBI por trabajador es igual al PBI agregado dividido por el niumero de
trabajadores.

Y,
Yi :Et Ln(yt): Ln(Yt)—Ln(L[)
dLn(y,) _ dLn(Y,) _dLn(L,)
dt dt dt
v, Yo L
yf:f_z 9,=9,-0, = g =9,+9....(IV)

Sabemos que el capital por trabajadores igual al PBI agregado dividido por el numero de
trabajadores

K = E Ln(y,) = Ln(K,) - Ln(L,)
dLn(y) _ din(K,) _dLn(L,)
dt  dt dt
v _Ke L

KoL 0,=0c=0. = =0, +d..()

Reemplazando (IV) y (V) en la ecuacion (@)
g,+0, = a(gk + gL)+(1_a)gB +(:I-_O‘)gL
g, = (- a)gs +ag,...(VI)
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La ecuacion (VI) nos quiere decir que la tasa de crecimiento del PBI por trabajador se puede
descomponer entre la contribucion del progreso tecnoldgico y la tasa de crecimiento del
capital por trabajador, de hay que ha esta descomposicién se le lama contabilidad de
crecimiento.

6.13.3 Ejercicios resueltos

Problema N°1

En el afio 2008 se sabe que un pais tiene una tasa de crecimiento del PBI per capita que es
4%, la tasa de crecimiento del capital agregado fue 2%, la tasa de crecimiento de las horas
de trabajo per cépita fue del -1% y la tasa de crecimiento de la poblacién fue 1.5%. La
participacién de capital en el PBI era de 45% ¢Cual fue la tasa de crecimiento de la
productividad agregada?

Rpt

., d
De la funcion:

dt dt dt
9, =(1-a)gg +ag, +(1-0a)g,
Datos: g, =0.04 g, =0.02 g, =-0.01 g =0.015 «a=045
Sabemos: g, =g, — g, =0.02-0.015=0.005

Ln(y,) _ (1-a) din(B) , din(k) i-a) dLn(l,)
t

g, —ag, —(l-a)g, _0.04-0.45x0.005—0.55(-0.01)
(1-a) 0.55

Og =

g, =0.0786~ 7.86%

Problema N©°2

Se sabe que un pais “Z” tiene una tasa de crecimiento del PBI 5%, la tasa de crecimiento del
capital por trabajador es 1.5% la tasa de crecimiento de las horas de trabajo fue de -1%, la
tasa de crecimiento de la poblacion per capita fue del 1% y la participacion del capital en el
PBI era del 30%. ¢,Cual fue la tasa de crecimiento de la productividad agregada?

Rpt

dt dt dt

g, = (1-a)gs +ag, +(1-a)g,
Datos: g, =005 ¢,=0.01 g, =0.015 gy =001 «=0.30
Sabemos: g, +dy = g, =0.01+0.01=0.02

De la funcion: Lngyt) _(1-a) dLn(B) iy dLn(k,) fl-a) dn(l,)

g9, -9, —(l-a)g, 0.05-0.30x0.02—0.70(-0.015)
(1-a) 0.70

Og =

g, =0.0778~ 7.78%
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Capitulo VII

Crecimiento Econdmico en la periferia

“Mirar al futuro, y yo quiero mirar al pasado sin dejar, pero sin dejar de ver el futuro”
Orwell (1984) Citado

Por: Pert 21 (www.peru2l.pe)

martes 17 de marzo de 2009, pag.: 19
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7.1 Modelo de Lewis

El economista britanico, nacido en Santa Lucia, en las Antillas, obtuvo el Premio Nobel de
Economia en 1979, compartido con Theodore W. Schultz, por su investigacion pionera en el
desarrollo econémico con atencion particular a los problemas de los paises en desarrollo.

Lewis en su trabajo “El desarrollo econémico con oferta ilimitada de factores” (1954), va
analizar el desarrollo econémico para paises subdesarrollados. En este trabajo pionero
plantea las economias duales son aguella economias que tiene dos sectores Yy estan
vinculadas entre si.

Modelo de Lewis, para incorporar la posibilidad de dualismos en la economia. Si bien no es
evidente que ello se verifique para todas las regiones del mundo, él destaca la existencia de
paises donde la poblacién es cuantiosa respecto al capital y los recursos naturales, por lo
que hay sectores en la economia (sector de subsistencia) en donde “la productividad
marginal del trabajo es despreciable, nula o negativa”

7.1.1 Supuestos del modelo

& Sea un pais subdesarrollado con economia dual.

& Esta economia tiene dos sectores:

e Sector capitalista.

¢ Sector de subsistencia.

Existe una oferta ilimitada de mano de obra.

En el sector de capitalista existe un salario de subsistencia.

En el sector de subsistencia existe un promedio menor que el salario de subsistencia.

Esta economia no tiene relacion con el exterior.

R R R &R &

La economia produce un solo bien el mismo que se consume e invierte.
Sector capitalista

Este sector utiliza capital.

Utiliza tecnologia moderna.

Contrata mano de obra asalariada.

Tiene una relacion producto capital.

Demanda de trabajo del sector capitalista esta representado por:
M = AK“(L,,)"“...(1)

Sector de subsistencia

Este sector no utiliza capital.

Utiliza tecnologia tradicional.

No utiliza mano de obra capitalista.

Usa mano de obra familiar (trabajo familiar).
Existe una relacion producto no capitalista.

Demanda de trabajo del sector de subsistencia esta representado por:
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S=wlg...(II
Donde

M : Representa al sector capitalista.

S : Representa al sector de subsistencia (no capitalista).

L, : Empleo del sector capitalista.
Ls Empleo del sector de subsistencia.

W, : Producto por trabajador en el sector de subsistencia

7.1.2 Mercado de trabajo y distribucion del ingreso

Si suponemos que el mercado de trabajo es competitivo, el salario estara establecido por lo
gue los individuos pueden ganar fuera del sector: el salario en M esta determinado por lo
que se gana en S mas un adicional para atraer individuos al sector. Asimismo, el empleo en
el sector capitalista es fijjado por las condiciones usuales de maximizacion de beneficios, de
modo que la demanda de trabajoen M es:

L, =| @-a) 2 k...
v [( )W} ()

M

wy, = f.wg...(IV)

Donde
w,, : Productividad del sector de capitalista.

K': El punto de inflexién entre una economia con excedente de trabajo y una economia
madura, en el cual todo el excedente ha sido absorbido al salario de subsistencia mas el
adiciona

Disponiendo de trabajo ilimitado y capital escaso, este Ultimo se empleara en el sector
capitalista hasta que la productividad marginal del trabajo iguale al salario. Este salario,
estara determinado por lo que pueda ganarse fuera del sector. De modo que los ingresos en
el sector de subsistencia imponen un minimo para los salarios del sector capitalista, y mas
aln, deberan ser un tanto mayor para tentar a los trabajadores a que abandonen su empleo
y se trasladen al sector capitalista.
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Grafico [7.1]: Coexistencia de los dos sectores en la economia se
caracteriza por la escasez de capital y la oferta de trabajo abundante

M
W
Demanda de trabajo del sector capitalista
B :Beneficio
Del sector capitalista E, Oferta de trabajo
W oL o
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1 1
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| |
1 | N
0 g \ iy J I -
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En el corto plazo, mientras cohabitan los dos sectores en la economia, el salario de equilibrio
w,, es independiente de K y esta determinado sin mas por el salario del sector S y el

adicional. El equilibrio de corto plazo es el segmento horizontal de la curva w como se
muestra El gréafico [7.1]. De este modo, cambios en el ratio capital-trabajo provocaran
variaciones en el empleo del sector capitalista pero no alteraran el salario real.

Cuando el sector de subsistencia desaparece (PMG s> 0), |a economia se deviene en
“madura” (una economia de un sector). La ecuacion de la curva de w se deriva ahora de la
condicion de vaciamiento del mercado y la oferta total de trabajo es igual a la demanda del

sector capitalista (L=Ly). Supliendo esta condicion en la ecuacién (III) y resolviendo para
W » obtenemos:

w, = Al-a)K*...(V)

Para una economia madura, la curva w tiene pendiente positiva igual a ¢ en el espacio
como en el modelo de Solow, siendo K el punto de inflexion entre una economia con

excedente de trabajo y una economia madura, en el cual todo el excedente ha sido
absorbido al salario de subsistencia mas el adicional, y cuyo valor puede obtenerse

resolviendo la ecuacién (III) para, K con w,, = fws y L,, =L.

f.wg A é
k :{(1—05)} ~..(VI)

Punto en el que el pleno empleo coincide con el producto medio del trabajo en el sector de
subsistencia.

En el largo plazo, Lewis adopta el punto de vista clasico en el que el ahorro de los
trabajadores es despreciable, siendo los capitalistas los Unicos que contribuyen al ahorro
nacional, y por simplicidad, supone que ahorran sus beneficios completamente. Como en
todo modelo Clasico no se distingue entre ahorro e inversion. De modo que el beneficio en el
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periodo n determina el stock de capital en el periodo n + 1. La tasa de acumulacion del
capital es entonces

I—:Sﬂ.r—cS
K

Donde
S, : Es la tasa de ahorro.

I : Representa el beneficio.
O : Es la tasa de depreciacion.

Si obviamos el progreso técnico, la tasa de crecimiento de la economia es igual a la tasa de
crecimiento de la fuerza de trabajo (n), y la condicion de steady state serd S_.r—6 =n.

La tasa de beneficio como funcién del salario se expresa de la siguiente manera:

l-a

r:aA;[(l_a)}a...(\/lll)
W

Sustituyendo esta ecuacion de beneficio-salario en la condicion de steady state, y
resolviendo para Ww,, , obtenemos el salario real requerido para satisfacer la condicion de

equilibrio (w,, ")

1 L
M —| asS l-a
Wy, = ([L-a)Ate] =2 | (IX)
n+o
Que al igual que en el modelo de Solow, es un segmento horizontal en el espacio como se

aprecia en el grafico [7.1].

Recapitulando, el modelo indica que dada una oferta ilimitada de trabajo (producto del
desempleo encubierto existente en el sector de subsistencia), un salario real constante y si
los beneficios del sector capitalista se reinvierten, aumentando la capacidad productiva; el
excedente capitalista, y por ende la formacién de capital, aumentaran en relacién con la
renta nacional. Asimismo, al tiempo que el stock de capital se acrecienta, aumenta el
beneficio y, mientras el salario se mantenga constante, el crecimiento se prolonga hasta que
el sector industrial absorbe al de subsistencia.

7.1.3 Acumulacion de capital

Nos dice que va darse un incremento del capital afios tras afio (compra de equipos,
remodelacién de la planta, construccidén de plantas industriales, etc.) aumenta el producto de
la economia y esto hacer que se expanda la demanda de trabajo. Esta expansién hace que
el sector capitalista absorba al sector no capitalista como se aprecia en el grafico [7.2],

i DS D& DS
donde la demanda de trabajo se expande de “c(), Yc@ hasta “c(2).

Donde

DcL : Demanda de trabajo del sector capitalista.
Ly : Empleo del sector capitalista.

L Empleo total.
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Como él expresara, el proceso de traslado de mano de obra hace que, a priori, las empresas
se respalden en la existencia de mano de obra barata para aumentar su produccion y la
acumulacion de capital. En este trabajo se plante6 un modelo formal, concediendo a los
capitalistas una racionalidad limitada. Se supuso que los empresarios del sector moderno
resolverian sus decisiones de produccion (e inversion) conforme a sus expectativas, las que
estribarian en la proporcion de ganancia derivada y otras sefiales en la economia.

Grafico [7.2]: Acumulacion de capital de capital
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7.1.4 Concepto de desarrollo

Para Lewis considera el desarrollo econémico, como un proceso de desarrollo capitalista,
nos dice que esto se consigue desarrollando todas las medidas para que se expanda el
sector capitalista y se absorba al sector no capitalista y un ejemplo de estos es: Alemania,
Japoén Inglaterra, etc. En el grafico [7.3] y [7.4] se puede apreciar la concepcion del
desarrollo que menciona Lewis al comparar un pais subdesarrollado y un pais desarrollado

Grafico [7.3]: Un pais subdesarrollado
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Podemos apreciar que en el grafico [7.3] una mano de obra ilimitada (oferta de trabajo
ilimitada) a un mismo salario, que es el salario de subsistencia. En comparacién con el
grafico [7.4] donde se aprecia una oferta de trabajo decreciente y que no existe un salario
Unico, sino que este se va ajustando con la oferta y demanda de trabajo del pais capitalista.

Grafico [7.4]: Un pais desarrollado
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7.1.5 Critica del modelo

El modelo de Lewis ha estado sujeto a criticas desde diversas perspectivas. Entre ellas
hallamos el bien conocido modelo de Harris-Todaro (1970) que supone una economia dual
similar a la de Lewis, pero donde la decision del trabajador de localizarse en el sector urbano
o el rural esta explicitamente fundada en la maximizacién de las ganancias esperadas. El
modelo de Harris y Todaro podria ensimismarse con una transformacion de corto plazo del
proceso de Lewis; que hecha luces en el funcionamiento de los mercados de trabajo,
migracién, y las consecuencias de las politicas de empleo urbanas. Sin embargo, aqui nos
planteamos otro tipo de interrogante, a saber: ¢Si se concede a los capitalistas una
racionalidad limitada, el proceso de Lewis podria estancarse antes de lograr su objetivo?

El espiritu del modelo de Lewis es clasico por naturaleza, aunque es bastante evidente que
en su ensayo estaba muy comprometido con las motivaciones de los agentes individuales. A
este respecto, por consiguiente, él estaba neoclasicamente inclinado®. Con referencia a los
capitalistas, supone que aumentan al maximo sus ganancias. Pero mientras que el objetivo
de maximizacion de ganancias esta felizmente definido en un contexto estatico, puede ser
bastante ambiguo en un modelo dinamico como éste. Queda claro entonces que, segun el
supuesto que Lewis hace, en cada periodo de tiempo el capitalista elige su consumo de
trabajo de modo tal, que el producto marginal del trabajo iguale al salario. Francamente, este
supuesto no nos dice cuanto invierte el capitalista porque ésta es una decision intertemporal.
Esto es, en lugar de suponer solo una funcién objetivo para el capitalista y derivar diversas
reglas de comportamiento de ella, Lewis comienza suponiendo dos reglas del
comportamiento. Esto en si mismo no es inaceptable, pero es importante verificar las
implicancias de tales supuestos.

La conclusion general de este analisis, revelaria que, empezando con una economia dual
primitiva, es plausible que las fuerzas sobre las que Lewis escribié estén presentes y
muevan la economia en la direccion que sugiridé. Aungque tampoco es tan inexorable que el
proceso traslade a una economia atrasada a un estado "desarrollado”. Es probable también,
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que el propio proceso genere fuerzas que lleven al estancamiento antes de que semejante
estado feliz surja. La experiencia de paises subdesarrollados no parece contradecir esta
perspectiva.>®

7.2 Modelo de Solow con economia abierta

En este modelo se va ser un extension del modelo va revidado en Capitulo IT (2.5 y 2.6)
de este libro. En este parte consideraremos que la economia tiene relaciéon con el
exterior (economia abierta).

7.2.1 Supuestos del modelo

A los supuestos basicos del modelo de Solow se agregan los siguientes supuestos

particulares:

Sea una economia capitalista que tiene relacién con el exterior.

Sea una economia pequenia.

El comercio exterior es solo de bienes.

La importaciébn es una proporcion del producto agregado dado el producto margina a
importar (Pmg(M)).

Las exportaciones son dadas.

Siendo el sistema cambiario fijo.

Sea el tipo de cambio la unidad.

Sea la funcion de produccion Cobb-Douglas.

Como hemos venido desarrollando a lo largo de este texto halaremos la funcién de
produccioén intensiva. Dividiendo la funcién de produccion que esta sujeta a , entre el nimero
de trabajadores, tenemos:

Yo pKeu

= = Ak“...(FPI
L e g (FP1)

Recordemos que la inversidon por trabajador que ya ha sido demostrada en péaginas
anteriores de este texto en igual a:

b

I °
— =kt o)k,
L +(n+0)

Ecuacion Fundamental

De la condicibn macroeconémica

S+M=1°+X
sY, +mY, =1"+X
Donde
7 - Razon de las exportaciones dado el PBI

5 Este fragmento sea extraido del articulo Martin Schrod (2005) “El modelo de Lewis: Dualismos y
endeudamiento a la luz del analisis no lineal”. Pag.: 7-10
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X =

<>

Yt:>)T=;7.Yt:>;7:§
Yt

sY,+mY, =1°+ 7Y, > osY,+mY,—zY, =1°

(s+m-z), =1°

Dividiendo la ecuacién anterior entre el numero de trabajadores de la economia

(s+m—;(.)E=|Lt: N (s+m—,?.)yt:I2t+(n+5)kt...(t//)

Resolviendo para k: de la ecuacién (y )

k= (s+m-z)y,—(n+3)k,

ke = (s+m—7.)Ak* —(n+ 5k, , la ecuacién de Solow — Swan con economia abierta

7.2.2 Estado de crecimiento proporcionado

En el estado de crecimiento proporcionado K: es nula esto implica que se determina el
capital por trabajador.

Si ki =0 entonces (s +m —Z.)Akt‘” = (n+0)k,, se determina el capital por trabajador éptimo
de esta economia.

1
(s+m-7)A Kk k*:((“m—Z)A]W
n+o k® t n+o

Reemplazando el capital 6ptimo en la funcién de produccidn intensiva se determina la
produccién por trabajador de la economia

1 a a
(3+m—){)}1—“ . (s+m—;()Aj1a
Y\ ALY PN N _ A Brm=xA
Y ( n+d Y n+o

En el gréafico [7.5] se puede apreciar la forma del la curva de ahorro por trabajador y de la
curva ampliada bruta por trabajado, como los nueva variable.
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Grafico [7.5]: Funcion de produccion en una economia abierta

M

Py B, (n+dk,
) S — o4
Vs : (5+m— :f:'.}?:r
n+ 4 i
0 kok

¥

Version de Barro

Para hallar la version de Barro solo vasta dividir a la ecuacion fundamental entre el capital
por trabajador.

.
a

ﬁ:(s+m—;7.)A|i—(n+§)
kt kl

En el estado de crecimiento proporcionado y, es nula.

Si 7, =0 entonces la curva de ahorro se intercepta con la curva de depreciacion y

determina el capital por trabajador de la economia como se puede apreciar en el grafico
[7.6].

7 :(s+m—;(.)Al§—(n+5)

Grafico [7.4]: Determinacion del capital por trabajador

Ve Curva de Ahorro

Curva de Depreciacion: [+ 8)

]

W
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7.3 Modelo de crecimiento con factor tierra

Este modelo ya era planteado de la época de Malthus en su libro sobre la poblaciéon donde
plantea las hipétesis que hoy son llamadas “Hipotesis de Malthus”, en ella nos dice que la
poblacién crece en forma geométrica, mientras los alimentos lo hacen en forma aritmética.

La implicancia de esta hipétesis es que al crecer la poblacion en forma geométrica esto
generara una escasez de alimento aumentando la brecha entre el crecimiento de la
poblacion y la produccion de alimentos, por ende se ocasionara en el mundo hambruna,
aumento de la pobreza, guerras por los alimentos, etc.

Pero en la revolucion industrial se demostré que esta hipétesis no era valida, por que la
produccién supero los rendimientos decrecientes.

Para comenzar a desarrollar el modelo mencionaremos que es una extensién de modelo de
Solow ya estudiado en paginas anteriores de este libro, solo al modelo mencionado se le
afiade implicitamente el factor tierra.

7.3.1 Supuestos del modelo

A los supuestos basicos del modelo de Solow se le afiaden los siguientes supuestos
particulares:

Existe una funcion de produccion que coincide con el factor tierra.
La tierra es de oferta fija.

Funcion de produccion agregada

Se plantea la siguiente funcion:

Y, = BKT L5 ...(FPA)

{0<a<1
sa:

0<p<l1

Donde
T : Stock de tierra agregado fijo.

K,: Stock de capital agregado.
L, : Fuerza de trabajo agregada.

.. Produccion agregada.

a : Elasticidad producto respecto al capital.

L : Elasticidad del producto respecto a la tierra.
B, : Indice del nivel de tecnologia.
Lt
By = Bye"

Con las propiedades

Si t=0 entonces B,_, =1

Si t>1 entonces B, >1 = By >0
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Propiedades de la funcion de produccion

F(K, T L)=BKT L
Si multiplicamos a la funcién porun 4 >0

F(AK,, AT, AL ) = B(AK,)*(AT)? (AL *
F(AK, AT, AL ) = A(BKSTAL*7) = aY,
La funcion presenta rendimientos de escala constante

Los productos marginales del capital y trabajo son positivos.

% =PmgK = OtBKtaflTﬁLfafﬂ >0
oK, S

+ +
% =PmgT = ﬂBK“Tﬁ_lLi_a_ﬁ >0
oT ‘—v—}%r—/

+ +

th =PmgL = (1-a - B)BK/T”LL“*? >0
H_H_J
+ +

Sabemos que 0 <a <1A0< f <1, si sumamos estas dos desigualdades obtenemos
O<a+pf<2.x-1 = 0>—(a+p)>-2...+41 = 1>1-(a+p)>-1, para
nuestros fines tomaremos los valores positivos de esta desigualdad.

La derivada de los productos marginales on crecientes y negativos

2
O, _ PMIK _ o (a—1)BK 2T AL+ < 0

oKZ oK, A ,

+ - +
Recordemos O<a <1, entonces O<a<l...—-1=-1<a—-1<0 es una constante
negativa.
0%, _oPmgT

— —l BKLZT,B72 l-a-p < O
2= gp - BB-DBKITTEL
+ - +
Recordemos 0< <1, entonces 0< f<1...-1=-1< -1<0 es una constante

negativa.

2
CHE T G

+ +
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Veremos que los limites requeridos por las condiciones de INADA se cumplen:

(1/0) =0
LimPmgK = a%.Tﬂ L“”=0
—0o0 :
(1/0) = 0
kgrg PmgK = a%.xy L = oo
Q/0) =0
. _ a l-a-p __
PI(_LrQngT _,B.BK/%Z[;Lt =0
(1/0) = o0
LimPmgK = oBK{ /- L " =w
(L/0) =0
LimPmgL = (1~ —ﬂ)BKf‘T%: 0
(1/0) = ©

LimPmgL = (L~ —,B)BK{"T%: 0

Vemos que cumple las condiciones de INADA
Ahora dividiremos la funcién de produccion entre Y,”

Y g K

AL

t
K(l
Yl—a =B M prl-a-p
e o
1
K a L l-a
Yt—[B{Y:J T/L ﬂ]

T B Lt—a—ﬁ

1K Yoa B o
Yt :Btl—a 7: Tl—aLll—a

Gk Yea By S
Y= B Ut TR L)
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7.3.2 Determinacion de la tasa de crecimiento

Para determinar la tasa de crecimiento de la economia, aplicaremos logaritmo natural a la
ecuacion (I).

Ln(Y,) = (l_lajl_n(st) +(1_“aj|_n($t]+(l_ﬂajl_n(r) +(1—1_ﬂa]|_n(|_[)

Tomando la derivada temporal a la ecuacion anterior, nos ayuda a obtener la tasa de
crecimiento de la economia.

dLn(Yt)_( 1 jdLn(Bt)Jr( a jdLn(Kt/Yt)Jr( B jdLn(I’)+(1_ﬂjdLn(Lt)
d  1-a) dt 1-a dt 1-a) dt l1-a) dt

(1 o B B
Oy = (1_0{)95 +(1_ajg(xm +(1_ang +(1_1—05ng’”(“)

Mot JENCKYD) _ (KUY = (YU Y)(K,/Y,)

dt K. 7Y,
dLn(K, /Y)  KdY,
( t t) _ It t_(Yt/Yt)
dt K. 7Y,
dLn(K. /Y,
(dttt): O« =0y = g(K/Y)

Puesto que se asume que la tierra es de oferta fija entonces g, = 0. Asi mismo sabemos
que la relacion capital-producto K/Y =v, es una relacién constante entonces J vy =0.
Reemplazando estos dos supuestos en la ecuacion (II) obtenemos:

(1 _ B
gy _(l_ang+(l 1_OJQL...(III)

Asumiendo que la tasa de crecimiento poblacional esta representado por n, entonces

gL = gpoblacional =n.
Reemplazando en la ecuacion (III), tenemos:

(1 _B
gy _(1_0[ng+(1 1—0:)”"'('\/)

gg = M, : Tasa de progreso tecnologico debido a la eficiencia del trabajo.

Donde

La ecuacién (IV) nos quiere decir, que en una economia capitalista en la cual se esta
considerando la tierra como un factor fijo, la tasa de crecimiento del producto (PBI) en el
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largo plazo dependera de la tasa de progreso Tecnologico (g, ) y de la tas de crecimiento de
la poblacién (n).

Para hallar la tasa de crecimiento por trabajador que es lo que nos importa, pasaremos a
reemplazar la tasa de crecimiento del producto por su equivalente en términos per capita

_ Y _ din(y) _din(Y) _din(L,)

YL dt dt dt

gy:gY_n = gY:gy+n"'(\/)

Reemplazando la ecuacion (V) en la ecuacion (IV)

g,+n= (1_10!)95 +(1—1_ﬁajn

(L) [ £
AR A

La ecuacion (VI) nos quiere decir que la tasa de crecimiento del producto por trabajado
depende directamente de la tasa de progreso tecnoldgico e inversamente de la tasa de
crecimiento poblacional.

7.3.3 Tipologia

En este caso se abstrae el progreso tecnoldgico de la ecuacién (VI), quedando:

_ (B
% = (1—«1)”

Lo que nos da el caso de Malthus, por que no considera el progreso tecnoldgico, esto implica
que en esta economia la tasa de crecimiento del producto por trabajador va ser negativo por
gue no considera la tasa de progreso tecnoldgico y esto lleva a la llamada ‘profecia de
Malthus”.
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este texto. Donde trataremos de repasar manera simplificada el célculo elemental y de

En esta parte revisaremos las herramientas matematicas, que se utiliza a lo largo de
las matematicas usadas que es de uso comun en los modelos de crecimiento

A.l Derivadasy

Sea y= f(x) una funcién continua en el intervalo <a,b> y x, e€<ab>, cociente
incremental cuando AX -0 ( X € Dom f)

i £ 06+ = £06)
Ax—0 AX

X € Dom f

X =AX+ X, AAX = X — X,

La interpretacion de la derivada, nos quiere decir que f'(x,) representa la pendiente de la
recta tangente a la funcién f(x) es el punto X,

Un ejemplo de la definicién de la derivada es f (k) = 25k, entonces la derivada de la funcién
con respecto a k es df /dk =25, esto quiere decir que un cambio pequefio del stock de
capital, f'(k) cambia por 25 veces la cantidad.

Notacion de derivadas
f’(X) : Notacién de Lagrange.
Df (x) : Notacion de Cauchy.

d ., o
—y: Notacion de Leibnitz.

dx

Primera Derivada

Esta derivada representa la pendiente de una recta tangente a una curva en un punto.

M
¥ ¥ A ¥ A
/ 53 £
Flx)
Noxo x ° x
La funcidn es creciente Existe maximo o minimo  La funcion es creciente

Si f'(x) > 0 entonces la funcién es creciente.
Si f'(x) =0 entonces existe un punto maximo o minimo.

Si f'(x) <0 entonces la funcién es decreciente.
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Segunda Derivada

Esta derivada se utiliza para saber si existen maximos, minimos o y puntos de inflexion.

Yo ¥ A ¥ A
Fx) f(x) ey
1
1
1
1
i
i
o ! 'x 'x
el " —= =
x " "
Frx=0 Jix) =1 Jix) <0
Es una funcidn concava Existe un punto de inflexidn La fucnidn es concava

Si f"(x) >0 entonces existe un punto minimo.
Si f"(x) =0 entonces la funcién tiene un punto de inflexion.
Si f"(x) <0 entonces existe un maximo.
La regla mas conocida y aplicada es la regla de la cadena, donde G(X) es una funcién

continua donde x € Dom f.

dG"(x) 1 )
L Wit

A.1.1 Reglay de derivaciow

Mostraremos las derivadas mas utilizadas a lo largo de este texto que han sido aplicados a

los modelos.
dCEC) =0 (derivada de una constante) C:. es una constante
X
dinf(x) _ 1 .f'(x) (derivada de una funcién logaritmica)
dx f(x)
f(x)
dil =e'™ f'(x) (derivada de una funcién potencial )
X
d[f(xzji-g(x)] = f'(x) £ g'(x) (derivada de una sumay resta de funciones )
X
dgd)EX) =ng" " (x).g'(x) (derivada de la cadena)
df (x) = d [h(x)/g(x)] = (909 - gz(x)h(x) (derivada de una division de funciones )
dx dx [9(x)]
areo _ h(x) dg(x) +9(x) dn(x) (derivada de un producto de funciones)
dx dx dx
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Donde f(x) =h(x).g(x)

d—y d—y d— (derivada de la funcion de una funcién)
dx du dx

Donde y =u(x), siendo u = g(x)
Aplicaciones de las reglas de derivacion

df() _d(25) _
dx dx
d(Lnk) 1

dk  k
df (k) d(e®®)
dk

Si f(.) =25 entonces

Si f (k) = Ln(k) entonces

Si (k) =e"** entonces = 0.25e*%

Si f(k) =28k £9 entonces dfk(k) =28

Si f (k) =5k** entonces d]:j(kk) =0.1k°®

. h(k)
f(k) =
STHO= 060

h(k) = 2k A g(k) = 5k°

Ld2K) . d(K)
afk) K g K g 10k°-30k* 4

dk (5k°)? 25 5k
Si f (k) =g(k).h(k) dado que g(x)=25k* A h(k) = 4k®

2 3
df (k) _ 43 d(25k )+25k2 d(4k?)
dk dk dk
d':j(kk) = 4k® 50k + 25k2.12k? = 500k*

Derivadas parciales
Sea f en dos o mas variables tenemos que f es una funcién en tres variables
z="1(k,l1).

of : La derivada parcial de f respectoa k.

ok
of
ol

or
ot

: La derivada parcial de f respectoa |.

: La derivada parcial f respectoa t.
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Para las derivadas parciales de asume que la derivada de la funcién respecto a las demas
variables son fijas o constantes y solo es variables la variable en estudio.

Aplicacion: F(K,L) = 25K %17

oF oF
Hallar — A —
oK oL
oF 1 oF 1 o
K 6.25 o7 L7 K 1875 5z KO

A.1.2 Tasav de crecimiento-

En la literatura de crecimiento es muy utilizada esta tasa, para expresar el cambio
porcentual.

En este texto para simplificaciones matematicas consideraremos a la tasa de crecimiento
como la derivada dK/dt entre su valor inicial K, y no usaremos la expresion de cambio
porcentual.

Kt B th1
Kt

i : , dz -
Donde usaremos la representacion de z, para referirnos a pra lo que dividiendo entre z

z -
nos da — = y, que representa a la tasa de crecimiento de z.
Z

Ejemplo su pongamos que L/L =0.02, esta expresién nos quiere decir que la fuerza laboral
esta creciendo al 2% en este pais anualmente.

A.1.3 Tasa de crecimiento- naturals

Es muy usada para hallar la tasa de crecimiento, generalmente cuando tenemos una
expresion como se muestra a continuacion.

Si Y = KL entonces aplicando logaritmo natural a la expresiéon Ln(Y) = Ln(K) + Ln(L).

Si Y = K” aplicando logaritmo natural a la expresién Ln(Y) = aln(K).

Como vemos aplicando logaritmo natural a la expresion de un producto, una suma o division
nos ayuda a obtener la tasa de crecimiento de la variable a analizar en forma sencilla.
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A.2  Optimigaciénw Dindmicoi Teoriow de control dptimo-

La optimizaciéon dinamica tiene sus origenes en el célculo de variacion, la teoria clasica de
control y la programacion lineal y no lineal (Bryson (1999)).

El célculo de variacion surgi6 en el siglo XVIIl y recibié en los tratados de Euler (1707-1783)
y de Lagrange (1736-1813).

En 1755 Lagrange comunico a Euler el método general analitico, creado por él, en el que
introdujo la variable de una funcién y donde extiende a las variaciones de la regla de célculo
diferencial (Cerda, Emilio (2001) “Optimizacion Dinamica” pag.:7, editorial: Pearson
Educacion, S.A. Madrid)

En economia los métodos dinamicos se comenzaron a utilizar en los afios cincuenta y
sesenta del siglo XX con Hotelling y Ramsey.

Hay que mencionar que existen dos métodos para solucionar problemas dinamicos. El
primero fue desarrollado por Richard Bellman (1957), y es muy usado en la solucién de
problemas estocasticos. El segundo se debe al matemético ruso L.Pontryagin (1962) que se
basa en el método del hamiltoniano y este método es el que se a usado para solucionar los
problemas a lo largo de este texto y que pasaremos a explicar.

Supongamos que un agente econdémico tiene que escoger o controlar un conjunto de
variables en un tiempo, llamadas variables de control. Para esto el agente quiere maximizar
una funcion objetivo sujeta a una serie de restricciones dindmicas que describen la evolucion
del estado de la economia, que esta representado por variables de estado.

]
Max J(0) = j U (c,,k,, tdt
0

sa: |2t = g(k,,c,,t)
k, Esta dado

ke >0

Donde

J(0): Valor de la funcién objetivo en el instante inicial.

rr: Tasa de descuento que se aplica en el Gltimo momento.
T : Momento final.

k. : Variable de estado.

c,: Variable de control.

Identificar las variables de control y estado, como sabemos las variables de control son las
que no aparecen con el puntito, al contrario de las variables de estado que aparecen con
un puntito encima de la variable.

Plantear el hamiltoniano, donde es la suma de la funcion objetivo instantanea mas un precio
implicito o multiplicador de Lagrange multiplicado por la restriccion que no tiene el
puntito.

H (k.. c.. 4. 1) =U (k¢ A4) + A.9(k;.C.t)
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Tomando la derivada con respecto a la variable de estado e igualando al negativo del
multiplicador con respecto al tiempo.

oH ouU og 1
_ = — 1

=+ A.
ok, ok tok,

Se multiplica a la variable de estado por el precio implicito en el momento terminal y se
iguala a cero, a esta condicién se llama la condicién de transversalidad.

Ak =0
Si el horizonte temporal fuese infinito la condicién sera:
LimAk, =0

t—owo
En el caso que la funcion objetivo no tenga tasa de descuento la condicién sera:
LimH, =0

tow

A.3  Caso-de muldtiples vawiables

Es el caso mas general donde existen multiple variables de control y multiples variables de
estado representados por la generalizacion del control éptimo.

Suponga un modelo con muchas variables, supongamos n variables de control C;,C,,...C,

y variables de estado k;,K,,...K .

]
MaxX 3 (0) = [U (Cys Gy -G Ky KooKy )l
0

Kit = g(Cys Copy v Cris Ky Koo K )

sa: JKat =0(Cu Corn CoirKy, Kapon Ky

Kpt = 9(CysCopr- - Copr Ky Koo Kiy)

0<t<T
Kyo:Kygs- -, Ky EStan dadas
k e >0
La solucién de este problema con una variable de control y de estado.

Identificar las variables de control y de estado.

Las variables de estado son las que aparecen con el puntito encima de la variable en la [s.a],
las variables de control son las que no aparecen con el puntito.

Se plantea la funcion Hamiltoniano como la suma de la funcion objetivo instantanea mas un
multiplicado de Lagrange por cada restriccion multiplicado por la ecuacion que no
aparece en el puntito.
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p
H EU(Clt’CZt""Cnt’klt'th""kpt)+zﬂ’|'gi()
i=1

Se deriva el hamiltoniano con respecto a cada una de las variables de control y se iguala a
cero.

oH _
oc j

0 j

I
P~
>

Se deriva el hamiltoniano con respecto a cada una de las variables de estado y se iguala al
negativo de la derivada del multiplicado.

CALIN R )
ok, ‘ P

Se multiplica las variables de estado en el momento terminal, por su multiplicador con el
mismo momento y se iguala acero, a esta condicion se llama la condicion de
transversalidad.

Airkir =0 i=1p

Si el horizonte es infinito la condicién de transversalidad esta dada por:

Limik, =0 i=1p

t—>w
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Arrow Kenneth

(Nueva York, 1921) Economista estadounidense, premio
Nobel de Economia en 1972, junto con el britanico Sir John
R. Hicks, por sus teorias sobre el equilibrio general
econémico y el bienestar. Inici6 sus estudios en el City
College de Nueva York, donde obtuvo en 1940 el grado de
bachiller en Ciencias Sociales y, a continuacion, ingreso en la
Universidad de Columbia para estudiar Ciencias Econdmicas.
Durante la Segunda Guerra Mundial sirvié en el ejército como
capitan de las fuerzas aéreas en una unidad de Meteorologia.

En 1946 reanudd sus estudios universitarios en Columbia,
completados después en la Universidad de Chicago (1948-
1949), donde fue contratado como profesor ayudante de Economia. En su nuevo destino
formo parte de la comisién Cowles para la investigacion econémica, un equipo de jévenes
economistas dirigido por Tjalling C. Koopmans, pionero de la Econometria y que influyo
decisivamente en Arrow.

Kenneth Arrow fue una de las méas destacadas figuras de la nueva linea de economistas que
fundamentaban sus trabajos en profundos conocimientos estadisticos. En 1951 publicé su
obra méas importante, Eleccion social y valores individuales, en la que expuso su "teorema de
la imposibilidad", segun el cual resulta inviable elaborar una funciéon de bienestar social a
partir de funciones de bienestar individual sin infringir ciertas condiciones minimas de
racionalidad y equidad; por esta obra se reconoce a Kenneth Arrow como el fundador de la
moderna teoria econdmica de la eleccion social

Entre 1949 y 1968 trabajo en la Universidad de Stanford, primero como profesor ayudante vy,
mas tarde, como jefe del Departamento de Economia y Estadistica; también fue miembro del
equipo de Investigaciones en Ciencias Sociales (1952) y del Instituto de Estudios Avanzados
para Ciencias del Comportamiento (1956-1957). En 1962 formé parte del Consejo de
Economia del gobierno y un afio después fue nombrado miembro del Churchill College de
Cambridge. Entre 1968 y 1979 trabajé en la Universidad de Harvard (en la que introdujo sus
nuevos métodos para elaborar teoria econémica) y en 1979 regres6 a Stanford.

Pertenecié a diversas instituciones y asociaciones profesionales, entre ellas la Sociedad
Econométrica, que presidié en 1956; la Academia Nacional de las Ciencias; la Asociacion
Americana de Economia, que en 1957 le premié con la Medalla John Bates Clark; la
Academia Americana de las Artes y las Ciencias; la Sociedad Filoséfica Americana; y la
Asociacion Americana de Estadistica.

Otras obras suyas son Essays in the Theory of Risk Bearing (1971); General competitive
analysis (1971); The Limits of Organization (1974); General equilibrium (1983); Social Choice
and Justice (1983); The economics of information (1984); Individual choice under certainty
and uncertaint (1984); Social choice and multicriterion decision-making (1986); y Lecturas de
teoria politica positiva (1991).

Extraido de: http://www.biografiasyvidas.com/biografia/a/arrow.htm

260


http://www.biografiasyvidas.com/biografia/a/arrow.htm

Cesar H. Antunez Irgoin| Crecimiento Econémico. Ejercicios de Crecimiento Econémico

Domar David

(Joshua Domashevitsky; Lédz, 1914 - Concord, 1997) Economista
estadounidense de origen polaco. Representante de la escuela
keynesiana, fue responsable del célebre modelo Harrod-Domar de
crecimiento econdémico, asi como de diversos trabajos en historia

econdmica.

Pasé su juventud en Manchuria y China, hasta que en 1936 emigro a

los Estados Unidos. Ingres6 en la Universidad de Berkeley
(California), donde se licencio en 1939, y posteriormente pasé a la Universidad de Michigan
en la que obtuvo el doctorado en Estadistica Matematica en 1941. En 1943 se licencié en
Ciencias Econdmicas por la Universidad de Harvard, materia en la que se doctoré en 1947
en ese mismo centro. Entre 1943 y 1946 fue asesor econémico del Consejo de
Gobernadores de la Reserva Federal, y al afio siguiente profesor ayudante de Economia en

el Instituto Carnegie de Tecnologia.

En 1946 contrajo matrimonio con Carola Rosenthal, con quien tuvo dos hijos. Sus primeros
trabajos trataron acerca del déficit publico y su influencia sobre el crecimiento econémico, asi
como en las cuestiones del pleno empleo y la acumulacién de capital. En 1946 desarroll6,
paralelamente a Roy F. Harrod, un modelo de crecimiento basado en las tesis keynesianas

sobre el papel ejercido por la demanda.

En 1958 fue nombrado profesor de Economia en el Instituto de Tecnologia de
Massachusetts, centro en donde permanecié hasta su jubilacion en 1984. Fue asesor
economico de varios organismos. Sus obras mas destacadas fueron Expansion y Empleo
(1947), Acumulaciéon de Capital y Fin de la Prosperidad (1949), Ensayos sobre Teoria del
Crecimiento Econdmico y Capitalismo (1957), La Granja Colectiva Soviética como productor
Cooperativo (1966), Las causas de la Esclavitud: una hipotesis (1970) y Capitalismo,

socialismo y Servidumbre (1989).
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Harrod Roy.F

Roy Harrod es un economista de Oxford, contemporaneo, amigoy
seguidor de J.M.Keynes. En todos sus trabajos subyace una vision
dindmica de la economia, mas sofisticada y realista, por tanto, que la
vision estética de la mayoria de los tedricos.

Harrod fue el primero en proponer un gran numero de ideas béasicas
de la teoria econdmica aunque no fue reconocido como tal en su
tiempo. Propuso, en 1931, la forma de la curva de costes medios a
largo plazo como una envolvente de las curvas a corto plazo, una
idea pionera también fue descubierta independientemente por Jacob
Viner. Establecido las bases del andlisis de la teoria de la
competencia imperfecta que mas adelante desarrollé6 Joan Robinson. Disefié el modelo del
multiplicador-acelerador en 1936, posteriormente formalizados por Samuelson y Hicks.
Formulé el modelo I1S-LM en 1937. En 1939 publica un analisis del comportamiento
empresarial en el que propone un modelo evolutivo de seleccion natural de los
comportamientos de maximizacion de beneficios, idea que seria recogida y desarrollada por
Armen A. Alchian en los afios 50. Su contribucién mas popular es el modelo de crecimiento
llamado de Harrod-Domar, propuesto inicialmente por él en 1939 y desarrollado
posteriormente por Evsey Domar, que sent6 las bases de la teoria del crecimiento
econdémico de la postguerra.

Obras de Roy F. Harrod
"Notes on Supply", 1930, EJ.
"The Law of Decreasing Costs", 1931, EJ.
International Economics, 1933.
"Doctrines of Imperfect Competition", 1934, QJE.
"The Equilibrium of Duopoly”, 1934, EJ.
"The Expansion of Credit in an Advancing Economy", 1934, Economica
The Trade Cycle: an essay, 1936.
"Mr. Keynes and Traditional Theory", 1937, Econometrica.
"Price and Cost in Entrepreneurs' Policy", 1939, Oxford EP.
"Essay in Dynamic Theory", 1939, EJ
A Page of British Folly, 194?
Towards a Dynamic Economics, 1948.
The Life of John Maynard Keynes, 1951.
Economic Essays, 1952.

Foundations of Inductive Logic, 1956.
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"Professor Fellner on Growth and Unemployment", 1957, Kyklos

"Factor Price Relations Under Free Trade", 1958, EJ.

"Domar and Dynamic Economics", 1959, EJ

"Second Essay on Dynamic Theory", 1960, EJ.

"Themes in Dynamic Theory", 1963, EJ.

The British Economy, 1963.

"Retrospect on Keynes", 1963, in Lekachman, editor, Keynes's General Theory.
Reforming the World's Money, 1965.

Dollar-Sterling Collaboration, 1968.

Money, 1969.

Economic Dynamics, 1975.
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Hicks John

Hijo de un periodista del diario local del pueblo, John Hicks
nacié en Warwick, Inglaterra en 1904. En el colegio mostro un
gran interés por las matematicas, la literatura y la historia. Solo
con el tiempo iria haciendo patente su aficion a la economia.
Luego de graduarse en la Universidad de Oxford, ejercié6 como
profesor en la London School of Economics (1926 -1935) y en
las universidades de Cambridge (1935-1938), Manchester
(1938-1946) vy, finalmente, en Oxford, donde estuvo desde
1946 hasta su retiro de la actividad académica.

‘ En un principio, Hicks se dedico a trabajos descriptivos de las
‘ relaciones industriales, pero gradualmente se movi6 hacia una
- perspectiva mas analitica.

A fines de la década del 30, publico sus obras méas populares e importantes. Por una parte,
Valor y capital, donde llevo a cabo una destacada labor de unificacion entre las teorias del
ciclo econémico y del equilibrio general, y quizds su aporte mas popular - un articulo
publicado en la revista Econometrica: "Mr. Keynes y los clasicos" (1937). En este articulo,
Hicks realizo un esfuerzo de conciliacion del pensamiento de Keynes, cuya obra fundamental
recién se habia publicado -generando gran expectacion, con la economia neoclasica, que
estaba siendo severamente cuestionada tras la crisis economica de los afios 30. De la
conciliacion de ambos mundos resulto la teoria "Hicks -Hansen" o, como posteriormente
seria conocida, el "modelo IS-LM".

En 1939 publico su obra mas importante, Valor y capital, donde llevo a cabo una destacada
labor de unificacion entre las teorias del ciclo econémico y d el equilibrio general. En el
ambito de la teoria de la distribucion, demostro que el factor de produccion de mayor
crecimiento (en el caso de las economias occidentales, el capital) veia reducida su
participaciéon en el total de ingresos de la economia. Asi mismo realizo decisivas
aportaciones a la economia financiera, especialmente en el campo de los derivados.

En 1972 le fue concedido el Premio Nobel de Economia, que comparti6 con el
estadounidense Kenneth Joseph Arrow. Durante los Ultimos afios de su vida, Hicks sigui6
trabajando en investigaciones sobre el desarrollo econémico y, particularmente, sobre el
campo de la teoria del equilibrio. Fallecié en Gloucestershire, al sur de Gran Bretafia, en
1989.
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Kaldor Nicholas

(Budapest, 1908 - Papworth Everard, 1986) Economista britanico
de origen hungaro. Profundamente influido por la economia
keynesiana y de ideario socialdemodcrata, intentd realizar una
sintesis de la teoria de Keynes con los dictados econ6micos mas
clasicos y ortodoxos, a la que realiz6 una serie de aportaciones
fundamentales sobre el crecimiento econémico, la distribucion de
la renta y la politica impositiva. En sus ultimos afios se distinguio
por ser uno de los mayores criticos de la politica monetaria

practicada por el Gobierno conservador de Margaret Thatcher.

Kaldor cursé estudios universitarios en la prestigiosa London School of Economics, en la que
posteriormente impartié clases entre los aflos 1932 a 1942. Tras dos afios alejado de la
docencia, en el afio 1949 reemprendié su carrera académica en el King's College de la

Universidad de Cambridge, donde permanecié hasta el afio 1975.

En la década comprendida entre 1955 a 1964, Kaldor actué como asesor econémico para
varios paises (India, México y Australia entre otros muchos), ocupacion que pasé a
desempefiar para el Gobierno britanico y para su ministerio de Hacienda en dos periodos
diferentes (1964-1968; 1974-1976).

En su trabajo A model of Economic Growth (Un modelo de desarrollo econémico), publicado
en el aflo 1957 en la revista The Economic Journal, y posteriormente en el afio 1960 en
Essays in Economic Stability and Growth (Ensayos sobre estabilidad y desarrollo
economico), Kaldor desarroll6 un modelo que él mismo defini6 como keynesiano, que
complementaba el propuesto por Harrod y Domar, y en el que tratd6 de determinar la
variacion de la tasa de inversion en funcién de la tasa de beneficios. Es autor de una ingente
cantidad de publicaciones, repartidas entre congresos, ponencias, revistas, ensayos y libros

de divulgacion econémica.

Estudié en la London School of Economics, de la que fue profesor (1932-47),asi como,
desde 1949, del King's College de Cambridge. Asesor econdémico (1955-64) de diversos
paises -India, México y Australia entre ellos- y del gobierno britanico (1964-68), sus
aportaciones sobre el crecimiento econémico, la distribucion de la renta y la politica fiscal

son fundamentales.

Sobre el crecimiento desarrolld6 un modelo, que él mismo defini6 como keynesiano y que

complementa el de Harrod-Domar, en el que trata de determinar la variacion de la tasa de
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inversion en funcién de la tasa de beneficios, trabajo que aparecié publicado en The
Economic Journal con el titulo de «A Model of Economic Growth» (Un modelo de desarrollo
econdémico, 1957) y posteriormente en Essays in Economic Stability and Growth (Ensayos

sobre estabilidad y desarrollo econémico, 1960).

Sus estudios sobre la teoria de la distribucién fueron publicados igualmente en The
Economic Journal con el titulo «Welfare Propositions and Interpersonal Comparisons of
Utility». Por ultimo, sobre politica fiscal escribi6 An Expenditure Tax (Un impuesto al gasto,
1955) y Essays in Economic Development (Ensayos sobre el desarrollo econémico,1961).
También public6 Capital Accumulation and Economic Growth (1961), Conflicts in Policy

Objetives (1971) y Further Essays on Economic Theory (1978).
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Kalecki Michal

Economista polaco. Al parecer, gran parte de los principios que
establecié Keynes en 1936 habian sido ya avanzados y publicados
anteriormente por Kalecki... en polaco.

En los afos 30, sin embargo, es reconocido mundialmente. Sus
publicaciones mas conocidas tratan de los ciclos econémicos. Fue
también un pionero en el andlisis matematico de la dinamica
econdmica. Utiliza ampliamente conceptos clasicos y marxistas,
interesandose por los conflictos de clase, la distribucion de la renta y
la competicion imperfecta.

Estas ideas tuvieron influencia y reconocimiento en la keynesiana escuela de Cambridge
(especialmente entre sus miembros mas proximos al marxismo como J. Robinson y N.
Kaldor) y entre los economistas post-keynesiafios.
Obras de Michal Kalecki

"Mr Keynes's Predictions", 1932, Przeglad Socjialistyczny.

An Essay on the Theory of the Business Cycle, 1933.

"Essai d'une theorie du mouvement cyclique des affaires”, 1935, Revue d'economie
politique.

"A Macrodynamic Theory of Business Cycles", 1935, Econometrica.

"The Mechanism of Business Upswing", 1935, Polska Gospodarcza.
"Some Remarks on Keynes's Theory", 1936, Ekonomista.

"A Theory of the Business Cycle", 1937, RES.

"A Theory of Commodity, Income and Capital Taxation", 1937, EJ.

"The Principle of Increasing Risk", 1937, Economica.

"The Determinants of Distribution of the National Income”, 1938, Econometrica.
Essays in the Theory of Economic Fluctuations, 1939.

"A Theory of Profits", 1942, EJ.

Studies in Economic Dynamics, 1943.

"Political Aspects of Full Employment”, 1943, Political Quarterly.
"Professor Pigou on the Classical Stationary State", 1944, EJ.

"Three Ways to Full Employment”, 1944 in Economics of Full Employment.

"A Note on Long Run Unemployment”, 1950, RES.
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Theory of Economic Dynamics: An essay on cyclical and long- run changes in capitalist
economy, 1954,

"Observations on the Theory of Growth", 1962, EJ.

Studies in the Theory of Business Cycles, 1933-1939, 1966.

"The Problem of Effective Demand with Tugan-Baranovski and Rosa Luxemburg", 1967,
Ekonomista.

"The Marxian Equations of Reproduction and Modern Economics”, 1968, Social Science
Information.

"Trend and the Business Cycle", 1968, EJ.

"Class Struggle and the Distribution of National Income", 1971, Kyklos.

Selected Essays on the Dynamics of the Capitalist Economy, 1933-1970, 1971.

Selected Essays on the Economic Growth of the Socialist and the Mixed Economy, 1972.
The Last Phase in the Transformation of Capitalism, 1972.

Essays on Developing Economies, 1976.
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Kuznets Simon

: T;’.‘ Nacido en Jéarkov, Ucrania y nacionalizado estadounidense. De

) ~4 padres judios, inicidé sus estudios universitarios en su pais natal,

' pero en 1922 se mud6 a Estados Unidos terminando sus
estudios en la Universidad de Columbia.

Fue contratado para trabajar en la Oficina Nacional de
Investigacion Econémica en 1927. Después fue catedratico de
Economia y Estadistica de la Universidad de Pensilvania en
1936.

Contrastd la teoria Keynesiana del ahorro mediante elementos
estadisticos y econométricos analizando el Producto Nacional
Bruto de Estados Unidos en su libro "Ingreso nacional y
composicion” publicado en 1941.

Simon fue presidente del comité de consejo de investigacion de
la sociologia sobre el desarrollo econémico (1949-1968), trabajé sobre todo en analisis
cuantitativo comparativo del desarrollo econémico de naciones.

Fue Director del asociado de la oficina del planeamiento y de la estadistica y director de la
investigacion, comité de planeamiento, tablero de produccién de la guerra, 1944-1946;
Presidente del proyecto de Falk para la investigacibn econdémica en Israel, 1953-1963;
miembro del tablero de los administradores y del presidente honorario, instituto de Maurice
Falk para la investigacion econdémica en lIsrael, 1963 y presidente, comité de consejo de
investigacion de la sociologia sobre la economia de China, 1961-1970.

Kuznets era también uno de los primeros trabajadores en la economia del desarrollo,
particularmente recogiendo y analizando las caracteristicas empiricas de los paises en vias
de desarrollo (1965, 1966, 1971, 1979).

Entre sus varios descubrimientos que chispearon los programas de investigacion teéricos
importantes estaba su descubrimiento de la relacion en forma de "U" invertida entre la
desigualdad y el desarrollo econémico (1955, 1963) de la renta; él también descubri6 los
patrones en el comportamiento de la ahorro-renta que lanzé la hipétesis de la Vida Ciclo
Permanente de Renta de Modigliani y de Friedman.

Fue un economista con grandes ideas, las cuales lo llevaron a ganar el premio de ciencias
econémicas del banco sueco y recibi6 el Premio Nobel de Economia en 1971 por su
interpretacion del crecimiento econémico que permitié desarrollar nuevos planteamientos
sobre la estructura social y econémica del mundo. Los teéricos de la economia consideran a
Kuznets como un empirista. Desarroll6 el concepto de producto nacional bruto, que es la
suma de bienes y servicios que produce una nacién, y se utiliza para determinar la tasa de
crecimiento econémico de un pais.

OBRAS

Ingreso nacional y su composicion (2 volumenes, National Income and Its Composition,
1941), Crecimiento econdémico moderno (Modern Economic Growth, 1966) y Hacia una
teoria del crecimiento econémico (Toward a Theory of Economic Growth, 1968)

Informacion recopilada por Paola Rebeca Acufia, ULACIT, 2006
FUENTE: www.economistas.org/economistas.asp?fam=4&gsa=205&qsd=133
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Lewis Arthur

Economista britanico, nacido en Santa Lucia, en las Antillas, obtuvo
el Premio Nobel de Economia en 1979, compartido con Theodore W.
Schultz, por su investigacion pionera en el desarrollo econémico con
atencion particular a los problemas de los paises en
desarrollo. Estudié en el St. Mary's College de santa Lucia y en la
London School of Economics, donde obtuvo el doctorado en
1940.Fue profesor en las Universidades de Londres, Manchester,
West India, y Princeton. Fue asesor de la Comisién Econémica de
las Naciones Unidas para Asia y el Lejano Oriente y Presidente del
Banco de Desarrollo del Caribe.

Lewis analiza los paises en desarrollo y pone de relieve su dualidad:
Hay en eIIos dos sectores econdmicos claramente diferenciados, el rural y el urbano. En el
sector urbano, la productividad del trabajo es mucho mayor que en el campo. Eso permite
que haya ahorro e inversién por lo que aumentard de forma sostenida la demanda de
trabajadores. Esa demanda puede ser satisfecha sin que aparezcan tensiones salariales ya
que hay una oferta de trabajo infinitamente elastica procedente de las zonas rurales.

El supuesto basico del modelo de Lewis es que el sector rural estd superpoblado y la
productividad del trabajo es muy baja. La productividad marginal del trabajo rural es
practicamente nula, lo que significa que la emigracion de trabajadores del campo a la ciudad
no provoca disminucion del producto agricola.

Se produce asi en el sector urbano un "circulo virtuoso" ahorro > inversién > empleo que no
se ve interrumpido por tensiones salariales ni por falta de trabajadores, por lo que el
crecimiento del sector industrial-urbano esta garantizado hasta que el sector rural de baja
productividad quede despoblado, lo que implicara el final de la situacién de subdesarrollo.

Obras:
La planeacion econémica, 1949. Ed. Fondo de Cultura Econémica, México, 1942.
Teoria del desarrollo econémico, 1955. Fondo de Cultura Econémica, México 1968.

Labour in the West Indies, 1939.

Economic Problems of Today, 1940.

"The Two-Part Tariff*, 1941, Economica

"The Economics of Loyalty", 1942, Economica

"Monopoly and the Law", 1943, Modern Law Review

"Competition in Retailing", 1945, Economica

Monopoly in British Industry, 1945.

"Fixed Costs", 1946, Economica

"The Prospect Before Us", 1948, Manchester School

"Colonial Development", 1949, Transactions of Manchester Statistical Society

"The British Monopolies Act", 1949, Manchester School

"The Effects of the Overseas Slump on the British Economy”, with F.v. Meyer, 1949,
Manchester School

"Sur Quelques Tendences Seculaires”, 1949, Economie Appliquee

Economic Survey, 1919-39, 1949.

Overhead Costs, 1949.

Principles of Economic Planning, 1949.

"World Production, Prices and Trade, 1870-1960", 1952, Manchester School
"Economic Development with Unlimited Supplies of Labor", 1954, Manchester School
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"Thoughts on Land Settlement", 1954, J of Agric Econ

"Trade Drives", 1954, District Bank Review

"Secular Swings in Production and Trade, 1870-1913", with P.J. O'Leary, 1955, Manchester
School.

The Theory of Economic Growth, 1955.

"Patterns of Public Revenue and Expenditure”, with A. Martin, 1956, Manchester School
"International Competition in Manufactures"”, 1957, AER

"Unlimited Labor: Further notes", 1958, Manchester School

"Employment Policy in an Underdeveloped Area", 1958, Social and Economic Studies
"The Shifting Fortunes of Agriculture”, 1960, in Agriculture and its Terms of Trade
"Depreciation and Obsolescence as Factors in Costing”, 1961, in Meij, editor, Depreciation
and Replacement Policy

"Education and Economic Development”, 1961, Social and Economic Studies

"Education for Scientific Professions in the Poor Countries", 1962, Daedalus
"Industrialization and Social Peace", 1963 in Conference Across a Continent

"Secondary Education and Economic Structure", 1964, Social and Economic Studies

"A Review of Economic Development”, 1965, AER

Politics in West Africa, 1965.

"Unemployment in Developing Countries”, 1967, World Today

Some Aspects of Economic Development

"Economic Aspects of Quality in Education”, 1969, in Beeby, editor, Qualitative Aspects of
Educational Planning

Aspects of Tropical Trade, 1883-1965, 1969.

Socialism and Economic Growth, 1971.

The Evolution of Foreign Aid, 1972.

"Reflections on Unlimited Labour", 1972, in diMarco, editor, International Economics and
Development

"Objective and Prognostications", 1972, in Ranis, editor, Gap Between Rich and Poor
Nations

Development Economics: an outline, 1974.

The University in Less Developed Countries, 1974.

"Development and Distribution”, 1976, in Cairncross and Puri, editors, Employment, Income
Distribution and Development Strategy

The Less Developed Countries and Stable Exchange Rates, 1978.

The Evolution of the International Economic Order, 1978.

Growth and Fluctuations, 1870-1913, 1978.

"The Dual Economy Revisited", 1979, Manchester School

"The Slowing Down of the Engine of Growth: Nobel Lecture", 1980, AER.

"The Rate of Growth of World Trade, 1830-1973", 1981, in Grassman and Lundberg, editors,
World Economic Order
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Phelps Edmund

Edmund Phelps nacié en 1933 en Evanston, lllinois, Estados
Unidos. A la edad de seis, su familia se mudo a Hastings -
on- Hudson, Nueva York. Su padre era publicista y su madre
nutricionista. Ambos perdieron sus empleos, por lo que
tuvieron que vivir gracias a la ayuda de los abuelos de
Edmund. Phelps realizo sus estudios secundarios en el
colegio de Amherst. Inicialmente, se intereso por la filosofia,
pero su padre lo convencié de que tomara unos cursos de
economia. Luego de terminar sus estudios secundarios, en
1955, Phelps comenz6 sus estudios universitarios en Yale.
Entre sus profesores se encontraron James Tobin y Thomas
Schelling. Obtuvo su doctorado en 1959. Comenzd su
carrera académica en la comision Cowles en Yale, luego
siguié en la Universidad de Pennsylvania y en 1971 en la
Universidad de Columbia, en Nueva York. Alli es desde 1982 profesor de economia politica.

Phelps se especializo en el estudio de la economia China. En 1981 fue nombrado miembro
de la Academia Nacional de Ciencias de Estados Unidos y en el ano 2000 fue nombrado
miembro distinguido de la Asociaciébn de Economia Americana. Ha trabajado para el
Departamento del Tesoro, el Comité de Finanzas del Senado y la Reserva Federal, asi como
para instituciones extranjeras como el Observatorio francés de coyunturas economizas.
Phelps es doctor honoris causa por las Universidades de Mannheim (Alemania), Roma,
Nova Lisboa, Islandia, Paris, Dauphine y Pekin.

En Septiembre de 2006, Edmund Phelps gano el Premio Nobel de Economia, por ‘sus
analisis sobre compensaciones internacionales en la politica macroeconémica’, segun
informo la Academia Real Sueca de las Ciencias. 'El trabajo de Edmund Phelps ha
ahondado nuestro conocimiento de la relacion entre los efectos de corto y largo recorrido en
la politica internacional. Segun publico la academia, sus contribuciones han tenido un
impacto decisivo sobre la investigacion economica y politica.

Aportes

Los aportes de Phelps se concentran en la introduccién de las expectativas de los agentes
econdmicos en la determinacion de la relacion entre la tasa de inflacion y desempleo (La
Curva de Phillips a largo plazo), y una formula de la formacién de capital a largo plazo, que
incluye a la educacion y a la inversién en investigacion y desarrollo como elementos que
influyen en el consumo per capita a largo plazo.

Curva de Phillips En los afios sesenta, la curva de Phillips era muy popular. Esta curva
representa la relacién existente entre la inflacién y el desempleo. La curva de Phillips
indicaba que ya no se podrian alcanzar en forma conjunta el pleno empleo y una baja
inflacion, habria que aceptar en nivel de empleo que fuera congruente con un nivel de
inflacion aceptable.

Phelps desafié esta idea, indicando que los individuos tienen un conocimiento incompleto de
la economia, y basan sus acciones, por ejemplo, la fijacion de precios, teniendo en cuenta
sus expectativas. Principalmente, se dice que la inflacibn presente influirh de manera
decisiva en la inflaciéon futura. 'Una baja inflacion hoy conduce a la expectativa de baja
inflacién también en el futuro', sefala. Phelps dice que cuando la inflacién actual y la
esperada coinciden, se da un ‘equilibrio de la tasa de desempleo’. La academia Sueca de
Ciencias afirmo, resumiendo las ideas de Phelps, que ‘el equilibrio en el desempleo solo
depende del funcionamiento del mercado laboral. Los intentos de reducir permanentemente
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el paro por debajo del ‘equilibrio de la tasa de desempleo’ solo tendran como consecuencia
un continuado aumento de la inflacion'. La Regla de Oro de la Formacion de Capital.

La teoria neoclasica de crecimiento, sefiala que existe un estado estacionario en el que
todas las variables (consumo, inversion, produccion, etc.) varian a una tasa constante. Este
estado estacionario depende de ciertas caracteristicas institucionales de la economia, como
la tasa de crecimiento de la poblacién y la tasa de ahorro de la economia. Otro de los
aportes de Phelps consiste en introducir dentro de esta teoria elementos como la educacion
y la inversién en tecnologia. Si bien el no fue el unico ni el primero en hacer esto. Phelps,
establece que hay una tasa de formacion de capital fisico y una tasa de formacién de capital
humano. Por otro lado, hay una tasa de depreciaciéon. Entonces, si bien mayor capital (fisico
y humano) implican mayor produccion, también implican mayor depreciacion, por lo que
existe un punto en el que la formacion de capital es tal que, si sigue aumentando, el
consumo de estado estacionario disminuye. Por lo que no es conveniente ahorrar mas de lo
indica la regla de oro de la formacion de capital.

Algunas Obras
Entre los libros de Phelps, se destacan 'Rewarding Work: How to Restore Participation and
Self-Support to Free Enterprise' (1997), 'Structural Slumps: The Modern Equilibrium Theory

of Unemployment, Interest and Assets' (1994) y 'Microeconomic Foundations of Employment
and Inflation Theory' (1970).

Extraido de: http://www.zonaeconomica.com/biografia/ledmundphelps
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Ramsey Frank

Nacimiento: 22 de febrero de 1903, Cambridge.
Fallecimiento: 19 de junio 1930, Londres.

Si Frank Ramsey no ha pasado a la historia como alguien
especialmente recordado fuera del ambito econdémico, se
lo debemos en parte a su prematura muerte a la edad de
27 afos. A pesar de lo cual dejo en sus escritos
plasmadas varias ideas ingeniosas que serian
desarrolladas con posterioridad por varios conocidos
economistas. Con formacién matematica, no obstante se
ocupo de temas econdémicos y sobre todo filosoéficos, que
eran su verdadera pasion.

Establecié una modelizacién con caracter general para
las decisiones bajo incertidumbre en términos
probabilisticas (que supuso una encendida critica a su
amigo Keynes) y ciertos axiomas para el desarrollo de la teoria de la utilidad esperada.
Ramsey (1928) modeliza la decisibn de consumo y ahorro de un agente competitivo que
recibe una renta exdgena y toma el tipo de interés como dado. Es el analisis de las
decisiones de un agente individual.

Mucho tiempo después Solow (1956) y Swan (1956) ponen las bases de la teoria neoclasica
del crecimiento. Pero en sus economias la tasa de ahorro se asume constante. Cass (1965)
y Koopmans (1965) utilizan la modelizacion de Ramsey para endogeneizar la tasa de ahorro
en el modelo de Solow-Swan. El resultado es el llamado modelo de Ramsey, también
conocido como modelo de Cass-Koopmans, y que constituye la base de la teoria del
crecimiento éptimo moderna al establecer los factores que inciden en la tasa de crecimiento
economico.

Otras aportaciones de interés a cargo de Ramsey fueron su teoria de | a imposicion éptima y
el criterio de Ramsey para la determinacion de precios ante situaciones de produccion
conjunta.

El mayor de cuatro hermafios, Ramsey fue hijo del matrimonio formado por Agnes Mary
Wilson y Arthur Stanley Ramsey, presidente y profesor d e mateméaticas del Magdalene
College. Sus primeros estudios los llevo a cabo en el Winchester College, que completo con
el estudio de matematicas en el Trinity College de Cambridge. En 1924 es elegido Fellow del
King’s College, y poco tiempo después lecturer in mathematics y Director of Studies in
Mathematics de dicho centro educativo.

Ramsey fallecio el 19 de junio de 1930 en un hospital de Londres, en el transcurso de una

operacién quirdrgica a la que fue sometido por un atague de ictericia. Estaba casado, y tenia
dos hijos.

OBRAS
The Foundations of Mathematics: and other logical essays, 1931.

Articulos

"Mr. Keynes and Probability”, 1922, Cambridge Magazine
"The Douglas Proposals", 1922, Cambridge Magazine
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"Review of W.E. Johnson's Logic, Part I", 1922, New Statesman
"Critical Notice of L.Wittgenstein's Tractatus”, 1923, Mind

"Review of Ogden and Richards' Meaning of Meaning", 1924, Mind
"The New Principia" 1925, Nature

"Universals", 1925, Mind

"The Foundations of Mathematics”, 1925, Proc. of London Mathem. Soc.
"Mathematical Logic", 1926, Encyclopaedia Britannica

"Universals and the Method of Analysis" , 1926, Aristotelian Society
"Mathematical Logic", 1926, Mathematical Gazette

"Truth and Probability”, 1926.

"A Contribution to the Theory of Taxation", 1927, EJ

"Facts and Propositions”, 1927, Aristotelian Society

"A Mathematical Theory of Saving" , 1928, EJ.

"Further Considerations"”, 1928.

"On a Problem of Formal Logic" , 1928, Proc. of London Mathem. Soc.
Universals of law an of fact, 1928

Knowledge, 1929

Theories, 1929

General propositions and causality, 1929

"Foundations of Mathematics" , Encyclopedia Britanica

Informacién recopilada y organizada por Pablo Miro Rocasolano, Economista, Universidad Auténoma
de Madrid Octubre de 2003. La elaboracién de esta hiografia ha contado con la inestimable
colaboracién de: Jorge Duran Laguna

Extraido de: http://www.eumed.net/cursecon/economistas/Ramsey.htm
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Rebelo Sergio

Sergio Rebelo nacié en Viseu, Portugal, el 29 octubre, 1959. Sus
areas mayores de investigacion son Macroeconomia y la Finanzas
Internacional. El esta actualmente el Banco de Tokai el Profesor
Distinguido de Finanzas Internacional en la Escuela de Kellogg de
Direccion, la Universidad Del noroeste. El recibié un "Licenciatura"
en la Economia de la Universidad catdlica portuguesa, Amos en
los Funcionamientos Investigan de Instituto Técnico Superior, y un
Ph.D. en la Economia de la Universidad de Rochester en el
EE.UU.

El dej6 Portugal para los Estados Unidos porque el ambiente de la
investigacion y el apoyo estd mucho mejor en los Estados Unidos.
Sus consejeros en Portugal eran Antdnio Pinto Barbosa y el Anibal
Cavaco Silva (hoy dia el Presidente de Republica portuguesa). Sin su estimulo Rebelo
habrian ido nunca al EE.UU. por un Ph.D. El recibi6 el apoyo financiero de la Universidad de
Rochester, el JNICT (la Junta Nacional de Investigacion Cientifica e Tecnoldgica), la
Fundacion de Fullbright, y la Fundacién de Sloan.

Rebelo se siente inmensamente afortunado porque él pudo empezar investigue como un
primer afio Ph.D. el estudiante con su consejero, Robert G. King. Ellos terminaron
escribiendo muchos papeles juntos. Habia terminado esta colaboracion que Profesor Rebelo
aprendio a investigar.

Su primer trabajo estaba en la Universidad Del noroeste. Después de dos afios a Del
noroeste él decidié devolver a Portugal, a la Universidad catdlica portuguesa y el Banco de
Portugal. Dos afios Rebelo mas tarde recibié el Compafierismo de Olin en el Escritorio
Nacional de Investigacion Econdmica (NBER) que le permiti6 pasarse un afio lleno
investigue al NBER en Boston.

Mientras él estaba en Boston, la Universidad de Rochester le ofrecié una posicién del
tenured. A estas alturas él se descorazond con las perspectivas por poder continuar una
carrera de la investigacion jornada completa en Portugal, para que él aceptara. Después, la
Universidad de Del noroeste lo ofrecid los Tokai presiden y él acept6. Moviendo a una
universidad diferente siempre se motivo por las condiciones ofrecidas (la carga instruccién,
el apoyo de la investigacién, el acceso a Ph.D. los estudiantes, y sueldo).

Sérgio Rebelo ha recibido el apoyo de la Fundacion de la Ciencia Nacional, otras
fundaciones, y el Banco Mundial. EI normalmente trabaja estrechamente con un o dos Ph.D.
el estudiante.

Su suefio cientifico es ayudar descubra las respuestas a las preguntas importantes como lo
gue maneja el crecimiento econémico, qué causas los ciclos comerciales, y qué causas las
crisis financieras. Estos son fenémenos que afectan las vidas de millones de las personas.
Su trabajo actual estudia desvalorizaciones del tipo de cambio grandes y episodios de
especulacion de dinero.

El ha trabajado en tres areas diferentes. El estudi6 el efecto de politica econémica en la
proporcion de crecimiento economico, trabajé en los modelos del ciclo comerciales y, mas
recientemente, ha trabajado en las crisis del dinero.

Sérgio Rebelo recibié el Alfred P. Sloan el Compafierismo de la Disertacion Doctoral y el
Comparierismo de Ohlin. El es un compafiero de las dos redes de la investigacion mas
importantes en la Economia, el Escritorio Nacional de Investigacion Econdmica, en el
EE.UU. y el Centro para la Investigacion de la Politica Econémica en Europa. El también ha
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sido un editor asociado para los periédicos de economia mayores, incluso la Revision
Econdmica americana, la Revision EconOmica europea, y el Periédico de Economia
Monetaria.

Profesor Rebelo ha servido como un consultor al Banco Mundial, el Fondo Monetario
Internacional, la Tabla de Gobernadores del Sistema de la Reserva Federal, el Banco
Central europeo, el McKinsey el Instituto Global, y otras organizaciones.

El se ha ofrecido las posiciones académicas y non-académicas en Portugal. Pero le gustaria
continuar investigue y las condiciones ofrecieron por las instituciones portuguesas palidezca
comparado con aquéllos ofrecidos en los Estados Unidos. Durante muchos afios él esperé
por una oferta que le permitiria devolver a Portugal y continuar una carrera de la
investigacion jornada completa. Actualmente él estaria contento si habia un arreglo
institucional que le permitiria gastar algun tiempo trabajando en Portugal.

Extraido de: http://www.cienciahoje.pt/3357
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Lucas Robert

El economista estadounidense Robert Lucas conocido por ser lider
de la escuela de llamada “Nueva Economia Clasica” y por otros mas
aportes, nacio 5 de septiembre, 1937 en Yakima, Washington. Sus
padres se llaman Robert Emerson Lucas y Jane Templeton Lucas;
Robert es el hijo mayor, ya que tienen una hermana y dos hermafios
menores.

Robert estuvo en las escuelas publicas de Seattle y se gradu6 del
Roosevelt High School en 1955. Tenia habilidad en las ciencias y las
matematicas; y a sus 17 afios esta listo para irse de su casa pero
antes necesitaba una beca, que se la dio la Universidad de Chicago.

Comenzd en la universidad con cursos de matematicas hasta que se aburrié; y mas adelante
encontré un gusto por la historia, le interesaban todos los cursos que llevaba ya que todo era
nuevo para él, y finalmente se gradud de Historia en 1959. Después tomo algunos cursos de
la historia de la economia en la Universidad de Berkeley, y como le gustaron decidi6 volver a
Chicago a estudiar la carrera de economia. Y obtuvo y Ph.D. en Economia en 1964.

Al terminar su tesis Robert comenz6 a dedicarse a investigar, ser parte de diferentes
proyectos de economia; ademas trabajo como profesor en la Universidad Carnegie Mellon
hasta 1975, porque después fue a dar clases a la Universidad de Chicago.

Es importante decir que a pesar que Robert llevaba una vida muy dedicada al estudio y sus
proyectos; debemos de saber que se casé en 1959 con Rita Cohen, también graduada de la
Universidad de Chicago; y en 1960 tuvieron su primer hijo Stephen, y en 1966 su segundo
hijo Joseph Robert y su esposa se separaron en 1982 y mas adelante se divorciaron.

Robert Lucas es uno de los economistas mas influyentes, como ya habia mencionado es el
lider de “Nueva Economia Clasica” la version moderna de la vieja escuela de Chicago. Su
introduccion al concepto de las expectativas racionales, en los afios 70°s ayudo a dejar atras
los neokeynesiafios y al entronamiento de una macroeconomia basada en los principios
neoclasicos, dandole paso a una nueva era de la macroeconomia. Ademas contribuy6 a
otras teorias de la economia. Ademas desarrollo el concepto de la Critica Lucas sobre
politica econémica. También fue parte del desarrollo del modelo Islas-Lucas que planteaba
que las personas pueden ser engafiadas por medio de la politica monetaria.

Robert gané el Premio Nobel de Economia en 1995. Y desde 1982 vive con la colega Nancy
Stokey en el norte de Chicago.

*Informacién recopilada por Susana Xu Suyen, ULACIT, 2006
Extraido de: http://www.auladeeconomia.com/biografias-lucas.htm
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Romer Paul

W Este influyente profesor de la Universidad de Stanford+ afirma que
un cambio historico respecto al concepto de crecimiento se ha
producido en economia, al pasar de la preocupacion por politicas de
estabilizacion (o anticiclicas) caracteristicas de una sociedad que
fabrica mercancias u objetos fisicos a otra basada en el
conocimiento.

Para él los activos intangibles han pasado ha constituir la base de la
riqueza. El crecimiento sostenible se asienta cada vez mas en la
innovacion y la existencia de un mercado competitivo. Cita como
ejemplo Rusia como expresion clasica del modelo antiguo de
crecimiento al decir que poseia un ejército de cientificos de primer orden pero en un marco
de mercado débil. Podriamos agregar por nuestra parte que en el ejemplo citado existe
ademas una estructura estatal de tipo autocratico y una cultura sin tradicion competitiva.

El autor afirma que hasta hace bien poco poseer un ordenador, una conexion y un cierto
control sobre la rentabilidad eran suficientes para el modelo de fabrica-mercancia, pero cada
vez aparece la necesidad de los incentivos. Es decir una economia que permita crear
empresas —Star up- con capacidad de utilizar el 1+D. “El nuevo modelo mental sugiere que
creemos valor no de cambio bajo el modelo de la fabrica. Es el descubrimiento de las
buenas recetas, buenas instrucciones, buenos disefios para dotar a la materia prima de una
configuracién mas valiosa”(1). Lo esencial del cambio tecnologico es la manera de hacer
mejores las cosas. Para Romer la Idea concepto que resume el conocimiento- tiene la virtud
que puede ser utilizada por millones de personas al mismo tiempo. El cita un ejemplo: las
tiendas de café en EEUU sirven tazas de diferentes tamafios pero todas poseen el mismo
tamafo de tapa. Millones de pequefios descubrimientos combinados con algunos
descubrimientos grandes como el motor eléctrico o los antibiéticos han producido un cambio
en el nivel de vida de la gente.

La teoria del crecimiento distingue entre las Ideas y las Cosas. La diferencia estriba en que
solo una persona puede utilizar una “cantidad dada de algo” por ejemplo un coche o un
boligrafo, pero las ideas, la civilizacion del conocimiento permite su utilizacién por muchas
mas personas al mismo tiempo.

El nucleo de su tesis -las habilidades adquiridas-, el capital humano aumentan la
productividad, pero la premisa para su difusion se asienta en unas solidas instituciones de
ciencia e instituciones de mercado. El autor nos dice que una institucion significa poseer
convenciones y reglas sobre como se hacen las cosas. Asociado a ello estan los derechos
de propiedad y la nocion de propiedad privada (2). Bien es cierto que el autor plantea una
distincién respecto a los derechos entre ciencia y empresa. Para la empresa estos derechos
deben incluir los derechos propietarios, en la ciencia su recompensa es la difusion de las
ideas.

Para Romer esta revolucion se explica en el esquema de que las Ideas suponen No
Rivalidad y garantizan Rendimientos crecientes

* Paul Romer es profesor de la economia en la escuela graduada de Stanford. Sus teorias se han
analizado extensamente en la prensa de negocio y el compartimiento de Time lo nombré una de 25
personas mas influyentes de América. Su "nueva teoria del crecimiento” ha cambiado el negocio y el
gobierno que pensaban en la dinamica de la abundancia y creacion-que traian las aplicaciones, el
descubrimiento cientifico, el crecimiento tecnolégico del cambio, de la innovacion y de la productividad de
nuevo al centro del andlisis macroeconémico.
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Y= F(K,AL) A: stock de ideas Solo K y L garantizan rendimientos constantes a escala. Su
concepto es que el conocimiento esta incorporado al ser humano y no es posible reducir el
consumo de forma que otros individuos no puedan disponer de el.

Y= AL& (K1 + K2 +...+K3)1-&, donde K significan: computadores, teléfonos, acumulacion de
cambios, incorporacion de procesos.

El gran acierto de Romer en destacar que el conocimiento ha desplazado a la fabricacion de
objetos fisicos en el crecimiento.

“La parte mas profunda de la actividad econdmica, por mas paradodjico que parezca, esta en
el descubrimiento de esas nuevas formulas. Y ese “imput’ es puramente humano, fruto de
nuestra materia gris. En Silicon Valley hay dos conceptos que expresan bien este
mecanismo. Aqui se habla de software y de netware-hardware Este Gltimo término muy
usado por aqui, todo el mundo sabe qué es. El software son las férmulas después de
codificadas y aplicadas. El wetware representa el tal “imput” original humano. El proceso de
conocimiento en general es la transicion del wetware al software”(3). Queda un aspecto que
debemos considerar que es el papel de la creacion de empresas —star up- que en cada pais
varia y es crucial.

Extraido_de:http://www.destinationkm.com/articles/default.asp%3FArticleID%3D743&prev=/search%3
Fg%3Dpaul%2Bromer%26start%3D20%26hl%3Des%26Ir%3D%26sa%3DN
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Schumpeter Joseph Alois

(Trest, Moravia, 1883-Salisbury, Connecticut, 1950). Economista
y socidlogo austriaco. Inici6 su formacion superior en Viena, en
donde fue discipulo de los principales representantes de la escuela
austriaca, F. von Wieser y Von Béhm-Bawerk. En 1907 continu6
sus estudios en Gran Bretafia. Ministro de Hacienda austriaco
(1919), se dedico principalmente a la ensefianza, siendo profesor

en Bonn y Harvard. En 1932 se instalo definitivamente en EE UU.

Su obra es una de las méas vastas que se han producido en el siglo XX, con gran influencia
en el pensamiento econémico y las ciencias sociales en su conjunto. Destaco la influencia de
los empresarios, la creacion del crédito y la técnica en el desarrollo econémico, ademas de

polemizar con el socialismo.

Uno de los conceptos introducidos por Schumpeter que mas influencia ha tenido es el de
innovacién. Segun él, existe un estado de no crecimiento, el «circuito» econdémico, y un
estado de crecimiento, la «evolucion». El paso del «circuito» a la «evolucién» se efectia por

medio de las innovaciones, que constituyen el motor del crecimiento.

Es autor, entre otros trabajos, de Teoria de la evolucion econémica (1912), Ciclos
economicos (1939), Capitalismo, socialismo y democracia (1942), Historia del analisis

econdémico (1954) y el ensayo Diez grandes economistas: de Marx a Keynes (1951).

Extraido de: http://www.biografiasyvidas.com/biografia/s/schumpeter.htm
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Solow Robert

Robert Merton Solow, nacié en Brooklyn Nueva York el 23 de
agosto de 1924, era el mayor de tres nifios y sus padres fueron
inmigrantes por lo que sus hermanas, su primo y él, fueron la
primera generacion de su familia en estudiar en una universidad.
Segun Robert Merton, recibi6 una buena educacién ya que
asistio a los colegios publicos de Nueva York, en donde aprendié
a tomar sus ideas mas enserio, después de esto gand una beca
para Harvard, donde ingres6 en 1924,

Sus primeros estudios fueron en sociologia, antropologia y economia elemental, a los 18
afios dejo sus estudios y se unio al ejército de los Estados Unidos, donde sirvié en el Norte
de Africa y Cicilia.

Sirvio como asesor del presidente Kennedy. Ademas su aportacion mas conocida es un
modelo del crecimiento considerando la respuesta ortodoxa al modelo keynesiano de
Harrod-Domar que fue publicado en un articulo de 1956.

Sus estudios en economia, sobre la inversion en capital fijo y la influencia de la tecnologia en
los aumentos de la productividad, posicionan los origenes de la llamada “contabilidad del
crecimiento”, en la que se separa la contribucion al crecimiento econémico de la cantidad de
trabajo y capital. También realizé un trabajado en el analisis econdmico de los recursos no
renovables.

Para El la ciencia econdémica, es una idea de un modelo universal y vélido para todo el
mundo. El alcance y el ambito de los modelos econdmicos, se ha extendido demasiado,
dejando en el olvido las contingencias particulares de cada sociedad. Para El un economista
consciente es el que para diferentes circunstancias distingue diferentes supuestos y
modelos.

El deber de la historia econ6mica, estd en observar con sensibilidad, los esquemas de
valores, habitos y las estructuras de las distintas ciudades en sus distintas épocas, y con ello

poder decir si la teoria es aplicable en otros tiempos y para otros espacios, en lo cual esta
basado el marco de Solow.

Algunas de las obras de Solow son las siguientes:
A Contribution to the Theory of Growth en Quarterly Journal of Economics, febrero 1956.

Technical Change and the Aggregate Production Function en Review of Economic and
Statistics, agosto 1957.

Growth Theory: An Exposition, Oxford University Press, 1969.
Price Expectations and the Behaviour of the Price Level (1970)

Teoria del Crecimiento (1970) Version espafiola en Fondo de Cultura Econdmica,
México, 1976.

*Informacion recopilada por Josué Meza, ULACIT, 2006
Extraido de: http://www.auladeeconomia.com/biografias-solow.htm
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Swan Trevor.W

(1918 - 1989) era economista australiano que se
gradu6 de la Universidad de Sydney en 1939,
después de haber estudiado la jornada incompleta

mientras trabajando en el Banco Rural.

El era empleado en el servicio del gobierno hasta
las 1950, y contribuyé al Papel Blanco en Empleo

Lleno que puso el armaz6én para la politica

macroecondmica australiana en las décadas postguerras.

El es el mas conocido para su trabajo sobre el modelo neoclasico del desarrollo econémico,
publicado simultaneamente con el de Roberto Solow, para su trabajo sobre la integracion del
equilibrio interno y externo, representado por el diagrama del cisne y para iniciar el trabajo en
el modelado macroeconémico, que precedié el de Lorenzo Klein, pero seguido siendo inédito
hasta 1989. Lo miran extensamente como el tedrico econdmico mas grande que Australia ha

producido, y como uno de los economistas mas finos para no recibir un Premio Nobel.

Extraido de: http://en.wikipedia.org/wiki/Trevor_Swa
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Uzawa Hirofumi

El economista japonés Hirofumi Uzawa (1928 - ) ha sido
declarado por el emperador de su pais "tesoro nacional viviente".
Nacido en la Prefectura de Tottori, se gradué en Economia y
Matematicas por la Universidad de Tokio. Sus escritos suelen
estar muy formalizados en la tradicion walrasiana. Su aportacion
mas conocida es el modelo de crecimiento de dos sectores que
propuso en 1961 y que fue el inicio de una intensa investigacion
por los especialistas en crecimiento econdémico durante la década
de los sesenta.

Actualmente es profesor de Economia en la Universidad CHUO,
Profesor del Instituto de Estudios Avanzados de la Universidad de
las Naciones Unidas y Profesor Emérito de la Universidad de Tokio.

"En 1891 el problema eran los abusos del capitalismo y las ilusiones del socialismo; cien
afos después el problema es el de los abusos del socialismo y las ilusiones del capitalismo"

Hirofumi Uzawa, Social and ethical aspects of economics -a colloquium in the Vatican-,
Pontificial council for justice and peace, Vatican city, 1991.
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