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INTRODUCCION AL ANALISIS NUMERICO

PRESENTACION

Al momento de aplicar las Matematicas a situaciones del mundo real nos
encontramos a menudo con problemas que no pueden ser resueltos
analiticamente o de manera exacta y cuya solucién debe ser abordada con ayuda
de algun procedimiento numérico. A continuacion consideramos algunos
problemas tipicos, ya formulados matematicamente, para los cuales
estudiaremos técnicas numéricas de solucion.

Este libro nace después de una experiencia en la ensefianza del curso del
mismo nombre en la Universidad Cesar Vallejo de Piura, durante cinco afios. En
la primera parte estudiamos la teoria de errores, en la segunda parte la
interpolacidon lineal y la interpolacion polinomial aplicada a la solucion de
derivadas.

Aplicamos a la solucién de ecuaciones no lineales, los métodos de
biseccion, punto fijo y Newton Raphson y para las ecuaciones lineales los
métodos de Gauss Jordan.

En el caso de las integrales definidas, aplicamos los métodos del trapecio,
metodo de Simpson 1/3 y Simpson 3/8.

Concluyendo este libro con la solucion numérica de ecuaciones

diferenciales, mediante los métodos de Euler y Runge Kutta.

EL AUTOR
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¢,Qué es un método numeérico?

Un método numérico es un procedimiento mediante el cual se obtiene, casi
siempre de manera aproximada, la solucion de ciertos problemas realizando
calculos puramente aritméticos y logicos (operaciones aritméticas elementales,
calculo de funciones, consulta de una tabla de valores, calculo preposicional,
etc.). Un tal procedimiento consiste de una lista finita de instrucciones precisas
que especifican una secuencia de operaciones algebraicas y logicas (algoritmo),
que producen o bien una aproximacion de la soluciéon del problema (solucion
numeérica) o bien un mensaje. La eficiencia en el calculo de dicha aproximacion
depende, en parte, de la facilidad de implementacion del algoritmo y de las
caracteristicas especiales y limitaciones de los instrumentos de calculo (los
computadores). En general, al emplear estos instrumentos de calculo se

introducen errores llamados de redondeo.

r = 3.14158653... (irracional)

(2141502653, ..1 = 10" {Torma decimal normalizada
Entonces
‘I.:‘-'i-'l'l['-l . 1"1. cofando
fixi=
(\31416)x 10",  redondeando
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X=—"122456729 (racional)
= 123456789 =107 (forma decimal normalizada)

Entonoces

‘--‘.12345|w1c-9. cortando
i =i =+
|—|'.1 2346 = 10", redondeando

W=.0000212475 (racional)

= (213475} = 107" {fomma decimal normalizada

Entonces
(212347 1=10"", cortando

flivi=
]l’.E“IEME-J w10, redondeando

QuE pasa si se redond=a el numearo v antes de normalizarlo?

2=%=.EEEGEEG... iracional, periddico)

= | SEGGEGEE, . |« 1 0% (forma decimal normalizada)

Entonoces
] (G666 =10,  cortando
fllz)=<
(EEEET =107, redondeando 4

ERRORES DE CALCULO

¢ Notacion cientifica (punto flotante)

o Ejemplo:
= 2% 10° = 200
= 5769 =5.769 * 10°
= 176936 = 1.77 * 10°
= 0.00536 = 5.36* 107
= 0.0000798 = 7.98* 10°
Ejercicios

Realizar las siguientes operaciones:

a) 0.5971*10° + 0.4268 * 10°
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expresar el resultado en base a 10° y 107
solucion

0.5971 *10° + 0.4268 * 10° =0.5971 * 10° + 0.000004268 * 107
b) 0.5971* 10> + 0.4268 * 10°

TIPOS DE ERRORES

e error absoluto y error relativo

Sean las variables :

a = valor aproximado

= valor real

e el valor absoluto = E

*

E= | a*a|

. Elvalorrelativo = E,

E,=E/a*

El cual es llamado error porcentual

Ejemplo :

e Calcular el error absoluto y relativode a* y a

o a =0.50*107
o a*=0.51*10?
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solucion

E= | a*a|

0.51*10% -0.50 * 10° = 0.01 *10%> = 1.00

E, =E/a*

(0.01 *10%)/0.50 *10% =0.02* 100 = 2%

ALGORITMOS BASICOS

Ejemplo programado en lenguaje C++

Programa calculo del promedio

//[programa para calcular el promedio de "m" numeros ingresados
#include<conio.h>

#include<iostream.h>

#include<math.h>

void main()

{

int x,sum,m,cont;

int prom;

cont=0;

cout<<"ingrese el total de numeros a sumar :";
cin>>m;

do

{

cont+=1;

cout<<"ingrese el numero a sumar :";

cin>>x;
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sum+=x;

}

while (cont<m);
cout<<"la suma es :";

cout<< sum;

prom=sum/m;

cout<<"\a el promedioes : "
cout<<prom,;

getch();
}

Ejercicios propuestos

e Calcular la suma de los “N” numeros ingresados por teclado

e Calcular la suma de los “N” primeros numeros

e Calcular el factorial de un numero
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INTERPOLACION LINEAL

Concepto : Interpolar significa encontrar un valor intermedio entre dos o0 mas

puntos base conocidos, los cuales se pueden aproximar mediante polinomios.

y F(x)

G(x)

f(b)

f(a) 7‘

Sea en el sistema de coordenadas de la grafica anterior, las ecuaciones F(x)y

G(x) en cuyo espacio “a”, “b” se pueden interpolar determinados valores.

Tipos de interpolacion

1. interpolacién con espacios equidistantes

2. interpolacién con espacios no equidistantes

INTERPOLACION CON ESPACIOS EQUIDISTANTES O
INTERPOLACION DE NEWTON

e DIFERENCIAS PROGRESIVAS : Son llamadas diferencias hacia delante y

se definen como :

o primeras diferencias : AYi=Yis1 - Y] i=0,1,2,3...n
(1)

o segundas diferencias: AZ2Yi=AYii-AY,; i=0,1,2,3...n
(2)

o terceras diferencias : A3Yi =A% -A2Y, i=0,1,2,3...n

3)
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0 k- écimas diferencias

i=0,1,2,3...n (4)

donde:

A es el operador de diferencias progresivas

Para i=0 en la ecuacion (1)

ARY, = A K<Y - AKY,

k=0,1,2,3...n

AYo=Y1-=Yg — Yi=Yo+ AYg
()

Para i=1 en la ecuacion (1)

AY1=Y2-Y4 — Yo=Y+ AY;

(6)

Para i=0 en la ecuacion (2)

ﬁ

Ao=AY{-AY,

AYq=A%,+ AY,

Sustituyendo las ecuaciones (7) y (5) en (6)

Y, =Y+ AY4

Yo = (Yo + AYq) + (A %Yq + AY))

Y,= Yo + 2AY, + A %Y,

De las ecuaciones (5) y (8)

(7)

(8)

10
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Y1=Yo+ AYy sacando factor comun Yo  tenemos: Yy =(1+A)'Y,

Y2 = Yo+ 2AYo + A2Y, sacando factor comun Yo,  tenemos : Y, = (1 + A)%Y,

Entonces para Ys

Ys= (1 + A)*Y, (9)
Generalizando, tendremos :

Yi=(1 + A)Yo (10)

El Segundo miembro de la ecuacion (10) corresponde al Binomio de Newton

Elevado al exponente “k”, el cual puede desarrollarse del siguiente modo:

k k k
Y= Yo + (leYo+ (ZJA2Y0+ ..... + (kj A %Y, (11)

Para: K=1,2,3, ...n

k k k k
Y= Yo+ (JAYO+(jA2YO+ ....UAKYO+ ( Jo
1 2 ] J+1

(12)
Para: K=1,2,3, ...n

Si se toma un valor j cualquiera menor que “k” y si las j-esimas

diferencias son constantes, entonces todas las diferencias de orden superior a

“yn

i” seran cero, por lo que la ecuacioén (11) queda:

11
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(kj _ k! _ k(k=1)(k =2)...(k = j+1)!
] (k—=prjt J!
donde :

k
(j es un polinomio en K de grado “j” de laforma:

yk=ao+ atk +a’k®+ ... + alK (14)

Si consideramos la funcion tabular con espaciamiento “h”’constante

X Y
Xo Yo
X1=Xo+h Y
Xo=Xg+2h Y,
X=Xg+kh Yk
Xn=Xo+nh Yn
Donde
A
X4-Xo =h
X2-Xo =2h
Xk-Xo = Kh
Xn-Xo =nh
5 X, - X, X0 Xk Xi
Donde queda la expresion: K= Fer—— h

Sustituyendo (15) en (14)
12
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Yc=bo+ bix + bzX2 + ... .+ ijj

Se llama Polinomio de Newton con espaciamiento constante

Ejercicio 01

En base a la funcion tabular que se muestra, preparar la tabla de diferencias:

o B W N | o X
©

105

Solucién

las primeras diferencias son :

A'Yo =YY, =1-(-5) =6
A'Y1 =YYy =9 -1 =8
A'Y2=Y3-Y; =25-9 =16
A'Y3= Y4-Y3 = 55-25 =30
A'Y4=Ys-Y, = 105-55 =50

las segundas diferencias son :

A%Y, = AY4- AY,
A%Y, = AYo- AY;

8 -6 =2
16 -8 =8

13
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DAY= AYs-AY>
DAY= AYs-AYs

=30-16 =14
=50-30 =20

las terceras diferencias son :

A3, = A %Yq- A %Y,
A%Y, = A%Y,- A %Y,

8 -2 =6
14 -8 =6
ANo=A%Y3-A%Y,=20-14 =6

Queda entonces la tabla de resultados:

X Y [AlY NY N°Y
0 -5

1 1 6

2 9 8 2

3 25 16 6
4 55 30 14 6
5 105 50 20 6

Por ser AY constante, corresponde a un polinomio de tercer grado y es un

polinomio exacto

En la ecuacion (12)

KY . (K)., K k
Ye=Yo + A Yo+ AYo+ ... | A7Ypt . 0
1 2 J J+1

Si hacemos J=1, entonces tendremos el polinomio de primer grado que se

aproxima a f(x)

k
Ye=Yo + (IJAYO

14
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Siendo :

Tendremos :

Xk_xo

Yk = Yo + ( )AYO

Que corresponde a un polinomio de primer grado

Ejercicio 02

De la tabla del ejercicio 01, hallar la funcién explicita, teniendo como condiciones

iniciales: X =1, Yo=1

solucién

Como por dato tenemos Xo=1, siendo los valores de X constantes, entonces h=1

A'Y=8, A%Y,=8, A’Y,=6

Ko X1
1

Quedando :

K=x-1

15
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Reemplazando en la ecuacion general :

K. K K K
Ye=Yo + A Yo+ AYo+ ... | A"t . 0
1 2 J J+1
1 1 1
Yy = Yo + G( JA1YO+@ JA2Y0+ [;‘ ]AE'YO

Reemplazando en la ecuacion anterior:

A'Y,=8, A%Y,=8, A*Y,=6

1 1 O
Yez=Yo+ | X e+ [T g ¥ 6
1 ’ 3

Conociendo por formula de permutaciones:

X—1 _ (x=1)
1 1

Xx=1)_ (x=1)(x=2)
2 2

x=1)_ (x=D(x=2)(x-3)
3 6

Y=1+ (X]_I) *8 + ()(_1)2()(_2)*8 + (X—l)(X;Z)(X—3) 6

Y = 14+(x-1)*8 + (x-1)(x-2)*4 + (x-1)(x-2)(x-3)*1

16
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Simplificando queda :

Y=X-2X?+7X -5 SOLUCION PEDIDA

17
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INTERPOLACION CON ESPACIOS NO EQUIDISTANTES

O INTERPOLACION DE LAGRANGE

Si se presenta una funcion tabulada de la forma :

X Y
Xo Yo
X1=Xo+hg Y+
Xo=X1t+h1 Y2

Xk=X0+kh YK

Xn=Xn- Yn
1+hn-1

Entonces el polinomio :

Yi=boxq+ biXng + boxpo + ... .+ bn_1Xj + b,

O bien:

Y = ao (X- X1)(X-X2)(X-X3) ... (X-Xn)

+ a1 (X- Xo)(X-X2)(X-X3) ...  (X-Xn)
+ ap (X- Xo)(X-X1)(X-X3) ...  (X-Xn)
oot An (X X0)(X-X1)(X-X2) ... (X-Xn-1)

los coeficientes ap, a1, a2, ...

an . se determinan de tal modo que el polinomio

pase por todos y cada uno de los puntos conocidos de la funcion, entonces si se

evalua la funcion anterior para x=Xxo se tiene :

Yo= ap (X- X1)(X-X2)(X-X3) ... (X-Xn)

donde :
18
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Yo
(Xo =X )(Xo =% )(Xo — X )~-~(X0 - Xn)

Yi
(Xl - XO)(XI =X, )(Xl — X3 )"‘(Xl - Xn)

_ Y
(Xn — X )(Xn —X )(Xn =X, )"'(Xn - an1)

Sustituyendo en la ecuacion de Lagrange

_ (X=X )X =X, )(X = X3)eeeee(X = X,,)
(Xo —X )(Xo =% )(Xo =X )~-~(Xo - Xn)

(X=X )X =X, ) (X = X3)eeee(X = X,,)
(X, = X )X, = X,)(X, = X3 )oea(X, = X,)

(X=X (X=X )X =X3)eeee(X = X,,)
(X, = X )Xy = X)Xy = X3 )eea(X, = X,) 7

(X=X )X =X )X =X, )eeee (X=X, ;) 2)
(X, = X (X, = X)X, = X5)eee(X, — X y)

o simplemente :

X—Xj

211

j=0 X _Xj

Yi

J#i

19
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Ejercicio 01

e dada la siguiente funcion tabular, encontrar el valor de la funcién para x=3

X Y
0 5
1 7
2 9
5 15

Solucion

Reemplazando en la ecuacion (2) :

(X_X1)(X_Xz)(x_x3) 0+ (X—XO)(X—XZ)(X—X3)
(Xo — X )(Xo — X%, )(Xo o X3) (Xl ) )(Xl —X, )(Xl - X3) 1

(X—XO)(X—XI)(X—X3) + (X—XO)(X—XI)(X—XZ)
(Xz - Xo)(xz —X )(Xz - Xz) ’ (X3 - Xo)(x3 —X )(X3 - Xz)

3

haciendo x=3
vz B-DB-26-9,, , B-06-23-9),,

(0-1)(0-2)(0-5) (1-0)(1-2)(1-5)
+B-0B-DB=3) 4y , B-0B-DB-2),,
(2-0)2-1)(2-5) (5-0)(5-1)(5-2)

Y=11 solucion buscada

20
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APROXIMACION LINEAL

v

Si tenemos una nube de puntos, a los cuales queremos aproximar a una linea

recta, esta se obtiene mediante formulas.

Sea la funciéon genérica:

Y =B + A*X

Donde:

= N (XY)=D XDY
N> X2-(D X)’

B - D Y-AY X
N

EJEMPLO

F(x) = 5+ 3x

21
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Solucién
X y Xy x?
1 1 1 1
1.8 1.5 2.7 3.24
2 2.5 5 4
2.5 2.8 7 6.25
3 4 12 9
5 6 30 25
15.3 17.8 57.7 48.49
234.1
donde:
(> x) =234.1 3 y=17.8
> x=15.3 D xy=57.7
D (x)* =48.49

aplicando los resultados de la tabla a la formula :

N (XY)=D XDY
A=
NY X2-(D X)*

5 - DY -AY X
N

A 26677 -(153)178) _,
6(48.49)—234.09

299

g =178 —1.@99(15.3) 0346

Entonces la recta es:

Y =-0.346+1.299X

22
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la nueva tabla seria :

Y A
5
X y 4
1 0953
18 1.992 3
2 2252
25 2902 2 >
3 3551 12 3 4 s
5  6.149 I

Diagrama de flujo @

Read(MN)

<or =1 to N >
/ Read ((x.y) /

X1=X1+X
YI=YI+Y
X2=X2 + X"2
Z =7 +X*Y

NEXT

23
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A= NI (XV)=Y XDY
NY X*=(O XY

b - DY -AY X
N

CALCULO DE DERIVADAS

Sea la funcion: y= f(x)
Se desea calcular la derivada de la funcion f(x), para lo cual lo expresamos

graficamente asi:

Y=Yotk Ay,

Y1
y=f(x)

Yo

v

X, h X1

-
h

24
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Ayo

t =
gB 0

d 1
— f =—| A
ix (%) H| Aot

3k>—6k+2

MAzyo +TA Yo +

Calculo de la primera derivada

d

1
5 100 = [ay] donde: Ayo= Yy, -V,

El problema de la derivada consiste en obtener el valor de las derivadas en una

funcién tabulada en algunos puntos:

= X0 X5 X5 Xgeervranvmnns X
: k k), > k), 3 KY \
si:yk = f(xk) Yk=VYo + . Ayo + 2Ay0+ 3Ayo ..... + j A'yo
La primera derivada es :
d d k k K k) .
™ f(x)=&{y0 J{l jAyO +[2]A2y0 +(3JA3y0 F oo +[JA‘ yo} ............. (1)
considerando que: k =~ y de_1 (2)
h dx h

k _

KD 3)
1 k-1
k) kk-1)(k-2) k(k-1)

= = (4)
2 (k —2)2! 2
k) k(k-1)(k-2
; K= Dk=2) (5)

6

d 1 d k(k —1 k(k-D(k-2
&f(x) F—k{yojt(k)Ayo+%A2yo+%ﬁyo+ ....... }

25
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d 1 2k —1 3k —6k +2
&f(x)=ﬁ Ay0+( 5 )A2y0+7)A3y0+ ....... }

Formula de derivacion de dos puntos:

di f(x)=% [Ayo.]+e donde : “e” es un error por truncamiento y
X

AYo=Y, =Y,

d

1
o F00=ryi =y Je

Esta formula permite encontrar la funcién tabular X= Xo mediante un

polinomio interpolante de primer grado, tenemos:

d 1
™ f(X) | x=x, y'O =F [_ Yot Y -]+e

si deseamos encontrar la derivada de la funcion tabularen X = X1 mediante un

polinomio interpolante de primer grado, tenemos:
d v 1 ] :

™ F(X) | x=x Y' = [y, +y,]+e y asi sucesivamente.
X

Formula de derivacion de tres puntos: (polinomio interpolante de segundo

grado)
d 1 2k —1
1007 [ T, e

donde: A?Y, = Ays- Ayo

DAY= Y, - Y, Ayi=Y, =Y, haciendo K=0

Reemplazando nos queda:

26
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d 1 -D . d 1 )
—f(x)=—1 A f(x)=— |2Ay, — A +e
dx<>h[yo : yo} 0= [y, — Ay,
9= ay, ~@ay, ~ay)l+e L roo= [2ay, - Ay, +ay,]+ e
dx 2h 0 ! 0 dx 2h 0 ! 0

d _1 1 o
&f(x)_%[:;Ayo_Ayl]"'e 2_[3(y1 yo) (yz yl)]

1 1
=E[3yl—3yo—yz+yl)] =%[4y1—3y0—y2)]

d 1
&f(x)=ﬁ[_3yo +4y, - yz)] +te
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SOLUCION DE ECUACIONES NO LINEALES

e METODO DE BISECCION
e METODO DEL PUNTO FIJO
e METODO DE NEWTON RAPHSON

METODO DE BISECCION

El método de biseccion se basa en el siguiente teorema de Calculo:

Teorema del Valor Intermedio
Sea FU} continua en un intervalo la.t] y supongamos que < @) <.J®)
Entonces para cada = tal que @) <z <Jf@) oyiste un %y € (a,8) tal que

f&)= . La misma conclusién se obtiene para el caso que fa) > f{b)
Basicamente el Teorema del Valor Intermedio nos dice que toda funcién continua
en un intervalo cerrado, una vez que alcanzé ciertos valores en los extremos del

intervalo, entonces debe alcanzar todos los valores intermedios.

En particular, si fa) y F) tienen signos opuestos, entonces un valor
intermedio es precisamente 2=0 y por lo tanto, el Teorema del Valor
Intermedio nos asegura que debe existir %y € (@.5) tal que S )= u, es decir,

debe haber por lo menos una raiz de S en el intervalo @&

El método de biseccidn sigue los siguientes pasos:
Sea (3 continua,

i) Encontrar valores iniciales =, * tales que 4@} y FU&} fienen signos

opuestos, es decir,
J(x)-Si(x) <0

i) La primera aproximacion a la raiz se toma igual al punto medio entre = y *:

5= fats
2

i) Evaluar F&) Forzosamente debemos caer en uno de los siguientes casos:
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J(z,)- f(z) <0

En este caso, tenemos que S y S tienen signos opuestos, y por lo

tanto la raiz se encuentra en el intervalo [""'I.

Siz)- f(x)>0

En este caso, tenemos que Jx) y (%) tienen el mismo signo, y de aqui
que Sz} y F (=) tienen signos opuestos. Por lo tanto, la raiz se encuentra en

el intervalo [‘""l.

J(x)- f(x)=0

En este caso se tiene que Six)=0 y por lo tanto ya localizamos la raiz.

El proceso se vuelve a repetir con el nuevo intervalo, hasta que:

el <e,

es decir,

Rsmat™ Fornta [.4

x 1008y <<
L)

Ejemplo 1

Aproximar la raiz de f@=¢" "X pagia que e <%

Solucién

Sabemos por lo visto en el ejemplo 1 de la seccién anterior, que la Unica raiz de

S se ocaliza en el intervalo [|.1_5]_ Asi que este intervalo es nuestro punto

de partida; sin embargo, para poder aplicar el método de biseccién debemos

checar que FM y S tengan signos opuestos.

En efecto, tenemos que
Ffh=¢"=l=5">0
mientras que

JF5) = —n(1.5) = —0.18233 <0
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Cabe mencionar que la funcion J&) i es continua en el intervalo [1.1 5]. Asi
pues, tenemos todos los requisitos satisfechos para poder aplicar el método de
biseccion. Comenzamos:

i) Calculamos el punto medio (que es de hecho nuestra primera aproximacion a

la raiz):

141.5
= =125
w3

i) Evaluamos J(129=¢"% ~(1.25) = 0.0636 >0
iii) Para identificar mejor en que nuevo intervalo se encuentra la raiz, hacemos

la siguiente tabla:

0 |s02s) s

+ [+ T -

L1

Por lo tanto, vemos que la raiz se encuentra en el intervalo [125.15]

En este punto, vemos que todavia no podemos calcular ningun error aproximado,
puesto que solamente tenemos la primera aproximacion. Asi, repetimos el

proceso con el nuevo intervalo [1 25'1'5].

Calculamos el punto medio (que es nuestra segunda aproximacion a la raiz):

125+1.5
=22 335

Aqui podemos calcular el primer error aproximado, puesto que contamos ya con

la aproximacion actual y la aproximacion previa:

k= P22 x100%)| = 9.09%
5

Puesto que no se ha logrado el objetivo, continuamos con el proceso.

Evaluamos 4 (1379 = "7 - 10(1.375) = -0.06561 <0 , Y hacemos la tabla:

F123 | FUL375) | FIL5)

T
Lt

Asi, vemos que la raiz se encuentra en el intervalo

b 25,1.375)

Calculamos el punto medio,
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1.25 + 1.335

x,, > - 1 3125

Y calculamos el nuevo error aproximado:

|g.|=|%xlau|= 4.76%

El proceso debe seguirse hasta cumplir el objetivo.

Resumimos los resultados que se obtienen en la siguiente tabla:

Aprox. a la raiz Error
aprox.
1.25
1.375 9.09%
1.3125 4.76%
1.28125 2.43%
1.296875 1.20%
1.3046875 0.59%

Asi, obtenemos como
. _ X, = 1.3046875
aproximacion a la raiz

Ejemplo 2

Aproximar la raiz de J (&) = st x+x-1 g que I <1%

Solucion

Como vimos en el ejemplo 2 de la seccion anterior, la Unica raiz de S e
localiza en el intervalo [I:I.‘.I]_ Para poder aplicar el método de biseccion, es
importante checar que si se cumplen las hipotesis requeridas.

Sabemos que S(®) g5 continua en el intervalo [ﬂJ]’ y checamos que S y

f@® tengan signos opuestos.
En efecto,
S =acat+0-1=-1<0D
Mientras que,
S(D = arctan L +1-1=0.7853 >0
Por lo tanto, si podemos aplicar el método de biseccidn.
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Calculamos el punto medio del intervalo [IJ.I]’

1+0
=——=03
& 2

Que es la primera aproximacion a la raiz de Jé),
Evaluamos J (0-3) = anctan{(.3) +0.5 -1 = -0.0353 <0

Y hacemos nuestra tabla de signos,

ﬂmbmmbm
|

— | +

1

Puesto que F.9) y 7 tienen signos opuestos, entonces la raiz se localiza en

el intervalo [0'5-“.

o x, =0.3
En este punto, solo contamos con una aproximacion, a saber, , que
es el primer punto medio calculado.

Repetimos el proceso, es decir, calculamos el punto medio ahora del intervalo

[051]

1+05
x"‘ = 2 = U?'S

Que es la nueva aproximacion a la raiz de A(x)
Aqui podemos calcular el primer error aproximado:

075-05
H m u-?s =

10085 = 33334

Puesto que no se cumple el objetivo, continuamos con el proceso.
Evaluamos # -73) =anctan(0.75) +0.75-1=0.3935>0

Y hacemos la tabla de signos:

505 s013 | 00

B
r

Puesto que S0.5 y SOOI tienen signos opuestos, entonces la raiz se

localiza en el intervalo [0.5,0.?5]_

Calculamos el punto medio,
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_0.5+073

= 0625
Xy, 2
Y el nuevo error aproximado:

H - 0.625 —IJ.T.EH
0.625

LO0%] = 20%

El proceso se debe continuar hasta que se logre el objetivo.

Resumimos los resultados que se obtienen en la siguiente tabla:

Aprox. a la raiz Error
aprox.
0.5
0.75 33.33%
0.625 20%
0.5625 11.11%
0.53125 5.88%
0.515625 3.03%
0.5234375 1.49%
0.51953125 0.75%

De lo cual, vemos que la aproximacion buscada es X, = 0.31953123

El método de biseccion por lo general es lento, y en casos como el de la siguiente

grafica, puede ser demasiado lento.
0.8
0.6
D.-ilg

n.z[

Y 0.5 1 15 .
4

En un caso como éste, el proceso de biseccidén comienza a acercarse a la raiz de

forma muy lenta, ya que el método solamente toma en cuenta que la raiz se

encuentra dentro del intervalo, sin importar si se encuentra mas cerca de alguno
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de los extremos del intervalo. Seria bueno implementar un método que tome en

cuenta este detalle.

Esto da lugar al siguiente método de aproximacion de raices.

Ejercicio sobre el método de biseccidon (otra forma de calcular )

1.

Calcular la ﬁ Si 2<x<25 a=2 c¢=2.5
Solucion:
Si: x = fx) ....(1) 'y x=+5 ... (2)

Elevando al cuadrado ambos miembros en (2), tendremos:

Entonces comparamos: (1) y (4):

f(x) = x> -5 La misma que debe cumplir con la siguiente condicion :
f(a). f(c) < 0 reemplazando con ayc tenemos:

f(2=-1 f(2.5)=1.25 -1"1.25=-1.25 lo cual es < que cero

de la restriccién dada, en el ejemplo tenemos:

_a+c 2+25

b = =2.25
2 2
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los mismos que podemos colocar en tablas:

01 X F(x) 02 X F(x)
a 2 -1 a 2 -1
2.25 0.0625 b 2.125 | -0.4843
c 25 6.5 c 225 | 0.0625
03 X F(x) 04 X F(x)
a 2.125 | -0.4843 a 2.1875 | -0.2148
2.1875 | -0.2148 2.21875 | -0.07715
c 225 | 0.0625 c 2.25 0.0625
05 X F(x) 06 X F(x)
a 2.21875 - a 2.2344 -
0.07715 0.00757
b 2.2344 - b 2.2422 -
0.00757 0.0.2747
c 2.25 0.0625 c 2.25 0.0625
07 X F(x) 08 X F(x)
a 2125 | -0.4843 a 2.1875 | -0.2148
b 2.1875 | -0.2148 b 2.21875 | -0.07715
c 2.25 | 0.0625 c 2.25 0.0625
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09 X F(x)
a 2.2344 -
0..00757
) b 2.2354 | 0.003210
c 2.2365 | 0.00625

Podemos concluir que la raiz cuadrada de 5 es : 2.2354 con un error

de 107
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METODO DE PUNTO FIJO

El método de la iteracion de punto fijo para resolver una ecuacion no
lineal

f(;rr) =1

pasa por transformarla en una equivalente,
r=g(z),

v ejecutar la iteracion
25 = (o)

a partir de un cierto 2% hasta que se satisfaga el criterio de parada elegido
o se alcance el numero de iteraciones maximo admitido.

Ejemplos:
1) Laecuacién EPEA= & = 0 s puede transformaren COFX = X
—7
2) Laecuacion HAX=# " = 0 s puede transformar en
rttmi-¢" =1
Teorema de punto fijo. Supongamos que
(l) gag € C[aab]a
(i) K es una constante positiva,

(iii) P, €(a,b)

(iv) g(x)e[a,b] para todo Xe[a’b].

Entonces hay un punto fijo P de g en [a,b].

Si |g (X)| <K<l para todo X< [a,b]’ entonces P es el unico punto fijo de g en

[a,b] y la iteracion P =9(P,.0) converge a dicho punto fijo P. En este caso, se

dice que P es un punto fijo atractivo.
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Si |g (X)| >1 y Py # P entonces la iteracion P, =9(P,-) no converge a P. En

este caso se dice que P es un punto fijo repulsivo y la iteracion presenta
divergencia local.

En el ejemplo 1, g(‘t} = tosx

le(=) <

claramente se cumple la condicion de que

. Por lo tanto el método si converge a la raiz.

- o =E
En el ejemplo 2, g(x)=x+tan x—¢g

letn)| = |I +eec? x -I--l"'l >1

y en este caso,

. Por lo tanto, el método no converge a la raiz.

Interpretacion grafica de la iteracion de punto fijo:

Figure 2.4 (a) Monotone convergence when 0 < g'(P) < 1.
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T.ymx

Py, #lpgl)

e

Pa P b op

Figure 24 (b} Oscillating convergence when —1 < g'(P) < Q.

y= glx)

y=x

Py 2(P)

Figure 2.5 (&) Monolone diver-
gence when 1 < g'(P).

=

Figure 25 (b) Divergent oscilla-
ton when g'(Fj = —L

3\1/2
Ejemplo: Para la funcisn 9(¥) =1/2(10-x)
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g(x)<0en[1,2] ,

9'2)|~2.12

no hay convergencia a punto fijo.

Empezando con p0=1.5 y cambiando intervalo a [1,1.5]. Aqui g siga decreciente y

ademas

9'(1.5) = 0.66

hay convergencia.

Ejercicio. Hallar las raices de la ecuacidén x=2cosx partiendo desde x=1 por el

método de punto fijo, estudiar el valor de la derivada.

Ejercicio: Usar el método de iteracion del punto fijo para aproximar la raiz de

Flym P =5x-¢"

, comenzando con %= I.'I_ Hacer 5 iteraciones.

Ejercicio: Averiguar si hay convergencia a punto fijo para la funcién

g(x)=(10/(4+x))""?

en intervalo [1,2]

40



METODOS NUMERICOS PARA INGENIERIA ING. RICARDO SEMINARIO VASQUEZ

METODO DE NEWTON RAPHSON

Este método, el cual es un método iterativo, es uno de los mas usados y
efectivos. A diferencia de los métodos anteriores, el método de Newton-Raphson

no trabaja sobre un intervalo sino que basa su férmula en un proceso iterativo.

Supongamos que tenemos la aproximaciéon “ alaraiz #» de Jx)

Jix)

L

i+l

tamigente

Trazamos la recta tangente a la curva en el punto lﬁ-ﬂiﬂ; ésta cruza al eje =

en un punto %st que sera nuestra siguiente aproximacion a laraiz #-.

Para calcular el punto %1, calculamos primero la ecuacion de la recta tangente.

Sabemos que tiene pendiente
= f(x)

Y por lo tanto la ecuacién de la recta tangente es:
¥=flri=Fizdz-x)

Hacemos ¥ =9

= f(z) = f(5Xz-x)

Y despejamos
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Jix)

TR

Que es la féormula iterativa de Newton-Raphson para calcular la siguiente

aproximacion:

SR A s F(m =0

Note que el método de Newton-Raphson no trabaja con intervalos donde nos
asegure que encontraremos la raiz, y de hecho no tenemos ninguna garantia de
gue nos aproximaremos a dicha raiz. Desde luego, existen ejemplos donde este
método no converge a la raiz, en cuyo caso se dice que el método diverge. Sin
embargo, en los casos donde si converge a la raiz o hace con una rapidez

impresionante, por lo cual es uno de los métodos preferidos por excelencia.

También observe que en el caso de que F(x)= u, el método no se puede
aplicar. De hecho, vemos geométricamente que esto significa que la recta

tangente es horizontal y por lo tanto no intersecta al eje x en ningun punto, a

menos que coincida con éste, en cuyo caso * mismo es una raiz de F)

Ejemplo 1

Usar el método de Newton-Raphson, para aproximar la raiz de J()y=eT -tax ,

comenzando con %=1 y hasta que IEil <%

Solucién

En este caso, tenemos que

S=—a-l
X

De aqui tenemos que:
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7 -l %) ™ -in(x)
iu'i‘ﬁ'i*ﬁ

Comenzamos con %=1 y obtenemos:

-‘ _
%= z.+‘_,.—h‘f°)=1.268941421
e 4L

En este caso, el error aproximado es,

H . It muzll_lxlaﬂﬁl-ﬂ.lﬂi

| 1.268941421

Continuamos el proceso hasta reducir el error aproximado hasta donde se pidio.

Resumimos los resultados en la siguiente tabla:

Aprox. a la raiz Error aprox.
1

1.268941421 21.19%
1.309108403 3.06%
1.309799389 0.052%
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SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
MEDIANTE EL METODO DE REDUCCION DE GAUSS-
JORDAN

En esta parte el lector hallara la solucién de sistemas de ecuaciones lineales
usando el

Método de Gauss-Jordan. El tema se presenta en 4 secciones: A) sistemas con
solucion unica, B) sistemas con infinidad de soluciones, C) sistemas sin solucion

y D) sistemas homogéneos.

A) SISTEMAS CON SOLUCION UNICA

1) Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales mediante el método de

Gauss-Jordan.

2x+3y+z=1

Ix—=2y—4z=-3

Sx—y—-z=4
Solucion.

a) Escribimos la matriz aumentada del sistema.

/7

tud

2 .
‘3 2 —4 -3
5 -1 -1 4

Debemos llevar a dicha matriz a su forma escalonada reducida mediante
operaciones elementales en los renglones de la matriz, para ésto, escribiremos la
matriz y a continuacion una flecha. Encima de esta flecha indicaremos la(s)
operacion(es) que estamos efectuando para que el lector pueda seguir el
desarrollo.

Notacién para las operaciones elementales en renglones

cR; nuevo renglon i de la matriz aumentada.

R, < R; intercambio del renglon i con el renglon j.
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aR; + R; nuevo rengldn j de la matriz aumentada.

b) Desarrollo para obtener la forma escalonada reducida.

2 3 1 1) 3 1 L) srew
- b 7 | %'I-":i 2 B B 4 -5k +R
3 =2 —4 —_3.—) i -2 -4 -3
5 -1 -1 4| 5 -1 -1 4
30 (1§ 44 EER
e R T B U
lo 17 -7 3 2 1=
0 =1 3 ) 003 5
11, ) 3 k
—HRy+Ry 12 0 -1 1 0 0 1
Lpap - - ~LRy+R
25001 0 -1 220500 1 0 1
001 2 o o1 2

2) Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales
a —h=-6
h+ec=3

c+2d =4

2a-3d =35

Solucioén.

Escribiendo la matriz aumentada del sistema y reduciendo de acuerdo a la

operacion indicada tenemos:

1 -1 0 0 -6} (1 -1 0 0
011 0 3 Lper |01 10
| o o0 1 2 4 | | o o0 1 2
2 0 0 -3 5 0 2 0 -3
(1 -1 0 0 —6) i1 -1 0 0
o1 1 0 3 ek, |01 10
———
| 0 0 I 2 1 | 0O 0 1 2
o 0 -2 -3 11 00 0 1

8 3 1
0 -1 U
o -2 2
.'] 3 L
13 iz 2 2
—%2 500 1 4
0 0 1
x=1
y=—1
z=2

ta]—

[B] L]

[ :|c|4|—
.,

(%] [t
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1 -1 0 0 —6) M =1 0 0 —6)
01 1 0 3| _gs (01 00 37 Ryt
i{} 0 1 0 —_’Uri i{} 0 1 0 -34
o0 0 1 19 ) 00 0 1 19

(1 0 0 0 31 a=31

01 0 0 37 bh=37

| 00 1 0 -34 c=-34

00 0 1 19 d =19

B) SISTEMAS CON INFINIDAD DE SOLUCIONES

1) Obtener la solucion del siguiente sistema de ecuaciones lineales.

3Ix—-2y+3z=5

2x+4y —z=2
Solucion.
[ | _ 7 2 3 . . — - e . i 20 A
i 3 2 3 35 _Ry+Ry i 6 4 | 2R +Ry | l 6 4 o I T TN
2 4 -1 2] 2 4 -1 2 0 16 -9 —4)
M -6 4 3Y n.. (1 0 32
| | = ]
ln o : l flu_}_ L | | fu;rJ zl ‘
|_~ L) | 16 4/ II‘” | 16 4

La ultima matriz esta en su forma escalonada reducida, ya no se puede reducir

mas, de donde obtenemos:

x+gz=35
91
Y167 1

Despejando x, y

. 3 52
X ?1' - E_
A | 0o _
I — =+ =—Z
: 4 | &

Luego x, ydependende z,siz=t,t (], R, tenemos
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Es decir, el sistema de ecuaciones tiene una infinidad de soluciones ya que para

cada valor de t habra un valor para x, y, z.

Por ejemplo:

Si T=0 entonces x = % y = —%,z =0, es una solucioén para el sistema de

ecuaciones.

Si T=1 entonces x = % y = i,z =1 es otra solucidn para el sistema de

ecuaciones.
, 5 . . :
Si T=4 entonces x=4,y = 5 z = —4también es solucion para el sistema de

ecuaciones.
Asi una vez mas, remarcamos, el sistema tiene una infinidad de soluciones.

2) Resolver el sistema de ecuaciones:

Sx+3y +z+ 2w=1

-y
3

2x—y+3z +w=2

L4l

x+2y—2z4+3w=3

2x +5y—z +5w=4
Solucioén.
\ a 3] e
(5 3 1 2 1) (5 3 1 2 1) “m
3+
2 -1 3 1 2| pop, |-1 1 1 4 5| sp.n
-3 2 -2 33 -3 2 -2 3 3
| |
L2 5 -1 5 4 L2 05 -1 5 4
(0 8 6 22 26 (1 -1 -1 —4 -5
. BRy+ 1,
-1 1 1 4 3 Ror, |0 8 6 22 26| gp.x
0 -1 -5 -9 —12 0 -1 -5 -9 —12
| | | |
L0 7 1 13 14 ) o 7 1 13 14
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(1 -1 -1 -4 -5) e (1 -1 -1 -4 -5
0 0 -34 -50 -70 Ry ' 10 0 -34 -50 -70| g or,
li} -1 -§ -9 -12 li} | 5 9 12 |
0 0 =34 -50 -70, o0 0 0 0 )
(1 -1 -1 -4 -5 e 1 0 4 5 7 Rk
27 oy
01 5 4 12 —Li 01 5 9 12| _4 H;_Hi
'] B - ,:: - . 1 )
| O 0 -34 -50 -70 0 0 1 T_j o
00 0 0 0 00 0 0 0
15 el X —I—ﬁ‘li =21 -
[1 O 0 == 17 17 - ll_;:“ __% 1——%+%u
28 29 L2829 7 7 T 7
010 g 7| L VI o s, o onon,
00y ZHw = 5 L 25, _ 35 o _35 25
w oo 0o 0 0w = 0 e T 7o

1——%+{—§f
) —f—?—%f
: ; . oconte R
; =35_25,
= 17 17
w =i

..Hay infinidad de soluciones.
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C) SISTEMAS SIN SOLUCION

1) Resolver el siguiente sistema de ecuaciones.

x+8y—3z=3

3x—-2y+3z=1

2x+3y—z=4

Solucion.

(18 -5 3} =3/+ (1 8 -5 3 (1 8 -5 3
13 -2 3 1|2 ,00 -26 18 8|28 ,10 0 0 -4
\2 3 -1 4) o -13 9 -2) 10 -13 9 -2}

No hay necesidad de seguir reduciendo, del segundo renglon se tiene
0x+0y+0z =—4 que da la igualdad 0 =—4 (jcontradiccion!), por lo tanto, el

sistema no tiene solucion.

2) Resolver el siguiente sistema de ecuaciones.
a+b—3c—4d =-1
2a+2b—c-2d =1
a+b+2c+2d=3
Solucién.
(11 =3 -4 1) =2&+k (11 -3 —4 1)
s o000 05 6 3|t

11 2 2 5] 00 5 6 6

el
]

|

|
o

Del tercer rengldn se tiene 0a+0b +0c + 0d = 3 que da la igualdad 0=3, luego el

sistema no tiene solucion.

D) SISTEMAS HOMOGENEOS
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Un sistema de ecuaciones lineales se dice HOMOGENEO si cada una de las

ecuaciones esta igualada a cero es decir

Ay Xy + Gy Xy + GaXq +ooeeeess +a,x, =0
(3 Xy + gy Xy + ye Xy + +a,,x, =0
EI.IH]'T| - 'r"lurl"l'.l - E'r.'r.'.'%"l'..'w‘ LA +{'qu1."1--1 - {]

Los sistemas homogéneos SIEMPRE tienen solucién ya que

X, =Xy =Xy =rtrer=X =)

Es solucién del sistema, ésta solucién es llamada la solucién trivial, asi un
sistema homogéneo de ecuaciones lineales tiene solucién unica o tiene una

infinidad de soluciones.

1) Resolver el siguiente sistema de ecuaciones
2x—-3y+z=10
x+y—z=10
dx+2y+3z=0

Solucioén.

(2 -3 1 0) 1 -1 0y =2&+r, (1 1 -1 0)

11 -1 o AR Ly 3 o 2 L1y 5 3 | 244
4 2 3 0} 4 2 3 0 o -2 7 o)

(11 =1 0} 28 (1.0 17 0} 10 17 0} I18RR
0 1 —18 0|—R* g 1 —18 0|—20 4,0 1| —18 0| TR,
o -2 7 0 00 -29 0) 00 1 0

(10 0 0]

01 0 0

0 0 1 0

Luego x=y=z=0, el sistema tiene solucién unica, la solucion trivial.
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Algo mas para agregar

Hay dos temas adicionales que se deben de mencionar: La interpolacion con los
datos igualmente espaciados y la Extrapolacion.

Ya que los métodos de Newton y de Lagrange son compatibles con los datos
espaciados en forma arbitraria, se debe de preguntar por que se aborda el caso
de los datos igualmente espaciados. Antes del advenimiento de las
computadoras digitales, estos métodos tuvieron gran utilidad en la interpolacion
de tablas con datos igualmente espaciados. De hecho se desarrolla un esquema
conocido como tabla de diferencias divididas para facilitar la implementacion de
estas técnicas.

Sin embargo, y debido a que las formulas son un subconjunto de los esquemas
de Newton y Lagrange compatibles con la computadora y ya que se dispone de
muchas funciones tabulares como rutinas de biblioteca, la necesidad de puntos
equidistantes se fue perdiendo. En particular, se puede emplear en la derivacion
de férmulas de integracibn numeérica que emplean comunmente datos
equidistantes.

La extrapolacion es el proceso de calcular un valor de f(X) que cae fuera del
rango de los puntos base conocidos X0, X1, ... , Xn. La interpolacion mas exacta
usualmente se obtiene cuando las incognitas caen cerca de los puntos base.
Obviamente, esto no sucede cuando las incognitas caen fuera del rango, y por lo
tanto, el error en la extrapolacion puede ser muy grande. La naturaleza abierta en
los extremos de la extrapolacion representa un paso en la incognita porque el
proceso extiende la curva mas alla de la region conocida. Como tal, la curva
verdadera diverge facilmente de la prediccion. Por lo tanto, se debe tener cuidado

extremo en casos donde se deba extrapolar.

51



METODOS NUMERICOS PARA INGENIERIA ING. RICARDO SEMINARIO VASQUEZ

METODOS DE INTEGRACION

e Meétodo del trapecio
e Meétodo de Simpson 1/3
e Meétodo de Simpson 3/8

METODO DEL TRAPECIO O REGLA DEL TRAPECIO

La regla del trapecio o regla trapezoidal es una de las férmulas cerradas de
Newton-Cotes.

Corresponde al caso donde n =1, es decir:

II {(x)dx ve I.ﬁ(lldl

donde H# es un polinomio de interpolacion (obviamente de grado 1) para los

datos| = | ®
> |f':r2]' |f':5?:'

Del capitulo anterior, sabemos que este polinomio de interpolacion es:

AR =f@)+%tz—a}

Integrando este polinomio, tenemos que:

F®) - s x-a |2
b-a 2 @

&
J ARz = )z +

= flalib—a)+ e 5

Fib)-f(a) [(En—aﬁ/'
= flaXb—a) + (J(®B) - fla *;—‘]
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. J&) - fla)
=@ d{f@)i“T]

i, @_d)[f(a)uw)]
2

Por lo tanto, tenemos que:

3
_ [f@+1)
_!_f(x)d:-@ .:)[—2 ]

Que es la conocida Regla del Trapecio. Este nombre se debe a la interpretacion
geométrica que le podemos dar a la formula. El polinomio de interpolacion para

una tabla que contiene dos datos, es una linea recta. La integral, corresponde al

area bajo la linea recta en el intervalo [a.b] que es precisamente el area del

trapecio que se forma.

Ejemplo1l:

Utilizar la regla del trapecio para aproximar la integral:
[e'ax
0

Solucion.

Usamos la férmula directamente con los siguientes datos:
a = 0

hb =1
Fe) = &

Por lo tanto tenemos que:

]."dm(l—u{f 27 ﬂ’] = =14

53



METODOS NUMERICOS PARA INGENIERIA ING. RICARDO SEMINARIO VASQUEZ

REGLA DE SIMPSON

Ademas de aplicar la regla trapezoidal con segmentos cada vez mas finos, otra
manera de obtener una estimacion mas exacta de una integral, es la de usar
polinomios de orden superior para conectar los puntos. Por ejemplo, si hay un
punto medio extra entre f(a) y f(b), entonces los tres puntos se pueden conectar
con un polinomio de tercer orden.

A las formulas resultantes de calcular la integral bajo estos polinomios se les

llaman Reglas de Simpson.

REGLA DE SIMPSON 1/3

La Regla de Simpson de 1/3 proporciona una aproximacion mas precisa, ya que
consiste en conectar grupos sucesivos de tres puntos sobre la curva mediante
parabolas de segundo grado, y sumar las areas bajo las parabolas para obtener
el area aproximada bajo la curva.
Suponemos que tenemos los datos:

a | X | b

F@ Fo0 [7®

X

donde " eselpunto medioentre & y &,

En este caso se tiene que:

& &
[ £ s w [ £ (05

donde ¥ gs el polinomio de interpolacidn para los datos en la tabla anterior.
Usaremos el polinomio de Lagrange.

Asi, tenemos que:

_ (- .t!x.t—!:) (x—a}ix-b) " (x—a)(x- x)
= e T a5 P e

b-a

h=—=g_ —a=b-x_
Si denotamos, entonces: 2
- (x-x Mx-&) (x—aXx—5) (x-alz—x.)
AT T e Y eem
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Simplificando términos:

falo) = ﬂ:’(z— x X —b}—%{:—«:{: —s1+%t:—ax:—x.}

Vemos que cada uno de los términos anteriores, es esencialmente de la misma
. X— 4K —_—
forma, es decir, una C(Snstal%é ng)

Asi, calculamos la siguiente integral por partes:

Sea:

I(x— aX x — B)dx
gE=xX—-a du = dx ;
dv = (x- P)dx ulh-mﬁ:ﬁ;ﬂi
por lo tanto,

[¢x- a)x- f)dx = (x- o '2 [(" .
o 3
R

Usamos esta férmula para calcular la integral de cada uno de los tres términos de

A

| c0de=2 “""I(: 2.z ~B)dx - f"-’](:-a:.x-a;mf‘”](; a)x - x)dx
(x b)’ _(x- #)*

I= I(x-r.xr-b}dr (x-x.) - ]j

- (@ -b) L8 cztr -2n*

=—la-x) A )+

= 2*3 —ik: = Ekl
3 3

L= I(x a¥)x— Bdx = (x—a)

3
- -

(x-b]‘ =8 (-8’ (28" 4
R
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3 o2 _
b= [tmaxa-n e = (a-y E 2 X ;')’t

E_*_’ O _ o ¥
=TTE TS T3S

a3 P )42

& 4 k
=S@ 3+ () Rkt 0)

- 2rtar 44705 41 0)]

1
—f
Debido al factor ¥ se le conoce como la regla de Simpson de un tercio.
*_b—n
En la practica, sustituimos el valor de 2 para obtener nuestra formula

final:

i _‘)[.r(a) G+ )

Ejemplol.

Usag la regla de Simpson de 1/3 para aproximar la siguiente integral:

!e‘ "dx

Solucién.

Apligamgs Ianc')rmuIa directamente, con los siguientes datos:

& = 1
x, = 05
S = &

Por lo tanto, tenemos que:

Jo mu_u)[f‘“’*‘-’g'l”*f"’]= 1+4-‘;”' e 157
L]
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REGLA DE SIMPSON 3/8

La derivacién de la Regla de los Tres Octavos de Simpson es similar a la regla de
un tercio, excepto que se determina el area bajo una parabola de tercer grado
que conecta 4 puntos sobre una curva dada. La forma general de la parabola de

tercer grado es:

Este caso corresponde a # =3 | es decir,

] F]
[ £tz s [ figarax

donde J5(x) es un polinomio de interpolacién para los siguientes datos:
X | X | X, | X

Fien, [0 76 |f|:£.:|

Y donde =% &=3% XN T gonjos puntos que dividen en tres partes

iguales al intervalo [""E’I
Igual que en el caso anterior, se usa el polinomio de interpolacién de Lagrange, y

usando el método de integracion por partes se llega a la siguiente formula:

[ e 2lrt) +37() #3760 + S

k= {b—a) 3 3
donde ¥  Debido al factor & es que se le di6 el nombre de Regla de

Simpson de 3/8. En la practica, se sustituye el valor de h para obtener:

‘! O ad _‘)[f(x.}ﬂftx.);lf(x.) +f(x)

Ejemplol.

Aproximar la siguiente integral, usando la regla de Simpson de 3/8:
Ic' In xdx
1

Solucién.

En este caso, tenemos los siguientes datos:
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At
n mn

Xa
A
J(x)

F bLhow e

X

Los cuales sustituimos en la férmula, para obtener:

i"hrmu-n[fﬂHM%; 3J'E3)+f(4}:|
1

= 2l 1430 24 3¢%n 4-¢'in 4] - 38 9658

Al igual que en los dos casos anteriores, la regla de Simpson de 3/8, se puede

extender si subdividimos el intervalo [‘jl en % intervalos de la misma longitud

5_5_"

Sea ®%=% |5 particién determinada de esta forma. Cada sub intervalo

[‘H 5 lo d|V|d|mos en tres partes iguales, y sean % y i los puntos

I
determmagios asi: z x

Aplicando la regla de 3/8 en cada uno de los intervalos tenemos:

a 5 y =,

X = X + X +--4 X}EX
[£(x)dx = | f()dx + [ £(a)dx 44 [ ()
a = =N |

. {I(ﬁ) +3/0p +35(x) +!iﬁ)]+h[f(-ﬁ) +3700 +3!(=:)+f(-':)]+
8 8

" ,,[I(I.-IJ+3I(7.]+3!(=.)+!(:.)
8

n-l
[f(-'.}+ Z'.[f{r.}+f( )l)+z§f(x.>+f(x.)

-?J‘(;,)q- ZU[,;,HJ’(:,}]]!-EEJ(I;HKI.)
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Esta ultima, es la regla de Simpson de 3/8 para n subintervalos todos de la

misma longitud.
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ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Las ecuaciones diferenciales tienen importancia fundamental en las aplicaciones,
ya que muchas leyes y relaciones fisicas pueden idealizarse matematicamente
en la forma de estas ecuaciones. En particular, el estudio de problemas de
equilibrio de sistemas continuos se encuentra dentro de este contexto.
SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL.

Dada una ecuacién diferencial ordinaria de orden n y cualquier grado, cuya forma

general es:

FX Y. Y,Y" ...Y")y =0 (1

Se establece en matematicas que en su solucién general deben aparecer n
constantes arbitrarias. Entonces, puede aceptarse que la solucion general de (1)

es:
G(X,Y,C1,C2,...,Cn)=0 (2)

Se distinguen dos tipos de problemas: los llamados de Valores Iniciales y los de
Valores en la Frontera.

Un problema de valores iniciales estd gobernado por una ecuacion diferencial de
orden n y un conjunto de n condiciones independientes todas ellas, validas para
el mismo punto inicial. Si la ecuacion (1) es la ecuacion diferencial que define el
problema, y X = a es el punto inicial, puede aceptarse que las n condiciones

independientes son:

Y(@) = Yo, Y@ =YY% Y'@=Y", ..., YO@=Y" @

Por el contrario, en los problemas de valores en la frontera deben establecerse
condiciones de frontera en todos y cada uno de los puntos que constituyen la

frontera del dominio de soluciones del problema. En particular en el espacio de
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una dimension, hay dos puntos frontera, por ejemplo, X =ay X = b, si el dominio

de soluciones es el intervalo cerrado

a<X =<b

Basicamente la solucion numérica de ecuaciones diferenciales consiste en
sustituir el dominio continuo de soluciones por uno discreto formado por puntos
aislados igualmente espaciados entre si.

Asi, en un problema de valores iniciales, el dominio de definicion de soluciones

X =za se sustituye por el conjunto infinito numerable de puntos,

X0=a,X1=X0+h,X2=X0+2h,X3=X0+3h, ..

. . -
y en el caso de valores en la frontera se sustituye el intervalo @ = X = hpor

el conjunto finito de puntos
X0=a,X1=X0+h,X2=X0+2h,...,Xn=X0+nh=b
Obtenidos, al dividir el intervalo en n partes iguales.

METODO DE EULER

Se llama método de Euler al método numérico consistente en ir incrementando
paso a paso la variable independiente y hallando la siguiente imagen con la
derivada.

Calculemos la ecuacién de la recta tangente a la curva solucion de la ecuacion

diferencial dada en el punto (""-’"]. De los cursos de Geometria Analitica,

sabemos que la ecuacion de la recta es:

y=mix—-x)tw

donde m es la pendiente. En este caso, sabemos que la pendiente de la recta

tangente se calcula con la derivada:

w =y = S0
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Por lo tanto, la ecuacion de la recta tangente es :

y=SGylzx-x)+r5%

%o

Ahora bien, suponemos que “ es un punto cercano a , Y por lo tanto estara

dado como ® = ‘"""". De esta forma, tenemos la siguiente aproximacion:
Pind = play +hye Fla, pilx +h-20+p,

De aqui, tenemos nuestra férmula de aproximacion:

X(xg+) e vy +i- Fx,. 00)

Esta aproximacion puede ser suficientemente buena, si el valor de h es realmente
pequefo, digamos de una décima 6 menos. Pero si el valor de h es mas grande,
entonces podemos cometer mucho error al aplicar dicha férmula. Una forma de

reducir el error y obtener de hecho un método iterativo, es dividir la distancia

"h:I"'_:'I en n partes iguales (procurando que estas partes sean de longitud
suficientemente pequena) y obtener entonces la aproximacion en n pasos,

aplicando la formula anterior n veces de un paso a otro, con la nueva h igual a

Ia - =
X

En una grafica, tenemos lo siguiente:

X, x,+h x,+2h ——- X
o ' .
Jo M Ja .
[ safrscic )

Ahora bien, sabemos que:

Xo= Y HAI(x.3)

Para obtener *: unicamente hay que pensar que ahora el papel de (2.0 lo

toma el punto (""I-J'l), y por lo tanto, si sustituimos los datos adecuadamente,

obtendremos que:

M= W HR(x.n)
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De aqui se ve claramente que la formula recursiva general, esta dada por:

Yot = 2o R x,.3.)

Esta es la conocida formula de Euler que se usa para aproximar el valor de iz

aplicandola sucesivamente desde “* hasta *! en pasos de longitud h.

Ejemplol
Jjemp V=
y=1
Dada la siguiente ecuacion diferencial con la condicién inicial:
Aproximar »0.5
NOTA

Primero observamos que esta ecuacion si puede resolverse por métodos
tradicionales de ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, podemos aplicar el
meétodo de separacion de variables. Veamos las dos soluciones.

Solucién Analitica.

dr =2xy I

dx
Y _ 2xdr b
¥

Sustituyendo la condicién inicial:

a=03>p=1
bl=0"+¢

D=c
Por lo tanto, tenemos que la curva solucién real esta dada:

hy=2x
e =g

y=e
Y por lo tanto, el valor real que se pide es:
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30 5 =87 —1 28403

Solucién Numérica

Aplicamos el método de Euler y para ello, observamos que la distancia entre

%=0 y A"« Q5 ho es lo suficientemente pequefa. Si didimos esta distancia

entre cinco obtenemos un valor de %=1y por lo tanto, obtendremos la
aproximacion deseada en cinco pasos.

De esta forma, tenemos los siguientes datos:

x = 0

Yo = 1

o = 01
f(xy) = 2xy

Sustituyendo estos datos en la formula de Euler, tenemos, en un primer paso:

{&
M
Aplicando nuevamente la formula de Euler, tenemos, en un segundo paso:

:

Y asi sucesivamente hasta obtener *:. Resumimos los resultados en la siguiente
tabla:

Zy+it = 0.1
Yo HRf(x.3) = 1+0.00200D] = 1

0.2
1+0.20.p] = 102

x +k
2 HR(x. )

n Ty b

0 0 1

1 0.1 1

2 0.2 1.02

3 0.3 1.0608
4 0.4 1.12445
5 0.5 1.2144
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Concluimos que el valor aproximado, usando el método de Euler es:

0. e 1.2144

Puesto que en este caso, conocemos el valor verdadero, podemos usarlo para
calcular el error relativo porcentual que se cometié al aplicar la formula de Euler.

Tenemos que:

|l.28402-1.2144
= X

El |1z 1 =542%
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METODO DE RUNGE - KUTTA

Sin entrar en mucho detalle, mencionamos solamente que el método de Runge-
Kutta cambia la direccidn en el sentido de que no sigue la misma linea de los
meétodos de Euler. De hecho esta basado en una aplicacién de los polinomios de
Taylor. Comentamos sin embargo, que el método de Runge-Kutta si contiene
como casos especiales los de Euler.

Las féormulas

1
Fau =J'.+E["|+ai +2t,+k,]
donde

By =k S(x.5)

—a. 1 1
b=k J(r.+5*-as. "'z‘i]
& =k-![r. +ih, +1t.]

2 2

by = de- Sz, vhoy, +X)

Se conocen como las reglas o formulas de Runge-Kutta de orden cuatro para la

ecuacion diferencial:

¥=flx.y)
S tALS X

Ejemplol

Usar el método de Runge-Kutta para aproximar X035 gada la siguiente ecuacién

diferencial:
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¥ =2zy
)y =1

Solucion
Primero, identificamos el mismo ejemplo 1 de los dos métodos anteriores.

Segundo, procedemos con los mismos datos:

X = 0

e = 1

o = 01
f(zy) = 2xy

Para poder calcular el valor de 1, debemos calcular primeros los valores de &

’kz"s:?;yk4

. Tenemos entonces que:
=k flx.0n)=0
&y = k- S (%, + § 200 + }4) = 0. {20.05(D] - 0.01
&y = k- fxg +$i g + 1) = 0.02(0.05%1.005)] = 0.01005

k, =B Jix, +hp, +5) = 0.1200 D(1.01005] = 0.020201
. y,+%[u+z(o.m)+2(o 01005) +0.020201] = 1.01005
Con el fin de un mayor entendimiento de las férmulas, veamos la siguiente
iteracion:
L=xn+k=02
k= k- f(x,y0 = 0.1[200. 11 01005) | = 0.020201

by = k- f(x +1k3 + 1) =0 {200,151 02010)] = 0.03060
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dymh 05 by + 3 = 0200151 02535)] = 003076

k, =k flm+hy +5)= 00200201 0408D] = 0.04163

.'.y,=ﬁ+%[.tl+2t,+2t,+t,]=l.l)4031

El proceso debe repetirse hasta obtener

siguiente tabla:

Y5 Resumimos los resultados en la

n o Y

0 0 1

1 0.1 1.01005
2 0.2 1.04081
3 0.3 1.09417
4 0.4 1.17351
5 0.5 1.28403

Concluimos que el valor obtenido con el método de Runge-Kutta es:

(0 5) 2 1.28403

Finalmente, calculamos el error relativo verdadero:

1 28402 - 1.28403
H=I 12402

1 = 0.0007%

Con lo cual vemos que efectivamente se ha reducido muchisimo el error relativo.

De hecho observamos que tenemos 6 cifras significativas en la aproximacion!
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