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PREFACIO

O proposito de um primeiro curso de Calculo Diferencial é ensinar ao estudante as nocoes
bésicas da derivada assim como as técnicas e aplicagoes basicas que acompanham tais conceitos.

Esta obra representa o esforco de sinteses na selecao de um conjunto de problemas que, com
freqiiéncia se apresenta quando um estudante de engenharia comega a estudar célculo. O objetivo
deste trabalho é introduzir os principais conceitos do célculo diferencial de uma varidvel e suas
aplicagOes, assim como orientar a metodologia para que o leitor possa identificar e construir um
modelo matematico e logo resolvé-lo.

Cada capitulo se inicia com os objetivos que se pretende alcancar; a farta variedade dos
exercicios resolvidos e apresentados estao classificados de menor a maior dificuldade.

A variedade dos problemas e exercicios propostos pretende transmitir minha experiéncia
profissional durante muitos anos de exercicio como Consultor em Matematica Pura e Aplicada,
assim como professor de ensino superior, com atuacao na graduagao e pos-graduagao da docéncia
universitaria.

Fico profundamente grato com os estudantes dos diversos cursos onde difundi as idéias e o
conteiido das notas deste trabalho. Também agradeco as contribui¢oes e sugestoes dos leitores,
em particular dos meus colegas pela sua constante dedicacdao para a revisao e solugao dos pro-

blemas propostos.

Christian Quintana Pinedo.

Palmas - TO, Margo de 2008
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“A matemdtica apresenta invengoes tao sutis que poderao servir ndo so para satis-
fazer os curiosos como, também para auzxiliar as artes e poupar trabalho aos homens’.
R. Descartes (1596 — 1650)

"Nao adianta ter um mar de conhecimentos, com a profundeza de wm milimetro”.

Ch. Q. Pinedo (1954—)



Capitulo 1

SISTEMA DE NUMEROS REAIS

Eratostenes

Eratéstenes nasceu em Cirene (276 a.C. — 197 a.C.), o que hoje
€ a Libia. Depois de estudar em Alexandria e Atenas ele se tornou
diretor da famosa Biblioteca de Alexandria. .

Ele trabalhou com geometria e nimeros primos. FEratdstenes é
mais conhecido pelo seu crivo de numeros primos (o “Crivo de Er-
atdstenes”), o qual, com algumas modificagoes, ainda € um instru-
mento importante de pesquisa na Teoria dos Niumeros.

Eratdstenes também fez uma medi¢ao extremamente precisa da cir-
cunferéncia da Terra, comparando as sombras produzidas pelo Sol do
meio-dia no verdo em Siena e Alexandria. Ele calculou a circunferén-
cia da Terra em 250.000 estddios (medida de comprimento usada na
época), a distancia até o Sol em 804.000.000 estddios e a distdncia da
Terra a Lua em 780.000 estddios. .

Ele também mediu a inclina¢ao do eixo da Terra com grande precisao, encontrando o valor de 23

graus, 51'15". Também organizou um catdlogo astronémico contendo 675 estrelas.

Eratéstenes ficou cego em idade avancada e diz-se que teria cometido suicidio, recusando-se a comer

e conseqiientemente morrendo de inani¢ao.

A palavra “crivo” significa peneira. O que Eratdstenes imaginou foi uma “peneira” capaz de separar os

numeros primos dos compostos. A idéia do Eratdstenes foi a sequinte: jd que um nimero primo é aquele

que somente possui dois divisores inteiros - o 1 e ele mesmo - poderia haver uma peneira que pudesse

separar estes numeros (que sé tém dois divisores, e portanto sao primos) dos outros, que possuem mais

de dois divisores (e sio chamados de "compostos”).

1.1 Introducao.

Penso que a matemética em geral sustenta-se em duas pilastras:

1°  Uma delas é a “ldgica matemdtica" que se desenvolve por meio de proposigoes (frases) as

quais podemos atribuir um valor l6gico de verdade ou de falsidade (somente um destes

valores). Por exemplo:

e A terra tem a forma arredondada (v = verdade).

e A terra é de forma quadrada (f = falso)
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Na logica matematica, a negacao de uma proposi¢ao nao implica a afirmacgao do contrario.

2° O outro ponto de apoio da matemaética é o “cdlculo”, que seré objeto de nosso estudo.
O estudo fundamental do calculo esta orientado a conceitos de diferenciagdo, integracao e

suas aplicacoes em diversos campos do conhecimento matematico. Por exemplo:

e Um fabricante de caixas de papelao deseja fazer caixas sem tampa, usando pedagos quadra-
dos de papelao com 40 cm de lado, cortando quadrados iguais nos quatro cantos e virando
verticalmente (para cima) os quatro lados. Achar o comprimento dos lados dos quadrados

a serem cortados a fim do obter uma caixa com o maior volume possivel.

e Um distribuidor atacadista tem um pedido de 30.000 caixas de leite que chegam a cada
5 semanas. As caixas sao despachadas pelo distribuidor a uma razao constante de 1.800
caixas por semana. Se a armazenagem numa semana custa 5 centavos de real por caixa .

Qual é o custo total de manutengao do estoque durante 10 semanas ?

Para compreender bem as operagoes fundamentais do calculo, estudaremos algumas pro-

priedades dos niimeros reais, bem como as operacoes que sao permitidas com os mesmos.

1.2 Sistema de Niumeros Reais.

O estudo dos ntimeros reais pelo método axiomatico, consiste em definir este “sistema numérico”
mediante um grupo de axiomas, de modo que qualquer conjunto de niimeros: naturais, inteiros,
racionais e irracionais sejam formados por subconjuntos préprios do conjunto de ntimeros reais
R.

Ha outro modo de se estudar os nimeros reais, podemos defini-los em termos de ndmeros
racionais, usando os classicas cortes de Dedekind ! ou as sucessdes de Cauchy? . Porém, para
o nosso estudo de - “Cldlculo Diferencial em R” - é suficiente introduzir o sistema pelo método
axiomatico.

Consideremos os seguintes conjuntos numéricos:

N={0,1,2,345 - ,n---,} . . . naturais.
Z={-00---,-3, -2, -1,0,1,2,3,4, -+ +00} . . . inteiros.
Q:{%/. a, beZ, b#0} . . . racionais.
Q={-00--,-2, ~--—g, <o, —1,0, 1, g, 3,%, s 400} . . . racionais.
I={+V2, +m, +e, +V7, V5, ---} . . . irracionais.
R=QUTI . . . reais.

'Richard Dedekind (1831 — 1916) quem foi aluno de Carl F. Gauss (1777 — 1855) e Dirichlet (1805 — 1859).
Estudou o problema dos ntimeros irracionais, é mais bem conhecido pelo seu trabalho nos fundamentos do sistema
de ntimeros reais.

2 Augustin Cauchy (1789 —1857) foi o fundador da anélise moderna, aportou importantes resultados em outras
areas da matematica. Além de suas atividades politicas e religiosas, escreveu 759 trabalhos em matematica.
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C={a+bi; abeR onde i=+-1} . . . complexos

C={1+2i,3+2i,5—4i, =1 —4,4,2, 8,7, -} . . . complexos
Qualquer ntimero real pode ser considerado como um numero racional ou nimero irracional.

Estes niimeros racionais consistem dos seguintes:

a) Os inteiros positivos, negativos e o zero:
<o —6, =5, —4,.---,-1,0,1,2, 3, ---,12, 13, 14, ---.

b) As fragoes positivas e negativas:

Sl % 813
5’ 2’ 15 "5 147
c) Os nameros decimais limitados (positivos e negativos):
537 32841 528

5,37T=—, —3,2841=———— 28 = ——

’ 100’ ’ 10000’ ’ 1000

d) Os nameros decimais ilimitados (positivos e negativos):
3 745 58
0,333333--- =~ — —3,745745745 - - - =~ —3 — —— 2,5858585858 - - - ~2 24 —
’ 9’ ’ 999 99

8,9999999 - - - =~ 8 +

Ne) o)

E importante lembrar que o simbolo ~ significa aprozimadamente. Observe:

9
Se consideramos que 0,999999--- = — = 1 isto é um absurdo j& que o namero 1 é inteiro e
0,999999 - - - é um nimero decimal com uma infinidade de digitos nove. Assim é melhor entender
9
que 0,999999- - - ~ 9= 1

e Os ntimeros irracionais sao aqueles niimeros decimais nao periddicos. Por exemplo:

V5 = 2,2360679774997896 - - - ; V19 = 4,35889894354067 - - -
T = 3,14159265358979323846 - - - ; - V28 = —3,03658897187 - - -

A Figura (1.1) mostra mediante diagramas de Venn?® a relacdo de inclusdo entre os conjuntos.

C R

EN

Figura 1.1: Conjunto Numérico

Notagoes:
Nt =N-{0}={1,2,3,4,5,---,mn,---}
Zt={1,2,3,4,5,-- +00}

E importante destacar que o niimero zero nao é ntimero positivo nem negativo.

3John Venn (1834-1923) publicou “Logica Simbélica” em 1881 e “Os Principios de Logica Empirica” em 1889.
O segundo destes é bastante menos original mas o primeiro foi descrito por Keynes como provavelmente o trabalho
mais duradouro em logica.
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Suponha que tenhamos a realizar operagoes aritméticas elementares (adi¢do, subtra¢ao, mul-
tiplicagao, divisao, potenciacao e radicagdo) com dois nimeros quaisquer de um subconjunto dos
nimeros reais, e desejamos que o resultado pertenca ao mesmo subconjunto.

Observe que, com os nimeros naturais 4 e 7 nao é possivel efetuar a operagao 4—7 (subtragao),

pois sabemos que 4 — 7 ndo pertence ao conjunto N. Assim, em geral temos que em:
N somente é possivel efetuar operagoes de adicao e multiplicagao.
7. somente é possivel efetuar operagoes de adicao, subtragao e multiplicagao.

Q é possivel efetuar operagoes de adi¢ao, subtrac¢ao , multiplicacdo e divisao (desde que o divisor

nao seja zero).
I é possivel efetuar operacoes de modo restrito.

R podemos efetuar operagoes de adi¢ao, diferenga, multiplicagao e divisao (desde que o divisor

nao seja zero).

C é possivel efetuar operagoes de adi¢ao, diferenga, divisao (com divisor ndo zero), multiplicagao,

potenciagao e radicagao.

O conjunto dos ntimeros complexos C tem mais propriedades que o conjunto dos ntimeros
reais R. Nosso objetivo neste capitulo serd estudar as propriedades importantes do conjunto R.
Aos elementos de x € R é possivel associar um ponto de uma reta, de modo que a este nimero

real x corresponda um, e somente um, tnico ponto P como indica a Figura (1.2).

R

—o00 +rr -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 + oo

Figura 1.2: Reta numérica

Dizemos "sistema de nimeros reais"ao conjunto R, que satisfaz as operagoes de adigao (+),
multiplica¢ao (*), uma relagdo de ordem (< ) que se 1& “menor que” e o axioma do supremo.

O sistema de ntimeros reais pode ser denotado como (R, +, *, < ) ou simplesmente escreve-se
R.

Outra notacao para a multiplicacgdo é um ponto. Assim, por exemplo, se a, b € R, tem-se

que a - b significa multiplicagdo (produto) dos nimeros a e b.

1.2.1 Adicao e Multiplicacao de Nimeros Reais.

Aceitamos que em R, estao definidas duas leis de composicao interna:
Adigao (Soma):

Para todo ntimero real a e b temos que a + b também é um nimero real.
Multiplicagao (Produto):

Para todo ntimero real a e b temos que a - b também é um ntmero real.

A adig@o e a multiplicacdo de ntmeros reais satisfazem os seguintes axiomas:
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Al VabeR a+b=b+a

A2 VYa, b ceR (a+b)+c=a+(b+c)

A3 J0€eR/. a+0=04+a=a Va €¢R

A4 VaeR, I -a€R/. a+(-a) = (—a)+a
Pl Va beR a.b = b.a

P2 Va,b ceR (ab).c = a.(b.c)

P3 31€R/. al=la=a Ya€eR

P4 VacR, a#0, JateR/ aa?!=ala
D1 Va,bceR a(b+c) = ab+ ac

D2 Va,b ceR (a+b).c = a.c + bc

Propriedade 1.1.

..... (comutativa
. (associativa
..... (neutro

. (inverso

. (associativa

. (neutro

. (inverso

(distributiva

)
)
)
)
(comutativa)
)
)
)
)
)

. . . (distributiva

Para todos os niumeros reais a, b, ¢ temos as sequintes propriedades :

1. Os elementos neutro, inverso aditivo e multiplicativo, s&o tGnicos.

4. a0 =0a =0
5. —a = (-1).a
6. a.(=b) = (—a)b = —(a.b)

8. a+c¢ = b+ cse, e somente se a = b.
9. Sea.c =bcec#0,entdoa = b.

10. a.b = 0 se, e somentesea = Ooub = 0.

11. a®> =% se, e somente se a = boua = —b.

Demonstragao. (2)

Pelo Azioma A4, tem-se que: Va € R existe

a)
a)

a=—(—a).

(
(

Demonstragao. (4)
a.0 =a(0+0); pois0 =040

Logo, pelo Azioma D1 segue que a.0 =a - (0+ 0) = a.0 + a.0, entdo a.0 =0

—a € R que satisfaz a igualdade a 4+
= (—a) +a = 0. Assim para todo (—a) € R existe —(—a) € R que satisfaz a igualdade
+ (—(—a)) = (=(—a)) + (=a) = 0. Entao a+ (—a)+ (—(—a))

(=(=a)) +a+(—a); isto
O
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Demonstragao. (5)

a+(—la=1la+(-1).a isto de a = l.a
=1+ (-1)a distributividade
=0 1+(-1)]=0 e a0=0
entao, aplicando o Azioma A4 para a, segue (—1)a = —a

Demonstragao. (9)

a=afc.ct) istodea=a.1 e 1=cc!poisc#0
= (a.c).c7! = (b.c).c! por hipoteses.
=blcc ) =0 c-ccl=1 e b-1=0b

Demonstragao. (10)

Suponhamos que a = 0 ou b = 0. Entao pela Propriedade (1.1)-(4) segue que a.b = 0.

Por outro lado, suponha.

Suponhamos que a.b = 0 e que a # 0. Entdao a=*(a.b) = a=*.0 = 0, isto é (a"t.a).b = 1.b = 0;

logo b = 0. De modo anélogo, suponha que b # 0. Logo a = 0.

Definicao 1.1.

A diferenca e o quociente de dois nimeros reais € definido por:

1. a—b=a+(-b)
% —ablseb £ 0
Propriedade 1.2.

Para todos os nimeros reais a, b, ¢, d, tem-se:
. a—b=—(b—a).
2. a—b=c,entaoa=>b+c.

3. a.(b—c)=ab-—a.c.

. a ¢ ad+bc
4. Seb#Oed#O,entaog—i—gf o

. a ¢ ad-—bc
5. Seb;éOed#O,entaog—a_ =

c—b
—

6. Sea#0 e ar+b=c,entdox=

Demonstragao. (1)

O

. . . . diferenca.

. . . . quociente

Sendo a e b numeros reais, entdo a — b é um nimero real. Logo existe seu oposto aditivo

—(a—10). Assim (a —b) + (—(a—b)) = 0.
Pela Defini¢ao (1.1) segue-se:

(a—=b)—(a—b)=0 ou a+(-b)—(a—b)=0

(1.1)
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Por outro lado, —(b — a) é um numero real, logo existe seu inverso aditivo —[—(b — a)], logo
—(b—a)+{—[—(b—a)]} = 0. Assim pela Propriedade (1.1)-(2) temos que: —(b—a)+(b—a) =0

entao
—(b—a)+b+(—a)=0 (1.2)

De (1.1) e (1.2) temos que (a + (=b) — (a—1b)) + (—(b—a) + b+ (—a)) = 0, isto ¢
—(a—0b) + (=(b—a)) = 0; donde pela Propriedade (1.1)-(8) do oposto aditivo de (a — b) resulta
que —(b—a)) = (a—b). O

Demonstragao. (6)
Sejam a # 0 e ax + b = ¢, entdo pela Propriedade (1.2)-(2) concluimos que ax = ¢ — b.
Pelo oposto multiplicativo do niimero a # 0 temos a~!(ax) = a~!(c — b) e, pelo Axioma P3

e Definicao (1.1)-(2) resulta z = c=b O

Demonstragao. (2) - ( 5)

Exercicio para o leitor.

Exemplo 1.1.

2 3 1
Emprestei os 3 dos = dos v de um dinheiro que tinha e ainda tenho de um — de milhdo de

6

reais. Que quantidade de dinheiro emprestei ¢

Solucao.

O significado mateméatico das palavras "dos", "das", "do", "de"em matemética, podemos
entender como se se tratar de uma multiplicagao.
2.5 .3 1
Suponha que tinha z reais. Emprestei (g)(é)(f)a:, logo tenho (5)(1000’000)' Assim: z —

5
2 5 3 1 1 2
(3)(5)(5)e = (£)(1000,000) = & — o= 200,000 = S = 200,000 = = = 300,000,

Portanto, tinha 300,000 reais e emprestei R$100, 000.

Exemplo 1.2.

Ao chegar em minha casa encontrei vdrias aranhas e baratas, depois de matar estes 16 insetos
contei o numero de patas e observei que eram 108. Calcular, quantas baratas e aranhas encontrei
ao chegar em casa.

Solugao.

E suficiente sabermos o nimero de patas que cada inseto possui, e em seguida analisar os
dados e o que se pede no problema.

Suponha, que existam b baratas e (16 — b) aranhas. Como, cada barata tem 6 patas e cada
aranha tem 8 patas, temos que: 6b+ 8.(16 — b) = 108. Logo b = 10.

Portanto, o total de baratas que encontrei foram 10 e as aranhas totalizaram seis.

Exemplo 1.3.
Um fabricante de latas, deseja fabricar uma lata em forma de cilindro circular reto com 10cm
de raio e 6283,2 cm?3 da capacidade. Determine sua altura.

Solucao.
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Sabemos que o volume V', do cilindro circular reto de raio r e altura h é dado pela for-
mula V = mr?h. Pelos dados do problema temos r» = 10 cm, V = 6283,2 em?. Assim na
formula 6283,2 em3 = 7(10cm)2.h = 6283,2 cm® = (3,1416)(100 em?).h = 6283,2 cm? =

6283, 2 cm?
314,16 em*).h=h= —— """
(314,16 em”) 314, 16cm?

Portanto altura do cilindro devera medir 20 cm.

=20 em.

Exemplo 1.4.

Quantos litros de dleo devem ser adicionados a 10 litros de uma mistura que contém 15% de
dleo, para obter outra mistura que contenha 25% de dleo?
Solugao.

Suponha que na mistura original tenhamos que adi-

cionar z litros de 6leo. Entao observando a Figura (1.3), ] N
temos: T —+~F— o0leo —«
15 25(10 + )
10(— =—=
0(To0) T 100 10 < 25%
< 4 v
Resolvendo a equagao temos que = = 3 15% — F—=_6leo —H

4
Portanto, teremos que adicionar 3 litros de 6leo.

Figura 1.3:
Exemplo 1.5.

A média aritmética de 8 numeros € 6; jd a média
aritmética de outros 6 numeros € 8. Entao a média aritmética desses 14 numeros é:

Solucao.

Suponhamos temos os nameros aq, as, as, --- , a7, ag € by, by, bs, --- b, bg . Pelos dados do
problema temos que:
a1+a2+"'—|—a7+a8:6 o bl+b2+"'+bs+56:8
8 6
Entao, a1 + a2+ ---+ar+as = (8)(6) e by +ba+---+0bs+ b = (6)(8), logo:
[a1+a2+--~+a7+a8]+[bl+bQ+--~+b5+b6]:(8)(6)+(6)(8):96.
[a1+a2+-~+a7+ag] [bl+bg+"'+b5+56]_96

Assi - P84
SSH, 816 + 816 -

Portanto, a média aritmética desses 14 ntimeros é 6, 84. O
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—_

10.

Exercicios 1-1

Sejam, N o conjunto de ntimeros naturais, e Z o conjunto de ntimeros inteiros. Determine

quais dentre as seguintes proposigoes é verdadeira (v) e qual é a falsa (f).

1. N=2z% 2. Nt=27 3. Ntf=z7" 4. NcZ

Das seguintes proposigoes qual é verdadeira (v) ou falsa (f).

1. NCZcCcQCR 2. TcR 3. QNnI=90
4. R—Q=I 5. Nc (Q—-17) 6. NUZ=Q
7. Zt =N 8. ZNQt =N

Verifique quais das seguintes proposigoes sao verdadeiras:

\fe(@ 3. 541€(Q-2) 4 -5¢Q
3

5. 2,71854 ¢ T 6. 0¢7Z 7. V-T¢R 8 -:eR-0Q

1. 7,43333..€1 2.

Construa um diagrama contendo os conjuntos N, Z, Q e I e situe os seguintes ntimeros:

1 \f 2. V=3 3. 0 4. % 5. 8,43
6. g 7. —5 8. —0,60 9. 2,573 10. 0,333---
10 0 5.,
11 - — 12. - 13 — (==
3 3 (=3)

Mostre que, se 22 = 0, entdo z = 0.
Mostre que, se p é nimero impar, entdo p? é fmpar.
Mostre que, se p é ntimero par, entdo p> é par.

1. Se a é racional e b irracional, a 4+ b necessariamente é irracional?
. Se a é irracional e b irracional, a + b necessariamente é irracional?
. Se a é racional e b irracional, ab necessariamente € irracional?

4

2

3

4. Existe ntiimero real a tal que a® seja irracional, porém a* racional?
5

. Existem dois niimeros racionais tais que sua soma e produto sejam racionais?
Mostre que V/2 é um numero irracional.

Um subconjunto A C R diz-se estavel aditivamente se, ¥V a,b € A tem-se que (a + b) € A;

e estavel multiplicativamente se, V a, b € A tem-se que (a.b) € A.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Christian Quintana Pinedo

1. Dados os conjuntos A ={2,4,6,8,---}eB=1{1,3,5,7,9, ---}, determine se eles

sao conjuntos estaveis aditiva e multiplicativamente.

2. Dados os conjuntos: N, Z, Q e R determine quais sao estéveis respeito das operagoes

de: i) adigao; ii) multiplicagao.
Mostre que 2 e 3 sdo as tnicas raizes da equacdo z2 — 5z + 6 = 0.

. , . .. a c ~
Sejam a, b, ¢, d, m, n e p nimeros reais positivos. Mostre que se — = — = — entao

m n P
vam + vVbn+/cp=/(a+b+c)(m+n+p) .

Determine a condicio para que seja possivel expressar v/ a + v/b na forma Vx4 /y , onde

a, b, T e y sejam numeros racionais.

Ha4 seis anos, a idade de Alberto era quatro vezes a idade de Pedro. Calcular suas idades

atuais sabendo que, dentro de quatro anos, Alberto s6 terd o dobro da idade de Pedro.

1 2
A idade de Maria ¢é 3 (metade) de 3 da idade de Marisa. Se Marisa tem 24 anos. Quantos

anos tem Maria?

A soma das idades de 3 pessoas € 97. A maior tem 29 anos mais que a menor, e a do meio

18 anos menos que a maior. Calcular a idade de cada uma.

Quanto de dgua deve ser adicionada a 100 cm? de 80% de uma solucdo de acido bérico,

para reduzir-la a 50% da solugao ?

Ao dividir o ntmero D por d obtemos como quociente q e como resto r. Se aumentarmos
o dividendo D em 15 unidades e o divisor d em 5 unidades, o quociente e resto originais

permanecem iguais. Qual foi o quociente?

Compra-se cadernos de forma progressiva da seguinte maneira: no primeiro dia 14 cadernos;
no segundo dia 15 cadernos; no terceiro dia 16 cadernos e assim sucessivamente. Depois

de 30 dias consecutivos comprando, quantos cadernos foram comprados no total 7

O denominador de uma fracdo decimal é 3 a menos que o dobro do numerador. Se o
numerador aumenta em 5 e o denominador em 13, o valor da fragdo é 7/15. Determine a

fragao.

Expedigao: Planeta K

Informe: Ao chegar ao planeta K, achamos seres vivos como em nosso planeta, embora
também tenham 20 dedos, eles tém um membro a menos, e um dedo a mais em cada
membro.

Pergunta-se: Possivelmente que tipo de seres habitam o planeta K 7
Determine dois ntimeros tais que sua soma, produto e quociente sempre sejam iguais.

Uma lebre seguida por um galgo leva uma vantagem de 50 saltos. O galgo da 5 saltos
enquanto que a lebre da 6 saltos, mas, 9 saltos da lebre equivalem a 7 do galgo. Quantos

saltos dara a lebre antes de ser alcancada pelo galgo 7
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1.3 Relacao de Ordem.

Axioma 1.1. De existéncia.
No conjunto R, existe um subconjunto denotado RT, chamado, “conjunto dos niimeros reais

positivos”, que satisfaz o sequinte:

i) Todo namero real a satisfaz uma e somente uma das seguintes condigdes:

a€cRT, —a €RT, ou a=20

iil) Sea e R" e beR", entdao a+beRT e a-beRT.

Definicao 1.2.

Sejam a, b € R, diz-se que “a é menor que b” e se escreve a < b, somente quando (b—a) € RT.
Desta definigao temos que a € R se, e somente se, (a — 0) € RT, logo 0 < a.
Observagao 1.1.
i) Se a < b, podemos escrever b > a, e se lé “b é maior que a”.
ii) Diz-se que “a € menor ou igual que b” e se escreve a < b se e somente se a < b ou a =b.
iii) Rt ={aeR/. 0<a}={aeR/. a>0}.
iv) a € RT se, e somente se, 0 < a, também podemos escrever a > 0.

Propriedade 1.3.

Para todo nimero real a, b, ¢, d tem-se:

l.a=boua<boua>hb . . . . tricotomia
2. a®> >0, VacR a®>>0sea##0) . . . . positividade
3. Sea<beb<c,entdoa <c . . . .transitiva
4. Sea<b,entdoa+c<b+c VceR . . . .monotonia na soma

5. Sea<bec<dentaoa+c<b+d

6. Sea<bec>0,entaoa.c<bec ... monotonia no produto
7. Sea <bec<0,entao a.c> b.c.

8. Sea<b,entao —a > —b.

9. Sea>0,entdoa ! >0 (Sea<0,entdo a™! <0)

10. Se0<a<bentaoa ! >b1>0(Sea<b<0entio0>a ! >b1)

11. ab > 0 se e somente se (a >0eb>0)ou(a<0eb<0)
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12. ab < 0 se e somente se (a >0eb<0)ou(a<0eb>0)
13. Sea>0eb>0; a<bse e somente se a®> < b.

14. a®> +b?> =0 se e somente se a =0 e b= 0.

15. Seaggb,entéo—\/ggagx/g

16. a®> > b, entdo a > Vboua< —Vb

Demonstragao. (1)
Sejam a, b € R. Entao, a —b € R, pelo Azioma (1.1)-(i), temos que uma e somente uma das
seguintes condigoes se cumpre: a —b € RT ou —(a —b) € Rt oua —b=0.
Entdao,a—b>0oub—a>00oua=>b,istoé,a>boub>aoua=nh

Em particular, se a € R, entao a > 0 ou a <0 ou a=0. O

Demonstragao. (2)

Se a € R entdao a =0 ou a # 0.
a=0=d’>=0 (1.3)
Se a #0 , entdo a € RT ou —a € R, logo a® = a.a € R ou
a®> = (—a)(—a) eRT = a? >0 (1.4)

De (1.3) e (1.4) segue que a? > 0. O

Demonstragao. (6)
Sea<bec>0entdob—a€RT ecomo c€RT,logo c(b—a)eRT.
Assim, (be — ac) € RT, logo (be — ac) > 0, entao be > ac ou ac < be. O

Demonstragao. (9)
Sejaa > 0, entdo existe a~! e pelo Azioma (1.1) tem-se a™! > 0oua™! <0oua~! =0. Este

' = 4.0 = 0 o que levaria a igualdade

altimo caso a~! = 0 é impossivel, pois teriamos que a.a™
1 =0 que é um absurdo.

Se a.a”! < 0, entdo pela propriedade da monotonia do produto resulta: a~'.a < 0.a , entdo
1 < 0, que é um absurdo.

Assim, resulta que se a > 0, entdo a~! > 0. U

Demonstragao. (11)

Pela Propriedade (1.1)-(10), se ab > 0 entdo a # 0 e b # 0. Portanto quando a > 0 tem-se
a”!' > 0. Assim b = a"1(a.b) > 0.

Analogamente, se a < 0 entdo a~! <0eb=a"1(a.b) <O0.

Portanto, se a.b > 0 entédo (a <0eb<0)ou(a>0eb>0) O

As demais propriedades sdo exercicios para o leitor.
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Definicao 1.3.

Uma equagio é uma expressao algébrica que contém simbolo de igualdade.

Sao exemplos de equagoes: z+7=3; a2 —5=ux; +2z—5=z*—6x.

No que segue, entenderemos que “resolver uma equagao E(x) = 07, onde F(z) é uma expressao
algébrica, significa determinar numeros x = a € R de modo que a igualdade E(a) = 0 seja
verdadeira.

Por exemplo, ao resolver a equagao 4x — 8 = 0 obtemos = = 2, pois 4(2) — 8 = 0. Por outro
lado ao resolver a equacdo z2 + 9 = 0 obtemos que 22 = —9 , a qual ndo tem solucdo em R.

Lembre-se que 22 >0 Vax € R.

Observagao 1.2.

Sejam a,b € R tais que b > 0. Se a® = b diz-se que: “a € raiz quadrada de b” e denota-se

a=b.

Por exemplo v4 = 2 ou —2, pois 22 = (—2)% = 4.

No que segue entenderemos v/b como a raiz quadrada positiva e -v/b como a raiz quadrada
negativa. Assim, Vi=2e-/4=-2.

Se b < 0, pela Propriedade (1.3)-(2) nao existe a € R tal que a? = b. Portanto em R nao

existe raiz quadrada de nimeros negativos.

Propriedade 1.4. Férmula de Bhaskara.*.

Sejam a, b, c € R, onde a # 0, entdo a solugcdo da equacio: ax’® +bx +c =0, € dada pela

eTpressao:
—b =+ Vb? — 4ac
€r=
2a
Demonstracgao.
b
Dividindo a equagéo az? + bz + ¢ = 0 por a # 0 resulta a expressao 22 + (=)x + - 0.
a a
b ¢ b b b\* ¢ b
Completand drados 22 42—z + — 4+ (=) = (=) t ) 2 f (22
ompletando quadrados x* + 2am—|—a—|—(2a) (2(1) emos :U+2a . (2a)
b — 4ac
4a?
b+ Vb2 -4
Obtendo a raiz quadrada resulta: z = 5 ac O
a

Exemplo 1.6.

Resolver a sequintes equagoes:

a) 3r+2=14-x b) 2?-2x-3=0

c) 2*-1322+12=0 d) 22-322+2+2=0

Solugao. (a)
3x+2=14—z, entdo (3z+2)+z = (14 —z) + =, logo (3x +x) + 2 = 14, entao 4x + 2 = 14.

1
Pela Propriedade (1.2) - (6) vem que x = 1 logo = = 3 é solugao da equacao. (]

4Bhaskara Acharya (1114 - 1185), nascido na India. Foi ele quem preencheu algumas lacunas na obra de
Brahmagupta dando uma solugao geral da equagao de Pell e considerando o problema da divisao por zero.
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Solugao. (b)

2?2 — 22 —3 =0, entdo (v + 1)(x — 3) = 0, pela Propriedade (1.1)-(10) segue que z = —1 ou
r=3.

De outro modo, completando quadrados 2> — 22 —3 = 0 entdo 2> — 2z + 1 —3 = 0+ 1 isto
622 —2x+1 =4, logo (x — 1)2 = 4. Da definicdo de raiz quadrada x - 1 = 2oux-1 =-2.

Portanto x = 3 ou x = —1 é solugao da equagao. O

Solugao. (c)
24— 1322 +12 = 0 entdo (22 —12)(z2 — 1) = 0, assim temos que 2> —12 =0 ou 22— 1 = 0.

De 22 —1 = 0 segue que (z —1)(x +1) =0, entdo 2 = —1 ou z = 1 & solucdo. De 22 — 12 =0

segue que (z — V12)(x +v12) =0 e = = —v/12 ou x = /12 é solugao.
Portanto, z = -1, x =1, x=—v12 ou x = /12 sao solugoes da equagao. O

Solugao.(d)

23 —312+2+2 = 0, escrevendo na forma de fatores 73— 322 +2+2 = (z—2) (22 —2—1) = 0,

2

entdao x —2 = 0 ou z* — x — 1 = 0, completando quadrados a esta ultima igualdade resulta:

1o 5
(z — 5) v
1 5 1 5 1 5
De —2 = 0 segue que = = 2 & solucao; de (z—=)? = = segue que z = 7+£ ouzx = ,_i
2 4 2 2 2 2
é solugao.
1 5 1 5
Portanto, z = 2, z = 5 + \2[ ouzxT = 5~ \2f é solugao da equacao.

Exemplo 1.7.
Determinar o menor niumero positivo M de modo que, para todo nimero real x, aconteca
6x — a2 < M.

Solugao.

De 62 —2% < M completando quadrados temos que 32 —324+6x—2% < M. Assim 9—(z—3)? <
M. Quando x = 3 teremos que o menor numero positivo é M = 9. Observe que, quando M > 9

também satisfaz as condi¢oes da desigualdade.

Definigao 1.4. Parte inteira.
A parte inteira de um nimero real x denotada por [|z|] é o maior nimero inteiro que nao

ultrapassa x.

Desta definigao resulta que o ntumero [|z|] é tnico, e sempre [|z|] < z. Por outro lado, como
[|z]] € o maior inteiro que cumpre esta desigualdade, e temos que = < [|z|] + 1. Portanto, [|x|] é

o namero inteiro que cumpre as desigualdades: [|z|]] <z < [|z|]]+ 1 ou (z — 1) < [|z]] < =.

Exemplo 1.8.
1
Das desigualdades: 3 < m <4, 5H< ?7 <6, —2<-—2<—-1e5=5<6 resulta que
17
Iml=3. [|5||=5 0-val=-2cls)]=>5.

Propriedade 1.5.

Seja x um nimero real:
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—[|z]] se z €Z.

i) [|—=l =
—[lz|]] =1 se z¢Z.

i) [fo+yl] = [lf] + [yl ou |z +yl] = [l=[] + [lyl] + 1

iii) [Jz + n|] = [Jz|] + n para todo inteiro n.
n—1
S
i=1
Demonstracao.

Exercicio para o leitor.

S I ) O R

[ I [~ I P EOOR
o [T [ -rer-

0 [t~ 2] - 18] -2

o (@l =l + llg-+50+ I+ 30+ [5+ 50+ 5+50 -

Propriedade 1.6. Principio de Arquimedes®.

Sea>0 e b>0 sdo numeros reais, entio existe um inteiro positivo n tal que a-n > b

Demonstragao.

1 b
Se a > 0, entao — > 0, sendo b > 0 temos que — > 0.
a a

b
} ; isto é a parte inteira do namero real (1+—). Da Defini¢ao
a

b
Definimos o niimero n = H 14—

b b
(1.3) temos que (1+-) —1< Hl + 7H = n.
a a
Portanto, a-n > b. ]

Exemplo 1.10.
Sejam a, b € R, tais que a-b = 1. Mostre que a +b > 2.

Solucao.
Da hipotese a.b=1 tem-se que 0 <a <1 el <bh entao0<(1—a) e0<(b—1)=0<

(I1-a)b-1)=b—-1—ab+a=b—-1—-1+a.
Portanto, a +b > 2. O

® Arquimedes (287 — 212 a.C.), chamado “o maior intelecto da antiguidade”, foi um dos primeiros fundadores
do método cientifico.
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Observagao 1.3.

E importante lembrar algumas propriedades bdsicas de niumeros reais:

i) a’ = 1 somente se a # 0; caso a = 0 a expressao 0% ndo existe.

a a
ii) 3 € R, somente se b # 0; caso b = 0 entao 0 nao existe.

iii) Va.b = \/ﬁ\/I; desde que a e b sejam positivos, suponha a = —1 e b = —1, entao 1 =

(—1)(=1) = v/=1y/—1 nao existe em R.

iv) A expressao +oo é a idéia de um nimero positivo o maior de todos, porém (+00) - (+00) =

o0
como se fossem nameros, pois nao o sao.

+00 - . . ~ .
7, ou T ? sao formas indeterminadas. Nao se deve operar com os simbolos +o00, —00,

Exemplo 1.11.

Em ambas as margens de um rio crescem palmeiras, uma em frente a outra. A altura de uma
€ de 30m, e da outra € 20m. A distdncia entre seus troncos € de 50 m.

Na copa de cada palmeira descansa um pdssaro, de subito os dois pdssaros avistam um peize
que aparece na superficie da dgua, entre as duas palmeiras. Os pdssaros voarao e alcancaram
o peize ao mesmo tempo. Supondo a mesma velocidade; a que distdncia do tronco da palmeira
menor apareceu o peixe?

Solucao.
Suponhamos que o peixe apareceu a uma

distancia de x metros do pé da palmeira menor

Figura (1.4), entao pelo teorema de Pitagoras:
V202 + 22 = /302 + (50 — )2 som 20m
(50 — x) x
Z

20 + 22 = 30% + (50 — x)?

m
22— (50—z)? = 30°—20% = 22—50 = 10 = = = 30 Figura 1.4:
Portanto, o peixe apareceu a uma distancia de 30 m da palmeira menor. O

Exemplo 1.12.

1 1
Mostre a desigualdade x = 7§§ e 2 < —.
246 100 10
Solucao.
2 4 6 100
h —Z2.2.2... 222 desd
Suponhamos y 357 01 esde que
L2 3_4 5_6 99 10
2 3 4 5’ 6 7 7100 101

1234 56 99 100
2345 67 100 101°
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Extraindo a raiz quadrada de ambos os membros desta tltima desigualdade tem-se z <
1 1
O

< —.
101 10
Exemplo 1.13.

Queremos construir uma caiza de papeldo de 10 em altura, sendo a base um retdngulo de
largura 10 cm menos que seu comprimento. Se o volume da caiza deve ser de 6000 cm?, quais as
dimensoes da caiza que suporta maior volume?

Solugao.

Suponhamos que o comprimento seja xcm.

Entao segundo os dados do problema temos

uma caixa como na Figura (1.5).

Logo 10z(x — 10) = 6000 = z(z — 10) = 10
600 = z* — 102 — 600 = 0.

Pela Propriedade (1.4):

2 _g(—
L, lo= 102 4(=600) _ . Figura 1.5:

x — 10

Portanto x = 30, e as dimensoes da caixa sao: altura 10 ¢m, e comprimento da base 30 cm e

largura da base 20 c¢m. 0

Exemplo 1.14.

1 1
Determine a parte inteira do numero: t =14+ —+ —+ — + —

BB TaAT S

Solugao.

Observe, calculando as raizes por falta e por excesso em menos de 0,1 obtemos as desigual-
dades:

1 1 1 1
1<1<1, 07<—=<08, 05<—=<06, 05<—=<05 04<—=<05
-7 V2 V3 V4 NG
Somando estas desigualdades, encontramos que 1 +0.74+0.5+0.54+04 <2 < 1+0.840.64

0.5+ 0.5 isto & 3,1 < z < 3, 4.
Logo [|z|] = 3. O

Exemplo 1.15.
Decompor o niumero 60 em duas partes de modo que o produto de ambas as partes seja o
maior possivel.

Solucao.

Consideremos os ntimeros £ e 60 — x, observe que a adigao de esses nimeros é 60.

Seu produto é¢: P = x(60 — z) = 60z — 22 = 302 — 302 + 2(30)x — 22 = 302 — (30 — z).
Para que o produto seja o maior possivel tem que acontecer que z = 30. logo os nimeros sao:
30 e 60— 30. Isto ¢ 30 e 30. O
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Exemplo 1.16.

Sabe-se que a média geométrica de n nidmeros, € sempre menor ou igual 4 sua média arit-
mética.

De todos os paralelepipedos com soma fixa de suas trés arestas reciprocamente perpendiculares,
determine o paralelepipedo de volume mdzximo.

Solugao.

Seja m = a + b+ ¢ a soma das arestas do paralelepipedo. Logo seu volume é V = abc.

b
Aplicando a propriedade da média geométrica segue que vV = vabe < % = % =
3
m
V< —.
- 27

3

O volume serd méximo somente quando V = o7 e isto acontece somente se a = b =c = ER
Portanto o paralelepipedo é o cubo. O

Exemplo 1.17.

Mostre que, sea; >0 i=1,2,3, ---, n entao:
n-a102a3. Q10 < a7 +ay +az + a1 +ay

Solugao.

Pela propriedade da média geométrica temos que:

al +ay +as3 +---ay_q +ay

n

a1a2a3. -+ Qp = 7\1/0]11@510/?. ce azflaﬁ <
logo multiplicando por n segue que:
n-a102a3. - Gp_10n < a7 +ay +az + a1 +ay

Da desigualdade deduz-se que:

2a1a9 < a? + a3, 3ajasaz < a3 + a3+ a3, dajazazas < ai + a3 + a3 + af
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Exercicios 1-2

. Mostre que, se 0 < a < 1 entdo a® < a.

Mostre que, a > b > 0 entdo a® > b® onde a, b € R.
Mostre que, se a, b >0 e a? > b? entdo a > b.
Mostre que, se @ e b tem o mesmo sinal e b > a entdo a~* > b1,
Dados os nimeros reais a e b, mostre que 2ab < a® + b?.
- 1
Mostre que, se a > 0 entao (a + —) > 2.

a

Mostre que, se a+b+c =1 onde, a > 0,b > 0, ¢ > 0, entdo temos que, (1—a)(1—b)(1—c) >
8abce.

b
Mostre que: Se 0 < a < b, entdo a < vVab < % <b.

2ab
Mostre que: vab > % quando a, b > 0.
a

Mostre que, quando a, b, ¢, d € R, entao a* + b* + ¢* + d* > 4abed.

1 1
Mostre que: a3—|——3>a2+—2 se a>1.
a a
- bc ac ab
Mostre que, se a, b, c >0 entao —+?+—>a+b+c.
a c

Determinar o menor ntimero positivo M de modo que, para todo niimero real x, tenha-se
2z — 2% < M.

Determinar o maior namero positivo M de modo que, para todo ntmero real z, tenha-se
M < 22 4 16z.

. - a b 1
Sejam a e b positivos, mostre que 5t =3 > -+
b a a

S| =

o, o .. _ad+ b a+b\?
Demonstrar que, se a e b sao niimeros inteiros positivos entao 2 > 5 .

Mostre que, se 23 + 9% +22 =81, x>0,y >0, z> 0, entdo zyz < 27.

2
3
Mostre a desigualdade: ikl > 2

vaz+2
1—+/1—4x2

Resolver em R: @——M—— < 3.
T

Mostre que se ab > 0, entdo ab > min .{aQ, b2}.

Mostre que a média geométrica de n ntimeros positivos nao ultrapassa a média aritmética

destes mesmos n nimeros.
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.
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Determine todos os valores reais de r para os quais o polinomio: (r? —1)z2+2(r — 1)z +1,

seja positivo para todo z € R.

A receita da venda de ¢ unidades de um produto é R = 240q e o custo de produgao de ¢
unidades é C' = 190¢g + 1500. Para que haja lucro, a receita de vendas ha de ser maior que

o custo. Para que valores de ¢ este produto daré lucro?.

Além do custo administrativo fixo, (diario) de R$350, 00 o custo de produgao de ¢ unidades
de certo produto ¢ de R$5,50 por unidade. Durante o més de marco, o custo total da
produgao variou entre o maximo de R$3.210 e o minimo de R$1.604 por dia. Determine

os niveis de producao maximo e minimo por més.

Estabeleca para que valores reais de x a area de um circulo de raio z:

2 2

a) ¢ maior que 400w cm b) nao é superior a 400w cm=.

Uma piscina infantil deve ter 1 m de altura e o formato de um bloco retangular. O seu
comprimento precisa superar & largura em 0,2 m. Com quanto de largura essa piscina
comportara mais de 2000.000 litros? (Lembrete: 1 m?3 = 1.000 litros).

Sabe-se que sobre certas condi¢bes o numero de bactérias que contém o leite se duplica
a cada 3 horas. Calcular o namero pelo qual é necessario multiplicar a quantidade de

bactérias do inicio, para obter o nimero de bactérias ao final de 1 dia.

Os alunos da UFT, organizaram uma rifa somente para alunos. Dos quais 45 compraram
2 nameros, e o total de alunos que compraram um ntmero era 20% do ntmero dos rifas
vendidas, 80 nao compraram nimero nenhum e outros compraram 3 nimeros. Se o total
de rifas vendidas excedeu em 33 ao ntmero de alunos, diga quantos alunos compraram

somente um namero da rifa.

Em uma fazenda, existia um ntmero de cabecas de gados. Depois de duplicar esse niimero,
foi roubado 1 cabecga sobrando mais de 54. Meses depois observou-se que triplicou o ntimero
de cabegas de gado que existia no inicio e foram roubadas 5 restando menos de 80. Quantas

cabecas de gado existiam no inicio?

A média aritmética das idades de um grupo de médicos e advogados é 40 anos. A média
aritmética das idades dos médicos é 35 anos e a dos advogados é 50 anos. Pode-se, entao,

afirmar que:

Uma pessoa compra um apartamento por R$10.000,00 em seguida o aluga. Deixando
1 1
125% da renda anual para reparacoes e manutencao, pagando R$325,00 de IPTU e 55%

descontando por conta de investimento. Qual é a renda mensal?

A soma das idades de trés pessoas é 96. A maior tem 32 anos mais que a menor e a do

meio 16 anos menos que a maior. Calcular a idade de cada uma das pessoas.

Eu tenho a idade que tu tinhas, quando eu tinha a metade da idade que tu tens. A soma

de nossas idades hoje é igual a 35 anos. Qual a minha e a tua idade?
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1.4 Desigualdades.

Os nimeros reais reais podem ser relacionados de modo biunivoca com os pontos de uma reta
L. Com esta identificagdo, dados os nameros x, y € R de modo que = < y, geometricamente na
reta L, o ponto x esta a esquerda de y a uma distancia (y — ) unidades.

Graficamente.

-~ y—-x — L

Definicao 1.5.
Uma expressao que contém relagoes do tipo <, >, < ou> € chamada uma “desigual-
dade”

1.4.1 Inequagao.

Uma inequacao é uma expressao algébrica que contém as relagbes <, >, < ou >.

Sao exemplos de inequagoes:

3r—4<2+4x . . . Inequagao de primeiro grau
322 —4x —5<0 . . . Inequagao de segundo grau
2% — 5z + 4 5 '

— =2 . . . Inequagao racional

x4 —4

3r—4<24+x<3x% —4x . . . Inequagao mista
a*—bv"<a->b . . . Inequagao exponencial
sen ’x —cos?x > 1 . . . Inequagao trigonométrica

Resolver uma inequagao significa determinar um conjunto de valores que a variavel (incognita)
tem que assumir para satisfazer a desigualdade em estudo. O conjunto em referéncia é chamado

“conjunto solucao”.

Observagao 1.4.
Se tivermos as desigualdades x <y e y < z detona-se x <y < z.

De igual modo:

a) r<y<zsignificazx <y e y<z
b) x >y > z significax >y e y > z.
c) x>y > zsignificaz >y e y> 2.

d) = >y < z nado tem significado, é melhor escrever y < z e y < x.
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1.4.2 Intervalos.

Sejam a e b ntmeros reais tais que a < b. Sao chamados de intervalos os seguintes subcon-
juntos de R.

(a, b)) ={x € R/. a < x < b} intervalo aberto de extremos a e b, isto é, o conjunto de
nimeros reais compreendidos estritamente entre a e b.

[a, b)) = {z € R/. a < x < b} intervalo fechado de extremos a e b, isto ¢, o conjunto de
ndmeros reais compreendidos entre a e b (incluindo os pontos a e b).

(a, b ={xz €R /. a<x <b} intervalo semi-aberto pela esquerda de extremos a e b isto ¢é,
o conjunto de nimeros reais compreendidos entre a e b (incluindo o ponto b).

[a, b)) ={x € R /. a <z <b} intervalo semi-aberto pela direita de extremos a e b, isto é o

conjunto de ntimeros reais compreendidos entre a e b (incluindo o ponto a).

1.4.3 A Reta Ampliada. Intervalos Infinitos.

Reta ampliada é o conjunto numérico R = R|J{—o00, +0o}, onde —oo (menos infinito) e +o0

(mais infinito) sdo simbolos que se comportam segundo as seguintes convengoes.
l. —co<z <400 VzeR
2. x4+ (£00) = (£o0) + & = (+00)
3. (£00) + (£00) = (£o0)
4. x.(£o0) = (£o0).x = (£o0) VzeR z>0.
5. x.(£00) = (£o0).x = (00) VzeR z<0.

Os intervalos infinitos sdo definidos como:
(@, +o0) ={xz€eR/. a<z} a, +o0) ={zeR/. a<z}
(—o0,b)={zeR/. z<b} (o0, bj={zeR/. z<b}

Os simbolos -00, 400 e oo somente sdo idéias de “niumeros” porém nao sao numeros.
Exemplo 1.18.
Dados os intervalos A = [3, 5], B = (4, 7] eC = [8, 10] entao:

a) AuC =3, 5| U8, 10] b) AUB=]3,7]
c) AnC =10 d) ANnB=(4, 5]

Observamos que a uniao ou interseccao de dois intervalos nao sempre é um intervalo.

Exemplo 1.19.
Seja x € (1, 2] , mostre que % — 2z € (-1, 0].

Solucao.
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Da hipotese = € (1, 2] temos que 1 <z <2,/ entdo 0 <z —1< 1.

Logo pela propriedade para ntimeros reais positivos 0 < (z—1)? < 1, assim —1 < (z—1)2—1 <
0, isto ¢ —1 < 22 — 2z < 0.

Portanto x? — 2z € (-1, 0]. O

Exemplo 1.20.

2
Se x € (0, 2), determine nimeros m e M de modo que: m < % <M.
x
Solugao.
Sex e (0,2),entao 0 <z <2 ,logob<z+5<T.
Da propriedade do inverso de niimeros reais temos:
1 1 1
1. <1 15
7T x+5 5 (1.5)
Por outro lado, de x € (0, 2) segue que:
2<z+2<4 (1.6)
. . 2 42 4
De (1.5) e (1.6) temos pela propriedade de monotonia para o produto que, - < 5 < 5
x
2 4
Portantom=- e M = —. Il
7 5

Exemplo 1.21.
Determinar em termos de intervalos o conjunto solugdo da inequagao: 3x —4 < 2 + .

Solugao.

Temos que 3x —4 < 2+ x , entao 2z < 6 ; logo = < 3.

Portanto, o conjunto solucao é o intervalo (—oo, 3). O

Exemplo 1.22.

Resolver a inequagdo x> —4 < x + 2.

Solugao.

1° Método.
?—4<z+2 = 22-2-6<0 = (z+2)(xz-3)<0
= {z+2>0 e z—-3<0} ou {r+2<0 e z—-3>0}
= {x>-2 e <3} ou {r<-2 e z>3}
= x€(-2,3) ou z€0 = =ze(-23)

Portanto, o conjunto solu¢ao da inequagao é (—2, 3)

2° Método.Completando quadrados.

1 1
P?-d4<z4+2 = 2P-—r<-6 = x2—x+1<6+1
1o 25 5 1 5
— — —— - < = -2 -2
= (;g+2)<2 = 2<9c+2<2 = <r<3 =ze(-23)

Portanto, o conjunto solu¢ao da inequagao é (—2, 3)
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3° Método. Método dos pontos criticos.
P?—-4d<zr+2 = 2>-2-6<0 = (v+2)(z—-3)<0.

Os valores de x para os quais verifica-se a igualdade (z+2)(x —3) =0,s80 z = -2 e z = 3.
T+ttt t+-—------ FT++++++
—00 -2 3 +00

No diagrama observamos que (z +2)(x —3) <0 se xz € (-2, 3)

Portanto, o conjunto soluc¢ao da inequagao é (—2, 3). O

Observacao 1.5.

1) Para determinar o sinal do fator x — a, considere:
Se, o sinal de (v — a) € positivo, entio (xt —a) > 0 e x > a, logo x estd a direita de a.

Se, o sinal de (x — a) € negativo, entio (r—a) < 0 e =z < a, logo x estd a esquerda de

a.

2) O método dos pontos criticos consiste em transformar a inequa¢io dada E(x) < 0 em outra
equivalente E1(x) da forma Ey(z) > 0 ou Ei(x) >0 ou Ei(x) < 0.

3) Para determinar o sinal de um produto, considere que: (+)(+) =+, (+)(—)=—, (=)(+)=
— e () =+

Logo devemos determinar os pontos criticos de Ej(z); isto ¢, os valores do numerador e
denominador de Fj(x) os quais sejam iguais a zero, para assim determinar na reta real R os
intervalos respectivos.

Por tltimo temos que determinar o sinal de Ej(x) em cada um dos intervalos que satisfazem
a inequacao.

O comportamento dos sinais em uma inequagao, provem do gréafico de fungoes polinomiais

num sistema de coordenadas cartesianas, sendo este topico tratado posteriormente.

Exemplo 1.23.
2 -9

Determine o conjunto solucdo da inequagao %2 >
—x
Solugao.

2
-9 -3 3
Tem-se que < = (z J(z+3) > 0 se e somente se
25—22  (b-—2x)b+x)

criticos: { =5, =3, 3, 5 }.

< 0, sao pontos

r+++ - -4+ +++++-=-—= F++++++
—00 -5 -3 3 +o00

t

Logo o conjunto solugao é o intervalo semi-aberto (=5, —3] U [3, 5)
As inequagtes do proximo exemplo devem ser estudadas com muita atencao, uma vez que
sao freqiientes os equivocos nas solucoes por parte dos estudantes na fase inicial do estudo do

céalculo.
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Exemplo 1.24.

Resolver as sequintes inequagoes:

a) ¥? < 16 b) 22 < -9

c) 2% <27 d) (z+ 1) < (z 4+ 1)?
Solugao. (a)

Da inequagio E(z) : 2% < 16 tem-se a inequagio Fy(x) : x? — 16 < 0, entdao na forma de
fatores resulta (z —4)(z +4) < 0.

e e i e R e e
—00 —4 4 +00

Considere o seguinte quadro:

Intervalos Sinal de Ej(x) Conjunto solugao de Ej(x)
(—OO, _4) +
(4, +00) +
Portanto, conjunto solugao da inequagao é (—4, 4). O

Solugao. (b)
Da inequacdo 22 < —9, tem-se 22 + 9 < 0, isto é absurdo; logo ndo existem ntmeros reais
que satisfazem a inequacao.

Portanto a solucao é o conjunto vazio. O

Solugao. (c)
Considere a inequagio  FEo(w) : 3 < 27.

1 1 1
Tem-se 23—33 < 0, isto é (z—3)(z%+2+9) < 0. Observe que z%+2+9 = m2+2'§x+1+9—1 =
1 1
(m—|—§)2+1 >0 VzeR entaiox’+2+9>0 VzeR.
Logo na inequagao (z — 3)(z2 +z +9) < 0 segue que z — 3 < 0; isto é x < 3.
Portanto o conjunto solugao é o intervalo (—oo, 3) O

Solugao.(d)
Temos aqui a inequacio E(x) : (z+ 1)* < (x + 1)
(z+Di<(z+1)? & (@+D)i-(z+1)2 <0 & (z+1D)%[(z+1)2-1<0
(z+1)2@%+22)<0 & 2@@+1)%(z+2)<0
Sendo (x + 1)? > 0 para todo ntimero real, a inequagdo E(z) transformou-se na inequacio
Ei(z) : z(x+2) <O0.

Seus pontos criticos sdo —2 e 0.

+t+++++=--- F++++++++++
—00 -2 0 400
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Observe o seguinte quadro:

Intervalos Sinal de Ej(x) Conjunto solugao de Ej(x)
(—o0, —2) +

(=2, 0) — (=2, 0)
(0, 4+00) +

Propriedade 1.7.

Temos que: sea >0 eax?+br+c>0 Vz R see somente se b’ < 4dac.

Demonstracao.

b c
Dividindo na inequacdo ax? + bz 4+ ¢ > 0 por a > 0 resulta a expressio: 22+ -x+->0.
a a

b b b b\* _ -4
Completando quadrados x? + 2%33 + 2 + (%)2 > (%)2 entao (a: + 2a> > Tac’ pela
Propriedade (1.3)-(16) de ntumeros reais temos que
b Vb2 —4 b Vb2 —4
(x—i——)ziac ou (x+7)§_7ac
2a 2a 2a 2a
Como z € R entdo, tem que ser b? < 4ac.
Reciprocamente. Exercicio para o leitor. O

Exemplo 1.25.

Resolver as inequagoes:
a) 8r—22-20<0 b) 22+2+9>0
c) 25-1<0 d) 2P —1> 0 onde p é primo.

Solugao. (a)
Temos 0 < 22 — 8z + 20, como (—8)? < 4(1)(20), segue pela Propriedade 1.5, a solucdo é o

conjunto de todos os ntimeros reais. (|

Solugao. (b)
Da inequagdo z2 + z + 9 > 0, segue que (1)? < 4(1)(9), entdo, pela Propriedade (1.5), a

solugdo é o conjunto de todos os ntimeros reais. O

Solugao. (c)

A inequacgdo 2% — 1 < 0 podemos escrever sob a forma (22)3 — 13 < 0 entdo, da diferenca de
cubos tem-se (2% —12)[(2?)? + 2?2 +1] < 0isto & (x+1)(z—1)(z* + 2% +1) < 0; pela Propriedade
(1.7) segue que (z* +22+1) > 0, logo a inequagao original se reduz a calcular (x+1)(x —1) <0
que tem como solugao o intervalo [—1, 1].

Portanto o conjunto a solugao de % — 1 < 0 é o intervalo [—1, 1]. O

Solugao. (d)
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A inequacdo zP — 1 > 0 onde p é primo, podermos escrever na forma de fatores como
(=) (2P L+ 2P 2 +2P 3+ .. +2?2+2+1) > 0,0 fator (2P L+ 2P 24P 34 .+ 42 +1
sempre ¢ positivo Vo € R pois é um polindmio irredutivel de grau par (todas suas raizes sao
ndmeros nao reais).

Entao resolver nossa desigualdade original reduz-se a resolver (x — 1) > 0 cuja solugao é x
€ (1, +o0)

Portanto a solugao de z? — 1 > 0 onde p é primo ¢é o conjunto (1, +00).

Exemplo 1.26.

Resolver em R o sequinte:

a) 2°4+6x+10=0 b) z?+62+10>0

¢) 22+6z+10<0 d) z2+10<0

Solugao. (a)

Como resultado da Propriedade (1.4) (formula de Bhaskara) segue que x =

—6++/—4 .
como nao é nimero real, entdo o problema nao tem solugao em R; isto é = ¢ R. 2
Solugao. (b)

Pela Propriedade (1.7) temos que 62 < 4(10), logo o problema tem solugdo em R; isto é
V2 € R temos que 22 + 62 + 10 > 0
Solugao. (c).

Como resultado da Propriedade (1.7) temos que 62 < 4(10), logo 22+ 62 +10>0 Vz e R
assim, nunca poderéa ocorrer que z2 + 6z + 10 < 0.

Logo a desigualdade em estudo nao tem solugdao em R. O

Solugao. (d)
A solucéo de 22 + 10 > 0 é imediata, nio precisa da Proposicao 1.7, pois Vz €, 22 > 0 entéo
22 4+10>10>0,isto é Vo € R, 22+ 10 > 0.

Portanto, o conjunto solucio da inequacao x? + 10 > 0 sdo todos os niimeros reais. O

Exemplo 1.27.

Um terreno deve ser lotado. Os lotes, todos retangulares, devem ter drea superior ou igual
que 1.500 m? e a largura de cada um deve ter 20 m a menos que o comprimento. Determine as
dimensoes do menor dos lotes que satisfazem tais condigoes.

Solugao.

Suponhamos que o comprimento de cada lote seja x metros, entao a largura mede (z — 20)
metros; logo sua drea mede x(x—20)m?. Por outro lado, tem que ser superior ou igual a 1.500m?;
assim x(x — 20) > 1.500 onde 22 — 20z — 1.500 > 0, isto é (z — 50)(z +30) >0 = 2 > 50
oux < —30.

Desconsiderando z < —30, temos que as medidas do menor dos lotes é: comprimento 50m e

largura 30 m. O
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Exemplo 1.28.

Uma galeria vai organizar uma exposicao e fez duas exigéncias: i) a drea de cada quadro deve
ser no minimo de 2.800 cm?; i) os quadros devem ser retangulares e a altura deve ter 30 cm a
mais que a largura.

Dentro dessas especificagoes, em que intervalo de niumeros reais devem se situar as larguras
dos quadros?.

Solugao.

Da segunda condigao, suponha a largura do quadro seja x cm, entao sua altura mede (30 +
r)em e sua area mede (30 + x)xem?; pela primeira condigio 2800 < (30 + x)x , onde 0 <
2?2 + 30z —2800 = 0 < (z+70)(x—40) = (r < —70 ou x > 40). Desconsideramos
x < —=70.

Portanto as medidas do quadro sao: largura 40 cm e altura 70 cm. U

Exemplo 1.29.

Dada a equagdo de raizes T1 e x3 : (m* — 5m + 6)z® + (4 — m?)x 4+ 20 = 0. Determine os
valores do pardmetro m tal que T1 < 1 < x9.
Solugao..

Seja ax? + bx + ¢ = 0, pelas propriedades das raizes da equacao de 2° grau sabe-se que:

Se a > 0 entdo, a(1)? + b(1) + ¢ < 0 se e somente se 71 < 1 < x2; ou

Se a < 0 entdo, a(1)? + b(1) + ¢ > 0 se e somente se 71 < 1 < 2.

Conclusdo a.[a(1)? + b(1) + ¢] < 0 se e somente se 11 < 1 < xa.

Para nosso caso observe que a = (m? — 5m + 6) e, desejamos que z; < 1 < 29 isto acontece
se e somente se: (m? — 5m + 6).[(m? — 5m + 6)(12) + (4 — m?)(1) + 20)] < 0; logo (m? — 5m +
6).(30 — 5m) < 0 isto é 5(m — 2)(m — 3)(m — 6) > 0; os pontos criticos sd@o 2, 3 e 6 .

Portanto, 2 < m < 3 ou m > 6. U
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Exercicios 1-3
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1. Expresse cada um dos intervalos abaixo usando outra notagao adequada (duplas desigual-

dades por exemplo)

2. Sao dados os conjuntos A ={x € N/ x éimpar },
C={zeN/.

1.

5.

(1, 14)

[—10, —2] 6.

3. Resolver as seguintes equagoes:

1.
4.

10.

13.

16.

5. Resolver as seguintes inequagoes:

10.
13.

16.

19.

22.

25.
28.

7(3 — 2x) + 2(2z — 15) < 6(3z — 5) + 3(3z — 1)

3xr+2=4—=x
2 =32 +x+2=0

x221

2 —4)+3x <bx—7T
dr —3(x +5) <z —18

2:1:—6<3$+8
5
20 — 74
2?4304+ 8< 2
x—17

(@ — %)(3;1:—1—5) >0

(r—1)(x+1)<0

r<az?—12 < 4x
(x —5)2 < (22— 3)?

(z—1)3(z* —4)(z —5) >0

br —4(x+5) <z —24

2 —22* — 152 > 0

22+ 8 —65 <z —18

3(x+4)+4x < Tz +2
(=1 (z+1)>0

(4, 7)
(0, 4)

2.
5.

2.:032382 3.
5. 3—x <543z 6.
8. 22—4<z+2 9.
2r+6 =z
11. —— <5 12
3 4<
r+4 T
14. < 15.
T —2 r+1
17.

17.

20.

23.

26.
29.

x2

502 —3x —4=0

3. [ 7] 4. [fg, g
7. [-37, 7) 8. (—16, 16]
B={ze€Z/. —-3<z<4} e

—2x—-3=0 3.

6.

(x—2)(x+2)<0

r—1

>0
X

3—xr <5+ 3z
22+ 3z > —2
2<5-3xr<11
3 1—=x
3r—5< —
o 1t 3
202 —2—10>0

3 9
2

x4+ —<0
x —|—5x+100<

322 —Te +6<0

22 + 20z 4+ 100 > 0

x < 6 }. Prove que o conjunto D, tal que D = (AN B) — C', é vazio.

2t —13224+36=0
=22 420=0

Determine o conjunto solugdo em R para cada uma das seguintes desigualdades:

20 —7<5H—=x
2>-3-3x> -1

Vii+r—2<4

22
2 —x—12

+ 4z + 10
>0

(z+1)* < (z+1)>

53 > 3w —16
3. 2(z+1)<0

6. “T1 g

r—1

9. Va2+z-2<4
12. 3z—-4<2+4zx
15. 22 —3x+2>0
18. 3—x <543z
21. 22 -324+42>0
24. 22 —22-5>0
27. 22 —22-8<0
30. 3x—4<2+6
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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31. (2 - 522+ Tz —3)(2—2) >0 32. (22 —3)3(2%2 - 7) (2?2 — 20 —3) >0
Determine o conjunto solugao das seguintes inequagoes:
x 3z )

1. < >b>0

a2—b2+a+b a_bp °°
2. E—i—£>1+E se ¢c>b>a>0

a b c

2 5
3. 3—z+4>6—§+2x se b>a>0

4. 112z —3) — 3(4a — 5) > 5(4x — 5)

Resolver as seguintes inequagoes racionais:

x r—1 2z 2 3r+5
1. < 2. <0 3. <3
:E—l+ x r+1 2z + 3 20+1
2t —3 1 322 412
4. 2z+1)"z-3>0 5. <= 6. ——————— >3
Qe+ 1)z -3)7 2 z+2 O3 2214z 5
- (1—3:—372)(2—36—962)20 8 x5—1<x5—2 9 :1:+4> x
(3—1x)(2—x) r+1 a2 x—=7" z+1

Mostre que se e y nio sdo ambos iguais a zero, entdao 422 + 6xy +4y> >0 e 322+

S5y + 3y% > 0.

. 1 1 1 1
Determine o valor de: S:1+§+?+?+ —|—3—n ,8e M — 00
b+ Vb2 -4 —b— Vb2 -4
Suponha que b?> — 4¢ > 0. Mostre que os nimeros % e fc

satisfazem ambos a equacdo: 2% + bx + ¢ = 0.

Suponha que > — 4¢ < 0. Mostre que nao existe nenhum nimero real que satisfaz a

equacio: a2+ bx + ¢ = 0.

Suponha a, b, ¢ e d nameros reais. Mostre a desigualdade de Schwartz: ac + bd <
Va2 + 2./ + d2.

Mostre que: Va2 =2z —15>x+1 V€ (—oo, —3].

1
Mostre que: 1 <z+ar+2<8 Vzel-1,2 - {1}
Os nameros positivos a1, asg, as, -+ a, nao sao iguais a zero e formam uma progressao

aritmética. Mostre que:

1 1 1 1 n—1

+ + + -+ =
\ai + +\/as Vas + /a3 \Jaz + Jaq /n—1 + \/an Va1 + y/an

Dentre os paralelepipedos com soma fixa de suas trés arestas simultaneamente perpendic-

ulares, achar o paralelepipedo de volume méaximo.
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1.5 Valor Absoluto.

Definigao 1.6.
O wvalor absoluto de um nimero real a € denotado por | x |, € o préprio nimero a se for

positivo ou igual a zero, e € igual a seu oposto aditivo —a se for negativo. Isto é:

a se a >0,
|z |=
—a se a<0.

Por exemplo, |3 |=3,|0|=0, |z —4|=—(—4) =4
Propriedade 1.8.
1. |a|>0, VacR e |a|=0 se a=0.
2. |al?=a?
3. | —al=[a]

4. |abl=|al|.|b]

ot

Na+o|<lal+ 6 Desigualdade triangular

Demonstragao. (2)

Suponha a > 0, entdo | a |=a , logo | a |*= a.a = a®.

Suponha a < 0, entdo | a |= —a, logo | a |?= (—a)(—a) = da°.

Apresentamos duas demonstragoes da desigualdade triangular. O

Demonstragao. (5)

Do fato ser, o valor absoluto de um niimero real sempre positivo, segue que:
ab<|al.|b| (1.7)

Pela 2% parte desta propriedade e de (1.7) temos que | a + b |?= (a + b)? = a® + 2ab + b? =|
al? +2ab+ | b P<|a 42 ab | +|bP=(a|+|b])?,istoé|a+b[?<(|a|+|b])? sendo

todos este dltimos nimeros positivos concluimos que |a+b [< (|a |+ | b ). O

Observagao 1.6.

i) A distancia entre os pontos reais a e b denotamos por | b—a |.

ii) Geométricamente, | b — a | é a distancia do ponto a até a origem.
Graficamente.

[b—al=[a—0] 3

b

Oe
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Propriedade 1.9.
i) Se b>0e|b|=b, entdo a=">boua=—b.
ii) |a|=]|0b]|, entdo a =b oua = —b.

iii) Va? =|a| onde Va? é a raiz quadrada positiva de a?.

| a]
|= — se b#0
0]

iv) |

S e

Demonstragao. (ii)

Da hipotese | a | = | b | e da defini¢ao de valor absoluto do nimero b, segue que | a |= b ou
| a |= —b. De modo anélogo, da defini¢ao de valor absoluto para o ntimero a segue de | a |= b
que, a =bou —a =b; e de | a |= —b segue que a = —b ou —a = —b.

Portanto a = b ou a = —b. O

Propriedade 1.10.

i) | x|< bseesomente se —b< x <b.
ii) |z |<bseesomentese —b<xz<b.
iii) Seb>0,|x|>bseesomentesex >bouz< —b.
iv) Seb > 0,|x|> bseesomentesexz > boux < —b
v) lal=Tlall<[a=b|<[a|+]b]
A demonstragao desta propriedade é exercicio para o leitor.

Exemplo 1.30.

Resolver as sequintes equagoes:

3 1
a) |2z -4]=6 b) [|5—22|—4]=8 c) x+1’4
-
d) |22 —4|=|2z| ez —1|+4z-3|=2lz+2]
Solugao. (a)
- - 6+4
Da definicao, de | 2z — 4 |= 6 segue-se que 2z —4 = 6 ou —(2x — 4) = 6, entdo = = 5 ou
—4
sz.POrtaHtOX:5OUX:—1. O

-2
Solugao. (b)
Pela definicao de valor absoluto, segue que | 5—2z | -4 =8 ou | 5 —2x | -4 = -8, entdo 5-2x
=120ub-2x =-12 0ou | 5 — 2z | = -4, sendo esta ultima um absurdo.

7 17
Logo, de 5-2x = 12 obtemos x = - 7€ de 5-2x = -12 obtemos x = Oh

Portanto x = - g oux= "o é solucao do problema. O
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Solugao. (e)

Daequagdo |z — 1| + 4|z — 3| = 2| z + 2 | temos o seguinte diagrama:

—00 -2 1 3 +0o0

Sex < —2entao, |z +2| =-(x+2), |z —1] =-(x1) e |z —3 ]| =-(x-3), logo a equagao é
17

equivalente a -(x-1) - 4(x-3) = -2(x+2) onde x = 3 & como T = — nao pertence ao intervalo
da condigao, segue que = ¢ R.

Se 2<z<lentio|z+2|=2+2, |z—1|]=—(x—1) e |z—3|=—(x —3), logo a
equagao é equivalente a —(x — 1) — 4(z — 3) = 2(x + 2) onde =z = - e pela condigao = ¢ R.

Sel<z<3entao|xz+2|=x+2,|z—1]=x-1e|xz—3]|=-(x3), logo a equagao é
equivalente a x-1 - 4(x-3) = 2(x+2) onde x = 5

Sex >3,entdo |x+2|=x+2,|z—1|=z—1e|x—3 |=x—3, logo a equacao é equivalente

ar—1+4(zr—3)=2(x+2) ondexz;.

7 1
Portanto, z = =3 ex 3 sao solucoes da equagao. O
Exemplo 1.31.
Dados: A={zeR/. |120—4|<10}, B={zeR/. |3z—-1[>1} e C={z¢€
R /. |22—4]|<2}. Expressar na forma de intervalos o conjunto (AU B)NC.

Solucao.
. ~ 1 14
Para o conjunto A temos que | 12z — 4 |< 10, entdo —10 < 12z — 4 < 10 logo - 3 <z < D
1 14
pistoé A= (—=, —).
2712

2
Para o conjunto B temos que | 3z — 1 | > 1 implica 3x-1 > 1 ou 3x-1 < -1, logo = > 3 ou
2
xz <0, isto é B = (—o0, 0] U [3’ +00).

Para o conjunto C' temos -2 < z2-4 < 2, entdo 2 < 2% < 6, logo - V6 < x < -v/2 ou v2 < x

< V/6; assim C = (- v6, - v2) J ( v2, V6)
Portanto, (AU B)NC = (—v6, —v2) J(v/2, V6) ¢ solucio do problema. O

Exemplo 1.32.
Resolver | 22 —4 | + | 20 — 5 |< 1.

Solucao..

)
Temos que | 72 — 4 |=2?-4se2<x ouse < -2 e |22 —5|=2r—5 se iga:. Logo:

Sex<-2vemque |22 —4 | =2%4e|20-5|=—-2r-5) = (2-4)-(2x-5)<1
onde 22 — 2x < 0 isto & (x-0)(x-2) < 0, e pela condi¢io x ¢ R.
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Se -2 < x < 2 temos que | 22 —4 | = -(z%4) e | 20 — 5 | = -(2x-5) entdo a inequagao é
equivalente & -(22-4) - (2x-5) < 1 onde 0 < 22 + 2x -8 isto é 0 < (x+4)(x-2) e da condicio x ¢
R.

)
Se2 <x< 3 temos que | 22 —4 | = 2?4 e | 2z — 5 | = -(2x-5) entdo (22-4) - (2x-5) < 1
onde (x-0)(x-2) < 0 e pela condicao x ¢ R.

5
Se 3 < x temos que | 22 —4 | = 2?4 e |22 — 5| = (2x-5) entdo (22-4) + (2x-5) < 1 onde

)
22 + 2x-10 < 0, isto é (x — 11+ 1)(z + /11 + 1) < 0, pela condigao 3 <x<V1l-1

<z<VIl-1} O

Portanto a solugao ¢ o conjunto A ={z € R /.

DO Ot

Exemplo 1.33.
Resolver (x —1)2— |z — 1| +8 > 0.

Solugao.

Do fato (x —1)2 =| 2 — 1|?, segue que |z — 1|2 — |2 — 1| +8 > 0, logo (y — 4)(y — 2) > 0
ondey=|z—1|,entdo |z —1|<2o0u|z—1][>4.
Se | x — 1 |< 2 segue que

-l<z<3 (1.8)
Se | x — 1 |> 4 segue que
x>5 ou < -3 (1.9)

De (1.8) e (1.9) tem-se que x €(-00, -3) J (-1, 3) U (5, +00).
Portanto, xe(-00, -3) J (-1, 3) U (5, +o0) resolve o problema.

Observagao 1.7.
a) O maximo de dois ntimeros a e b denotamos max.{a, b} e o minimo de min .{a, b}.
Por exemplo max.{—1, 4} =4 e min.{6, —3} = —3.

b) Sea <x <b,entdo |z |[<max.{|al, |b]}.

Por exemplo, se 2 < z < 6, entdo | z |[< 6 e se —12 < z < 6, entdo | z [< 12.
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Exercicios 1-4

1. Resolver as seguintes equagoes:

1. |[2z—-4|=6 2. ||5—2x|-4|=8 3. |2?—4|=|2z|
3z +1
r—1

7. |4z +3|=7 8 |2*+2|=22+1 9. [2z+2|=62—18

4.

‘:4 5 |2 —4|=3z+4 6. |z2+4|=|22|

10. 22 —2|x|=3 11. |z—4|=|z—-2] 12. |2 —z-6|=2+2
13. |[2z—-5|=3 14. |z—2|=[3-22| 15. 2|z —1|—-2®*+22+7=0
16. 22 o+l g |=9v+l 4 17. |z—1|+4|z-3|=2|z+2]|

2. Represente cada um dos conjuntos seguintes através de desigualdades envolvendo valores

absolutos.
1. A={zeR/.z<—-4oux >4} 2. B={eR/.z<—-6oux>4}

3. C={eR/.z>-9ouzr<9} 4. D={eR/.2>-9oux <7}

3. Represente geometricamente os seguintes conjuntos, para logo em seguida expressa-los na

forma de intervalos.

1. A={zeR/.8<z<} 2. B={zeR/. -14<z<5}
3. C={zeR/. -13<zx<15} 4. D={zeR/. |z|<6}
5. E={z€R/. |9—z|<T7} 6. F={zeR/. |z+5|>8}
7. G={zeR/.z>-9our<9} 8. H={zeR/. |9—z|<|z+5]}
4. Resolver as seguintes inequagoes:
1. |z+4|—-|5—-22|>4 2. |2 —4|+|20-5]<6
3. [3—|2x+3]|l<2 4. |3z—-2|<|4x—4 |+ |Tx—6|

5. Encontrar o conjunto solugao em R.

1. [2243|+4=5z 2. |2*—4|=-2x+4 3. |3z—1|=2z+5

6—95 1
4. |bx—3|=[3xz+5| 5. |20+6|=/4—-5x]| 6. ’ <2

3+ 2
7L <2 8 |z|-2</z—1| 9. |z-3|+2|x|<b
. x| - T — B T

63z |z+3]
4 1] — —1
6. Determine o valor de E, se: E:’ r+ll-|e | Ve (0,1).

X
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13.

14.

15.

16.

17.
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Sejam a e b nimeros reais, mostre que:

b+ | b— b—|b—
max .{ a, b}:w min.{ a, b}:a+—|a|
2 2
Suponha € > 0 mostre o seguinte:
€ €
1. Se|z—xp|<min—— 1 e |y—y|<————— =]y —x0y0 |< €
(P RV A (P =Y |
oyl ely
2.8 |y l|#0e |y—y |[<min{—,———F—} = y#0e |-——|<e.
2 2 Yo
Mostre que, se os nameros ai, az, as, - - - , &, NA0 sa0 iguais a zero e formam uma progressao
1 1 -1
aritmética, entao: + + + -+ _ 0 .
al.ag ag.as as.aq Ap—1.Qp ai.an

Para testar se uma moeda é equilibrada, um pesquisador langa 100 vezes e anota o ntimero

x de cara. A teoria estatistica afirma que a moeda deve ser considerada nao equilibrada se
x — 50

‘ > 1,645. Para que valores de x a moeda sera equilibrada ?.

A produgao diaria estimada x de uma refinaria ¢ dada por | z — 300.000 |< 275.000, onde

x é medida em barris de petréleo. Determine os niveis méximo e minimo de produgao.

As alturas h de dos tercos de alunos da Licenciatura em Matematica, verificam a desigual-
dad h—1,76
ade | ————
0,22
essas alturas se situam.

‘ <1, onde h é medido em metros. Determine o intervalo da reta real que

Um terreno deve ser lotado. Os lotes, todos retangulares, devem ter area superior ou igual
a 400 m? e a largura de cada um deve ter 30m a menos que o comprimento. Determine as

dimensoes do menor dos lotes que satisfazem tais condigoes.

Uma galeria vai organizar uma exposigao e fez as seguintes exigéncias: i) a area de cada
quadro deve ser no minimo de 3.200 cm?; ii) os quadros devem ser retangulares e a altura
deve ter 40 cm a mais que a largura. Dentro dessas especificagoes, em que intervalo de

nimeros reais devem se situar as larguras dos quadros?.

Uma empresa de utilidade publica tem uma frota de avides. Estima-se que o custo opera-
cional de cada aviao seja de C' = 0,2k + 20 por ano, onde C é medido em milhGes de reais
e k em quilémetros de voo; se a empresa quer que o custo operacional de cada aviao seja

menor que 100 milhGes de reais, entao k tem ser menor a que valor?

Trés pessoas A, B e C' visitam o agude do “Carneiro"e pescam mais de 8 peixes; B pensa
pescar mais 4 com o que teria mais peixes que A e C porém B tem menos peixes que C e

o que tem C nao chegam a 5. Quantos peixes tem cada um deles?

Para a festa do Natal, uma creche necessitava de 120 brinquedos. Recebeu uma doacao
de R$ 370,00. Esperava-se comprar carrinhos a R$2,00 cada, bonecas a R$3,00 e bolas a
R$3,50. Se o niimero de bolas deveria ser igual ao nimero de bonecas e carrinhos juntos.

Mostre que a solugao seria comprar: 40 bonecas, 20 carrinhos e 60 bolas.
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1.6 Axioma do Supremo.

Definigao 1.7.

Seja A um subconjunto nao vazio do conjunto de nimeros reais R.

i) Dizemos que o conjunto A é limitado superiormente, se existe um elemento k; € R tal que:

a < k1, para todo a € A.

ii) Dizemos que o conjunto A é limitado inferiormente, se existe um elemento ko € R tal que:
ko < a , para todo a € A.

iii) Diremos que o conjunto A é limitado, se for limitado superior e inferiormente.
Exemplo 1.34.

1
a) Os conjuntos N, A = (0, +oo) e B = {— /. ne N } sdo conjuntos limitados inferiormente;
n

um limite inferior é k; = -5.

b) Os conjuntos A = (-0, 3] e B={x € R ;5- (z—1)2 > 0 } sdo conjuntos limitados

superiormente; um limite superior é ko = 5.
1
c) O conjunto A={—/. n €N} élimitado.
n

Observagao 1.8.
O menor dos limites superiores € chamado de “supremo” e, o maior dos limites inferiores €

chamado “infimo”.

O infimo ou supremo de um conjunto, pode nao pertencer ao proprio conjunto.

Por exemplo o infimo para o conjunto A ={ —/. n €N} é o zero.
n

Definicao 1.8.
Seja ACR e A#(.

i) O ntumnero real s é chamado supremo de A e denotamos s = sup.A quando:
12 O ntmero s é limite superior de A;istoéa <s Va € A.
2° Sebe Aeb< sentaoexiste r € A tal que b < x < s.

ii) O namero real r é chamado infimo de A e denotamos r = inf.A quando :
1° O numero r é limite superior de A; isto é r < a Va € A.
2° Se b€ Aer <bentao existe x € A tal que r <z < b.

Definicao 1.9.
Se o supremo e infimo de um conjunto A pertencem ao mesmo conjunto A, entdo sao chama-
dos de “mdximo” e “minimo” respectivamente de A e denotamos max.A e min.A (respectiva-

mente).
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Exemplo 1.35.

Sejam os conjuntos: A = (0, 9] B=/{ l/n eN} C=N.
n
Entao: inf.(A) =0 e sup.(4A) =9 =max.(A); inf.(B)=0 e sup.(B) =1= max.(B)
inf.(C) =0 e sup.(C) nao existe.

Axioma 1.2. Azioma do Supremo.

Todo conjunto de niumeros reais nao vazio limitado superiormente, tem supremo

Propriedade 1.11.
Se o conjunto A C R sendo A # () e A limitado inferiormente, entao o conjunto A possui

infimo.

Demonstracao.

Seja B={—-z€R/. z€A},B#0

Se ¢ é limite inferior de A, entdo ¢ < a Va € A; logo —a < c Va € A entdo —c é
limite superior de B e pelo axioma do supremo entdo B possui supremo s = sup.(B); assim

—s =inf .(A). O

Propriedade 1.12. Principio da boa ordem.

Todo conjunto nao vazio de Z limitado inferiormente possui minimo.

A demonstragao é exercicio para leitor.

1.7 Inducgao Matematica.

Definigao 1.10.
Um conjunto M de nimeros reais diz-se que é “conjunto indutivo”, se satisfaz as sequintes

propriedades:

i) 0eM.

iil) VzeMentao (z+1)e M
Exemplo 1.36.

e O conjunto R de ntimeros reais é indutivo, pois 0 é um nimero real e z 4+ 1 também é real

para todo x real.

e O conjunto de todos os nimeros inteiros é indutivo.

3 )

5, 2, 5, } é indutivo

1
e O conjunto {0, 3 1,

Exemplo 1.37.

Os sequintes conjuntos nao sao indutivos:

L4 {17 27 3747 57}
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° {07 ]-7 27 37 47 57 }
L4 {07 27 47 67 }

Em matematica, muitas defini¢oes e proposicoes se realizam utilizando o principio de indug¢ao
matematica. A generalizacdo de uma propriedade apoés verificacao de que a propriedade é valida

em alguns casos particulares, pode conduzir a sérios enganos como mostra o seguinte exemplo:

Exemplo 1.38.
Considere a relagio f(n) = 22" + 1 definida para todo n € N.

Temos que, quando:

n=0 entdo f(0)=22"+1=3
n=1 entio f(1)=22+4+1=5
n=2 entio f(2)=2%+1=17
n=3 entdo f(3)=2% +1=257
n=4 entio f(4)=22"+1=65537

Observe que todos aqueles ntimeros encontrados sdo nimeros primos; P. Fermat (1.601 —
1.665) acreditou que a féormula f(n) representaria nimeros primos qualquer que fosse o valor
positivo para n € N, pois esta inducao era falsa Euler® mostrou que para n = 5 resulta f(5) =
4294967297 = 641 x 6700417, logo a afirmagao de P. Fermat foi precipitada.

Exemplo 1.39.
Consideremos a relagio f(n) =n? +n + 41 definida para todo n € N

Observe que, para valores menores que 40, f(n) é um namero primo. Com efeito, se n =
1, f(1) =43; se n=2, f(2) =47;sen =3, f(3) =53; ---; se n =39, f(39) = 1601. Porém se
n = 40 temos f(40) = 40% + 40 + 41 = (41)(41) ndo é primo, mostrando que a sentenga é falsa.
Em 1772 Euler mostrou que f(n) = n?+n+41 assume valores primos paran =0, 1,2, 3, -- -, 39.

Euler observando que f(n—1) = f(—n) mostrou que n? 4+ n+41 assume valores primos para
80 nimeros inteiros consecutivos, sendo estes inteiros: n = —40, —39, —38,---0, 1,2, 3, - - - 38, 39;
substituindo a variavel n por n — 40 temos f(n — 40) = g(n) = n? — 79n + 1.601; logo g(n) =

n? — 79n + 1.601 assume valores primos para todos os ntmeros naturais de 0 até 79.

Exemplo 1.40.
A sentenca: “2n+ 2 € a soma de dois mimeros primos” € uma sentenca verdadeira para
n=1n=2 n=3, n=4, --- e como nos exemplos anteriores apos muitas tentativas, nao

achamos nenhum numero natural que a torne falsa.

Ninguém até hoje, achou um numero natural que tornasse a sentenca falsa e ninguém, até
hoje, sabe demonstrar que a sentenga é sempre verdadeira. KEsta famosa sentenga conhecida

como conjetura de Goldbach foi feita em 1742, em uma carta dirigida a Euler diz:

5Leonard Euler (1707 —1783) Estudou com Johann Bernoulli, ainda pai de treze filhos e ficando completamente
cego, escreveu mais de oitocentos trabalhos e livros em todos os ramos da matemaética.
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“Todo inteiro par, maior do que 2, € a soma de dois nimeros primos.”

Nao sabemos até hoje se esta sentenca é verdadeira ou falsa.

Em resumo, dada uma afirmagao sobre niimeros naturais, se encontramos um contra-exemplo,
sabemos que a afirmacdo nao é sempre verdadeira.

E se nao achamos um contra-exemplo? Nesta caso, suspeitando que a afirmagao seja ver-
dadeira sempre, uma possibilidade é tentar demonstra-la recorrendo ao principio de indugao; é
necessario portanto, dispor de um método com base logica que permita decidir sobre a validade

ou nao de uma determinada indugao, isto esta garantido com a seguinte proposigao:

Propriedade 1.13. Primeiro principio de indu¢do matemdtica.

Se P(n) € uma proposi¢ao enunciada em termos de n, para n € N tal que:
1° P(1) é verdadeiro
2° P(h) é verdadeiro para h > 1, implica P(h + 1) é verdadeiro.

Entao P(n) € verdadeiro ¥n € N .

A demonstragao é exercicio para o leitor.

Exemplo 1.41.

1
Mostre que 1 +2+3+44+ --- +n= %
Solugao.
nn+1)
Neste exemplo observe que P(n) : 1 +2+4+3+4+ --- +n= —
1(1+1
Paran=1, P(1):1= (;) é verdadeira.

h(h+1)

Suponhamos que P(h) : 1+2+3+4+ -+ +h= seja verdadeira.

(h+1[(h+1)+1]
2

Mostrarei que P(h+1) : 14+2+3+4+--- +h+(h+1) =

Com efeito, temos que:

é verdadeiro.

h(h+1)

L4243 444 - +ht(ht1)= =

+(h+1) =

:(h+1)(§+1):(h+1)2(h+2).

Logo, pelo principio de indu¢ao mateméatica cumpre:
n(n+1)

1+2—|—3+4+~-+n:T VneN

Exemplo 1.42.

Deseja-se construir uma parede decorativa com tijolos de vidro da sequinte forma: a primeira
fileira (base) deverd ter 100 tijolos, a sequnda fileira, 99 tijolos, a terceira, 98 tijolos e assim por
diante até a ultima fileira que deverd ter apenas 1 tijolo. Determine o mimero total de tijolos
necessdarios para construir desta parede. serd igual a:

Solucao.
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Observe que a quantidade de nimero de tijolos necessarios para cada fileira é um, namero
natural decrescente a partir de 100, logo temos aplicando a féormula do Exemplo 1.48 que o total

de tijolos é:
100(100 + 1)

2

Portanto sao necessérios 5050 tijolos. 0

100499+ - +3+2+1= = 5050

1.8 Propriedades dos Nimeros Inteiros.

Os numeros inteiros satisfazem algumas propriedades fundamentais que estudaremos segida-
mente, para um estudi aprofundado, consulte Introducao as Estruturas Algébricas do mesmo

autor.

1.8.1 Divisibilidade.

Definigao 1.11.
Sejam os nimeros d, n € 7, diz-se que d divide n e escrevemos d | n quando n = cd para

algum c € 7.

A divisibilidade estabelece uma relagao binaria entre nimeros inteiros com as seguintes pro-

priedades (sem demonstragao):

Propriedade 1.14.
Sejam a, b, d, ,n,m €7Z

e nln -+ (reflexiva)
e d|ln e nlm = d|m .-+ (transitiva)
e d|ln e d|m = d|(an+bm) paraalgum a, b € Z -+ - (linear)
e d|ln = ad|an -+ - ( multiplicagao)
e adlan e a#0 = d|n .-+ (simplificagao)
e 1|n --+ (1 divide todos os inteiros)
e n|0 .-+ (cada inteiro divide o zero)
e 0|ln = n=0 .-+ (zero divide somente o zero)
e din e n#0=|d|<|n| -++ (comparagao)

e d|n e nl|ld = |d|=|n]|

e d|ln e d#0 = [n]|d|n
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1.8.2 Maximo Divisor Comum.

Definicao 1.12.
Sejam os nimeros a, b,d € Z, se o numero d divide a a e , d € chamado divisor comum de

a e b.

Propriedade 1.15.
Dados os nimeros inteiros a e b, existe um divisor comum da forma d = ax + by para algum

x, Yy € Z; e, todo divisor comum de a e b divide este d.

Propriedade 1.16.

Dados a, b € Z, existe um e somente um d € Z com as seguintes propriedades:

a) d>0 -+ (d nao é negativo)
b) d|a e d|b -+ (d & um divisor comum de a e b)
c) Se cla e c|lb = cl|d -+ (cada divisor comum divide d)
Demonstracao.

Pela Propriedade (1.15) existe pelo menos um d que satisfaz as condigoes (b) e (c), logo —d
também satisfaz. Porém, se d’ satisfaz (b) e (¢) entdo d | d' e d’ | d, portanto | d |=| d’|.

Logo existe somente um d > 0 que satisfaz (b) e (c). O

Definigao 1.13.
O numero d da Propriedade (1.16) € chamado de mdzimo divisor comum (m.d.c.) dea e b

e denota-se m.d.c{ a, b }.

Propriedade 1.17. Lema de Fuclides.

Sealbc e (a,b)=1 entio a]|c.

Demonstracao.
Desde que (a, b) = 1 podemos escrever 1 = ax + by, conseqiientemente ¢ = cax + cby, Como

a|acx e b|bcy, logo a | c. O

1.8.3 Numeros Primos.

Definicao 1.14.
Diz-se que o inteiro n € um numero primo, se n > 1 e o0s unicos divisores positivos de n sao

1 e o préprio n. Se n nao é niumero primo entdo é chamado de nimero composto.

Exemplo 1.43.
Sao numeros primos: 2, 3, 7, 1113, 17, 19

Sao numeros compostos: 4, 6, 8, 10, 16, 24
O numero 1 néo é primo; observe que nao satisfaz a defini¢ao.

Propriedade 1.18.

Todo numero inteiro n > 1 € numero primo ou produto de numeros primos.
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Propriedade 1.19. Fuclides.

Eziste uma infinidade de nimeros primos.

Propriedade 1.20. Teorema fundamental da aritmética.

Todo inteiro n > 1 podemos expressar como produto de fatores primos de modo unico.

Exemplo 1.44.

Mostre que Vn € N a expressio n®

—n € divistvel por (seis).
Solucao.

Temos que P(n): n® —n

P(1): 13 — 1 = 0 ¢é divisivel por 6.
Suponha que P(h) : h3 — h seja divisivel por 6 sendo h € N.
Paran =h+1 temos P(h+ 1) :

(h+1P = (h+1) = (h+D[(h+1)*~=1] = h® —h + 3h(h+1) (1.10)

Observe que 3h(h + 1) é divisivel por 6.

Com efeito, se h = 1 temos que 3(1)(2) é divisivel por 6. Suponha 3h(h + 1) é divisivel por
6 VheNlN

Logo para h + 1 segue que 3(h + 1)(h +2) = 3h(h + 1) + 6 sendo divisivel por 6. Entdo em
3

(1.10) da hipotese auxiliar para P(n) concluimos que Vn € N a expressao n®> —n é divisivel

por 6 (seis). O

Exemplo 1.45.
Mostre que, para todo nimero real (14 x)"™ > —1 e para qualquer natural n € N entao tem-se
a desigualdade (1 + x)" > 1+ nx.

Solucao.
Seja S o conjunto de numeros naturais para os quais (1 + x)" > 1 + nz.
1° 1€ S pois, (1 +z) > 1+ (1)z.

2° Se h € S, temos que (1+x)" > 14 ha, entdo (142)" = (1+2)(14+2)" > (1 +2)(1+hz) >
l+z+hr+ha?>1+(h+1)z.

Logo, se h € S entao (h+1) € S.

Aplicando o principio de indug¢ao matemética temos que S = N. U

Propriedade 1.21. Sequndo principio de indu¢cao matemdtica.

Se P(n) € uma proposi¢ao enunciada para n € N tal que:

1° P(n,) € verdadeiro.

2° P(h) é verdadeiro para h > n,, implica P(h + 1) é verdadeiro. Entao P(n) € verdadeiro
Vn eN, tal que n > n,.

A demonstragao é exercicio para o leitor.
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Exemplo 1.46.
1

Mostre que se n € qualquer inteiro positivo, g(n3 + 2n) é um inteiro.

Solugao.
. . , o . . 1 3 ) o
Seja S o conjunto de ntimeros inteiros positivos tais que g(n + 2n) é um inteiro.
1
O namero 1 € S pois g(l?’ +2(1)) =1.
1
Suponha que h € S; isto é §(h3 + 2h) é um inteiro.

1 1 1
Entao, <[(h+ 1)342(h+1)] = g[(h3+31~ﬂ+3h+1)+(2h+2)] = 3—2(h3+2h)+(h2+h+1)
é um inteiro.

Assim h € S implica (h+ 1) € S. Logo S = N pelo principio de indugao. O
Exemplo 1.47.
Mostre que 2" 1(a™ +b") > (a+b)" coma+b>0, a#ben>1, né€N. ¢verdadeira.

Demonstracao. Para n = 2 a desigualdade é da forma:
2(a* +b%) > (a+b)? (1.11)

Como a # b, temos a desigualdade (a—b)? > 0 que, somando (a+b)? obtemos (a—b)?(a+b)? >
(a + b)? isto implica a desigualdade (1.11); portanto a desigualdade é valida para n = 2.

Suponhamos que a desigualdade seja vélida para n = h; isto é:
21" + o) > (a + b)" (1.12)
Mostraremos a desigualdade para n = h + 1, isto é:
2h (a1t 4 ph ) > (a + )L (1.13)

Multiplicando em (1.12) por (a+b) tem-se 2"~ (a” +b")(a+b) > (a+b)"*(a+b) = (a+b)"*+1.

Falta mostrar que 2"(a"*1 + v"*1) > 2°=1(gh + b")(a + b).

Com efeito, 2" (a1 +0/+1) > 2h=1(ah +-b")(a+b) = (a"T +0"1) > (a"+")(a+b) >
(a" + ") (a+b) = ("t + V") > (0" +b")(a + b). Esta tltima desigualdade podemos

escrever sob a forma:
(a" —=b")(a—b) >0 (1.14)

Suponha a > b, da hipétese a > 0 segue que a >| b |; portanto al > v", logo (1.14) sempre fe
verdadeira. Para o caso a < b, entdao a” < b" e a desigualdade ¢ o produto de ntimeros negativos,
logo (1.14) sempre & verdadeira.

Assim se a desigualdade (1.14) vale para n = h, também vale para n = h + 1. O
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Exercicios 1-5

1. Caso existam, determine o supremo, o infimo, o0 maximo e o minimo para cada um dos

seguintes conjuntos:

1. B={z€Q/. |22-4|<16}
2. A={x€Z/. |22-9|+3|x—-4|<16}
3. OC={z€eN/. |22—z2+1|<3}
4. D={z el/. |bzx—-10|+|z|>1}
5. F={reR/. |22-9|>16—2}
6. E={ze€Z/ |2>-16|+|z—4|>1}
7. H={cR/.|2?-9|<16—2x2}
8. G={eR/. |9-2?|-|z—-4]<1}
on _
2. Mostre que 1 é o supremo do conjunto £ ={z/. == TR ne N}

3. Mostre que, se o produto de n niimeros positivos ¢ igual a 1 (um), a soma dos mesmos nao

é menor que n.

4. Mostre que, se x1, T3, T3, T4, * - , Ty SA0 NUMeEros positivos, tem-se:
T T2 T3 @4 Tpo1  Tn
-+ 4+ —+—+ - + +—2=2n
T2 T3 T4 Ts In I

5. Utilizando o principio de indugao matemaética, mostre cada um dos seguintes enunciados:
n(n+1)(2n+1)

1. 12422432+ . 40?2 =... 6 VneNn#0
2. 13+2i”+33+---+n?’:n?(n4ﬂ)2 VneN, n#0

3. 1+4—|—7+---—|—(3n—2):n(3n2_1) VneN, n#0

4. 12+32+52+---+(2n—1)2:”(4”;_1) VneN, n#0
5. 2+5+8+-'-+(3n—1)—n(1—;3n) VneN, n>1

6. 2042149224 ... 4o l=9on_1 V¥V peN, n>1
n(n+1)(n+2)
3

7. 1x242x343x44 - +nn+1)=

1 1 1 1

n
1x3  3x5 " 5x7 T @noDEntl) 2+l

VneN, n#0

VneN, n#0

6. Utilizando o principio de indug¢ao matemética, verifique a validade de cada um dos seguintes
enunciados:
1. (n?+n) édivisivel por 2, Vn €N.
2. (n®+2n) édivisivel por 3, Vn € N.
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10.

11.

12.

13.
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n(n+1)(n+2) édivisivel por 6. VneN, n#0.
(32" —1) & divisivel por 8, Vn € N.

(10™ —1) ¢ divisivel por 9, Vn e N.

2" >n? VYneN, n>4

3">(1+2n); VYneN

® NS ok ®

8 éumfatorde5 +7 VneN, n>1

Determine a validade das seguintes proposicoes; justifique sua resposta.
1. Sez,yeR,com0<z<y,entdox” <y® VneN, n#0.
2 4™ —1 édivisivel por 3, Vn éeN.

3. (8" —5") édivisivel por 3, Vn e N.

4. (10"t 4+ 10"+ 1) ¢ divisivel por 3, Vn € N.

5

4”>n4; VneN, n>5.
22n+1 + 32n+1 ) ) . )
6. —————— & um namero inteiro.

5

Mostre que, para ntimeros reais x e y, e n € N n > 2 sao validas as seguintes igualdades:
1. " — yn — (33' _ y)(xnfl + xn72.y + xn73_y2 4+ o+ xQ.ynffS + x_yn72 + ynfl)
2. "+ yn — (.’E + y>(xn71 _ xnf2.y + $n73.y2 -+ (_1)n73x2.yn73 _ m.ynf2 + ynfl)

somente para n impar.

Mostre que, para quaisquer que sejam os numeros positivos diferentes a e b é vilida a
) " a-+bn
desigualdade: "Vab" < .
n+1

n n
Mostre a seguinte igualdade: > (b+a;) =nb+ > a;
i=1 i=1

Se n € N, o fatorial do ntmero n é denotado n!, e definido do modo seguinte: 0! =
1, 1! =1equandon > 1definesen! =1x2x3x4x5x ---(n—1)xnoun! =
nn—1)(n—2)(n—3) --- 4 x 3 x 2x 1. Mostre que:

1. 2n1<nl VneN,

2. 2"<nl <n"para VneN n>4

n+11"
Mostre a desigualdade: n! < [ + } para n natural, com n > 2.
. . . n n!
Define-se o coeficiente binomial =———35e 0 < m < n. Mostre que:
m m!(m —n)!

n+1 n n
3. = + sel <m <n.
m m—1 m
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

1
. Sejam a, b e c raizes da equacao 23 —322+9x—2 = 0. Mostre que o valor de 5+5 —i—

Miscelanea 1-1
1 1 69
b2 4
Determine a soma: S =142z + 322 +423 + -+ + (n + 1)z"
Determine a soma: 1+ 11 4 111 41111+ --- 4+ 111111111---1 , se o ultimo somando ¢

um nimero de n digitos.

Determine a soma: S =nz + (n — 1)z + (n — 2)23 + -+ + 22" 4 2™

Determi g +3+5+7+ +2n—1
etermine a soma: S = -+ =+ 5+ —+ -
2 22 23 24 2n
1
Mostre que, se a + b = 1, entdao: a* 4+ b* > 3
Mostre que, se m € N sao validas as seguintes desigualdades:
1 n 1 n 1 n n 1 - 1
m+1 m+2 m-+3 2m = 2
1 1 1 1

>1

mtl mr2 T mi3 T TmyemyD

Prove que, para qualquer inteiro positivo n é valido o seguinte:

1+1+1+1+ +1<n—1
32 42 52 n2 n

Mostre que, se |  |< 1, para qualquer inteiro n > 2, entdo ¢é valida a desigualdade:
l—z)"+(1+x)"<2”

Mostre por inducao sobre n, que:

1. Sex = p+,/q, onde p e g sao racionais, e n € N entao " = a+b,/q sendo a e b nimeros

racionais.
2. Mostre que: (p —/q)" = a—b/q

Mostre que, se os nimeros positivos a, b, ¢ formam uma progressao aritmética; entao os
1

1 ~ . .
nameros também formam uma progressao aritmética.

Vo+a Vet+va' e+ b

n
O simbolo }_ a; é usado para representar a soma de todos os a; para valores do inteiro ¢
i=1

desde 1 até n; isto é a; — a1+as+as+---+a,—1+a,. Mostre que: =
; Z;z 1taxtaz+---+ap—1+an q i;i(i—i—l) ol

n
Calcular a soma S = ) a; sendo a; = k uma constante.
i=1

2

1+ 24

Mostre a desigualdade >

l\D\H

Usando o fato que x? + 2y + 32 > 0, mostre que a suposicio z2 + zy + y? < 0 leva a uma

contradicao.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.
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Uma pirdmide hexagonal regular, com a aresta da base 9 cm e aresta lateral 15 cm, foi
seccionada por dois planos paralelos a sua base que dividiram sua altura em trés partes
iguais. Mostre que a parte da pirdmide, compreendida entre esses planos, tem volume,
126\/§ em cm?.

No jogo Lotomania, promovido pela CEF, o apostador deve marcar 50 niimeros em uma
cartela com 100 nimeros (de 00 a 99). Para receber algum prémio o apostador deve acertar

no minimo 16 dos 20 nameros sorteados. Leia a seguir as afirmacoes sobre esse jogo:

50
i) Cada cartela jogada corresponde a < 24 > grupos com 16 ntmeros.

50
ii) Cada cartela jogada corresponde a ( 90 ) grupos com 20 nimeros.

iii) O apostador tem mais chances de acertar 20 nameros do que 16.

Quais das afirmacoes anteriores sao corretas?

Uma indtstria de cosméticos deseja embalar sabonetes esféricos de raio 3em. A embalagem
devera ter formato cilindrico de forma a acondicionar 3 sabonetes, como mostra a Figura

(1.6) (vista superior da embalagem aberta).

Figura 1.6:

Mostre que a medida do raio e a altura da embalagem, em cm, deverao ser de, aproximada-

mente: 6,92 e 6 respectivamente(. Sugestdo: /3 = 1,73)

Verifique, que o maior ntimero de diagonais de um poligono convexo de n lados é: Ny =
n(n +3)

5 VneN, n>2.

Mostre que se un namero primo p nao divide a a, antao (p, a) = 1.

Prove que se m é um inteiro nao negativo, entao

42" 43 f o (n— 1)+ ™ <™ n>1

Mostre por inducao que para qualquer inteiro k > 1en € N:

nktl k k k k
m21+2 +3F 4+ 4+ n—-2)"+(n—-1)
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

> 1427 K43 F 4+ (n—1)"F +n ¥

Mostre por inducao o seguinte:

1. A desigualdade de Cauchy :

(S) =(59) (5

2(n+1)

2. (1+q)A+¢)1+gh - 1+Fm D)1+ ¢ = B

Descubra o erro no seguinte raciocinio por indugao:
Seja P(n): Se a e b sao inteiros nao negativos tais que a+b<n = a=b.
Observe que P(0) é verdadeira.

Sejam a e b inteiros tais que a +b < h+ 1, defina c = a—1 e d = b — 1, entdo
c+d=a+b—2<h+1-2<h. A verdade de P(h) implica que a = b; isto é P(h+1) é

verdadeira.

Portanto P(n) é verdadeira para todon >0, n € N.

1 11° 11° 17" 1)"
Mostre que: |1+ =|. |14+ =| .|1+=| -+ [14+— :M Vn e NT.
1 2 3 n n!

Se a, b e n sao inteiros positivos, mostre o seguinte:

EE) ) L) 6 - )
w ) () () () o ) - ()

Sejar # 1.

1. Deduzir que, a + ar + ar? + ar® + ar* 4+ -+ + ar™!

Il
)
| — |
|
||
=%
| I

2. Mostre por inducao sobre n € N, n > 1 que:

1_ n
a+ar+ar2+ar3+ar4+'--—i-ar"_l:a[l T]
—r

Mostre que, para qualquer x > 0 e para todo ntimero natural n-par, a seguinte desigualdade

é verdadeira:
1 1 1 S
i +7x”*2 +ﬁ >n+1

xn+xn72+xn74_’_“_+

Mostre que todo nimero natural podemos escrever como o produto de niimeros primos.
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30.

31.

32.

33.

34.
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A seqiiéncia de Fibonacci define-se como segue: a1 =1, as =1, a, = an_1+ an_o para

n > 3. Mostre por indugao que:

Mostre que, se a1, az, as, - -+ , G, a0 nimeros reais tais que | a; [< 1 e | ap —ap—1 [< 1,

entao | a, |< 1.

Mostre que, para todo inteiro positivo n e para p > 0 ntmero real a seguinte desigualdade

é valida: ( 1)
n(n +
(1 +p)" = 1t np+ ———p°
n n
Mostre que: | > a; [< D] | a; |
i=1 i=1

Prove que: (1 —2)[(1+2)(1+22)(1+2z%)--- (14 22")] = 1 — 22D para qualquer inteiro
x, e todo n > 0.



Capitulo 2

FUNCOES

FEuler nasceu em Basileia, na Suica em 15 de abril de 1707 e
morreou em 18 de setembro de 1783, em Sao Petersburgo, Rissia Foi
o matemdtico mais produtivo do século XV II - hd quem o considere
o matemdtico mais produtivo de todos os tempos .

Leonhard FEuler estudou Matemdtica com Johann Bernoulli.
Quando em 1725, Nikolaus, filch de Johan, viajou para Sio Peters-
burgo, o jove Euler seguir-o e fichu na Academia até 1741. Em 1726,
Euler jd tinea um pequeno artiad publicacao e, em 1727, publicou outro
artiad sobre trajetoria reciprocals. Fste artiad ganhou o sequndo lugar

no Grande Prémio da Academia de Paris, o que foi um grande feito

- = . para o jove licenciado.

Leonhard Euler De 1741 até 1766, FEuler esteve ma Alemanha na Academia de
Berlim sob a protecao de Frederico-o-Grande; de 1766 a 1783 woltou

a Sio Petersburgo, agora sob a égide da imperatriz Catarina.

A vida deste matemdtico foi quase exclusivamente dedicada ao trabalho nos diferentes campos da
Matemdatica. Embora tivesse perdido um olho em 1735 e o outro em 1766, nada podia interromper a
sua enorme produtividade. Euler, cego, ajudado por uma memdria fenomenal, continuou a ditar as suas
descobertas. Durante a sua vida escreveu 560 livros e artigos; 4 sua morte deizou muitos manuscritos
que foram publicados pela Academia de Sampetersburgo durante os quarenta e sete anos sequintes.

2.1 Introducgao.

A aplicabilidade da matemaética, enquanto instrumento de estudo dos fenémenos reais de-
pende essencialmente da sua capacidade de representar esses fenémenos, isto é, da concepcao de
um modelo matematico que sintetize e relacione as principais caracteristicas do fenémeno a estu-
dar. Nesses modelos matematicos tais relagdes sao hoje representadas por fungdes. O conceito de
funcao que hoje nos pode parecer simples, é o resultado de uma lenta e longa evolugao histérica
iniciada na Antigiiidade quando, por exemplo, os matematicos Babilonios utilizaram tabelas de
quadrados e de raizes quadradas e ctbicas [?], ou quando os Pitagoricos tentaram relacionar a
altura do som emitido por cordas submetidas & mesma tensao com o seu comprimento.

Nesta época o conceito de fungdo nao estava claramente definido. As relagoes entre as var-

i&veis surgiam de forma implicita e eram descritas verbalmente ou por um grafico. S6 no século

51
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XVII, quando Descartes® e Pierre Fermat introduzem as coordenadas cartesianas, é que se torna
possivel transformar problemas geométricos em problemas algébricos e estudar analiticamente as
fungbes. A matemaética recebe assim um grande impulso, notadamente pela sua aplicabilidade
a outras ciéncias. A partir de observagoes ou experiéncias realizadas, os cientistas passaram a
determinar a férmula ou fungdo que relaciona as variaveis em estudo. A partir daqui todo o
estudo se desenvolve em torno das propriedades de tais funcoes.

E por isso que um dos conceitos mais importantes da matematica é o de funcdo. Em quase

todas as partes da ciéncia o estudo de fungoes é a parte central da teoria.

2.2 Relacgoes.

Suponha os conjuntos A = {1,2,3,4} ¢ B = {a,b, ¢, d}.

Podemos estabelecer uma relagao (correspondéncia) entre os conjuntos A e B de modo que
a cada niamero em ordem crescente do conjunto A, corresponda uma letra em ordem alfabético
do conjunto B.

Outro modo de apresentar o esquema da Figura (2.1), seria utilizando a forma de par orde-
nado, isto é: (1, a), (2, ), (3, ¢) e (4, d).

Note-se que a correspondéncia estabelecida determina um subconjunto do conjunto produto
cartesiano A x B. Este conjunto denotamos como: {(1, a), (2, b), (3, ¢), (4,d)}

Definicao 2.1.
Dizemos que S € uma relacdo de A em B, se S € um subconjunto do produto cartesiano
Ax B;istoé, S C AxB.

Observagao 2.1.

1) Sex € Aey € B e satisfaz que, (z, y) € S5,

entdo diz-se que x estd em relagdo com y mediante S e A B
denotamos com o simbolo z.Sy. 1 a
2) Se S é uma relagdo de A em B, o conjunto A
é chamado de “conjunto de partida” e o conjunto B é 2 - b
chamado de “conjunto de chegada”. 3 , ¢
3) Dado que o conjunto vazio ® C A x B, entao ¢ é 4 d
uma relacdo de A em B e é chamada de “relag¢do nula ou
vazia’.
Figura 2.1:

4) Temos que S é uma rela¢ao de A em B, se e somente
se S C AxB.

5) Se S é uma relacdo de A em B e, se:

S = {(z1, 1), (x2, Y2), (23, y3), (4, ya)}

'Rene Descartes (1596 — 1650), criador da geometria analitica foi um gentil homem, militar, mateméatico e um
dos maiores filosofos de todos os tempos
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Exemplo 2.1.
Sejam os conjuntos A = { alunos do 1° ano de Cdlculo I } e B =N, entao entre A e B

podemos formar algumas relagdes como:
Si={(z,y) € AxB/. x tém y anos }

So={(z,y) € AxB/. x tém y reais }
Exemplo 2.2.
Sejam os conjuntos: A = {3, 4, 5, 6}, B = {1, 2, 3, 4} e a relagdo:

S ={(zx,y) €eAxB/. z=y+2}

Assim, podemos escrever: S ={(3, 1), ((4, 2), (5, 3), (6, 4) }.

2.2.1 Dominio e Imagem de uma Relagao.

Seja S uma relagao nao vazia de A em B, isto é:
S={(z,y) € AxB/. zSy}

Definicao 2.2. Dominio de uma relacao.
O “dominio da relacao S 7 € o conjunto dos elementos x € A para os quais existe um elemento

y € B tal que (z, y) €S.

Isto é o dominio de § é o subconjunto de elementos de A formado pelas primeiras componentes
dos pares ordenados que pertencem a relagdo. A notagao para indicar o dominio da relagao S é
D(S) assim definido:

D(S)={xz€A/. yeB; (z,y eS8}

Definicao 2.3. Imagem de uma relagao.
A “imagem ou contradominio da relacdo S € o conjunto dos elementos y € B para 0s quais

existe um elemento x € A tal que (z, y) € A X B.

Isto é, a imagem de S é o subconjunto de B formado pelas segundas componentes dos

pares ordenados que pertencem a relagdo . A notagdo para indicar a imagem da relagdo & &

Im(S)={yeB/. z€A; (z,y) €S}

Exemplo 2.3.
O dominio e imagem da relagiao do Exemplo (2.2) é respectivamente:
D(S) = {3, 4, 5, 6} Im(S) = {1, 2, 3, 4}

2.2.2 Relagoes de R em R.

No que segue, utilizaremos relagoes de A em B onde A e B sdo subconjuntos do conjunto

de nameros reais R.
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Exemplo 2.4.
Seja S uma relagao definida por: S = {(z,y) € NT x Nt/ 22 +4? < 9}
Logo, nossa relagao é: S = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}. Um diagrama da relagio S

mostra-se na Figura (2.2).

Observe que somente sao quatro pontos do plano.

y
Y
4 3
3
2 . - g
-3 3
1 L] L]
x
- > -3
-1 o 1 2 3 4 ‘
Figura 2.2: Figura 2.3:

Exemplo 2.5.
Seja T a relagio em R definida como seque: T = {(x, y) ERxR /. 22+ y% <9}

Um diagrama da relagao mostra-se na Figura (2.3), observe que é impossivel desenhar um de
cada vez os infinitos elementos da relacao 7 ; isto acontece pelo fato definir a relagdo no conjunto
de ntimeros reais R.

Existem outros tipos de relagbes como mostra a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.4.

Sejam k nidmero real constante nao nulo, e n € N.

i) Diz-se que y é diretamente proporcional a x, se y = kx; e diz-se que y é inversamente
proporcional a x, se y = k(—).
x

n

ii) Diz-se que y é diretamente proporcional & n-ésima poténcia de z, se y = k.z" ; e diz-se que

y é inversamente proporcional & n-ésima poténcia de x, se y = k(—n)
x
iii) Diz-se que z é conjuntamente proporcional a z e y se z = kzy
Exemplo 2.6.

O peso aproximado da banha em um porco € diretamente proporcional a seu peso corporal.

a) FEzpresse o nimero de quilos do peso aproximado da banha de um porco como funcao de seu

peso corporal sabendo que um porco com 98 kg tem um peso aprorimado de 32 kg de banha.

b) Ache o peso da banha de um porco cujo peso corporal seja 72 kg.

Solugao. ( a)
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Sejay = f(x) o peso aproximado de banha de um porco cujo peso corporal é z kg, sendo o
peso da banha diretamente proporcional a seu peso corporal, temos que existe uma constante k

32
tal que f(x) = kx; quando z = 98 temos f(98) = 32, logo 32 = £.(98) onde k = 98"
32

Portant = —ux.
ortanto f(x) T
Solugao. (b)
Por outro lado, quando z = 72 temos f(72) = 72(

Logo o peso da banha é aproximadamente 23,51 kg.

32, 1152
2%y = =22 = 23,51
08) = 19 355

Exemplo 2.7.

De um grupo de 100 alunos, a razao sequndo a qual um boato se espalha é conjuntamente
proporcional ao niumero de alunos que ouviram o boato e ao numero de alunos que ndao ouviram
o boato. a) Se o boato estd se espalhando a uma razao de 5 alunos por minuto, quando 30 o
ouviram. Ezxpresse a taxa sequndo o qual o boato se estd espalhando como funcao do niumero de
alunos que o ouviram. b) Quao rdpido o boato se espalhou quando 90 alunos o ouviram?

Solugio.a)

Suponhamos f(x) seja a taxa pelo qual o boato se esta espalhando, quando x alunos o ouviram
(logo nao ouviram 100 — x); entdao f(z) = kx(100 — x).

Quando =z = 30, temos f(30) =5 = 5=1£k(30)(100—-30) = 5=2100k = k=
5 1

2100 420 ° (100
x -z
L = - 7 O
ogo f(x) 190
Solugao.b)
1
Quando x = 90, temos f(90) = 4—20[90(100 - 90)] = % = 2,142, a taxa de crescimento

quando 90 alunos o ouviram é 2,142 ouvintes por minuto.

Exemplo 2.8.

Uma torneira enche um tanque em 12 minutos, enquanto que uma sequnda torneira gasta
18 minutos para encher o mesmo tanque. Com o tanque inicialmente vazio, abre-se a primeira
torneira durante x minutos; ao fim desse tempo, fecha-se essa torneira e abre-se a sequnda, a
qual termina de encher o tanque em (x + 3) minutos.

Calcular o tempo gasto para encher o tanque.

Solugao.

Seja V' o volume do tanque, do enunciado, conclui-se que, em 1 minuto a contribuicao de

: .V Vv :
cada torneira seré 1 e 18 do volume total do tanque, respectivamente.

Podemos entao escrever a relagao: " + ITh (x +3) = V; entao % +
3x + 2x + 6 = 36, assim x = 6.

z+3 1
18

Logo, o tempo para a primeira torneira ¢ x = 6 e o tempo para a segunda torneira é 9
minutos.

Conclui-se portanto, que o tempo total gasto, serd igual a 15 minutos.
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Exemplo 2.9.
1

Um acidente foi presenciado por R da populacdo de Patdpolis. O nimero de pessoas que

soube do acontecimento x horas Apds, € dado por: f(x)

cidade.

1
Sabendo que 9 da populacao soube do acidente 3 horas apos. Determine o tempo que passou

= 15 Ca e’ onde B € a populacdo da
a

1
até que £ da populacio soubesse da noticia.

Solucao.
1
Pelo enunciado do problema, no tempo xz = 0, o acidente foi presenciado por o5 da populacao

B.
1 1 B
Fazendo x =0 e f(O):%-B, vem: %-B:m de onde C = 64.
Também pelo enunciado do problema, é dito que para z = 3 tem-se,
1 1 B

—-.B . p—-__ =2
13) =3 ~ 9 1+ 6dq 3

1
Dai, vem: 9 =1+ 64a—>*, logo 3= a3k de onde
23 =" = d"=2 = k=log,2

Sabe-se que para todo nimero real positivo s, é valida a igualdade s = al°8«* logo a funcéo
B

T 1427.64

1
Qual o tempo que passou até que A da populacao soubesse da noticia do acidente?.

dada no enunciado, podera ser escrita como: f(z)

Ora, basta fazer f(x) = — - B e calcular o valor respectivo de x.

B
T tao: — = ———
eremos entao 3 152764

1
Portanto, o tempo que passou até que E da populagao soubesse da noticia do acidente foi

= 4=2"7.64 = x=4

x = 4 horas.
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Exercicios 2-1

1. Sejam os conjuntos A = {0, 1, 2} e B = {3, 2, 1}, escrever em forma de conjuntos a

relacdo de A em B definida por x = y; parax € Aey € B.

2. Suponha os conjuntos A = {3, 5,8,9} e B = {1, 3,5, 7}, escrever em forma de

conjuntos a relagao de A em B definida por:

1. z<y; z€A e y €eB. 2. z>y; x €A e yeB.
3. z=y; xz€A e y €B. 4. y+x =4, x€A e y €eB.
5. xédivisivel pory; =z € A ey € B.

3. Para o exercicio anterior, determine o dominio, imagem de cada relacao.

4. Construir um desenho, achar o dominio e imagem para cada uma das seguintes relacoes
definidas em R.

1. 8§ ={(=z,vy) € R*.x — 5y = 0}

2. S ={(z,y) € RZ. z =3V}

3. S ={(z,y) € R?/. (z—2)(y+3) =0}

4 S={@wy) eR/ y=-}

5. S ={(z,y) € R?/. y < 27}

6. S ={(x,y) € R?. 2=3e-2 < y<2}.

7. S={(z,y) €R?. y=22 e x € [-2,1]}.
8. 8= {(x,y) € RY. y~— i;_‘””z}.

9. S={(r,y) €eR?. z=3 e y > 0}

10. S = {(n,y) € R y = 2 —8r+dy

72
5. Para as relagoes do exercicio anterior, achar as relagoes inversas, indicar seu dominio e
imagem e desenhar-la.
6. Desenhar, logo determine o dominio e imagem das seguintes relagoes:
1. S={(z,y)eR?/. 1<x+y<2}
2. S={(wy)eR/ |a|+|yl=5}
3. S={(z,y)eR?/ |z|+]y|<8}
4. S={(z,y)eR?/. y<2® e 224+y2<1}

7. Seja A ={4,5, 6} define-se a relagdo em A x A do seguinte modo (a, b)S(c, d) se e somente

se a +d = b+ c. Achar os elementos da relagdo S e determine seu dominio.

8. Seja A = {1, 2, 3} define-se a relacdo em A x A do seguinte modo (a, b)T'(c, d) se e

somente se a — d = b — ¢. Achar os elementos da relagdo T' e determine seu dominio.
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A soma dos angulos interiores de um poligono regular convexo plano esta em relagdo com o
numero de lados. Expressar analiticamente esta relagao. Que valores pode tomar a variavel

independente?

Escrever a relacao que expresse a dependéncia entre o raio r de um cilindro e sua altura h

sendo o volume V = 1.

Determine os valores de a e b na relagdo y = S(x) onde S(z) = az? + bz + 5 para os quais
¢ valida a igualdade S(x + 1) — S(z) = 8z + 3.

Se f(x) =
f£(100) é:

x(xl_i_l)ComIB#OeﬂC#—l,entaoovalordeS:f(1)+f(2)+f(3)+..._|_

Sendoy =|z—5|+[3x—21|+|12—-3x|,sed <z <5, podemos afirmar que a relagao

é equivalente a:

O desenho da relagao f de R em R, dada por f(z) =| 1 — z | —2, intercepta o eixo das
abscissas nos pontos (a, b) e (¢, d), com a < c. Nestas condigoes o determine o valor de
E=d+c—-b—-a

A variavel x é inversamente proporcional a y; y € diretamente proporcional a z; z é direta-
mente proporcional a u, que por sua vez é inversamente proporcional a v. Que dependéncia

existe entre z e v ?

A folha de pagamento (F.P.) mensal de uma empresa é diretamente proporcional ao niimero
de trabalhadores (T'), sabendo que 20 dos trabalhadores tem uma folha de pagamento de
R$3000,00. a) Expresse o valor da folha de pagamento mensal como fun¢do do ntumero de

trabalhadores; b) qual a folha de pagamento para 18 trabalhadores?

Dada a relacdo de f de R em R definida por f(z) = 22, mostre que f(z? + y?) =
I @)+ fFIf )] +2f(2)f(y)-

Seja a € R um namero fixo, e f(z) = a® uma relagdo em R

1. Mostre que, para Vx € R é valida a seguinte expressao: f(—z)- f(z) = 1.
2. Mostre que f(x) - f(y) = f(z +y)

Determine os valores de a e b na relagio f(x) = az? + bz + 5, para os quais seja vélida a
identidade f(z + 1) — f(x) = 8z + 3.

Dadas as relagdes: f(x) =z +1; g(z) = x — 2; resolver a equagao:
| f(x) +g(x) =] f(z) | +]9(z) |

Sejam as relagoes: f(z) = = e g(z) = z — 2. Para que valores de z, é valida a relagao:

| f(z) = g(2) [>] f(2) [ = [g(z) |
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2.3 Funcoes.

O conceito basico de fungao é o seguinte:

“toda vez que temos dois conjuntos e algum tipo de associacdo entre eles, que faca
corresponder a todo elemento do primeiro conjunto um unico elemento do sequndo,
ocorre uma funcgao ”

De outro modo, dados os conjuntos A e B, existem diversas relacoes de A em B, entre estas

tem particular importancia aquelas que satisfazem o seguinte:

Definicao 2.5.
Uma relagio f de A em B denotado f : A — B, € uma “ funcao” se, a todo elemento

x € A, corresponde um inico elemento y € B.

A definigdo é conhecida como: “conceito intuitivo de fun¢ao”. Se (a, b) € f, escreve-se
fla)=besele“f dea” ou“f aplicado em a”.

Observe, por exemplo, os diagramas das rela¢oes das Figuras (2.4) e (2.5)

A B
1 4
2 1
3 ., 2
4 3
Figura 2.4: Figura 2.5:

A relagao da Figura (2.4) também ndo é uma fungao, pois existe o elemento 4 no conjunto
A, que esta associado a mais de um elemento do conjunto B. Preste muita aten¢ao no préximo
exemplo:

A relagao da Figura (2.5) é uma fungao, pois todo elemento do conjunto A, esta associado a

somente um nico elemento do conjunto B.

2.3.1 Definicao Formal de Funcao.

Definicao 2.6.
Uma funcao f definida em A com wvalores em B e dominio D(f) C A, a um subconjunto

Gy C A x B que satisfaz as sequintes condigoes:
i) VzeD(f), 3 ye Btalque(z,y)ecqGy.
ii) Se (z, y) € Gy e (z, z) € Gy, entdo y = z.

Da parte i) podemos afirmar que a todo elemento x € D(f) corresponde pelo menos um

elemento y € B tal que (z, y) € Gy; e de ii) o elemento y associado ao elemento x é tnico.
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2.3.2 Dominio e Imagem de uma Funcao.

Da definicao de funcao temos que toda funcao € uma relacdo, mas nem toda relacdo € uma
fun¢do, o dominio e imagem de uma fungao sao respectivamente o dominio e imagem da relagao
que ela representa.

O dominio de uma fungdo f : A — B é sempre o proprio conjunto de partida, ou seja,
D(f) = A. Se um elemento x € A estiver associado a um elemento y € B, dizemos que y ¢ a
imagem de z (indica que y = f(z) e lé-se “y é igual a f de 7).

Com base nos diagramas das Figuras (2.4) - (2.5) acima, concluimos que existem duas

condigOes para que uma relagdo f seja uma funcao:

1° O dominio deve sempre coincidir com o conjunto de partida, ou seja, todo elemento de A
é ponto de partida de flecha. Se tivermos um elemento de A do qual nao parta flecha, a

relagdo nao é funcao.

2° De cada elemento de A deve partir uma tunica flecha. Se de um elemento de A partir mais

de uma flecha, a relacao nao é funcgao.

Observagao 2.2.

e Como x e y tém seus valores variando nos conjuntos A e B, recebem o nome de varidveis.

e A variavel x é chamada “varidvel independente ” e a variavel y, “varidvel dependente”, pois

para obter o valor de y dependemos de um valor de x.

e Uma funcao f fica definida quando sdo dados seu dominio (conjunto A), seu contradominio

(conjunto B) e a lei de associagao y = f(x).

2.3.3 Obtengao do Dominio de uma Funcao.

O dominio de uma fungao em R é o subconjunto de R no qual todas as operagoes indicadas

em y = f(x) sdo possiveis. Estudaremos alguns exemplos:

1) Seja f(x) =3z —6
Do fato ser possivel em R quando 3z — 6 > 0 , entdo o dominio de definicao para a fungao
& D(f)y={xzeR/. z>2}.
vr—2
V3—=x
Como v/x — 2 86 é possivel para x > 2 e, o denominador é possivel para © < 3 entao para
que a fungdo f estiver bem definida D(f)={ze€R /. 2<z <3}

2) Quando f(x) =

7
x—1

3) Consideremos a fun¢ao g(z) =

Como o denominador x — 1 nao poderd ser nulo (nao existe divisdo por zero), entao:

D(g)={zeR/. x#1}.
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2.3.4 Grafico de uma Funcgao.

Definigao 2.7. Grdfico de uma fungao.

Denomina-se grifico de uma fun¢do ao conjunto:

Gy={(z,y)/. z€D(f) e y=f(x)cm(f)}

Exemplo 2.10.
Seja f : N — N (isto significa que o dominio e o contradominio sao os nimeros naturais)
definida por y = x + 2. Entdo temos que:

De modo geral, a imagem de x através de f € x + 2, ou seja: f(x) =z + 2.

e A imagem de 1 através de f € 3, ou seja, f(1)=14+2=3.

e A imagem de 2 através de f € 4, ou seja, f(2) =242 =4. O

Lembre que, em uma fungdo f de A em B, os elementos de B que sdo imagens dos elementos
de A através da relagao de f e formam o “conjunto imagem de f” ou “contradominio de f”.

Exemplo 2.11.
Sejam A={1,2,3,4,5} e B={2,4,57} e f={(1,2),(3,4), (4,5), (5,7) }.

O diagrama correspondente da fungao f mostra-se na Figura (2.6).
Temos que:  f(1) =2, f(3) =4, f(4) =5, f(5)=T.
m(f)=B ¢ D(f)=4

Gf ={(1,2),(3,4), (45), (5,7} ]
A B
1 2
2 4
3 » 6
4 7
Figura 2.6: Figura 2.7:

Exemplo 2.12.
Considere a funcao f: A — B representada no diagrama da Figura (2.7), determine: a) o
dominio D(f); b) f(1), f(=3), f(3) e f(2); ¢) o conjunto imagem Im(f); d) a lei de associagao.

Solugao.

a) O dominio é igual ao conjunto de partida, ou seja, D(f) = A.

b) f(1) =1, f(~3) =9, f(3) =9 f(2) = 4.
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c) O conjunto imagem ¢é formado por todas imagens dos elementos do dominio, portanto:

Im(f)={1,4,9).

d) Como 12 =1, (=3)2 =9, 32 =9 e 22 = 4, temos y = 2. O

2.3.5 Construgao do Grafico Cartesiano de uma Fungao.

Um sistema de coordenadas cartesianas consiste em

um par de retas de ntimeros reais as quais se intercep-

tam formando angulo reto como mostra a Figura (2.8); Y,
a reta horizontal é chamado “eixo-z” ou “eixo das ab- 3
scissas” e a reta vertical é chamada de “eixo-y” ou “eizo )
das ordenadas”. 1
Para construir o grafico de uma funcao y = f(x), . x
basta atribuir valores do dominio & variavel x e, usando 3 -9 1 0o 1 2 3
a sentencia matemaética que define a funcao, calcular os 1
correspondentes valores para y = f(z). Por exemplo )

se desejamos construir o grafico da func¢ao definia por

y = 2z — 1. Primeiro observe que o dominio sao todos
os numeros reais, logo podemos considerar x = 2, x = Figura 2.8: Plano cartesiano
4, r = 6, z = 8, e assim calculamos os respectivos
valores para ¥y, como indica a tabela:

Identificamos os pontos encontrados no plano cartesiano como mostra a Figura (2.9).

O grafico da fun¢ao serd uma reta que passara pelos quatro pontos encontrados. Basta tracar

a reta, e o grafico estara construido.

by

x| 2| 4| 6] 8|10 11

y | 3| 7] 11| 15[ 19 | 21 - 05 ”
—1
=Y

Figura 2.9:

Para desenhar o grafico de uma reta sao necessarios apenas dois pontos. No exemplo acima
escolhemos 6 pontos, mas bastaria escolher dois elementos do dominio, encontrar suas imagens,
e logo ap6s tragar a reta que passa por esses dois pontos.

Segundo a Defini¢ao (2.5), toda fungao f: A — B, tem como dominio D(f) = A; porém
quando dizemos que temos uma fungao de A em B e achamos seu dominio D(f) C A, na verdade

o que temos é uma relacdo de A em B e ao calcular seu dominio D(f) a transformamos em uma
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funcdo (sempre que for possivel) de D(f) em Bj; isto ocorre com freqiiéncia quando temos uma
relagdo de R em R e falamos de “funcdo de R em R”.
Exemplo 2.13.

Seja f : R — R definida por:

f(:n):{l’ se, r€Q

—1, se, z€l

determine: a) £(0,12) b) f(%) o) f(V3) d) f(0,333333..)

Solugao.
a) f(012)=f(; ) =1 b) f(3)=1
c) f(V2)=-1 d)f(0,333333...):f(g):1

Exemplo 2.14.

Dada a fungio f: R — R (ou seja, o dominio e o contradominio sao os nimeros reais)
definida por f(x) = x* — bz + 6, calcule: a) f(2), £(3) e f(0); b) o valor de x cuja imagem
vale 2.

Solugao. a)

~
~~
[\
~—
I
[\
o
|
(@)
—~
]
N—
+
(=]
Il
=
~
—
w
~—
Il

32-53)+6=0e f(0)=6 O
Solugao. b)
Calcular o valor de z cuja imagem vale 2 equivale a resolver a equagao f(x) = 2, ou seja,
2?2 -5 +6=2.
Utilizando a féormula de Bhaskara encontramos as raizes 1 e 4.
Portanto os valores de z que tém imagem 2 sdox =1 e¢ = = 4. O
Exemplo 2.15.
Seja a funcdo f: R — R definida por: f(x) = 2% — 3x + 2. Determine:
a) f(=3) b) f(z?) c) fly—=z) d) f(2z—-3)—f(z+3)
e) f(a®) f) f(z+h) g) [f(f(z)) h) f(a® -3z +2)

a)  f(=3)=(-3)*-3(-3)+2=2
b)  f(z?) =[2%? - 3[x?] +2 =2 — 322 42
) fly-2)=@y—2°-3y—2)+2=y"+2"—2yz -3y +32+2

d) fz-3)—fx+3)=20—-32-320—-3]+2—-[2+3> -3z +3]+2=
= [42? — 18z + 20] — [2% 4 3z + 2] = 322 — 212 + 18
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e) f(a?) =1[a%? -3} +2=0a*—-3a>+2
f) flx+h)=(x+h)?=3(+h)+2=2®+h?+2he — 3z — 3h +2
g) S(f(@)=1f@)]-3[f()] +2

h) f(z?-32+2)=[22-32x+2)?>-3[2>-32+2] +2=2*—62%+102% - 3z O

Exemplo 2.16.

a) Para quais funcbes f(z) existe uma funcao g(z) tal que f(z) = [g(z)]* ?
1
g(x)

?
(
c) Para quais fungdes b(z) e ¢(z) podemos achar uma fungao f(z) tal que:

b) Para que funcao f(z) existe uma fungao g(x) tal que f(x) =

[f(@)]? + b()[f(2)] + e(z) = 0
para todos os nimeros reais x ?

d) Que condigoes satisfazem as fungoes a(z) e b(x) se existe uma funcao f(x) tal que a(x)f(z)+

b(z) = 0 para todos os nimeros reais x ?
Solugao.
a) Como f(z) = [g(z)]? > 0, entdo isto ¢ possivel somente para as fungdes f(x) >0, Vz €R.

b) Considerando que estamos trabalhando com fungoes de R em R, podemos intuitivamente

1
entender f(z) como sendo um nimero real; assim g(z) existe somente quando g(z) = T
exista, isto somente é possivel se f(x) #0, Vz eR
c) De [f(2)]? + b(z)[f(z)] + c(z) = 0, pela formula de Bhaskara segue que:
—b(z) £ /[b(x)]2 — 4 c(zx
f(x) = (z) \/[(2)] (z)
logo existe f(x) quando [b(z)]? > 4-c(x), VzcR.
: . - —b(x)
d) Para o caso a(z) #0, Vz € R, existe uma tnica funcao f(z) = , V€ R com esta
a(x

condigao. Quando a funcdo b(z) =0,V x € R entdo a(x) = 0.

Observe que se a(x) = 0 para algum = € R, entdo podemos eleger arbitrariamente f(z) de

modo que existem infinitas fun¢ées que satisfazem esta condigao. O

Exemplo 2.17.
Um estudo sobre a eficiéncia de operdrios do turno da manha de uma determinada fdbrica,
indica que um operdrio médio que chega ao trabalho as 8 horas da manha, monta x horas apds

de iniciado seu trabalho f(x) = —a3 + 622 + 15z rddios transistorizados. a) Quantos rddios o
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operdrio terd montado ate as 10 h da manha? b) Quantos rddios o operdrio terd montado entre
as 9 e 10 horas da manha?

Solugao.

a) Da pergunta do problema temos que, das 8 : 00 até as 10 : 00 o operario trabalhou x = 2
horas, logo ele tera montado f(2) = —23 4 6(22) + 15(2), entao f(2) = 36.

Portanto, ele terd montado 36 aparelhos.

b) Entre as 8 : 00 e 9 : 00 da manha ele montou f(1) = —13 + 6(12) + 15(1) = 20 aparelhos;
logo entre as 9 : 00 e 10 : 00 ele montou 36 — 20 aparelhos, isto é 26.

Exemplo 2.18.
Devemos construir uma caixa aberta sem tampa com um pedaco retangular de cartolina de

2 em cada canto e dobrando-se os lados como indica a

60 x 86 cm cortando-se uma drea de x cm
Figura (2.10). Ezpresse o volume da caiza em fungao de x.

Solugao.

As dimensdes da caixa sdo: altura x cm, e a base é um retangulo de lados (60 —2z) e (86 —2x)

como observamos na Figura (2.10).

~— &6cm ——

x x I
2 " 60 — 2x

60 cm
T

T x

v T , 86 — 2z

Figura 2.10:

Logo o volume V' é V = z(60 — 2x)(86 — 2x); isto é V = 4x(30 — x)(43 — x)

Exemplo 2.19.

900z
400 -z
panfletos entre x por cento de moradores de uma cidade. a) Determine o dominio da fungao.

Supoe-se que f(x) seja o numero necessdrio de homens - hora para distribuir
b) Para que valor de x o problema tem interpretagao prdatica ¢ c¢) Quantos homens-hora sao
necessdarios para distribuir panfletos entre os primeiros 50% de moradores ¢ d) Quantos homens-
hora sao necessdrios para distribuir panfletos G comunidade inteira. e) Que porcentagem de
moradores da cidade recebeu panfletos, quando o niumero de homens-hora foi de 100 ¢
Solugao.

900

) 400 — x
0s numeros reais exceto x = 400.

a) Observando a fungao f(x) como uma relacao de R em R, seu dominio sao todos
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b) Sendo x uma variavel que representa porcentagem, o problema tem aplicagao pratica quando

0 <z <100.
900) (50 900
¢) Quando x = 50, entao f(50) = <400>(50) === 128,59 homens-hora; isto é aproximada-
mente 129 homens.
900)(100
d) A comunidade inteiras representa o 100%; logo x = 100, e f(100) = (400)(100) = 300. Sao

necessarios 300 homens.

900z
400 — x

e) Para calcular x quando f(z) = 100, temos que 100 = (400 —z) =92 =

x = 40. Recebeu o 40% da populagao.

Exemplo 2.20.

Certo Banco A, cobra R$30.00 por talao de cheques e R$5.00 para cada cheque usado. Qutro
Banco B cobra R$10.00 por talao de cheque e R$9.00 para cheque usado. Calcular ou critério
para decidir em que Banco vocé abrird sua conta.

Solucao.

Suponha sejam usadas x folhas de cheque, entdao temos:

Gastos no Banco A : R$30.00 + (R$5.00)z.

Gastos no Banco B : R$10.00 + (R$9.00)z.

Fazendo a desigualdade, R$30.00 + (R$5.00)z < R$10.00 4+ (R$9.00)z tem-se 5 < z isto
significa que se usamos mais de 5 folhas é melhor os servigos do Banco A; se usamos x = 5 folhas

nao faz diferenga e se usamos menos de 5 folhas é melhor o Banco B.

Exemplo 2.21.
Mostre que, se f(x) = kx+b e os nimeros ay, as e ag constituem uma progressao aritmética,
os numeros f(a1), f(az2) e f(az) também constituem uma progressao arit-mética.

Solucao.

Suponhamos que a; =a — 1, az =a, e a3 =a+7r entdo f(a1) = fla—7r), f(az) = f(r), e
flaz) = f(a+ 1), logo:

flar) =k(a—1)+b=(ka+b) — kr;
flaz) = kr +b= (kr +);
flaz) =k(a+7)+ b= (ka+0b)+ kr.

Portanto os nimeros f(a1), f(az2), e f(as) constituem uma progressdo aritmética de razao
kr. O

Exemplo 2.22.
O volume de uma lata cilindrica é de 247 centimetros ciubicos. O metal utilizado para a tampa

2 e o material empregado na parte lateral custa R$2.00 por

e para a base custa R$3.00 por cm
em?. Calcular o custo de producio da lata em funcio de seu raio.

Solucao.
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Suponha o raio r da base e h a altura, logo seu volume é dado por 7r2h e da condicdo do
problema resulta 247 = 7r2h onde h = —-
r
A area total do cilindro é dada pela expressao:

area total = 2(4rea da base) + (area lateral)

24 4
2 e drea lateral = 2wrh = 2mr=— = —87r.

Por outro lado, sabemos que: drea da base = wr 3
r r

Seja C(r) o custo de produgao; entao:

C(r) = (R$3.00).2(4rea da base) + (R$2.00).(area lateral) =

= (R$6.00).(77?) + (R$2.00).(§T{') isto ¢C(r) = 6mr? + %wreais

T r

Exemplo 2.23.

Um fabricante de panelas pode produzir uma determinada panela a um custo de R$10 por
unidade. Esta estimado que se o preco de venda for de x cada panela, entdo o nimero de panelas
vendidos por més seria (300 — x). a) expresse o lucro mensal do fabricante como fungao de x.
b) Utilize o resultado da parte a) para determinar o lucro se o pre¢o de venda for R$35 cada.

Solugao.

a) O lucro podemos obter subtraindo da receita total R(z), o custo total C(z); isto é: receita
total R(z) = x(300 — z) e custo total C'(x) = 10(300 — z); logo o lucro mensal L(z), é
L(z) = (300 — ) — 10(300 — ) = (= — 10)(300 — ).

b) Quando z = 35 reais, o lucro L(35) = 6.875 reais.

2.3.6 Funcao: Biunivoca; Sobrejetiva; Bijetiva.

Definigao 2.8. Fun¢do Biunivoca.
Se diz que uma funcdo f: A C R — B com dominio , € biunivoca se elementos distintos

de A tiverem imagens distintas; isto € para qualquer x1, xo € A com x1 # o tem-se que

far) # f(@2).
A Definicao (2.8) é equivalente a:

Se diz que uma funcio f: A CR — B, € “biunivoca” se para qualquer x1, xo €

D(f) com f(x1) = f(x2) tem-se que x1 = 2.

Por exemplo, a func¢ao f : R — R definida por f(x) = 3z é biunivoca pois se x; # x2 entao
3x1 # 3xg, portanto f(x1) # f(x2).

Definicao 2.9. Funcdo sobrejetiva.
Dizemos que uma funcao f : A C R — B, € sobrejetiva se, e somente se, o seu conjunto

imagem for igual ao contradominio.
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Isto &, para todo y € B, existe z € A tal que f(z) = y; logo, a fungdo f: ACR — B ¢é
sobrejetiva se Im(f) = B.

Definigao 2.10. Funcdo Bijetiva.

Uma fungao é bijetora quando ela é sobrejetiva e biunivoca (ambas as condigades).

Por exemplo, a fungdo f : R — R definida por y = 3z é biunivoca, como vimos no exemplo
anterior. Ela também é sobrejetiva, pois Im(f) = B =R.

Logo, esta funcao é bijetiva.

A funcdo g : N — N definida por y = = + 5 néo ¢é sobrejetiva. Pois Im(g) ={5,6,7,8,---}
e o contradominio é N, mas é biunivoca, pois valores diferentes de x tém imagens distintas.

Entao essa fungdo nao é bijetiva.

Exemplo 2.24.
Considere os conjuntos A = {5,6,7,8} e B={1,2,3,4,9} definida pela equagao y = x—4.
Para cada a € A fica associado um inico y € B.
Considerando y = f(z) = x — 4 tem-se f(5) =1, f(6) =2, f(3) =7 e f(8) =4.
Esta fungao € biunivoca, nao é sobrejetiva (para o elemento 9 € B, nao existe um elemento

em A), logo nao é bijetiva.

Observacao 2.3.

Sao sindnimos de fungao biunitvoca: Fungdo injetora ou fun¢ao um-a-um.

Exemplo 2.25.

a) Sejam A = {1,3,9,10} e B={2,3,4,5} e f: A — B a fungao definida por
f(1)=2, f(9)=3, f(3) =4 e f(11) =5 € fungao bijetiva.

b) A funcio h={(z,y) €eR?/. y=22+1; -3 <z <3} nio é biunivoca.

Exemplo 2.26.
Ezxpressar a dependéncia funcional f(x) entre o cateto de um triangulo retangulo e o compri-
mento x do outro cateto, sendo a hipotenusa constante igual a 5.

Solugao.
Aplicando o Teorema de Pitagoras, tem-se da Figura (2.11) que :
AC® = AB® + BC®
logo, BC® = AC” —E2, isto 6 BO~ = 5% — 22 onde: BC = V25 — 22,
Assim, f(z) = V25 — 22.

Exemplo 2.27.
Ezxpressar a drea de um trapézio isdsceles de base a e b como func¢do do dngulo o da base a.

Solugao..
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A T B A E D

Figura 2.11: Figura 2.12:

Pelo Teorema de Pitagoras, a altura do trapézio da Figura (2.12) é BE, da defini¢ao da

tangente de um angulo, tem-se que, tana = —; dos dados do problema vem que AD = a e

- — —-b
BC =b, logo AE = GT.
. AD+ B E— b —b
Area do trapézio = [N] X BE = [a; ] . [a ] tan o
a’® — b?
Portanto, a area do trapézio é: f(a) = [ 5 ] tan a. O

2.3.7 Funcao Real de Variavel Real.

Definicao 2.11.
Sejam A e B subconjuntos nao vazios de nimeros reais, uma funcao f: A — B € denom-

mada funcao real de varidvel real ou func¢do de uma varidvel real a valores reais.
Daqui por diante, todas as func¢oes que trataremos serao funcgoes reais de uma variével real.
Exemplo 2.28.

Seja f={(z,y) € AxB/.y=2x+1}onde A=R e B =N, entdo temos:

[= { (_%7 0)7 (07 1)7 (%7 2)7 (17 3)7 (gv 4)7 7(n_ !

»n) }
-1

neste caso o dominio D(f) = { =2 /x €R} CA eaimagem Im(f) = B. A Figura (2.13)
x

mostra o grafico da funcao f.

Exemplo 2.29.
Seja g : A — B uma func¢do definida por:

0,5, se, 0< o <2
glx)=1 0,5+x, se, 2<x<4
-1, se, x<0,oux>4

onde A e B sao subconjuntos de R.
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by +y
4.
2 . 3
2
1 ;
: 1
- : T —x : T
1 1 3 —1
-+ ]o + 1 %2 ... .22 -2 -1 |0 1 2 3 4 5
v —1
Y
Figura 2.13: Figura 2.14:

Temos que D(f) =A=R e Im(g) ={ -1} U [1, 4].
O grafico da fungao g(x) mostra-se na Figura (2.14). O

Exemplo 2.30.
h(b) = Ma) sendo (a —b) # 0.

Seja h(x) = 23 , determine o valor da expressio:

b—a
Solucao.
Determinamos os valores da funcdo dada para x = b e x = a; isto é h(b) = b3 e h(a) = a>.
h(b) —h b —a? b— 2 b+ b?
Assim, (b) (a) = “ (b—a)(a” +ab+¥) = a? + ab + b2, o ultimo acontece pelo
b—a b—a b—a
fato a # b. O

Observagao 2.4.

No que segue a fungdo terd como regra de correspondéncia x —— f(x) sem explicitar seu
dominio D(f) e imagem Im(f).

Fica estabelecido que o dominio é um subconjunto do conjunto de miumeros reais R para o
qual f(x) € um nimero real.

O grdfico das fungoes serd feito num sistema de coordenadas cartesianas.

Exemplo 2.31.
Determine o dominio e imagem da fungio f(x) = 2% — 6x + 5.

Solucgao.

Observe que f(z) = 22 — 6x +5 = (z — 3)2 — 4, sendo (z — 3)? sempre positivo, entdo
VzeR, f(x) > —4.
Logo D(f) =R e Img(f) = [-4, +00). O
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Exercicios 2-2

1
1. Seja f(z) = 52 interpretar o seguinte:

1. f(f(x)) 2. f(ex) 3. flz+y) 4.  f(z)+ f(y)
5. Determine nimeros ¢ de modo que existam z tais que f(cz) = f(x).

6. Determine ntimeros c¢, tais que f(cx) = f(z) para valores distintos da variavel x.

2. Determine o dominio das seguintes fungoes:

1. fo)=v1-= 2. glx)=v1—-V1-x 3. h(z)= ! . 12
x — xr —
4. f(x)=V1—-a2+ V22 -1 5. h(z) =V1—az+ V-2
3. Calcular f(a) para as seguintes fungoes:
z+1
1. f(x)=2%+62—2 a=—2 2. f(x):m a=0
1 322 — 22 — 1
= 2 = —— . = =
3. f(x)=+vba?+11 a 3 4.  f(x) Sy E—1 1
|z —2]
_ 2
5. f(x)= z—2 z 7 a= -2
1, se, = =2
4. Desenhar o grafico das seguintes fungoes:
1 g(e) = f@)+e 2. g(x) = flz+o) 3. g(x) = c.f(x)
9(z) = f(cx) 5. g(z)=f(1/) 6. g(z)=f(z])
7. g(z) =min{f(x), 0} 8. g(x)=max.{f(z), 0}
5. Sejam os conjuntos A = [1, 4], B = [—1, 1] e C = [-3, 1] e considere as fungoes f : A —

R,g: B— R e h:(C — R, assim definidas: a cada nimero x corresponde seu quadrado

z2. Quais das funcgoes sio injetoras?.
6. A fungado constante f(z) = k, pode ser biunivoca? E, sobrejetiva?

7. Sabe-se que —2 e 3 sdo raizes de uma fungao quadratica. Se o ponto (—1, 8) pertence ao

grafico dessa fungao, entao:

8. Num circuito a tensdo va diminuendo uniformemente (conforme a lei linear). Ao inicio do
experimento a tensao era igual a 12V e ao final do mesmo experimento, que duro 8sg, a
tensao baixo ate 6,4V . Expressar a tensao V' como funcao do tempo ¢ e construir o gréafico

para esta funcgao.

9. Una esfera de raio R tem inscrito um cone reto. Achar a dependéncia funcional entre a
area da superficie lateral S do cone e sua geratriz z. Indicar o dominio de definigao de esta

funcao.
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10.

11.

12.

13.

14.
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Certa quantidade de gas ocupo o volume de 107cm? a temperatura de 20°C; para una

temperatura de 40°C' o volume chegou a ser igual a 114cm?:

1. Aplicando a lei de Gay-Lussac formar a equacado que expresse a dependéncia entre o

volume V' do gés e a temperatura T°C.

2. Qual seria o volume a 0°C'?

(Provao 99) O dono de um restaurante resolveu modificar o tipo de cobranga, misturando o

sistema a quilo com o precgo fixo. Ele instituo o seguinte sistema de prego para as refei¢oes:

Até 300g R$3.00 por refeicao
Entre 300g e 1kg R$10.00 por quilo
Acima de 1kg R$10.00 por refeicao

Representar graficamente o prego das refei¢oes nesse restaurante.

A medida da temperatura em graus Fahrenheit é uma funcéo linear da medida em graus
centigrados:

1. Escrever a equagao de esta fungao (lembre que 0°C' = 32°F e 100°C = 212°F).

2. Utilizar a funcao obtida no item anterior para transformar 15°C a graus. Fahrenheit.
O valor da fungao de argumento inteiro u = f(n) é igual ao ntimero de divisores inteiros

do argumento n distintos de 1 e do mesmo n. Formar a tabela dos valores de u para
1<n<18.

Uma bola foi abandonada do teto de um edificio. A altura do edificio em metros depois de
t segundos ¢ dada pela fungio H(t) = —16t> + 256

1. Em que altura estara a bola depois de 2 segundos ?

2. Que distancia tera recorrido a bola no 3° segundo ?

3. Qual é a altura do edificio ?
4

. Depois de quantos segundos a bola chegara ao solo ?

15. A seguinte “barra” estd formada por trés seg- g~— 2 — )y

mentos de comprimentos igusles a 1 2 1 cen-  E[IIIIES

timetros, e o peso é igual a 2; 3; 1 unidades de : 29 39 t1lg

peso respectivamente.

O peso do segmento de comprimento AM é igual a f(z), que é funcao de z. Para que
valores de x estd definida esta funcao?. Apresentar sua forma analitica desta funcdo e

construir sue grafico.
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2.4 Funcoes Especiais.

2.4.1 Funcao Afim.

E a funcdo f : R — R definida por f(z) =ax+b Vz € R, onde a e bsdo constantes reais
nao nula; o dominio da fun¢do D(f) = R e a imagem Im(f) = R; o grafico é uma reta obliqua

ao eixo das abscissas como mostra a Figura (2.15); ela intercepta o eixo O_y> no ponto (0, b) e o

eixo 0z no ponto (—é, 0).
a

yl

— N W
&H
—
8
N
Il
o

Y

Figura 2.15: Figura 2.16:

Exemplo 2.32.
A fungao f(x) =3z +5 é uma fungao afim, seu dominio D(f) = R e sua imagem o conjunto
Im(f) =R.

Exemplo 2.33.
2 _
A fungao f(x) = Z_ 3
Seu dominio € D(f) =R —3 e Im(f) =R —6.

é uma forma disfarcada da fun¢ao afim g(x) = x + 3.

2.4.2 Funcao Constante.

Quando na fungao afim temos que a = 0 entao a fungao f : R — R é chamada "funcdo
constante"sendo definida por f(z) =b Vz € R, onde b é um ntimero real constante.

O dominio D(f) =R e Im(f) = {b} e o grafico ¢ uma reta horizontal como mostra a Figura
(2.16).

Observe que a fungado associa a todo x € R um mesmo ntmero real b.

Exemplo 2.34.
Sejay = f(x) onde f(x) =5, entdo y = 5 representa a fun¢ao constante, € uma reta paralela

ao eizo das abscissas a cinco unidades de distdncia superiormente.

2.4.3 Funcao Identidade em R.

Quando na funcgao afim ¢ = 1 e b = 0 resulta a fungao f : R — R chamada ”fun¢do
identidade definida por f(z) =2 Vz €R.
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Figura 2.17: Figura 2.18:

O dominio da fungao D(f) = R e a imagem Im(f) = R; o grafico é uma reta obliqua que faz

angulo de 45° com o eixo das abscissas como mostra a Figura (2.17).

2.4.4 Funcgao Linear.

Se, na fungdo afim a constante b = 0 temos a fungao f : R — R chamada "func¢do lin-
ear"definida por f(x) =ax VYV € R; o dominio D(f) =R e Im(f) =R e o grafico é uma reta
obliqua que nao necessariamente faz angulo de 45° graus com o eixo x, como mostra a Figura
(2.18). E uma reta que ndo é paralela a nenhum dos eixos; o niimero a é o coeficiente angular

dessa reta.

2.4.5 Equagao de uma Reta.

A funcado afim f(x) = ax + b onde a e b sdo constantes, é a equa¢ao de uma reta no plano
R?; seu dominio e imagem sdo todos os ntmeros reais salvo alguma restricao.

Existem situacoes nas quais a taxa de variagao de uma quantidade com relacao a outra é
constante. Por exemplo, suponhamos que para fabricar um determinado produto tenhamos a
pagar R$20, além de uma despesa fixa semanal de R$300. Entao se x unidades forem produzidas
por semana e y reais for o custo total semanal para o fabricante; entao y = 20z + 300.

Solugoes para esta equagao sao dadas na seguinte tabela:

T 0 10 20 30 40
y = 20z + 300 300 500 700 900 1500

A relagao dada no exemplo precedente, representa a equacao de uma reta; em geral, dados dois
pontos P(z1, y1) e Q(z2, y2) de uma reta, para determinar sua equacio no plano R? procedemos
do seguinte modo:

Considere os pontos P(z1, y1) e Q(z2, y2) do tridngulo PRQ como mostra a Figura (2.19).

A tangente do angulo FQ\R é dada por: tan(PQR) = NP2 oste valor da tangente é
Tro — I1
denominado ‘‘coeficiente angular da reta que passa pelos pontos PQ”; e denotada por: m =
Y1 — Y2

1‘2—1‘1'
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Se (z, y) é um ponto quaisquer da reta que passa por P e @), das relagoes geométricas para
Y-y Y1 — 2
T—x1 To—I
Portanto, a equagao da reta L, que passa pelos

triangulo retangulo tem-se que:

isto é y — y1 = m(x — x1).

pontos P(z1, y1) e Q(x2, y2) ¢ dada pela formula:

L: y_ylzm(x_xl)' 1y P(z1, y1)

Exemplo 2.35.

Determine a equacao da reta mo plano cartesiano,

que passa pelos pontos P(—2, —5) e Q(4, 3). Y2 ”“”“1;6(:017 us)
Solugao. g 0 o o e
Tem-se que o coeficiente angular m = _; — i = %, -y
e considere o ponto (4, 3); entdo y —3 = %(z —4).
Logo a equagao da reta pedida é : 4o — 3y — 7 = 0. Figura 2.19:

Observagao 2.5.

Suponha temos duas retas L1 e Lo de coeficientes angulares my e mq entdo, as duas retas
sao paralelas se mi = ma; caso o produto mq - me = —1 elas sdo perpendiculares.

A distancia entre dois pontos A(a, b) e B(c, d) do plano é dada pela formula d(A, B) =
Ve—a?+ =57

Exemplo 2.36.

Determine a equagao da reta que passa pelo ponto P(2, 5) e tem como coeficiente angular

m = 3.

Solugao.

Aplicando diretamente a féormula tem-se que: y — 2 = 3(z — 2); logo 3z —y—4 =0¢a

equacao da reta pedida. O

Exemplo 2.37.

Dada a reta Ly : y = bx — 3, determine a equagao da reta:
a) Lo que passa pelo ponto A(4, 9) e seja paralela a Lq;
b) L3 que passa pelo ponto B(—4, 6) e seja perpendicular a L;.
Solucao.

(a) Tem-se que o coeficiente angular de L; é my; = 5 logo, tém que ser igual ao coeficiente

angular da reta Lo, assim mg =5¢e Lo 1y —9 =5(z —4) isto é Ly : y = bx — 11.

1
(b) Sendo m; = 5 entdo o coeficiente angular de Lg é m3 = —x e a equagao da reta L3 é
-1 26
y76:?(x7(74))istoéngy:f§+€. O
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Observagao 2.6.
A drea do triangulo determinada pelos pontos P(x1, y1), Q(z2, y2) € R(xs, y3) € dada pelo
rr y1 1
valor absoluto do determinante: Apor = 5| %2 v 1
z3 yz 1
Exemplo 2.38.
Determine se os pontos P(2, 3), Q(7, 9) e R(3, 8) pertencem a uma mesma reta.

Solucao.

Os trés pontos pertencem a uma mesma reta, se; a area do tridngulo formada por eles é igual a

Zero.
2 3 1
1 1 19
Apgr=15| 7 9 1 |=35[(18+56+9) = (27+16+21)] = —
381

Logo, os trés pontos nao pertencem a uma mesma reta.
Exemplo 2.39.

Determine a equacdo da reta que passe pelos sequintes pontos:

a) A(3, 6) e B(7, 6) b) M(5,7) e N(5,9)
Solucao.
: , 6—6 . o -
a) O coeficiente angular é m = 37 = 0, a equagao pedida é: y — 6 = 0(x — 3) = 0, entao
y = 6. E uma reta paralela ao eixo das abscissas.
. ) 9-—2 2 _ o 2 -
b) O coeficiente angular é m = s TF = g @ eduagao pedida é: y — 9 = 6(.%' — 5), entao
O(y —9) = 2(x — 5), logo 0 = 2(z — 5) isto é x = 5. E uma reta paralela ao eixo das

ordenadas.
Exemplo 2.40.

Os vértices de um tridngulo sao os pontos A(2, 4), B(3, —1) e C(=5, 3). Determine a

distancia do ponto A ao ponto de intersecao das medianas.

Solucao. - 5 -
Os pontos médios dos lados AB, AC e BC sao respectivamente: (5, 5), (75, 5) e(—1,1)
A equagao da mediana do ponto (—11) para Aéy—1= 2+1($+1) = r—y+2=
A cquagio da mediana do ponto (—2, 1) para Béy—t = " 2(a43) & sy
equagao da mediana do ponto (—=, =) para Béy—— = x4 rx+y—2=
quag p 9’9 p Yy B 31 % 9 Yy
N . 58 .3 3-3
A equagdo da mediana do ponto ((5, 5)) para C éy— 5= 5 5 (x— 5) = 2z+10y—
Y2
20 = 0.
Resolvendo estas trés equagoes tem-se que o ponto de intersecao das trés medianas é o ponto
(0, 2).

A distancia do ponto (0, 2) para o ponto A é /(2 — 0)2 + (4 — 2)2 = 2V/2.
Portanto a distancia procurada ¢ 21/2. O
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2.4.6 Funcao Maximo Inteiro.

E a fungio f: R — R denotada f(z) = [|z|] de modo que a cada ntmero real do intervalo
n<z<n+1 Vn € Z associa o nimero inteiro n ; isto é [|z|] = n é o maior inteiro que nao

supera o nUmero x.
Esta fungao também é chamada “func¢do colchete”. O grafico mostra-se na Figura (2.20).

Aqui, D(f) =R e Im(f) =Z

Exemplo 2.41.

Observe, se f(x) = [|x|] temos a sequinte tabela:
T z€[-2 —1) z €[-1,0) z €[0, 1) z € [1, 2) z € [2, 3) z €3, 4)
y = [l=[] —2 -1 0 1 2 3

2.4.7 Funcao Raiz Quadrada.

E a funcdo f : R — R definida por: f(z) = v/z. Seu dominio D(f) = [0, +-00) e sua imagem
Im(f) = [0, +00). Seu grafico mostra-se na Figura (2.21).

Yt Y1

| -

N W
N W

Y Y

Figura 2.20: Figura 2.21:

2.4.8 Funcgao Sinal.
-1, se, <0
E a funcdo f : R — R definida por: f(z) = Sgn(z) =< 0, se, z=0
1, se, >0
Observe que a fungao f(z) = Sgn(z) é fungao constante Vx € R.
Seu dominio D(f) = R e sua imagem Im(f) = { —1, 0, 1 }, o grafico mostra-se na Figura

(2.22).

2.4.9 Funcao Valor Absoluto de z.

A funcdo f: R — R definida por:  f(z) =| « | é chamada “func¢dao valor absoluto de x”.

Seu dominio ¢ D(f) = R e sua imagem ¢ Im(f) = R*. Seu grafico mostra-se na Figura

(2.23).
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Figura 2.22: Figura 2.23:

2.4.10 Funcgao Quadratica.

E a funcdo f : R — R definida por f(x) = az® 4+ bz + ¢, onde a, b e c sdo constantes reais
com a # 0; o dominio D(f) = R e a imagem variam de acordo com o discriminante A = b? — 4ac,
seu grafico é uma pardbola que seré estudada posteriormente.

E importante destacar que, para achar o vértice da parabola podemos usar a relacio 2za+b =

b
0, onde z = % assim, o ponto (—2—, f(—2—)) é o veértice procurado; para o grafico de f(x)
a a a
b b
recomenda-se além do valor de x = —— considerar os pontos t = —— +1ex = —— — 1, para
2a 2a 2a

b b
estes pontos obteremos f(—% +1)= f(_% —1).

2.4.11 Fungao Racional Inteira ou Polinémica.

E a fungdo f : R — R definida por f(z) = apa"™ + ay_12" '+ -+ +agz? 4+ a1z + ap, onde
an # 0 € ap, an—_1, -+ a2, a1 € ag sdo constantes reais, esta fungdo também é chamada "funcao
polinomial de grau n"; (n € N).

O grafico da fungao polinémica de grau n com n > 2 denomina-se parabola de ordem n; seu

dominio D(f) = R e sua imagem Im(f) depende de n e da constante a,,.

2.4.12 Fungao Racional Fracionaria.
E a funcdo f : R — R definida por:

P(z)  apa™+ An_12" 1+ - Fasz® + a1z + ag
Q) bpa™ + by oo 4 box? + bz + by

onde P(x) e Q(z) sao fungdes polinémicas de graus n e m respectivamente a, b, # 0, o dominio
D(f)={zeR/.Q(x) #0} e aimagem varia depende de n, m e a,by,.

Algumas vezes, uma fungao é definida por uma regra x — f(z) ou simplesmente, f(z) sem
explicitarmos seu dominio e contradominio.

Fica, subentendido que o contradominio é R e o dominio é o maior subconjunto de R para o

qual f(x) é um namero real.
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0, se, <0
Exemplo 2.42. Escrever somente uma expressao para a fungao: f(x) = { ’ - 0
x, se, x>

Solucao.

Quando z > 0 temos que | z |= z, logo f(z) = x;I = $+2| i | Por outro lado, se z <0
entdo |z |= —zassim 0=z —zx=x+ (—z) =2+ |z |= x+2|$’ = f(x).

Portanto, f(z) = :H2|$|

Exemplo 2.43.

a) Mostre que para qualquer fungao polindmica f e qualquer ntimero a existe uma fungao

polindmica g e um namero b tal que f(x) = (z — a)g(z) + b.

b) Mostre que se f(a) = 0, entao f(x) = (z — a)g(z) para alguma fun¢ao g (A reciproca é

evidente).

c) Mostre que se f ¢ uma func¢do polindmica de grau n, entdo f tem no maximo n raizes e

existem no maximo n ndimeros a tais que f(a) = 0.

d) Mostre que para todo n existe uma func¢ao polindmica de grau n com raizes. Se n é par achar

uma funcdo polinémica de grau n sem raizes, e se n é impar achar somente com uma raiz.

Solugao.

a) Seograude f é 1, podemos escrever f(z) =cx+d=c(z—a)+ (d+ac) = (z —a)g(z) + b,
onde g(z) =c ¢ b=d+ ac.
Por indugéo sobre n € N. Suponha o resultado valido para n = h. Se f é de grau
h +1 tem a forma f(z) = app12" + apz” + - - a1z + ag, considerando a funcéo j(z) =
f(x)=aps (2"
j(@) = f(2) = an1(@" —a) = (s —a)g(2) +b = f(2) = (v —a)lj() + ans] + b, ¢
temos a forma requerida.

—a) entao o grau de j(x) é n = h e pela hipotese indutiva podemos escrever

b) Pela parte a) podemos supor f(z) = (z —a) + b, entdo 0 = f(a) = (a — a)g(a) + b = b; de
modo que f(z) = (z — a)g(x).

c) Suponha f tem n raizes, aj, ag, ---, a, entdo pela parte b) podemos escrever f(x) =
(x — a)gi(x) onde o grau de g1(x) é n — 1. Porém f(a2) = (a2 — a1)g1(az) de modo que
g1(az2) = 0 pelo fato a; # as. Logo podemos escrever f(x) = (x — a1)(x — az2)g2(z) onde o
grau de go(x) € n—2.

Prosseguindo deste modo podemos obter f(x) = (x — a1)(z — az)(x —a3) -+ (x — ay,) - ¢

para algum ¢ # 0. E 6bvio que f(a) #0 se a # ay, as, -, an. logo f pode ter n raizes.

d) Se f(x) =(x—1)(x —2)(x —3) - (x —n), entdo f tem n raizes. Se n é par f(z) = 2™ + 2 ndo

tem raizes ( em R), se n é impar f(x) = 2™ tem como tnica raiz x = 0.
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2.4.13 Fungoes de Oferta e Demanda.

Existem circunstancias relativas a um fabricante, para as quais as Unicas variaveis sao o preco
de custo e a quantidade de mercadoria demandada (vendida).

Em geral, o nimero de mercadorias demandada no mercado pelos consumidores depende do
preco da mesma. Quando os precos baixam em geral os consumidores procuram mais a mercado-
ria; caso o prego suba, o oposto acontece, os consumidores irdo a procurar menos mercadoria.

Seja p o preco de uma unidade de mercadoria, e seja ¢ o nimero de mercadorias demandadas,
uma equacao que relaciona a quantidade ¢, de mercadoria demandada e o preco dado por p, é
chamada de “equacao de demanda”, ela pode ser escrita em uma das seguintes formas: p = C(q)
ou ¢ = D(p).

Os economistas, contrariando o costume dos matematicos, representam a variavel indepen-
dente p (preco) da equagdo ¢ = D(p) no eixo vertical e a variavel dependente ¢ (quantidade de
demanda) no eixo horizontal.

Uma curva de demanda (procura) deve ter o aspecto da curva mostrada na Figura (2.24);
numa situagdo normal, se o preco aumenta a quantidade ofertada aumentara. O grafico da

equacao de oferta ¢ similar com o da Figura (2.25).

Curva de demanda Curva de oferta
Figura 2.24: Figura 2.25:

Definicao 2.12.

e A relagdo ¢ = D(p) é chamada “fun¢io de demanda”, e D(p) é o namero de unidades de

mercadoria que serd demandadas se p for o preco por unidade.

e A relagao p = C(q) é chamada “funcao de custo total”, e C(q) é o prego de uma unidade

de mercadoria quando ¢ unidades sao demandadas.

e A relacdo R = R(q) representa a fungao receita total, gerada pela venda de ¢ unidades do

produto.

e A funcao lucro total é definido como sendo a diferenca entre a receita total e o custo total;

L(q) = R(q) — C(q) isto representa o lucro ao vender ¢ unidades do produto.
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No que segue utilizaremos a seguinte notacao de funcoes:

a) C=0C(g) Custo total. b) CM = CM(q) Custo Médio.
c) R=R(q) Receita total. d) RM = RM(q) Receita Média.
e) D= D(q) Demanda. f) S=S(p) Oferta.

Exemplo 2.44.

Consideremos a sequinte equacio de demanda: p* + 2q — 16 = 0. Em situagoes econdmicas,
as varidveis q e p ndo sao negativas, tem-se p = /16 — 2q quando 16 — 2q¢ > 0. Portanto a
fungao custo total do prego para a equagao de demanda é p = C(q) = /16 — 2q.

1
Da equagio de demanda tem-se g = D(p) = 8 — 5]02 que expressa q como fungdo de p.

Definigao 2.13.

e O custo médio da produgao CM = CM(q) de cada unidade é obtido mediante a relagao
CM(q) = o) chamada “funcao custo médio”.
q

e Ao dividir a receita total R(q) pela quantidade g de unidades produzidas obtém-se RM (q) =
R((Jq) chamada “fung¢ao receita média”.
Exemplo 2.45.
Uma imobilidria estima que o lucro mensal L em reais que obtém ao alugar um prédio de
q andares é dado pela equagio L(q) = —2¢* + 92q, qual é niimero de andares que torna mais
rentable o aluguel do prédio?

Solugao.

Temos que L(q) = —2¢* + 92¢ = 2(46q — ¢*) = L(q) = 2[23% — 232 + 46q — ¢%] =
2[232 — (2% — ¢)?] quando g = 23, L(23) = 1058 é o maximo absoluto.

Portanto, é mais rentable o aluguel de um prédio de 23 andares.

Em geral ao conjunto de empresas que produzem uma mesma mercadoria chamamos de
industria; por exemplo, ao conjunto de todas as empresas de confeicdo de calcados do Brasil,
chamamos indtstria de calcados do Brasil.

O mercado para uma determinada mercadoria consta da industria e dos consumidores (em
geral); a equagao de oferta do mercado é determinada pelas equagoes de oferta das empresas
integrantes do mercado; e a equagao de demanda do mercado é determinada pelas equagoes de

demanda de todos os consumidores.

Exemplo 2.46.

Uma companhia aérea tem como tarifa fizra R$800 e transporta 8.000 passageiros cada dia.
Ao considerar um aumento na tarifa, a companhia determina que perderd 400 passageiros por
cada R$50 de aumento. Sob estas condicoes; qual; dever ser o aumento para que o ingresso seja
maximo?

Solucao.
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Seja x o ntmero de aumentos de R$50 na tarifa, entao a tarifa resultante € R$(800 4 50x) e
o nimero de passageiros serda de 8.000 — 400zx.

A fungao que determina o ingresso total é: I(x) = (800 + 50x)(8000 — 400x) = 20.000(320 +
4r —2?) com 0 <z <20 = I(x)=20.000(320 + 4z — 22) = 20.000[324 — (4 — 4z + 2?)] =
20.000[324 — (z — 2)?]. Observe que, quando x = 2 teremos maximo valor para I(z).

Logo o aumento tem que ser de R$100 e o custo de

cada passagem sera de R$900.

Observacgao 2.7.

O equilibrio de mercado ocorre quando a quantidade
de mercadoria demandada a um determinado prego,
€ igual o quantidade de mercadoria oferecida daquele Poj -

Prego. p)

Quando ocorre o equilibrio de mercado, a quanti- 7 q’
0

dade de mercadoria produzida € chamada “quantidade
de equilibrio”; e, o preco da mercadoria € chamado

preco de equilibrio. Figura 2.26:

Definicao 2.14.
Definimos o “ponto de equilibrio” como aquele ponto de intersecdo do grifico da curva de oferta

com o da demanda. Suas coordenadas sao o preco de equilibrio e a quantidade de equilibrio.

Na Figura (2.26) mostra-se o ponto de equilibrio; se o prego esté acima do prego de equilibrio,
hé excesso de oferta e o preco tende a cair; se o preco esta abaixo do ponto de equilibrio, ha

escassez de oferta e o preco tende a subir. O

Exemplo 2.47.
Dadas as fungdes de custo total, determine a fun¢do de custo médio:
a) Clq) =2¢°> —12¢® + 50q + 40
60 ¢>

b =300+ — + L
) Cla) =300+ "+

Solucao.

4
a) CM:2q2—12q+50+qO b) CM(q):320+60+q.
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10.

11.

12.

13.

Exercicios 2-3

. Que namero excede o seu quadrado o méximo possivel?.

A diferenca entre dois nimeros ¢ 8. 1.) Determine o menor deles para que o produto seja

o menor possivel; 2.) Qual é o menor valor desse produto ?

Sejam f e g fungoes de R em R, sendo R o conjunto dos nimeros reais, dadas por f(x) =
2z — 3 e f(g(x)) = —4x + 1. Nestas condigoes, determine g(—1).

Determine o coeficiente angular da equagao da reta que passa pelos pontos indicados:

1. A(l, =3)eB(0,1) 2. M(0,1)eN(3, 2) 3. P(-1,3)eQ(5, —2)
C(0, 1) e D(0, 5) 5. B(—1,2)eC(3, =5) 6. S5(3,9)eT(3,7)
7. M(—1,6)eP(5,6) 8. G(3,6)eH(1,4) 9. P(5, 3)eS(5, 2)

Determine a equacao da reta que passa pelos pontos indicados; desenhar o grafico:
1. A(1, =3)eB(0, 1) M(0, 1) e N(3, 2) 3. P(—1,3)eQ(5, —2)

2.
4. D3, -1)eE(1,1) 5. A3, -2)eB(3,2) 6. R(—1,3)eU(3, —2)
7. F(2,8)eG(0, 0) 8. Q(7,1)eS(8, 12) 9. S(6, 8)cR(5, 12)

Mostrar que os pontos Py (3, 3), P(—3, —3), P3(—3v/3, 3v/3) sdo os vértices de um triangulo
equilétero.

—_—
Se Pi(—4, 2) e P5(4, 6) sdo os pontos extremos do segmentos retilineo orientado P; P», achar

as coordenadas do ponto P(x, y) que divide este segmento na razao PP : PP, = —3.

Determinar o dngulo agudo do paralelogramo cujos vértices sao pontos A(—2, 1), B(1, 5),

C(10, 7) e D(7, 3).

Demonstrar analiticamente que os segmentos que unem os pontos médios dos lados suces-

sivos de qualquer quadrilatero formam um paralelogramo.

Provar analiticamente que, se as diagonais de um paralelogramo sao mutuamente perpen-

diculares o paralelogramo é um losango.

Determinar a equagao da linha reta que contém o ponto (—3, 1) e é paralela a reta que

passa pelos dois pontos (0, —2) e (5, 2).

Determinar a equacdo da mediatriz do segmento retilineo cujos extremos sao os pontos

(=2, 1) e (3, —5).

Mostre que duas retas, Ly : Az+By+C =0e Ly : A/z+ B'y+C’ = 0 sao perpendiculares,
se A A+ B.B =0.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
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A equacdo de uma reta L é 5z — Ty + 11 = 0. a) Escrever a equacdo que representa todas

as retas paralelas a L. b) Determinar a equagao da reta paralela a L que passe por P(4, 2).
Tracar a curva cuja equacao é:  z2 4+ xy® — y? = 0.

Uma fabrica de equipamentos eletronicos esta colocando um novo produto no mercado.
Durante o primeiro ano o custo fixo para iniciar a nova producao é de R$140.000 e o custo
variavel para produzir cada unidade ¢ R$25. Durante o primeiro ano o pre¢o de venda é
R$65 por unidade. (a) Se X unidades sdo vendidas durante o primeiro ano, expresse o
lucro do primeiro ano como uma func¢ao de X. (b) Estima-se que 23.000 serao vendidas
durante o primeiro ano. Use o resultado da parte (a) para determinar o lucro do primeiro
ano, se os dados de venda forem atingidos. (c) Quantas unidades precisam ser vendidas

durante o primeiro ano para que a fabrica nao ganhe nem perda ?

Dadas ¢ =4p—5eq= + 29 respectivamente func¢oes de oferta e demanda para um

p+15
certo produto, faca seus graficos num mesmo eixos de coordenadas e determine o ponto de
equilibrio
O preco unitario de um certo produto é 5, e o custo fixo de producao é 40; colocado no

mercado, verificou-se que a demanda para esse produto era dada pela relagdo p = 15 — Q_

5
(a) Determine as fungoes C' (Custo) e R (Receita) para esse produto e faga seus graficos
num mesmo sistema de eixos. (b) Determine a fungao Lucro e faga o seu gréafico. Observe
que o lucro L é zero quando C' = R. (c) Para que valores de g temos L > 07 (d) Determine

fungoes de Receita Média e Custo Médio a faga seus graficos.

O custo total para produzir ¢ unidades de um determinado produto é C(q) = ¢® +20q + 5
reais, e o prego de venda de uma unidade é de (30 — ¢) reais. a) Achar a func¢ao de lucro
total. b) Achar a funcao de receita total; ¢) Qual é o custo médio para ¢ = 107. d)

Determine a fungao de demanda.

O custo mensal fixo de uma fabrica que produz esquis, &€ R$4.200 e o custo variavel R$55
por par de esquis. O prego de venda é R$105 por par de esquis. (a) Se x pares de esquis sao
vendidos durante um més, expresse o lucro mensal como funcdo de z. (b) Use o resultado
da parte (a) para determinar o lucro de dezembro se 600 pares de esquis foram vendidos
nesse més. (c) Quantos pares de esquis devem ser vendidos para que a fabrica encerre um

més sem lucro nem prejuizo?

Um fabricante de dois tipos de ragao para aves, produz x toneladas por dia da ragao A e

x —
y toneladas da racao B onde y = - 1 Determine a fungao receita total, sabendo que os

3
pregos fixos por tonelada sao respectivamente p; e ps onde ps = Zpl'

As equacdes de demanda e oferta do mercado sdao respectivamente ¢ + p> — 36 = 0 e
2gp +4 = 0 onde p é o prego em reais R$, e 100g unidades a quantidade. Trace um
esbogo das curvas de oferta e demanda num mesmo sistema de coordenadas. Determine a

quantidade e o preco de equilibrio.
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2.5 Operacoes com Funcoes.

Definigao 2.15.
Duas fungoes f: A — R e g: A — R de diz que sdo iguais quando D(f) = D(g) e
f(x) =g(z) VaeD(f)

Definicao 2.16.
Sejam f e g duas fungoes reais com D(f) = A e D(g9) = B se AN B # ® definimos:

a) Funcao soma de feg: (f+g)(z)=f(z)+g(x) e D(f+g)=ANB.

b) Fungdo diferenca de f e g: (f —g)(z) = f(z) —g(x) e D(f+9)=ANDB

¢) Fungio produto de f e g: (f-g)(x) = f(z)g(z) e D(f-g)=ANB

d) Fungio quociente de f e g: || ()= ol Sempre que o dominio cumpra; D)=
{zeANB/. g(x)#0}

e) Produto de uma constante por uma funcao:  (kf)(z) = kf(x) onde k é constante . Nesta

caso D(kf) = D(f)
f) Fungao valor absoluto: | f | (z) =| f(z) | e D(| f|) = D(f)

Exemplo 2.48.
Dada as fungoes f(x) = V25 — a2 e g(x) = Vx 2 —9 com seus respectivos dominios D(f) =
[—5, 5] e D(g9) = (—o0, =3]U[3,400), tem-se:

a) (f+g)(x)=v25—22+V22-9 e D(f+g) =[5 —3]UJ3, 5]
b) (f-9)(x)=v25-22-V22-9 e D(f-g) =[5 —3lU3, 3]
c) (f-g9)z)=v25—-22-/22-9 e D(f-g)=][-5 —3JU[3, 5]
[ V25 —a? £y
e) (kf)(x) =kv25—2? e D(kf)=[-55]

£) 1f1(2)=| V25 —a?|=V25—2a?eD( f]) =[-55]

[—5, —3) U (3, 5]

2.5.1 Composicao de funcgoes.

Definigao 2.17.
Sejam f : A— R e g : B— R duas fungoes tais que Im(f) C B; a fungao (gof) definida
por (gof)(z) = g(f(z)) denomina-se "fun¢ao composta de g e f "(nessa ordem,).

O dominio da fungao gof é:

D(gof) ={z € D(f) /. f(z) € D(g) }

O esquema da Figura (2.27) mostra o que acontece na composi¢ao de fungoes.
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Figura 2.27:

Exemplo 2.49.

Seja A={1,2,3,4,5} esejam f, g : A — A definidas por: f(1) =3, f(2) =5, f(3) =

3, /() =1 f(5)=29(1)=4,9(2) =1 903)=1,9(4) =2, g(5) =3.
Determine gof e fog.

Solugao.
(gof)(1) = g(f(1)) = 9(3) =1 (fog)(1) = f(g(1)) = f(4) =1
(90f)(2) = g(f(2)) = 9(5) =3 (fog)(2) = f(9(2)) = f(1) =3
(90f)(3) = g(f(3)) = 9(3) =1 (fog)(3) = f(9(3)) = f(1) =3
(gof)(4) = g(f(4)) = g(1) =4 (fog)(4) = f(g(4)) = f(2) =5
(90f)(5) = g(f(5)) = 9(2) =1 (fog)(5) = f(g(5)) = f(3) =3

Observe que as fungoes gof e fog nao tem a mesma definigao.
Exemplo 2.50.
a) Dadas as funcoes f(x) = 2% — 1 e g(x) = 2z, caleule flg(z)] e g[f(z)].
b) Dadas as fungoes f(x) =5z e flg(x)] = 3z + 2, calcule g(x).
c) Dadas as fungoes f(z) = 22 + 1 e g(x) = 3x — 4, determine f[g(3)].
Solucgao.
(a) flo(@)] = F2o) = (20)P =1 =422 =1 g[f(a)] = g(a® —1) = 22> — 1) = 202 — 2.

(b) Como f(z) = bz, entao flg(z)] =5 - g(x).

(33:+2).

Porém, flg(x)] =3z +2; logo 5 - g(x) = 3z + 2, e dai g(z) = g

(c) g(3) =3(3) —4 =5 entao flg(3)] = f(5) =5° +1=25+1=26.
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Exemplo 2.51.
Sejam f e g duas fungoes definidas por f(x) = 3z —2 e g(x) = x?+4x. Determine as fungoes
gof e fog.

Solugao.

Temos os seguintes dominios e imagens para cada uma das fungoes : D(f) = R, Im(f) =
R, D(g) =R e Im(g) = [-4, +00).

i) Do fato Im(f) € D(g) ento (gof)(x) = g(f(2)) = [f(@)]* +4f(z) = g(f(z)) = [z -
2] + 4[3z — 2] = 922 — 4.
Portanto, (gof)(z) = 922 —4 e D(gof) = R.

if) Do fato Tm(g) C D(/) entio (fog)(x) = f(g(x)) = 3g(x)—2 =  fglx)) = Ba>+4z)—2 =
322 + 12z — 2.
Portanto, (fog)(z) = 322 + 122 — 2 e D(fog) = R.

Muitas vezes sao dadas fungoes f(z) e g(z) sem especificar quais sdo seus dominios; para
obter gof o dominio de f deve ser escolhido de modo que Im(f) C D(g).

Exemplo 2.52.
Sejam as funcoes h(x) = 10 definida em [—3, 4] e s(x) = 2% —8 definida em [0, 7]. Determine
(hos)(x) e (soh)(x).
Solucao.
i) Solucao de (hos)(x)
Temos que D(h) = [-3, 4] e D(s) = [0, 7].
Por outro lado, (hos)(x) = h(s(z)) =10 Vz €0,7] e s(x) € [-3, 4];istoé, Vz €0, 7]
e —3<2?-8<4dentdox €0, 7 e 5 <z <12
Portanto, (hos)(z) =10 Vz € [v/5, V12]
ii) Solucao de (soh)(x).
Observe que, (soh)(z) = s(h(z)) = [h(z)]*> — 8 = 10? — 8 = 92, para todo = € [-3, 4] e
h(z) € [0, 7];istoé Vz e [-3,4] e 0 <10 <7 (isto ultimo é absurdo).

Portanto, nao existe (soh)(zx).

Exemplo 2.53.
Consideremos as funcoes h(z) = v/x — 15 e g(x) = 2% + 5; determine (hog)(x) e (goh)(z).

Solugao.
i) Temos que D(h) = [15, +00) e D(g) = R. Por outro lado, (hog)(z) = h(g(x)) = \/g(x) — 15 =
V(22 4+ 5) — 15 = V22 — 10.

D(hog) = {z € R /. g(x) € [15, +00)},isto é z € R e 15 < 22 + 5, entdo z < —v/10 ou
x > +/10.

Portanto, (hog)(r) = V22 —10 Yz € (—o0, —/10] U [/10, +00).
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ii) Temos que (goh)(z) = g(h(z)) = [h(z)]*+5 = [V — 15]2+5 = 2—10, isto  Vx € [15, +00)
e h(z) € D(g) =R, entdo Vuz €15, +00) ex € R.

Portanto, (goh)(x) =2 —10 Vz € [15, +00).

Exemplo 2.54.
Considere as sequintes fungoes:
r+12, se, z<1 z2, se, 4<x<16
xXr) = e €Tr) =
/@) {5—:U, se, 1<z 9(@) {
determine fog e indique seuw dominio.
Solugao.

Da defini¢ao de func¢ao composta temos:

g(z) +12, se, g(z) <1
(fog)(z) = flg(x)) = isto &
5-g(x), se, 1<g(x)
2+ 2, se, 22<1 e 4<x<16
(dr+12)+2, se, dx+12<1 e —1<z<3
f(g(x)) = 2 2
5 — x4, se, l<zc e 4<2x<16

5—(4z+12), se, 1<4x+12 e —-1<z<3
i) Se 22<1 e 4<2<16 = (-l<z<led<x<16),logoz¢R.

ii) Quando 4x+12<1 e —-1<z<3 = (w<—z e —1<x<3), logox¢R.
iii) Para 1<2? e 4<2<16 = [@<-loul<z)ed<x<16 = 4<z2<16;

logo f(g(z)) =5—a2sed <z < 16.
11
iv) Se Quando ( 1 <4x+4+12 ¢ —-1<z<3) = (—nge—lgxgii) = —-1<
x <3, logo f(g(z)) =b—(4x+12) = -4 —Tse -1 <z < 3.

5—a2, se, 4<x<16
—4dx -7, se, —1<2x<3

Portanto, (fog)(z) = {

Exemplo 2.55.

Seja f(x) = ﬁ, determine a funcao (fofof)(x).
Solugao.
1 1 r—1 1
ohw) = S = =5 = = = - =15
Por outro lado,  (fofof)(z) = (f(fof))(z) = f(f(f(2))) = 1_f(1:c)’
isto é (fofof)(z) =1— i =1-(1—-2) ==z
11—z

Portanto (fofof)(z) = =.
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2.5.2 Fungao inversa.

Seja f : A — B uma funcao bijetiva, do fato Im(f) = B isto significa que para todo y € B
existe um unico elemento z € A, tal que f(z) = y. Entao podemos definir a fungdo g : B — A

tal que a cada y € B corresponda um tunico z € A tal que g(y) = z, isto é:
g(y) =z seesomentese f(z)=y

Definicao 2.18. Funcao inversa.
Se f: A — B € uma fungao injetora, a fung¢io g : B — A definida por g(y) = x se e

somente se f(x) =y, denomina-se fungdo inversa da funcio f e, ¢ denotada por f~1.

A Figura (2.28) ilustra a relagdo que existe entre

a funcdo f e a funcdo inversa 1.

Do diagrama da Figura (2.28) temos: A f B
i) A funcdo flof = ids onde (id4 é funcdo iden- . .
tidade em A) isto é f~(f(x)) =2, Vac A. Y
_ 1
ii) A funcio fof ! =idp onde (idp ¢é funcdo iden- g=1f

tidade em B) isto ¢ f~(f(z)) =2, Vz € B.

Figura 2.28: Funcao inversa
Exemplo 2.56.

-1
Dada a fungao f(x) = i+2 (x # 2) calcule
=),
Solugao.
Seja y = f(x), entdo y = %, devemos isolar  nessa igualdade.
x
—1
Entao y = L_'_Q = yr+2)=24+41 = yr+2y=z-1 = yzr—zx=
x
142y 142y
(142 = z=-— = z= :
(+2) » o=-T0 5 o=
1 1+ 2y ~ ~ ~ T
Logo, f~'(y) = , em geral a funcao nao depende do parametro é indiferente escrever
y—
142
y, t, z, etc, como varidvel; assim podemos escrever f~!(z) = + f O
:L' f—

Exemplo 2.57.
Mostrar que, se f(z) = {/a—a", x > 0; tem-se que f(f(x)) = x. Determine a fun¢ao
inversa de y = f(x).

Solugao.

Tem-se, f(f = Ya—[f(x)]" = Va—[Ya—a"" = {/a—[a—2"] = z do fato = > 0;

Por outro lado, seja y = f(x), entdo y = ¥a — 2™ assim . = Ya — y” isto & f~(y) = Ya — y7,
sendo a funcio definida independente da variavel resulta f~!(z) = {/a — 2™
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2.5.3 Relacao entre o grafico de f e de f~1.

Da definigao de fungao inversa temos que se o ponto, P(a, b) pertence ao grafico da fungao
f, entdo Q(b, a) pertence ao grafico da funcdo f~! e vice-versa. Observe na Figura (?7) a
identificacao no plano dos pontos P(a, b) e Q(b, a) note-se que sdo simétricos respeito da reta
bissetriz y = x.

Isto resulta do fato ser o quadrilatero PAQB um quadrado, de lados AP = QB =b—a =
AQ = PB.

A
Yy Yy
b | e P(a, b) R B(b, b) W . y==x
& = (@) .
d: /
u A(a,a): _____________ E-Q(bwl)
: : f(@)
y=z :
0 a b T ‘0 T
Figura 2.29: Figura 2.30:

Logo P e @ sao os vértices opostos do quadrado, e considerando que no quadrado as diagonais
sao perpendiculares e cortam-se no ponto médio, resulta d = d’, onde:
d = distancia de P & bissetriz y = z.
d' = distancia de @ a bissetriz y = x
Se consideramos uma funcdo f : A — B e sua funcdo inversa f~! : B — A entdo seus
graficos sao simétricos respeito da bissetriz y = x, pois (z, y) € G se e somente se (b, a) € Gy-1.

A Figura (2.30) representa os graficos da funcao f e sua inversa f~ .

Exemplo 2.58.
A fungao f : R — R definida por f(x) = 3z + 5 € injetora, logo admite fun¢ao inversa
f~1:R — R. Determinemos esta funcao inversa f~".

Solugao.

Primeiro método:

Sabemos que f(f~'(y)) = y , logo f(f'(y)) = 3f'(y) +5 = y de onde f(y) =

-5 ~ . .
y—o Vy € R, sendo que a variavel y na funcao f~! é independente podemos utilizar a letra x

3
e obter f~1(z) = G

Segundo método:

VzeR

Suponha y = f(x), entdo y = 3z + 5 onde, isolando a variavel z resulta: x = y%? logo
z—5

f‘l(y)zE VyeRouf—l(:r):T VaeR. 0

Exemplo 2.59.
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Determine a funcdo inversa f~1(x), se f(x+1)=2*-3x+2 VzeR".

Solugao.

Sejat=x+1,entdox =t —1,logo f(t) = f(zx+1)=2? -3z +2=(t—-1)2-3(t—-1)+2 =
t? — 5t + 6, observe que a funcio f(t) existe para t > 1.

Consideremos y = f(t) = t> — 5t + 6 entdo > — 5t + 6 — y = 0, pela formula de Bhaskara

5=£ /25 —4(6 — 1
( y),assim25—4(6—y)20 = 14+4y>0 = y>—-

temos que t =

2 4
54 +/25 —4(6 — 1
pela condicao de ¢, temos que f~1(y) = + 5 (6=y) sempre que y > 1
5++V1+4 1 5
Portanto, f~!(z) = % sempre que x > vt Im(f1) = [5, +00). O

Exemplo 2.60.

a) Suponha f(z) =z + 1. Existem fungoes g tais que fog = gof?
b) Suponha f seja uma func¢ao constante. Para quais fungoes g cumpre que fog = gof?

¢) Suponha que fog = gof para todas as fungdes g. Mostre que f é a fungao identidade.

Solugao.

a) A condigao fog = gof significa que g(x) + 1 = g(z + 1) para todo = € R. Existem muitas

funcoes g que satisfazem esta condicao.

b) Suponha f(z) =¢, Vz € R, entao fog = gof se e somente se ¢ = f(g(x)) = g(f(x)) = g(c)

isto é g(c) = c.

c) Se fog = gof para todo g, entdo cumpre isto para todas as fungoes, em particular para a

fungo constante g(z) = ¢; logo da parte b) segue que f(c) = ¢ para todo c.

Exemplo 2.61.

Mostre que a fungao inversa da fun¢ao homogrdfica f(x) = ax—l—i—_fl (considerando ad—bc # 0)
cx
também € homogrdfica.
Solugao.
b —d
Seja y = f(x), entdo y = ar + existe sempre que x % —.
cr+d c
. ax+b
A igualdade y = p—— = ylecx+d)=ar+b = zlyc—a)=b—-dy = z=
dy—b dx —
i , Yy# 2. Denotando com fHz) = < temos a funcado inversa de f(z).
a—cy c a—cx
-1 -1 m(ad — bC) . .
Observe que fof~'(z) = f(f ' (z)) = e =% da hipotese ad # bc. De modo analogo
ad — be

mostra-se que f~lof(z) = .
dzx —

a — CT

Portanto f~1(x) = ¢ homogréfica.
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Exemplo 2.62.

Estima-se que um operdrio de um estabelecimento que faz molduras para quadros possa pintar
y molduras depois x horas do inicio do seu trabalho que comeca as 8 horas da manha, onde
y=3x+8x2 -3 se0<x<4. (a) Ache a tava sequndo a qual o operdrio esta pintando ds 10
horas da manha. (b) Ache o nimero de molduras prontas entre 10 e 11 horas da manha.

Solugao. a)

Tem-se que y = f(z) é uma func¢do que depende do tempo z. No instante z; tem-se que
y = f(z1) = 3z1 + 83;% — x:{' Suponha um lapso de tempo transcorrido h depois de 71, entao
y=f(x1+h) =31 +h)+8(x1+h)?2+ (z1+h)>

A diferenga
Af _ flar+h) — f(z1)
h h

quando h for tao pequeno possivel, determina a taxa segundo o qual o operério esta pintando x

depois das 8 da manha.

Isto &, Af(z1) = 3[(z1 + h) — x1] + 8[(x1 + h)? — 23] — [(x1 + h)? — 23] = 3h + 8(2hxy + h?) —
(3ha? + 3h%x1 + h3) = h[3 + 8(2x1 + h) — (322 + 3hx1 + h?)], entdo:

Af(z1)  h[3+8(2z1 + h) — (323 + 3hay + h?)]

) - = 3+ 8(2x1 + h) — (322 + 3hxy + h?)

A
f}(lxl) = 34 8x; — 327. A taxa

segundo o qual o operario estd pintando quando x; = 2 corresponde as 10 horas.

Quando h for tao pequeno quanto o zero, tem-se que

Af(2
Logo, J;L( ) = 3+8(2)—3(2%) = 7. Portanto, a taxa segundo a qual o operario esta pintando
as 10 horas da manha é de 7 quadros. O
Solugao. b)

Até as 11 horas ele pintou y = 3(3) + 8(32) — 3% = 54 quadros. Até as 10 horas ele pintou
y = 3(2)+8(22)—23 = 30 quadros. Logo entre as 10 e 11 horas da manha, ele pintou 54—30 = 24
quadros. O



Calculo Diferencial em R 93

10.

11.

12.

13.

. Para quais ntimeros reais a, b, ¢, d a fungao f(x) =

Exercicios 2-4

ar +d
+b

satisfaz f(f(x)) = z para todo

z?

. Se f & uma funcdo de variavel real tal que f(z — 2) = 222 4 1, determinar:

fla+2) - f(1)
a—3

Se f(4z +1) = 2% + 4z — 5 é fungao real, achar f(5z).

fla+2)—f(2)
a—?2

1. a3 2.

a# 2

Seja f fungao real definida por:

f(w)Z{g’ UETER e @)=+ + o)
, se, 2<x<3

Achar D(g).

Seja f : A — [0, 1]. Determine o dominio de f se:

Jz+2]

P 2. flx)=—2®+4rx+12 3. f(x)

1. f(2)

Determinar o dominio de defini¢do das seguintes fungoes:

1. f(z) = ij 2.f(z) = ,4/15%; 3. f(z) = V9 — 6z + 2

2
4. f(x):\4/£2_4$+12+€/% 5. f(x):41—\/4+a:2
—x — x

6. g(;p):{ |z +[lz]]| se, [jz]] e par

Va+ il se, [la] o fmpar

A fungao f(z) esta definida como segue: em cada um dos intervalos n < x < n+ 1 onde n
1
¢ um inteiro positivo, f(x) varia linearmente, sendo f(n) = —1, f(n + 5) = 0. Construir

o grafico desta funcgao.

A funcao f em R é tal que f(2z) = 3z + 1. Determine 2.f(3z + 1).

Sendo f e g duas fungoes tais que fog(x) = 2x + 1 e g(x) = 2 — z. Determine f(x).
Se f(g(x)) =5z —2e f(xr) =5z + 4, entdao g(x) é igual a:

Dadas as fungoes f(z) = 4z + 5 e g(x) = 2z — 5k, ocorrera gof(x) = fog(x) se e somente

se k for igual a:

Seja f uma fungao definida em R tal que f(z —5) = 4x. Nestas condigoes, pede-se
determinar f(x + 5).

Sendo f e g duas fungoes tais que: f(x) = ax + b e g(x) = cx + d. Sob que condigdes
ocorrerd a igualdade gof(z) = fog(x)?
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Sejam f(z) = x + 2 e g(x) = 2% + a, determinar o valor de a de modo que (fog)(3) =
(gof)(a—1).

Determine duas fungoes f e g tais que h = gof nos seguintes casos:

1. h(z) = (2* +3)° 2. h(z) =25 3. h(x)=3(z+]|z|)

4. h(z) =z +12 5. h(z) =2+ 16z + 64
9 2

6. h(z)= < ’ +45> 7. h(z) = sen %4z + 5sen 4a 4 2
Tz —

Dadas as fungoes f(z) =|z+ 1] e g(z) =| 2 — x |. Determine fog e gof.

Sejam f e g fungoes definidas por:

222 + bz, se, <2 T +4, se, x>2
f(z) = g(z) =

|z +2| -2z, se, x>2 2 -3z, se, x<2

Achar: 1. f(1)+g(1) 2. f(0).9(0) 3. (fog)(2)
f4) 3
4. o) 5. (fog)(=3) 6. (909)(3)

Dada a funcéo de producdo 9p = 2¢2, onde ¢ é a quantidade de um insumo, o que acontece
com a producdo se a quantidade do insumo for duplicada? Como sao entao os retornos da

producao?

Sejam R = —2¢% + 30¢q e C = 3¢ + 72 as funcoes de Receita e Custo para certo produto.
(a) Determine o ponto de equilibrio (break-even). (b) Faga os graficos de C' e R num
mesmo eixo. (c) Determine a func¢dao lucro e faga seu grafico. (d) Determine a fungao

lucro médio e faga seu grafico por pontos tomados no intervalo de variacao de q.

Seja P = 20V x5 uma funcao que da a quantidade P de certo produto que é produzida
em funcao da quantidade x de certo insumo. (a) Esbocar o grafico da fungao. (b) O que
acontece com a produgao se a quantidade de insumo por multiplicada por 6. (¢) Como sao

os retornos da producao?.

Um laboratorio ao langa um novo produto de beleza, estabelece uma fungao que da a
quantidade procurada y no mercado em funcao da quantidade x de caixas com certa quan-
tidade de amostras, que foram distribuidas entre donas-de-casa. A funcao estabelecida foi
y =300 x (1,3)*. (a) Qual foi a procura do produto antes da distribuigdo da amostra?. E
apos a distribui¢ao de duas caixas?. E apos a distribui¢ao da quatro caixas? (b) Quantas
caixas da amostra tem que ser distribuidas para que a quantidade procurada seja 3.0007
(c) Esboce o grafico da fungao.

A demanda mensal de um certo produto por consumidor é funcao de sua renda de acordo
30.000

+ 30’

com a seguinte expressao: ¢ = 400 — onde y é a renda em milhares de reais e ¢
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

é a quantidade do produto em gramas. (a) Faga o grafico da func¢ao. (b) Essa fungéao
é crescente ou decrescente? As taxas crescentes ou decrescentes? Por qué? (c) Em que

ponto corta o eixo horizontal dos z. Qual é o significado do fato?

Um comerciante é o representante de vendas de uma certa mercadoria em uma cidade.
Vende atualmente 200 unidades e observa que a porcentagem de crescimento de vendas é
de 25% ao ano. (a) Determine fungdo y = f(x) que da a quantidade que sera vendida
em fungao do tempo em anos, a partir de hoje. (b) Quanto estara vendendo daqui a dois

anos? K daqui a quatro anos?. Esboce o grafico da funcao.

Uma firma de servigos de fotocopias tem um custo fixo de R$800 por més e custos variaveis
de 0,06 por folha que reproduz. Expresse a fungao custo total em fungao do ntimero de
paginas x copiadas por més. Se os consumidores pagam 0,1 por folha. Quantas folhas a

firma tem que produzir para nao ter prejuizo?

A equagao de demanda de um certo produto é ¢ = 14—2p e a equagao de oferta ¢ = 6p—10.

Determine o ponto de equilibrio.

Seja a funcao y = ™, x > 0. Para que valores de x esta fun¢do tem valores maiores que

os de sua funcao inversa.

ar+b . .
coincida com sua

Qual deve ser a condicdao para que a funcdo homografica y =

inversa. Sabe-se que ad # be.

Qual é a caracteristica do gréifico de uma funcao homografica identicamente a sua inversa
?
2?24+ 2x +c

= —— assume qualquer valor real si 0 < ¢ < 1.
2 + 42 + 3¢ duatquer v -

Mostre que a fungao f(z)

O peso aproximado dos misculos de uma pessoa é diretamente proporcional a seu peso
corporal. (1.) Expresse o namero de quilos do peso aproximado dos musculos de uma
pessoa como funcao de seu peso corporal, sabendo que uma pessoa com 68 kg tem peso
aproximado de seus musculos 27kg. (2.) Ache o peso muscular aproximado de uma pessoa

cujo peso corporal é de 60 kg.

Determine o ponto de intersecao e desenhar o grafico das curvas:

1. R(q) = 100g, C(q) = 50 + 3¢

2.  R(q)=10g¢—0,5¢>, C(q)=10+¢q

3. R(q) = 80gq, C(q) = 0,1¢% + 5¢ + 200

Temos as equacoes de oferta e demanda, determinar o ponto de equilibrio e desenhar o

grafico num mesmo sistema de coordenadas. a) ¢g=p+1leq=10—p;b) ¢=50+2p
e q(p + 10) = 500.

O periodo de um péndulo (o tempo, para uma oscilagdo completa) é diretamente propor-

cional & raiz quadrada (do comprimento do péndulo. e se o comprimento for 240 ¢m o
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periodo sera de 3 s. (a) Expresse o nimero de segundos (do periodo de um péndulo como
fungao do numero de centimetros de seu comprimento. (b) Ache o periodo de um péndulo

de 60 cm de comprimento.

A fungao de custo total de uma empresa A& A ¢ C(x) = 0,222 — 62+ 100 onde = é dado em

Kg. Determine a fun¢@o de custo médio e o valor de x para que o custo total seja minimo.

Calcular o ponto de equilibrio de um monopolista se a funcio de custo ¢ C(q) = 0,5¢ +

20q + 15 e o preco de venda de cada unidade é p = 30 — q.

Admitamos que, ao se fabricarem ¢ unidades de um certo produto, o custo total de fab-
ricagao é de C(q) = ¢® + 6¢> + 15¢ reais. Em que nivel de producao o “custo médio” por

unidade serd o menor?

Séo dadas as equacdes de oferta e demanda de um certo produto: 2¢ = p =12 e ¢*> —p+4 =

0. Determine a quantidade e o preco de equilibrio.

Um comerciante estima que o custo de producao de ¢ unidades de uma mercadoria é
C(q) = 20q + 20.000, a equagdo da demanda é p + ¢ = 5.000, onde g sao as unidades

demandadas a cada semana ao preco unitario de p reais.

Suponha que o custo total seja dado por C(g) = 104 ¢ e a receita total R(q) = 10g—0, 5¢°.

Determine o valor de g para o qual se obtém utilidade méaxima.

Um fabricante vende certo artigo aos distribuidores a R$20 por unidade para pedidos
menores de 50 unidades. No caso de pedidos de 50 unidades ou mais (até 600), o preco
tem um desconto de 2 centavos vezes o numero encomendado. Qual é a quantidade de

encomenda que proporciona maior ingresso para o fabricante?.

q+b]

Desenhar o gréfico e determine o custo médio da fungao de custo total C(q) = ag [ n
qg+a

onde a, b e ¢ sdo constantes positivas b < c.
Uma mercearia anuncia a seguinte promogao:

“Para compras entre 100 e 600 reais compre (x + 100) reais e ganhe (x/10)%

de desconto na sua compra.”
Qual a maior quantia que se pagaria a mercearia nesta promocgao ?

Consideremos duas fungoes f e ¢ definidas por:

20 — 1, se, z< -1
fl@)=lz=2]+]z-1] e g(x)=4q 2 se, —l<z<l1

z2, se, 1<z

Determine as fungdes fog e gof.
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2.6 Outros Tipos de Funcoes Reais.

2.6.1 Funcgoes Implicitas.

Suponhamos temos uma equagao envolvendo duas variaveis digamos x e y, do tipo f(z,y) =
C onde C é uma constante real. Geralmente esta equacao podemos representar graficamente
mediante alguma curva no plano cartesiano z0y.

Pergunta: Esta curva pode ser o grafico de uma
fungao ? n

Geralmente isto nao acontece.

Pergunta: Existe um “trecho” da curva que seja /
possivel exprimir y como fungao de x (ou entao y como

3
funcao de x)?; isto é podemos representar f : A — B -3 3
para determinados subconjuntos de niimeros reais?.

-3

Quando a resposta é afirmativa, diz-se que a funcao

Y
f: A — B é definida implicitamente pela equagao f(z,y) = C.

Figura 2.31:
Exemplo 2.63.

Seja a equacio x%+1y% = 9 representada no plano cartesiano € o grdfico de uma circunferéncia
de centro (0, 0) e raio 3 como mostra a Figura (2.31). Observe que a circunferéncia nao € o
grifico de uma fungdo; mas podemos separar em "trechos"o dominio dessa relacdo para obter y

como fung¢ao de x.

i) A funcao [ :[-3, 3] — R definida por f(x) = V9 — 22 cujo grifico é a semicircunferéncia

superior ao eizo 0.

ii) A fungao f : [—3, 3] — R definida por f(x) = —v9 — x? cujo grdfico é a semicircunferéncia

inferior ao eixo Ox.

2.6.2 Funcao Periédica.

Definicao 2.19.
Dizemos que uma fungao f : A — R € periddica quando existe wm nimero real t # 0, tal

que para todo x € D(f), temos:
i) x+t e D(f) i) f(x+t)= f(x)

O nidmero t denomina-se “um periodo de f”.
nor peri itivi uan Xi nomina- 10do n
O menor periodo positivo t de ando exista, denomina-se “o periodo de f”, e neste caso

dizemos que f é periddica de periodo t.

Exemplo 2.64.

A fungao mantiza f : R — R definida por f(x) = z— || || € periddica de periodo t = 1.
Observe que f(w+1) = (@ +1)— o+ 1 =2 +1— | & | =1 = a— || @ |= f(z) e nio caiste
outro numero t tal que 0 <t < 1 que seja o periodo de f, o grdfico da funcao mantiza ilustra-se
na Figura (2.32).
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Exemplo 2.65.
A fungao mantiza f : Z — { —1, 1 } definida por f(z) = (—1)* € periddica de periodo dois,

seu grdfico mostra-se na Figura (2.33)

A A
Y Y
L] 1. L]
1
—xr -2 -1 01 2 3 x
—x -2 -1 [0 1 2 3 ST .
Y Y
Figura 2.32: Figura 2.33:

2.6.3 Funcao Par, Funcao Impar.

Definigao 2.20.

a) Dizemos que f: A — R é “fun¢do par” se para todo z € D(f), temos: que —x € D(f) e
f(—z) = f(z) como mostra a Figura (2.34).

b) Dizemos que f: A — R é“ funcao impar” se para todo z € D(f), temos: que —z € D(f) e
f(=z) = —f(z) como mostra a Figura (2.34).

Z/T Y4
2
—x T —x x
-2 0 2 -2 0 2
-y —Y,
Funcao Par Funcéo Impar

Figura 2.34:
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Exemplo 2.66.
A funcio f(x) = x*, para x € R € fungao par, pois para todo © € R e —x € R temos que

fl=2) = (—2)t =a' = f(2).

Exemplo 2.67.
A fungdo f(z) = 2 , para x € R € fungdo fmpar, pois para todo x € R e —x € R temos que

fl=2) = (—2)° = —a® = —f(2).

Observagao 2.8.

a) O grafico de toda fungao impar é simétrica respeito do origem de coordenadas.

b) O grafico de toda fungao par é simétrica respeito do eixo 0y.

Exemplo 2.68.

Classifique as fungdes abaixo em pares, impares ou sem paridade:

a) f(x) =2z b) g(x) =22 —1 c) h(z) =2 —5x+6
Solugao.
a) f(—z)=2(—z)=-2x = f(—z)=—f(z), portanto f é impar.
b) g(z)=2>-1 = g(-z)=(-2)?-1=22-1 = g(x)=g(—x), portanto g é par.
c) hz)=2%2-52+6 ¢ h(—x) = (—2)®> = 5(—2) +6 =2> + 52 +6

Como h(z) # h(—z), entdao h nao é par; temos também que —h(z) # h(—z), logo h nao é

impar.

Por néao ser par nem impar, concluimos que h é funcdo sem paridade.

2.6.4 Funcao Monotodnica.

Definicao 2.21.
Sejam I um intervalo da reta R e f: A — R func¢do, sendo I C A

a) A funcgao f € estritamente crescente no intervalo I, se para todo x1, xo € I com x1 < 9
entio f(x1) < f(z2).

b) Uma fungao f € estritamente decrescente no intervalo I, se para todo x1, xo € I com x1 < 9
entio f(x1) > f(z2).

c) Uma fungao f é crescente no intervalo I, se para todo x1, o € I com w1 < x2 entdo
f(z1) < flx2).

d) Uma fungao f € nao crescente no intervalo I, se para todo x1, xo € I com x1 < x9 entdo
f(z1) # f(22).

Exemplo 2.69.
A fungao definida por f(x) =5 é crescente e nao crescente em todo seu dominio, esta fungao

nao € estritamente crescente nem estritamente decrescente.
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Exemplo 2.70.
A fungao definida por f(x) = bx+2, € estritamente crescente em todo seu dominio. A fungao

g(z) = —23 ¢ estritamente decrescente em todo seu dominio.

Yy
Em qualquer um dos casos, se diz que a funcao f é
monotonica no intervalo I; nos casos a) e b) ela tam-

bém se diz monotdnica estrita no intervalo I.

Exemplo 2.71.

A fungio: f(x) =| 22 — 9| € estritamente crescente

-~ o —

—z -3 0 3 x

no intervalo [—3, 0]U[3, +00) e estritamente decrescente
no intervalo (—oo, —3] U [0, 3].

O grdfico desta funcao f(x) mostra-se na Figura Figura 2.35:
(2.35).

Observagao 2.9.
A fungao f: I — R € estritamente crescente(decrescente), se e somente se, —f € estrita-

mente decrescente (crescente).

Propriedade 2.1.

Se a funcao f : I — R € estritamente monoténica, entao f € injetora.

Demonstracao.

Suponhamos que a fungdo f : I — R seja estritamente monotdnica e sejam a, b € I de
modo que a # b. Logo a < boub < a.

Suponhamos que a < b e f seja estritamente crescente, entdo f(a) < f(b), de onde f(a) #
10}

Em qualquer dos dois casos segue que f(a) # f(b).

Portanto, f é injetora. O

2.6.5 Funcao Limitada.

Definicao 2.22.

Seja f : A — R uma funcgao real.

a) Dizemos que a fungao f é “limitada superiormente®, quando existe M; € R tal que f(z) <
M, Vzxe D(f)

b) Dizemos que a funcao f é “limitada inferiormente”, quando existe Ms € R tal que My <

f(x) VaeD(f)

c) Se uma fungao for limitada superiormente e inferiormente, diz-se que ela é “limitada”, em
conseqiiéncia temos que existe M € R tal que | f(z) |[< M Vz € D(f), sendo M =
max .{ | My |, | Mz | }.
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d) Se existe x € D(f) tal que | f(z) |> M para algum M suficientemente grande, dizemos que

f(x) é “funcao nao limitada”.
Definigao 2.23.

a) Se uma fungdo f for limitada superiormente, o supremo do conjunto Im(f) denomina-se
“supremo da fung¢ao“, e indica-se com: sup .f(x)
€A
b) Se o supremo do conjunto Im( f) for maximo, ele se denomina méaximo da fungao f, e indica-se

com: max J(z) .

c) Se a funcao f é limitada inferiormente, o infimo do conjunto Im(f) denomina-se infimo da

funcao, e indica-se com: inf .f(x).
€A

d) Se o infimo do conjunto Im(f) for minimo, ele se denomina minimo da funcdo f, e indica-se

com: min.f(x) .
€A

Exemplo 2.72.

a) A funcao constante f(x) =k, Va € R (k constante) é limitada, observe que sup.f(x) =
zeR

max .f(z) = inf .f(z) = min.f(z) = k.

b) A funcio h(z) = 22 definida no intervalo A = (-2, 3) nao é limitada; observe que sup .h(z) =

z€A
9e inf .h(z) = 0 = min.h(z) porém nao existe max.h(x) . Esta fun¢do somente é limitada
€A €A €A
inferiormente.
c) A funcgdo g(z) = 22 definida no intervalo A = [~2, 3] é limitada; observe que sup .h(z) =9 =

2.6.6 Funcoes Elementares.

Definigao 2.24. Funcao elementar

Uma funcao elementar € aquela que obtém-se mediante wm mimero finito de operacoes de
adi¢do, subtracao, multiplicagcdo, divisao, e composi¢ao de fungoes como por exemplo: as fungoes
constantes; a funcao poténcia y = x'; a funcao exponencial y = a*; as funcgées logaritmicas;

trigonomeétricas e trigonométricas inversas.

Sejam f1, fo, f3, -+, fn fungdes definidas num mesmo conjunto A, e ay, as, asg, -+ , an

numeros reais sendo n € N.

Exemplo 2.73. Combinacao linear finita.
A funcao definida por f : A — R definida por: f = a1f1 +asfr+asfs+ -+ + anfn €
denominada uma combinacao linear finita de fi, fa, fs, =+, fn-

Logo, f é uma funcao elementar.
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2.6.7 Funcoes Algébricas.

Definicao 2.25.
Diz-se que uma funcao y = f(x) definida num conjunto A, € algébrica de grau n, quando ela

€ solugcao de uma equacao algébrica da forma:
P(z,y) = Po(z)yn + Pr(2)yn—1+ -+ Pr1(z)y + Pu(x) = 0

Paran e Nyn>1 e Py(x), Pi(x), -+, Pu_1(x), Py(x) polinomios de varidvel x.

Exemplo 2.74.
A funcdoy = V/x? + 1—x € algébrica, pois esta funcdo € solucio da equacio y>—x?+x—1 = 0.

Exemplo 2.75.
Todo polinémioy = P(x) € uma fun¢ao algébrica, observe que é solugao da equagio y—P(x) =

0 para todo x € R.
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Exercicios 2-5

1. Dada a fun¢ao f(x) = determinar sua funcdo inversa f~!(x) e a imagem de f(x).

1
Vs —1
2. Mostre que, para z > 0 a equagdo y+ | y | —x— |  |= 0 determina a funcao cujo gréfico

sera a bissetriz do primeiro dngulo coordenado, entanto para x < 0 sao as coordenadas de
todos os pontos do terceiro quadrante (incluidos seus pontos de fronteira) as que satisfazem

a equacao dada.

3. Dadas as seguintes fungoes reais, determine caso exista, sua funcao inversa.

z?—4 5
xz+2 f(m)_772:c
4. h(z)=+va2?2—-4x+4 5. s(x)=z+|z+1] 6. tlx)=vr+2-5

1. f(z)=2>-52+6 2. g(x)=

4. Se f(z) = x — 2a, determinar os valores da constante a de modo que f(a?) = f~!(a — 2).

4+3
5. Seja f : A — [-9, —1) definida por f(x) = 1 +3$:
—3x
1. Determinar A. 2. Mostre que f é 1 —1. 3. f é sobre?.

6. Se f(x) =x+2c e f(c?) = f~!(c), achar o valor de:

_ e
1. f(0)- 40 .
(0)-771(0) =
7. Construir o grafico e determinar a imagem das seguintes fungoes:
2 —4
—_— -2
1. fa)={ =32’ & *7
3, se, x = —2
|4 22|, se, |x|<3
2 T) =
£) {5, s, |z|>3
|z+3]|, se, —4<z<0
3 flx)=<¢ 3—22 se, O0<x<4
-2, se, |xl|>4
(r—1)%, se, 0<x<2
4. f(x)=<¢ 10—22%, se, 2<x<3
-2, se, x<Oouzx >3
—|lz+4], se, —8<x<2
2
T —4xr — 2, se, 2<x<5H
5. f(z)= 5
—x* 4+ 10x — 22, se, b<xr <8
-3, se, |xz|[>8
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Construir o grafico, determinar a imagem e verifique se as seguintes fungoes sao inversiveis

((w—l)?), se,0 <z <2
Lf(x)=1 10—2? se,2<z<3 2. f(z) =5(z+ |z +1])
-2, se,z <0Ooux >3
|z 431, se, —4<x<0
3.f(x)=4¢ 3—2% se,0<x<4 4. f(zx)=2>-52+6
-2, se, |x|>4

|z+4], se, —8<x<2
T+ 2, se,2<z<5H

5.f(x) =17 3 6. f(z) = {

x°, se,b <z <8 5, se, |z |>3
-3, se, |z|>8
\
r_‘$+4’, se, —8<x <2 2,

2 =

— 4z — 2, ,2<x<bh ., se, -

7. f(z) = x x2 se x 8. f(z) = PRI se, r # —2

10z —x* — 22, se,o<x <8 3, se, r =2
_35 Se,‘$‘>8

Determine dois conjuntos A e B para que a equagdo a seguir determine uma fungao
implicita f : A — B.

2

8

2
N 3. - 3y+yt -0y =8
1
4. zt =y 5 |z|+]|yl=2 6. yz’—z—9y=0
T

Determine valores de a e b na expressao da funcio f(z) = az? + bx + 5 para os quais seja
valida a identidade f(z + 1) — f(x) = 8z + 3.

Verifique se a fungao a seguir é par o impar justificando sua resposta.

1. flz)=-2+z 2. f(z)=xz- "+ 22 3. f(z)=—-z+23
e’ +e " T .2

4. f(x) = ——— 5. h(x):m 6. w(t)==x-¢€

Se o conjunto A é simétrico em relacdo a origem (se z € A, entdo —x € A) para toda
f + A — R prove que a fungao:

f(@) + f(=x) f(z) = f(=x)
2

1.
2

é par. 2. ¢ impar.

Apresente cada uma das seguintes fungdes como soma de uma funcio par e outra impar:

1. y=23+3x+2 2. y=1—a3—z*—22°

Mostre que o produto de duas fungoes pares ou impares é uma fungao par e, o produto de

uma funcao par por uma impar é fungdo impar.
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Seja n natural impar. Mostre que f(z) = {/z é estritamente crescente no intervalo [0, +00).
1

Seja f(z) = — para x € I = (0, 1]. Pergunta-se:
x

1. Esta fungao é limitada superiormente?
2. Esta func¢éo é limitada inferiormente?

3. Existe max.f(z) ? 4. Existe min.f(x) ?
zel zel

Analogo ao exercicio anterior para a fungao:
1. f(x)=2%— 2 quando x € I = [-4, 4].
2. f(z)=2?-2x+1quando x € [ = [—4, 4].

2x
Mostre que ¢ estritamente crescente nos intervalos (—oo, —2) e (—2, 4+00).
x

Mostre que toda funcéo estritamente crescente ou estritamente decrescente é injetora.
Seja m ntmero natural impar, mostre que f(x) = {/z + 1 é estritamente crescente em R.

Sendo f(x) =senz e g(x) = logx, pede-se determinar o valor de g[f(g)]

Determine o possivel valor para n € Z para o qual 2* > z™ para todas as x > 100.
Seja f(z) = Ln (x). Mostre que f(x) + f(z + 1) = f(z(z + 1)).

Se f é uma fungao tal que f(1) =a, f(p)=be f(zr+y) = f(z)- f(y), Vz,y <R, entao
f(2+p) éigual a:

Sejam f : A— B e g : B— R duas fungbes. Demonstre que:

1. Se f e g sdo biunivocas, entdo gof é biunivoca?

2. Se f e g sao sobrejetivas, entao gof é sobrejetiva?

3. Se gof é biunivoca, entdo f é biunivoca.

4. Se gof & sobrejetiva, entao g é sobrejetiva.

Em um certo clube de futebol, a taxa anual cobrada aos socios é de R$300, 00 e o socio pode
utilizar campo de futebol pagando R$2,00 por hora. Em outro clube, a taxa ¢ R$200, 00 e

cobram R$3, 00 por hora de uso do campo de futebol. Considerando as questoes financeiras;

que clube vocé escolheria 7

As fungoes de oferta e demanda de um certo produto sao respectivamente S(p) = p — 10
e D(p) = 5.600p~ 1.

1. Calcular o prego de equilibrio e o nimero correspondente de unidades em oferta e

demanda.

2. Construia as graficos das fungoes num mesmo par de eixos.
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Um ntmero de dois algarismos excede em uma unidade o séxtuplo da soma de seus algar-
ismos desse ntmero. Se a ordem dos algarismos desse niimero for invertida, o novo niimero

terd nove unidades a menos do que o niimero original. Encontrar o namero original.

As equagobes de oferta e demanda numa determinada fabrica estdo dadas por ¢ =24 —p e

q = 10 p — 20, fungoes lineares do prego. Determine a quantidade de equilibrio.

Um grupo de estudantes dedicados 4 confeicao de artesiana tem um gasto fixo de R$600.00,
e em material gasta R$25.00 por unidade produzida. Cada unidade sera vendida por
R$175.00.

1. Quantas unidades os estudantes terao que vender para existir equilibrio?

2. Quantas unidades os estudantes terdo vender para obter lucro de R$450.007

A folha de pagamento mensal de uma empresa é diretamente proporcional ao numero de tra-
balhadores, sabendo que 20 dos trabalhadores tem uma folha de pagamento de R$3000, 00.

1. Expresse o valor da folha de pagamento mensal como funcao do ntmero de trabal-

hadores;

2. qual a folha de pagamento para 18 trabalhadores?

O preco a pagar pela locacao de um automovel é composto de duas partes: uma tarifa fixa
diaria de R$40,00 e uma quantia de R$0, 15 por quildmetro rodado. Mostre que o prego
a ser pago pela locacao de um destes automoéveis por 5 dias e rodando 1200 km sera, em
reais, igual a R$380, 00.

Suponhamos que em uma certa fabrica, o custo de montagem é diretamente proporcional
ao numero de maquinas usadas, enquanto o custo de operacdo é inversamente proporcional
aquele ntmero. Mostre que o custo total é minimo quando os custos de montagem e de

operagao sao iguais.
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2.7 Funcoes Transcendentes.

Chama-se fungao transcendente a aquelas fungdo que nao sao algébricas. Sao fungoes tran-

scendentes:
a) A fungao exponencial e sua inversa a funcao logaritmo.

b) As fungoes trigonométricas e suas inversas.

2.7.1 A Funcao Exponencial de Base a.

Definigao 2.26.

Sea>0 e r== ¢um nimero racional definimos a” = aP/9 = J/aP.

SEES

Propriedade 2.2.

Para qualquer par de nimeros r, s € Q tem-se :

a) a".a®=a"* b) (a")’=a"* c) (ab)"=a".b"
a\™ a" a” s
9 (5) =5 v#0 © =a

Definicao 2.27. Funcao exponencial.
Seja a # 1 um nimero real positivo. A funcgao f: R — R definida por f(x) = a® € chamada

funcao exponencial de base a.

O dominio de esta fungao é D(f) = R e sua imagem Im(f) = Rt = (0, +00). Para seu

grafico consideremos dois casos como se observa na Figura (2.36).

Quando 0 < a <1 Quando a > 1
Figura 2.36: Funcao exponencial
Propriedade 2.3.

El) Se 0 < a <1, afungdo f(x) = a® é decrescente em todo seu dominio.

E2) Se a > 1, a fungao f(z) = a” & crescente em todo em seu dominio.
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E3) O grafico da fungao exponencial de base a passa pelo ponto P(0, 1).

E4) Se 0 < a < 1, entdo : a” tende para +oo quando x tende para —oo, e a® tende para —oo

quando x tende para 4oo.

E5) Se a > 1 entao : a” tende para +00 quando x tende para +00, e a” tende para —oo quando

x tende para —oo.

E6) a** =a%*.a®* e a*F=—

2.7.2 Funcao Logaritmica.

A funcao logaritmica, é a funcao inversa da funcao exponencial.

Das propriedades E'1 e E2 conclui-se que a func¢ao exponencial de base a dada por f(z) = a”
quando a > 0 e a # 1 é injetora em seu dominio R e por tanto admite fungdo inversa que é
chamada “ Funcao logaritmica de base a” e esta definida pela funcao g : (0, +00) — R tal que
9(x) = log, .

Seu dominio ¢ Dg = (0, +00) e sua imagem Im(g) = R.

Na Figura (2.37) mostra-se o grafico de g(x) = log, =, se 0 < a < 1 e na Figura (2.38) se

mostra o grafico de g(z) = log, =, se a > 1.

v Y Yy
s
xL -+ >
—1 1 —1 1
~ x
Quando 0 < a <1 Quando a > 1
Figura 2.37: Figura 2.38:

Por defini¢ao de fungao inversa, temos :

1) f(g(x)) ==z, Vae(0,+oo)oud®?® =z Ve (0, +oo).
2) g(f(x)) =2, VzeR oulog,(a®) =2 VzeR.

Em resumo: a¥ = x se e somente se y = log, .

Por exemplo, 3* = 81 se e somente se 4 = log;(81)
Propriedade 2.4. Funcao logaritmica de base a.
L1) Se 0 <a <1, a fungao g(x) = log, = é decrescente em R™.

L2) Se a > 1, a fungdo g(x) = log, x é crescente em R™.
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L3) Se A, B e N sao ntameros reais positivos, entao:

a) log,(A x B)=1log, A+log, B b) log, (%) = log, A —log, B

B
c) log,r(AP) = []J log, A d) log,(A") =r-log, A reR
e) loggA= log, A (Formula de mudancga de base)

L4) O grafico de toda a fungao logaritmica passa por P(1, 0).

L5) Se 0 < a < 1, entao: tende para +oo quando z tende para zero (pela direita), e tende para

—oo quando x tende para +oo.

L6) Se a > 1, entao : log, = tende para —oo quando z tende para zero (pela direita), e log, x

tende para 4+o0o quando x tende para +oo.

Demonstragao. L6)
Suponha z = logg A, entdao B* = A. Considerando logaritmo na base ¢ temos: log, B* =
log. A da Propriedade (L3-d) temos z - log,. B = log, A.

log. A log, A
Logo z = 12;23 isto é logp A = 12223' O
Exemplo 2.76.
Sejam f(z) = %(aw +a ") eg(x)= %(az —a~ ") mostre que:
i) fz+y) = f(2)fy) +9(x)g(y) i) g(z +y) = f(2)g(y) + f(¥)g(x)
Solugao. ©)
Temos:
fle+y) = %(a“y +a *7Y) (2.1)
Por outro lado:
F(@) ) = 5@ +a™) - Sa¥ + ) = L@ 4 a T )
9(x) - 9(y) = 3(a" —a7w) - H(a¥ —a7V) = J(a"Y "V — a4 g,
Logo
F(@) - 1) + o(x) - o(y) = (207 4 207Y) = (@Y 4 a= ) (22)
De (2.1) e (2.2) tem-se f(z +y) = f()f(y) + 9(x)g(y) O

Solugao. ii)

Temos

oo+ ) = @™ — a7 ) (2.3
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Por outro lado; .
f(@)g(y) + fy)g@) = ~(a* +a*)(a¥ —a V) + (¥ +a ¥)(a® —a™ ") =

4
_ i[(a]m_’_y . a'r_y + a_$+y _ a—ac—y) + (ay-i-x _ ay_ﬂ? + a_y‘f'x - a_y—l‘)} e
1 IE+ —r— 1 T+ —Tr—
72077 = 2a77Y) = S (™Y —a™"Y) 24)

De (2.3) e (2.4) tem-se g(x +y) = f(2)g(y) + f(y)g(=).

Exemplo 2.77.

Determine o dominio de defini¢ao da fungao f(x) = log% [3 - 5m]'

z+7
Solugao.
- . . - o B —3)
Da definicao da funcao logaritmo temos que > 0 isto é > 0. Onde o
7 (x+7)
dominio D(f) = (=7, g). 0

Exemplo 2.78.

Se "a" e "b"sdo solucdes do sistema: 2% = 2197Y ¢ log, a+logy b = 4, entdo 2%+ 2° ¢ igual
a:
Solugao.
n.n

Como "a" e "b"sao solugoes do sistema entao 2 -
20=10 =1 e logya+logyb =4 de onde 200 = 210

elogy(ab) =4 = a+b=10 e ab=2*=16; Y
isto satisfazsea=8 e b=2. 4l X
Portanto 2% + 20 = 28 4+ 22 = 260. O \\\ \\‘:‘
im _l\‘ xkx

E lo 2.79.
xemplo 2.79 o e ':m

Uma rampa para manobras de "skate"de altura 4m é 05

representada pelo esquema da Figura (2.39). Se a parte Im 1m 1m :c

curva pudesse ser associada a uma funcao erponencial,
como seria esta funcdo?

. Figura 2.39:
Solugao.

Observe que podemos obter a seguinte tabela de valores:

T Om 1m 2m 3m 4dm

fx) 4m 2m Im | 0,5m | 0,25m

1 T—2
Portanto f(z) = <2>
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Exercicios 2-6

Nos seguintes exercicios resolva para x.

1
1. log;u10000 =z 2. logp0,0l =2 3. logy [} =z

256
4. log,81=3 5 €T =13 6. z°— 8z =log,(256)!
7. logyx = -5 8 Lnx=-2 9. logssx +loggs(z+2)=1

Tracar o grafico para as seguintes fungoes:

5 T
1. y=—(6) 2. y=4" 3. y= [4]
4. y=(V3)°® 5 y=mn 2 6. y=—(27°
7. log,x? 8. logs(z —1) 9. log. e”

Determine se as seguintes fungoes dadas sdo inversas uma da outra esbogando seus graficos

no mesmo sistema de eixos. Calcular seu dominio e imagem para cada uma das fungoes:

1. f(x)=2¢" g(x)=1Lnx 2. f(x)=e"+1 g(x)=Ln(z—1)
et g(x)=1-In2z 4. f(z)=€* g(z)=ILnz3

e
=
&

I

. Mostre que as seguintes fungoes dadas sdo inversas uma da outra esbogando seus graficos

no mesmo sistema de eixos. Calcular seu dominio e imagem para cada uma das fungoes.

1. f(z)=e** g(z)=Lnvz 2. f(z)=¢"—1 g(x)=ILn(z+1)
3. flx)=e""' g@)=14+Lnz 4. f(z)=e3 g(z)=Lna

Resolver as seguintes equagcoes:

1. z=1log136 2. z =log, s cos30° 3. x =logys 5v2
6
1
4. logysx =3 5. = =logy.(V25)* =6 6. 27! = 77
4 1 1
7. (=2 = log 1010 8. log, 10v/10 = 3 9 3 log: z = 3
4

Se f(x) = log [hi] mostre que f(a) + f(b) = f(x) = log [1 _x].

Se f(z) =4 e 1, x9 e x3 sdo trés numeros em progressao aritmética entdo demonstrar

que f(z1), f(z2) e f(x3) estdo em progressao geométrica. Qual é a razao ?

2
Suponha que a t horas da madrugada a temperatura de uma cidade seja, C(t) = —7+4t—|—8

graus centigrados. a) Que temperatura tinha as 14 horas ? b) Em que tanto aumento o
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diminuo a temperatura, entre 6 e 7 horas?

Suponha que o custo total para fabricar ¢ unidades de um certo produto seja dada pela
funcdo C(q) = ¢ — 30¢? + 400q + 500.

1. Calcular o custo de fabricagao de 20 unidades.

2. Calcular o custo de fabricagao da 20 unidade.

A folha de pagamento (F.P.) diaria de uma equipe de trabalho é diretamente proporcional

ao nimero de trabalhadores ('), e uma equipe de 12 trabalhadores tem uma folha de
pagamento de R$540.

1. Expresse o valor total da folha de pagamento didria como funcdo do ntmero de trabal-
hadores.
2. Qual a folha de pagamento de uma equipe de 15 trabalhadores.

Numa cidade de 70.000 habitantes a taxa de crescimento de uma epidemia é conjuntamente

proporcional ao nimero de pessoas infectadas e ao nimero de pessoas nao infectadas.,

1. Se a epidemia esta crescendo a razao de 20 pessoas por dia quando 100 pessoas estao
infectadas, expresse a taxa de crescimento da epidemia em funcdo de nimero de

pessoas infectadas.

2. Quao rapido esta se espalhando a epidemia quando 400 pessoas estao infectadas?
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2.7.3 Fungoes Trigonométricas.

No plano 20y (Figura (2.40)) consideremos a circun-
feréncia unitaria de centro a origem de coordenadas; ela
tem por equacdo z2 + 3% = 1.

Seja A(1, 0) o ponto da circunferéncia que seré fix-
ado na origem dos arcos orientados AT sobre a cir-
cunferéncia. Esta orientagdo é a usual no sentido anti-

horéario é positiva e no sentido horario é negativa.

Estabelecemos uma correspondéncia entre os o
nimeros reais e os pontos da circunferéncia do modo
seguinte:

Ao nimero real ¢t corresponde o ponto 1" da circun- i
— Figura 2.40:
feréncia de modo que o arco orientado AT mede | t |
radianos. O arco tém orientagdo positiva se t é positivo; e orientagdo negativa se t é negativo.

Se T'(x, y) é o ponto que corresponde a seu namero real ¢, a abscissa x chama-se de: coseno
de t (cost) e a ordenada y denomina-se: seno de t (sent) e escreve-se © = cost, y = sent ou
T(cosz, sent).

Por exemplo, considerando que o comprimento da circunferéncia (de raio 1) é 27, ao ntimero
g corresponde o ponto B(0, 1); logo cosg =0 e sen g = 1. De modo anéalogo, aos ntimeros m
e 31 correspondem o ponto A’(—1, 0), entdo cosm = cos3m = —1 e sen 7 = sen 3w = 0.

Desta correspondéncia podemos deduzir as seguintes propriedades tais como:

Propriedade 2.5.

1) Como T(cost, sent) é um ponto da circunferéncia, e temos a relagdo fundamental: cos?t +

sen?t = 1.

2) Considerando que T" varia sobre a circunferéncia, sua abscissa e sua ordenada varia entre —1
e listoé —1<cost<le—-1<sent<1.

3) Periodicidade do seno e coseno: Se ao nimero real t corresponde o ponto T' da circunferéncia
e considerando que 2k para k € Z, representa o ntimero de k voltas ao redor da circun-
feréncia, ao nimero real ¢ + 2k7 corresponde o mesmo ponto 7', logo sen t = sen (t + 2k)

e cost = cos(t + 2km).

O menor nimero real p > 0 para o qual sent = sen (t + 7) e cost = cos(t + m) é 2w, que

denominamos perfodo do seno e coseno.

4) Aos nimeros reais t e —t corresponde os pontos T' e T” respectivamente, que sdo simétricos
respeito do eixo x e estes pontos tem a mesma abscissa porém suas ordenadas s6 diferem

no sinal; isto é cos(—t) = cost e sen (—t) = —sen t.

5) As propriedades (identidades) que estamos deduzindo apresentaremos ao leitor por sua util-
idade.
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1. sen.a —sen.b=2cos [a;b] sen [agb}

2. sen (a=+b) =senacosb=+senbcosa

3. cosa+cosb=2cos [a;—b} cos [a;b}

4. cos(a£b) = cosacosbF senbcosa
b . b
se 5
+b] [a— b]
cos
2

1
7. sena-cosb= §[sen (a+b) + sen (a — b)]

a
5. cosa— cosb = 2sen [

6. sena+ senb = 2sen [a

1 — cos2a
8. sen 2q = —

1
9. sena-senb= i[cos(a —b) — cos(a + b)]

10. cos?a = %

1
11. cosa-cosb = §[cos(a +b) + cos(a — b)]

Do fato que, a cada nimero real x, podemos relacionar com o seno e coseno, isto é existem

senx e cosz para x € R define-se:

o tang = se, cosx#0 istoé x#(?k—i—l)z keZ
cos T 2

° cotz = 2F se, senz#0 istoé x#kr keZ
sen
1 . ) T

. secr = se,cosz #0 istoé x#(2k+1)- keZ
cosx 2
1 . .

° cscx = se, senx#0 istoé z#km keZ
sen

Para os valores de x, para os quais existam tan x, cot z, sec x e csc x verificam-se as seguintes

propriedades:
1. sec’z —tan’z =1 2. csc?x—cot’r=1
3. |secz|>1 4. Jcesczx|[>1

2.8.4.1 Funcgao seno.

A fungao seno f : R — R é definida por: f(z) =senx

Algumas caracteristicas da fungao seno:
a) D(f) =R Im(f) = [-1, 1]

b) A fungao seno é periodica, seu periodo é 27.
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c) sen (—z) = —sen x . isto é, a fungdo seno é impar e seu grafico é simétrico respeito da origem

e mostra-se na Figura (2.41).

|
3
|
SE]
o
SE]
3
Y
|
3
[
SIE]
o
/<
&

Figura 2.41: Seno Figura 2.42: Coseno.

2.8.4.2 Fungao coseno.

A func¢ao coseno f: R — R é definida por: f(z) = cosz

Algumas caracteristicas da fung@o coseno:

a) D(f)=R  Tm(f) =[-1, 1]

b) cos(—x) = cosz, isto é, a fungdo coseno é par e seu grafico é simétrico respeito ao eixo y e

mostra-se na Figura (2.42).
c) A funcao coseno é perioddica, seu periodo é 2.

Algumas caracteristicas da fun¢ao seno e coseno:

T
Desde que sen (5 + x) = cosz, o grafico de y = sen x transforma-se no gréfico de y = cosz

7r
se a origem se desloca ao ponto (5, 0).

Fungao Valor 0 (zero) em: Valor 1 (um) em: Valor —1 em:
sen s T 4 okn i + 2k
2 2
Z 4ok 2
cosx 3 + 2km m 2k + )7

2.8.4.3 Fungao tangente.

A fungao real f: R — R chamada "fungao tangente"é definida por:

f(z) =tanx =

sen x

COS T
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As caracteristicas importantes da funcdo tan- ty

gente sao as seguintes:

—_

a) D(f):R—{ng, keZ}, Im(f)=R

|

3

|
[ME]
o
[ME]

b) A fungao tangente é periodica, seu periodo é 7.

c) tan(—z) = —tanz isto é, a fungao tangente é im-

par e seu grafico é simétrico respeito da origem

como se mostra na Figura (2.43).

Exemplo 2.80. Figura 2.43: Tangente.

Dadas as fungoes f(x) =senz e g(x) =1 — 922, determine fog e gof e seus respectivos
dominios de definicdo.

Solucao.

1° Temos que (fog)(z) = f(g(x)) = sen g(x) = sen V1 — 9z2. Do fato ser todo o conjunto de

ntimeros reais o dominio da funcio seno, temos que D(fog) = {z € R /.1 922 >0} ;

isto ¢ D(fog) ={z € R /. —ég:pgé}e (fog)(z) = sen v1 — 9z2.

2° Temos que (gof)(z) = g(f(z)) = /1 -9[f(z)]> = V1 —9sen 2z, logo tem-se 1 — 9z >
1 1 1 1
0o = ~3 < senz < 3 assim temos que D(gof) = {z € R /. ~3 < senz < g}e

(gof)(x) = V1 — 9sen %x. O

Exemplo 2.81.
Dadas as fungoes f(x) = tanz e g(x) = V1 — a2 determine fog e gof e seus respectivos
dominios de definigao.

Solugao.

Sabemos que o dominio D(f) =R —{ g +kr, keZ}eD(g) =[-1,1]

1° Temos que (fog)(xz) = f(g(z)) = tang(z) = tanv/1 —22. Logo (fog)(z) = tanv1 — z?;

para o calculo do dominio:

D(fog) ={x €D(g) /. V1 — a? #gjtkm, k e€Z};isto é D(fog) = [—1, 1].

2° Temos que (gof)(z) = g(f(x)) = /1 — [f(z)]2 = V1 — tan® z, entdo (gof)(x) = V1 — tan? z;

logol—22>0 = —1<tanz<]1.

Assim temos que: D(gof) ={x€D(g) /. —1<tanz <1 } = | [kr — Z, k7r+£]. O
kezZ

2.8.4.4 Funcgao cotangente.
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A “funcéo cotangente” é definida por:  f: by
Cosx

R — R tal que:  f(z) =cotz =

sen x
Algumas caracteristicas da func¢do cotan- .
gente: T
—T -3 0 35 s ”
a) D(f)=R—{kr, keZ}; Im(f)=R
-1
b) cot(—x) = —cot z, isto &, a fungao cotan-

gente é impar e seu grafico é simétrico

respeito da origem como se mostra na Figura (2.44).

c) A cotangente é fungao periddica, seu periodo é . Figura 2.44: Cotangente

2.8.4.5 Funcao secante.
1
cscx

E a funcdo f : R — R definida por: f(z) = secx =

Algumas caracteristicas da fungdo secante:
a) D(f) =R - { g tkr, keZ}; Im(f)=(—oco, —1] UL, +00).
b) A fungao secante é periodica, seu periodo é 27.

c) sec(—z) = secx isto ¢, a fungao secante é par e seu grafico é simétrico respeito ao eixo y como

se mostra na Figura (2.45).

Y Y
- =
x x
- -3 0 z w - -z 0 z T
. -1 . ,,\1 .
Figura 2.45: Secante Figura 2.46: Cosecante
2.8.4.6 Funcao cosecante.
E a funcdo f : R — R definida por: f(z) = cscx = .
secx
Algumas caracteristicas da fungdo cosecante:
a) D(f)=R—{n+kmr, keZ};, Im(f)=(—o0, —1JU]IL, +00).
b) A fungao cosecante ¢ periddica, seu periodo é 2.
c) csc(—x) = —cscx. isto é, a fungdo cosecante é impar e seu grafico é simétrico respeito ao

eixo y como se mostra na Figura (2.46).
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Exemplo 2.82.

Determine a drea do paralelogramo da base a, lado b, altura h e dngulo da base a.

Solugao.

Considere o paralelogramo da Figura (2.46).

Da defini¢ao da fungao seno temos que sen a = —, onde h é a altura do paralelogramo; logo,

b
como a area é: A = (base)(altura).
Logo, A= (a)(h) = A= (a)(b-sena).

Portanto a area do trapézio é A = ab - sen «. O

P

h b Escada 20m N ?

« L fl

60° e

Figura 2.47: Figura 2.48:

Exemplo 2.83.
Uma escada estd encostada em uma parede formando um dngulo de 60° com o chdo. Se a
escada tem 20 metros de comprimento, que altura da parede ela atinge?

Solucao.

A partir do desenho da Figura (2.48), temos que sen 60° = %; assim, como o sen 60° é

conhecido temos: \23 = ;—0 = 20=20V3 = z=10V3 = z= 17,32m.
Portanto, a escada atinge 17,32m de altura da parede. O

Exemplo 2.84.

Determine duas funges f e g tais que h(x) = sen *4z + 5sen 242 + 2 onde h = gof.
Solugao.

h(x) = sen *4x + 5sen 24z + 2 = [sen 4x]* + 5[sen 4x]% + 2.

Considere f(x) = sen 4z e g(x) = z* + 52 + 2.

2.7.4 Funcgoes trigonométricas inversas

Destacamos que as fungoes trigonométricas sao peridédicas, portanto nao sao biunivocas; nao
obstante restringindo convenientemente o dominio de cada uma de elas, podemos obter que sejam
biunivocas nessa restrigao a fungao trigonométrica admite fungdo inversa. KEstas restrigoes sao

chamadas de “restricdao principal”.
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A

us
2

Y = arcsen Y = arccosx

L
-1 0 1 T 2 \
-3 -1 0o 1 T
Figura 2.49: Arco seno. Figura 2.50: Arco coseno.

2.9.4.1 Funcao Arcsen.

T T
Considerando a restricao da fungdo seno ao intervalo [—5, 5] teriamos que ela é bijetiva,

entretanto, em geral ela nao o é em todo seu dominio. Assim,
7r
sen : [—— 5] — [-1, 1]
é bijetiva. Portanto, admite fungao inversa (Figura (2.49)) que é a fungao :

arcsen : [—1, 1] — [—g, g]

de modo que: x =arcseny <& y=senx

2.9.4.2 Funcgao Arccos.

Em geral a fungdo coseno nao é bijetiva em todo seu dominio.

Se consideramos a restrigao da func@o coseno ao intervalo [0, 7]; entao teriamos que ela é
bijetiva.

Assim, cos : [0, 7] — [—1, 1] é func@o bijetiva.

Portanto, admite fungao inversa (Figura (2.50)) que é a fungao :
arccos : [—1, 1] — [0, 7]
de modo que:

L = arccosy = Yy = COsx

2.9.4.3 Funcao Arctan.

T
Chama-se restrigao principal da tangente a func¢do; tan : [——, 5] — R que ¢ bijetiva;

logo ela admite fun¢ao inversa (Figura (2.51)) que é a fungao:

arctan : R — [—g, g]
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NE

y = arctanx

y = arccot x

S~

3
. wﬂj

I3

X

Figura 2.51: Arco tangente Figura 2.52: Arco cotangente
de modo que z = arctany <&y =tanx.

2.9.4.4 Funcgao Arcctg.

Chama-se restrigao principal da cotangente a fungao; cot : [0, 7] — R.

ela é bijetiva; logo ela admite como fungao inversa (Figura (5.7)) a fungao:
arccot : R — [0, 7]
de modo que x = arccot y < y = cot x.

2.9.4.5 Funcao Arcsec.

Chama-se restricao principal da secante & funcgao:

sec [0, 5) U (5,7 — (=00, ~1JU[L, +20) y]
™
esta funcao é bijetiva; logo ela admite funcao inversa. /// y = arcsecT
Sua funcao inversa é: i
2
arcsec : (—oo, —1]U[1, +00) — [0, g) U (g, ] - . i//_f,_
- x

de modo que x = arcsecy < y = secx (Figura (6.6))

2.9.4.6 Fungao Arcesc. Figura 2.53: Arco secante

Chama-se restricao principal da cosecante & funcao;

s

csc : [—g, 0)U (0, 5] — (=0, ~1J UL, +o0)

ela é bijetiva; e admite fungao inversa (Figura 2.63) que é a fungao:

arcesc : (—oo, —1J U1, +00) — [—g, 0) U (0, g]
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de modo que: x =arccscy <& @y =csca.
Exemplo 2.85.

Mostre que: cos(arcsen z) = +v/1 — 2.
Solugao.
Sabemos que a fungao sen x e arcsen  uma é fungao
inversa da outra; logo sen (arcsen z) = x. .
Por outro lado, da identidade trigonométrica

sen?z 4+ cos’z = 1 segue por questdo de notacdo

-

que [sen x]? + [cosz]? = 1, logo sendo o dominio da y = arcesew

fungao seno e coseno quaisquer ntmero real vem, que -] o 1 z
[sen (arcsen x)]? + [cos.(arcsen x)]? = 1 isto é 2% +
[cos(arcsen z)]? = 1 entdo cos(arcsen x) = +v/1 — 2.

N . . Figura 2.54: Arco cosecante.
2.7.5 Funcoes Hiperbdlicas.
Considerando diferentes tridngulos retangulos como
na Figura (2.55) e calculamos a relagao entre seus lados obteremos que estas relagoes sao inde-

pendentes do comprimento de seus lados, assim sabemos que:

BC OB BC
Sena:%,cosa:m, tana:@.
E, suas correspondentes relacoes inversas sao: csca = %, seca = % e cota = O—B
. BC OB BC
respectivamente.

A area do circulo de centro O e raio OA = R é igual a 27 R?, logo a area de um setor circular
de angulo 2a ¢ aR?. Considerando R = 1, a 4rea do setor circular de angulo 2a é a.

Chamamos x a area do setor circular de angulo 2«, entdo senz = BC, cosz = OB
e tanx = BC/OB; resulta que a equacdo da circunferéncia de raio um e centro a origem de
coordenadas é 22 +1y% = 1, e a equacdo de uma hipérbole equilatera de raio um e centro a origem
de coordenadas é z2 — y? = 1.

Podemos definir na Figura (2.56), as seguintes relagoes:

Figura 2.55: Figura 2.56:
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e Seno hiperbdlico:

e Coseno hiperboélico:

e Tangente hiperbdlico:

e Cotangente hiperbolico:
e Secante hiperbolico:

e Cosecante hiperbélico:

senh « respectivamente.

senh a = BC

OA
cosha = %
tanha = g—g
cotha = %
sech o = gg
csch a = %

Christian Quintana Pinedo

hipérbole que corresponde a um angulo 2a considerando OA =1 é a.

Seja x a area do setor circular de dngulo 2a, entao:

tanhz = AD

Observe que as relagoes coth «, sech o e csch o s@o inversas das relagoes tanh «, cosha e
Do mesmo modo para o caso das fungoes trigonométricas habituais, a area sombreada da

senhxz = BC, coshx = OB e

Em algumas ocasiones as combinagoes de e e e~% aparecem com freqiiéncia; em tais ocasiones

acostuma-se a escrever o modelo matematico que corresponde utilizando as fungoes f : R — R

chamadas hiperbdlicas, e definidas a seguir:

e Seno hiperbdlico:

e Coseno hiperbdlico:

e Tangente hiperbdlico:

e Cotangente hiperbolico:

e Secante hiperbolico:

e Cosecante hiperbélico:

f(x):senhx:% Ve eR
f(x):coshx:# VeeR
o =t = 5 <
o o= 1 b
f(x):sechx:emfex VeeR
f(z) =cschz = 2 — VezeR

VzeR.

VeeR x#0.

x#0
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Exercicios 2-7

1. Verifique se a fungao a seguir é par o impar justificando sua resposta.

1. flz)=-2+= 2. f(zr)=uz-senzx 3. f(x) =sen3x-cosx
4. f(x) =5z — sen 2> 5. h(z)= |i—| 6. f(x)=u- et’
7. flx)= % 8 g(z)=5 9. f(z)=2"+cos’x

2. Determine duas fungoes f e ¢ tais que h = gof nos seguintes casos:
1. h(z) = (2*+3)° 2. h(z)=3(z+|z|) 3. h(z) =252

4. hiz) = (%

3
7. h(z)= <2;j45> 8. h(z) = (cosdx)® — 4(cosdx) 9. h(zx)=2n2

2
) 5. h(z) = cos? 5z + 7cos® bz 6. h(z)=(z>-8)"

3. Se f : A — Imf é monoténica estrita, entdo f~!: Imf — A ¢ monotonica estrita do

mesmo tipo?

. T m
4. Prove que tanx é estritamente crescente em [—5, 5} Ly
/
5. Dado o grafico da fungao f(x) (Figura 2.65) e os val- / x
ores a e b da variavel independente x. Determine f(a) a b
e f (b) no desenho. Qual é a interpretacao geométrica
da relagao: Figura 2.65
f(b) — f(a)
b—a
~ T T .
6. Prove que a fungado sen : [—5, 5] — R ¢ estritamente crescente.
. 9 2 5 1
7. Seja f(z) = 22" + — + — + 5x. Mostre que f(z) = f(-).
x x x
8. Determine o dominio de defini¢do das fungdes que se indicam:
1—-2x
1. y=1—-1Inz 2. y=Ln(sen (2x — 1)) 3. y = arccos 1
4. y=LnVvax—4 5. y = arcsen (z — 2) 6. y=Ln(Ln(z-1))

11
quando —oo < z < 3 ¢ g(z) =1+

N | —

9. A funcao g(x) é definida por: g(x) = g -
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Christian Quintana Pinedo

11
quando 3 < x < 4o00. Analitica e graficamente achar todas as raizes reais da equagao
[g(2)]? = Tx + 25.

Achar o maior valor possivel para n para o qual 2% > z™ para todas as x > 100, Vn € Z.
Determine se as seguintes desigualdades sdo verdadeiras:

1. cosh®z + senh 2z = cosh? z 2. cosh®?z —senh?z =1
3. cosh(x 4 y) = coshx. coshy + senh y.senh z 4. 1—coth?z = csch?z
5. senh (z +y) =senhx.coshy +senhy.coshz 6. 1 —tan®z = sech’z
7.

2senh z. cosh r = senh %z

Seja f(x) = sen x — cosx. Mostre que f(1) > 0.

Determine o periodo das seguintes fungoes:

1. y=2sen(3z+5) 2. y=>5cos2x

-1 2t+3
3. y= —cos a 4. y=-sen +
2 6

Mostre que y = senh x e y = tanhx sdo fungbes impares, e y = cosh x é fungao par.

Resolver graficamente a equagao:

1. z=2senx 2. r=tanx 3. 4senx=4—=x

Um navio navegando em linha reta, passa sucessivamente pelos pontos A, B e C. Quando
o navio estd em A, o comandante observa o farol em L, e calcula o angulo LAC = 30°.
Apobs navegar 4 milhas até B, verifica-se o angulo LBC = 75°. Quantas milhas separa o

farol do ponto B?

C
Y 20
17. Uma torre tem 20 metros de altura. Se puxarmos um 45°
cabo do topo ao chao (como mostra a Figura 2.66), A B
qual serd o comprimento aproximado (z) do cabo? Figura 2.66

18.

19.

Pedro e Marcos que estao distantes 2,7 km um do outro, observam um helicoptero parado
no ar, Pedro vé o helicéptero segundo um angulo de 45° e Marcos, ao mesmo tempo, vé o

helicoptero segundo um angulo de 60°. A que altura, mais ou menos estava o helicoptero.

Um avido levanta voo e sobe fazendo um angulo de 15° com a horizontal. A que altura
estava e qual é a distancia percorrida quando passa pela vertical por uma igreja situada a
2 km do ponto de partida? Sao dados sen 15° = 0,26 e tan 15° = 0, 27.
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
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Uma arvore partida pelo vento, mantém seu tronco perpendicular ao solo formando com

ele um tridngulo retangulo. Se a parte quebrada faz um angulo de 60° com o solo e se o

topo da arvore esta agora distanciado 10m de sua base, qual era aproximadamente a altura

original da arvore?.

Num triangulo AABC onde AB = 10 cm, AC = 12 ¢m e o angulo A é 30°, determine a

area desse tridngulo.

Associando V' para as sentengas verdadeiras e F' para as falsas, assinale a alternativa que

contém a seqiiéncia correta.

i) A fungao y = cscx - secx é negativa no 2° e no 4° quadrante.

ii) Se senz > uando o <z < 2w, entao cosx 10
= - - ™ = —.
134 2 ! 13

iii) O dominio da fungdo y =cotz é {x € R /x < k7 }.

iv) A funcdo y = tanz é periodica, com periodo P = 7 rad.

Achar o intervalo de variagdo de x para que seja valida a identidade:

T
1. arcsenx + arccosx = 5 2. arccosy/1—z2 = arcsen x
T
3. arcsen \/z + arccos /xr = 5 4. arccos V1 —x2 = —arcsenx
2 1— £U2
5. arccos — | = 2arccot x 6. arccos — | = —2arctanx
14+ 14z

1
8. arctanxz = arccot — — 7w
T

1
7. arctanx + arctan 1 = arctan [ + a:]

1—=z
1+=x
l1—=z

1
9. arctanx + arctan1l = arctan [ ] + 7 10. arctanx = arccot —

X

Mostre que as seguintes férmulas sdo verdadeiras:

cos 2z - sen (2F)

1. cosx + cos2x + cosdzx = =
sen(3)

2 2 2 2 3
2. cosx- cos(?7T +z)+ cos(?7T + ) -cos(%r —z)+ COS(% —z)cosx = 1

9
3.  senz + sen 2z + sen Tx + sen 8x = 4sen (g) - cos 3 - cos(%)

tanx + tan 7x _cos 3z - cosbx

tan 3z + tanbx  cosx - cos Tz

Determine todas as funcdes f tais que f(2?) — f(y?)+2z+1 = f(z+y)- f(x —y) quaisquer

que sejam os numeros reais x, y.

Dada a relagio: R(z) = 22% — 522 — 23, determine todas as raizes da igualdade R(x) =

R(-2).

Determine todas as raizes da equacdo f(z) = f(5) sabendo que a relacio f(z) = 22 —122+3

¢ definida no intervalo [—5, 5].
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28

29.

30.

31.

32.

33.
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Seja f(n) a soma dos n primeiros elementos de uma progressao aritmética. Mostre que;
f(n+3)=3f(n+2)+3f(n+1)—f(n)=0

Num cone circular reto com raio na base R e altura H encontra-se inscrito um cilindro modo
que os planos e os centros das bases circulares do cone e cilindro coincidem. Determine o

raio do cilindro para que sua superficie total seja méxima; sabe-se que H > 2R.

Apresentar o nimero x como soma de dois nimeros tais que a soma de seus quadrados seja

a maior possivel.

Um arame de comprimento x deve-se dividir em duas partes. Uma de elas estara destinada
para construir um quadrado, e a outra para um tridngulo equilatero. Qual é o comprimento

de cada parte para que a soma das areas das figuras obtidas seja a menor possivel.

Um projeto de Lei para cobranga de impostos, sobre carros prevé que o proprietario de um
carro pagard R$100, 00 mais 7% do valor estimado do carro. Outro projeto propoe que o
proprietario pague R$400,00 mais 2% do valor estimado do carro. Considere apenas os

aspectos financeiros; que tipo do cobranga sera mais favoravel ao proprietéario?

A demanda de um certo produto é dado pela equacao: D(p) = 200p + 12000 unidades
ao més quando o prego de mercado é de p dolares por unidade. a) Expressar o gasto
total mensal do consumidor em fungao de p ( o gasto total mensal é a quantidade total
gastado pelo consumidor, em cada més com o produto). b) Construir o grafico dessa
fungao de demanda. c) Discuta o significado econémico das p intersegoes da func¢ao gasto.

d) Construir o grafico da func¢ao de gasto total mensal.
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Miscelanea 2-1

9_
1. Dada a funcado f(x) = 1,z bara @ >0, z#2

1. Mostre que f é injetora 2. Determine f~!

3. Determine D(f~1) 4. Determine Im(f~1)

2. Resolver graficamente a equagao: 2% — 2z = 0.

3. Esbocar o grafico dos pontos que satisfaz cada uma das seguintes relagoes:

1. S={(z,y)eR?/y<2s, y=>27}

2. S={(z,y)eR?/.y<27% y+x>0 2*+y><4}
3. S={(z,y)eR?/).y<3x, y+a<0, y<27%}

4. S={(z,y)eR? /. y<log,z, 2>+4><9, >0}
5. S={(z,y)eR?/.y<logggz, 2>+y*<16, x>0}
6. S={(z,y)€R?/ x<loggy, 2>+3><9, y>0}
7. S={(z,y)eR?/.2<2, y—x>0, 22+y><16}

4. Diga quais das fungoes sao periodicas. Nos casos afirmativos, determine quando existem

os periodos.

1. f(x)=z+| z| 2. f(r)=1 se xz€Z
™
1, se, z€Q senzx, se, T 2>
3. flz)= 4. flz) = 7
0, se, z€eR-Q cosx, se, < 5

5. Os lados de um tridngulo medem 1 c¢m e 2 em respectivamente. Construir o grafico da area

do tridngulo como funcao do angulo x compreendido entre tais lados.

6. Demonstrar as seguintes identidades:

1. Ln |cscx—cotx |=—Ln |cscz + cotz |
W7oy se
2. Se f(x) = —Ln | cscx + cot x |, entdo 3™ Vi@ = ‘M
14 coszx
T —z T _ ,—x
7. Sejam as fungoes, f(x) = % e g(x) = %. Demonstrar:

s s =27 (S5 ) a0 (5Y) 2 St = (4) @

5 o) at) =20 (“52) 0 (F5Y) 4 bR+ U@P -1

5. [f(z) +g(@)]" = f(nz)+g(nz) neN
6. f(z) é funcdo par e, g(x) é fungao impar.

() L S e~
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Christian Quintana Pinedo

Mostre que:
1. cos(arcsen x) = V1 — 22 2. sen (arccosx) = 1 — 22
1— a2 4. csc(arccot ) = V1 + 22

3. sec(arctanx) =

Sejam A, B, C' e D angulos de um quadrilatero convexo, mostre que: cos? A + cos? B +
cos? C' + cos? D = 4cos(A + B) - cos(A + C) - cos(A + D)

Se A e (' representam respectivamente o maior e menor dos dngulos de um tridngulo tais
que seus lados formam uma progressao aritmética. Mostre que: 4(1 — cos A)(1 — cos C) =

cos A -cosC.

Achar o dominio de definicdo das seguintes fungoes:
1. y=+/Ln(senx) 2. y=Ln(senz)

Verificar as seguintes formulas:

1. T tan = + arctan — + arctan = 2. 2arctan - tan -
. — = arctan — rctan — rctan — . rctan — = arctan —
1 arcta 5 arcta 5 arcta g arcta 5 arcta 5

1 1 1 1 3

3. Z: 2arctan?+arctang+2arctan§ 4. Z: 5arctan?+2arctan7—9

Mostre que o grafico da fungao f(x) = log,(z + Va2 + 1) é simétrico respeito & origem de

coordenadas. Determine sua funcao inversa.

Escrever em forma explicita uma fungao y = f(z) dada em forma implicita mediante cada

uma das equagoes:

. 22 2
1. 224+4%=1 2. §+b—2:1 3. ILn(z)+Ln(y+1)=4

4. B +yd=a® 5. 22?2 -2)=234+7 6. (1+z)cosy—2*>=0

Seja f(x) = a - cos(bx 4 ¢). Quais devem ser os valores das constantes a, b e ¢ para obter
a identidade f(x + 1) — f(z) =senx ?

Determine a variagao de x para satisfazer as seguintes igualdades:

1. 2senz =+/1—-sen2x —+/1+sen2x 2. 2cosxz =+/1—sen2x —+/1+sen 2z

3. 2senx = /1 +sen2x — /1 —sen 2z



Capitulo 3

LIMITES

Euler

Augustin Louis Cauchy nasceu no 21 de agosto de 1789 em
Paris, Franga. Faleceu em 23 de maio de 1857 em Sceauz (prézimo
de Paris).

Em 1802 entrou no Ecole du de Centrale Panthéon onde ele passou
dots anos estudando idiomas. Em 1804 ingressou & Escola Politécnica
e graduou-se em 1807, para logo ingressar a escola de engenharia. Ele
foi bastante religioso (catdlico) e isso ocasionou-lé muitos problemas
de relacionamento.

Fez importantes contribuicoes ao Andlise, Teoria de grupos, con-
vergéncia e divergéncia de Séries infinitas, Fquacoes diferenciais, De-
terminantes, Teoria de probabilidades e a Fisica Matemdtica. Em 1811
mostrou que os dngulos de um poligono convexo sao determinados por
suas faces.

Gragas a seu formalismo matemdtico o andlise infinitesimal adquire sélidas bases. Devido a seu
cardter nao teve bons relacionamentos com seus colegas de trabalho .

Teve serias diferencas em especial com Liouville, por causa de uma posi¢cao na Escola da Franga.

Cauchy produziu 789 artigos cientificos..

3.1 Vizinhanca de um Ponto.

Definigao 3.1. Vizinhanga.

Seja a € R, chamamos de vizinhanca aberta ou bola aberta de centro a e raio § > 0 e
denotamos B(a, §) ao intervalo aberto (a — 0, a + 9); isto é: B(a, 0) = (a — 9, a+9)

Na Figura (3.1) observamos que o ponto a é o ponto médio do intervalo aberto (a — 9, a+9).

a—90 a a+9

Figura 3.1:

129
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Exemplo 3.1.

Para o nimero a = 4, suas vizinhanga sao:

(4_574+5)7 (4_é74+%)7 (4_2 4+g), etc

Propriedade 3.1.
i) Bl(a,d)={zeR/. |z—al<d}
ii) A interse¢ao de duas vizinhangas de a, € uma vizinhanga de a.

A demonstragao é exercicio para o leitor.

3.2 Limite de uma Funcao.

Um dos conceitos basicos e fundamentais do célculo é o conceito de limite, este conceito é
tao importante para precisar de outros, tais como continuidade, derivagao, integracao, etc. No

seguinte exemplo teremos uma idéia de limite de uma fungao.

Yy
" > f(x)
-z x —T x
-2 0 2 ) 2 —ylo 2 :
9(z)

Figura 3.2:

Exemplo 3.2.
Considere duas fungoes reais f e g de grdfico como mostra a Figura (3.2), assim definidas:
gx)=3+zparax#2, e f(x)=22+1 se x#2 e f(z) =3 se v =2.

Observe que ¢(2) nao existe, entanto f(2) = 3 nao obstante o comportamento destas duas
fungbes em uma vizinhancga de 2, excluindo o ponto z = 2 é exatamente o mesmo e pode ser

descrito do modo seguinte:

“Para valores de x proximos ao ponto a =2, com x # 2 os valores de f(z) e g(x)

aproximam-se ao numero L = 5"

Usando vizinhancas, esta propriedade podemos expressar do modo seguinte:
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Y
Sae [
: : : B(57 8) > f($)
—x Ll g
7/ ol 2—622+5¢
SN——r Do
9(@) B(2, §) —T Lol x
-2 0| 2—622+46
_ N——
Yy B(2, §)
-y
Figura 3.3: Figura 3.4:

“Para toda vizinhanga B(5, €) podemos determinar um 6 > 0, tal que para todo
r#2 e x € B(2,0), entao f(x) € B(5, €)” (Figura (3.3)).

Quando isto ocorre diz-se que 5 é o limite de f(z) quando z tende (aproxima-se) para 2; a

escrita em simbolos é: lir% S(z)=5.
xr—
Analogamente para a fungao g(x), temos lin% .g(x) =5 (Figura (3.4)).
Tr—

Observe que o limite de g(x) no ponto 2 nao depende do valor de g(2), que neste caso nao

existe, somente depende dos valores de g quando x esta proximo do ponto 2.

Definicao 3.2.
Seja f : R — R uma funcdo e x = a um ponto que nao necessdriamente pertenca ao dominio
D(f), porém toda vizinhanga de a contém pontos do dominio D(f); diz-se que o limite de f(x)

¢ L, quando x tende para a e escreve-se lim .f(x) = L quando:
r—a

e Ve>0, 3I6>0/. VzeeD(f),z#aea—-Id<zx<a+dentdo L—e< f(x) < L+e.

e Em termos de valor absoluto, esta definigao ¢ equivalente a: Ve >0, 3 d>0/. Vze

D(f), | f(x) —L|<e sempreque 0<|z—al<9.

No conceito de limite, aparece o seguinte problema: Que tdo perto do ponto x = a deve ser

o valor de x para que f(x) diste do valor de L, um nimero suficientemente pequeno e fixado?

Exemplo 3.3.

5
x
Estime o valor do limite lim { 1] completando a seguinte tabela:

z—1 | 26 —

X 0,901 0,9001 0,90001 | 0,900001 | 1,01 | 1,001 | 1,0001 | 1,00001
f(x)

Solucao.
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X 0,901 0,9001 0,90001 0,900001
f(x) 0,8712284059 0,87393816822 0,8739735220 0,8739770573
X 1,01 1,001 1,0001 1,00001
f(x) 0,8291600330 0,8329165975 0,8332916660 0,8333291667
Exemplo 3.4.

Se liné(élx +3) = 11. Que tao perto de 2 deve estar x para que | f(z) — 11 |< 0.017
r—

Solucao.

Desejamos que: | f(x) — 11 |< 0.01 (note que € = 0.01), porém | f(x) — 11 |=| (4dx+3) — 11 |
0,
=4|z-2|<001 = |z-2|<

4
De esta ultima desigualdade temos que | x — 2 |< 0,0025 o que significa que = estd a uma
distancia de 2 em menos de 0,0025 unidades. O
Exemplo 3.5.
202 — 4
Calcular o sequinte limite:  lim or TR
z—2 x2 — Hx + 6
Solugao.
. 222 — 4z . 2x(x — 2) . 2z . ) )
aljl_)r% P et 6 alclgé m = i:né et —4; isto é possivel pelo fato z — 2 # 0.
222 — 4
Portanto, lim e R— O
z—2 2 — by +6

Observagao 3.1.
Lembrando a Defini¢ao (3.2), necessitamos mostrar que, dado qualquer € > 0, seja possivel

achar um 6 > 0 tal que | f(x) — L |< € sempre que implique a desigualdade 0 <] x — a |< 0.

Exemplo 3.6.
Mostre que lirri(?)w? +2x+5)=9.
xTr—

Solugao.

Dado qualquer & > 0, deve-se mostrar que é possivel achar um § > 0 tal que | (322 + 2z +

4) — 9 |< e sempre que 0 <| z — 1 |< 4. Porém,
| (322 +224+4) -9 |=[ 322 +22 —5|=|3z+5|-|z—1|<d|32+5| (3.1)

Suponha exista um d; > 0 de modo que | z — 1 |< d; tentaremos majorar | 3x + 5 |; isto é
buscaremos um namero M > 0 tal que | 3z + 5 |< M sempre que 0 <| z — 1 |< 0;.

Com efeito, se | z — 1 |< d1, entdo —61 < x — 1 < 01 logo 1 — 01 < = < 1+ §; entdo
3(1—01)+5<3x+5<3(1+ 1)+ 5; por exemplo considere §; = 1 e teremos 5 < 3z +5 < 11
assim

|3z +5 |< 11 (3.2)

De (3.1) e (3.2) temos que | 3z +5 | - | x—1|< 6 | 3z +5 |< 11§ = € sempre que

, 5
0 = min .{1, ﬁ}
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Por tanto, para qualquer € > 0, e considerando 6 = min .{1, 16—1} tem-se | (3z2+22+4)—-9 |< ¢

sempre que 0 <| x — 1 |[< § o que mostra que o limite lirri(3x2 + 2z +5) =9 é verdadeiro. [
xr—

Observagao 3.2.

Para a demonstracao de limites lembre o sequinte:

a) Ao considerar um 07 particular, estamos considerando a vizinhanga B(a, 01) = (a—4d1, a+3d1)—
{a} ou| x—a |< §; geralmente o §; é um valor pequeno, pode-se considerar | z—1 |< §; =1
porém este valor pode resultar inadequado em alguns casos pelo que devemos considerar
outro niimero ainda menor.

b) Considerar as seguintes propriedades de valor absoluto:
i)Se|z—al|<dentdoa—d <z <a+i.

ii) Sea <u < bentdo | u|<max.{|al, |b|}.
Por exemplo, se —4 < 3z—9 < 2 entdo | 3z—9 |[< 4 pois | =4 |=4 <max.{| -4 |,]| 2 |}.
iii) Se a < u < b entdo, u? < k? onde k = max.{| a|, | b |}

c) Se d > 0 satisfaz a definigao de limite, qualquer outro §; que satisfaz a desigualdade 0 < ¢; <

0, também satisfaz a definicéo.

Exemplo 3.7.
_ 22— 16 )
Seja f(x) = —— 1 mostre que llni.f(x) = 8.
Solugao.

Seja qualquer € > 0, deve-se mostrar que é possivel achar um § > 0 tal que

sempre que 0 <| z —4 |< d. O fato 0 <| z — 4 |, equivale a que x # 4.
2 2
x*—16 z° —8x + 16
—8 = B —
)-8 l= [T o
Logo, para qualquer ¢ > 0, existe § = ¢ tal que | f(z) — 8 |< € sempre que 0 <| x — 4 |< §.00

-8

=lz—4|<d=e.

Exemplo 3.8.
ver—3—-1
Determine o valor do sequinte limite: lin}l zizl
r— T —
Solucgao.

. Vr—3-1 . Wr=-3-1)(Hx—-34+1) ) x—4
lim = lim = lim =

e=d oz —4 a4 (z—4)(Vz—3+1) e—4 (x —4)(Vx —3+1)
1 ver—3-—1
= lim ———— =0,5. Portanto, lim vez3-l =0,5. O
r—4 m +1 z—4 xr—4
Exemplo 3.9.
2 2
Dada a fungao f(x) = /5D mostre que illgl S(x) = 3

Solucao.
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Sejae >0, e

fx) =

2
3

’3(\/5+1)_3

(3.3)

Se |x —4|< 1, entdo —0; < x —4 <1 logo 4 — 01 <z <4+ 0.
Considerando §; = 1 tem-se 3 < = < 5 entdo, V3 —1 < Ve—1< Vh—1

4

(V3 -

1) < (\/15— 1); sabe-se qile 2< (2+vr) = 2/3-1) < (Vz _21)(2_5\/5) N
(\/5_1)(2_’_\[) 2 2Va1) Oll)serve, em’ (3.3£)l |segue ql;e | f(x) — 3 |< 3 | 4 -z |
(\/5_1)(24_\/5) §| T | (\/3_1)23(\/5_1)<\/§_1zesempreque|x—4|<

o Ve>0.
2
Considerando § = min.{1, e(v/3—1)}, mostra-se que o liIr}1 Slx) = 3 sempre que | z—4|< 6.
T —>

Observagao 3.3.

i) Calcular um limite é diferente de demonstrar o mesmo; para o cdlculo utilizamos propriedades
de naimeros reais e de modo direto tentamos chegar a um resultado; na demonstragao

utilizamos a definigdo, logo tem-se que trabalhar com ¢ e §.

ii) Suponha estamos estudando o limite de uma fungao f(x) numa vizinhanga de x = ae, z =b
seja o ponto mais proximo de z = a onde a fungao f(z) nao esta definida, entao temos que

considerar §; = B la—10].

Exemplo 3.10.
Va? + 3z
g—12 |

xT

Calcular lim

r—4

Solugao.

Va2 +3yx| | V42+3 V16 + 6

Observe, pelas propriedades do limite: lim

T—4 8 — 12 o 12 6
T 4
V2 +3 /16 + 6
Portanto, lim v +12ﬁ + . O
r—4 8 — = 6

Exemplo 3.11.

o . T —8
Calcular o limite: ili% [\3/5 — 2] .

Solugao.

Tem-se que; (z — 8) = [z — 2][(¥/x)? + 2(/x) + 2%]; logo, pelas propriedades do limite:

€T — 3/ 31.2 31 2
tny || = i (W= RV g2+ 290) + 27 = 12

Portanto, lim [ —8 } =12. O

r—8
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Exercicios 3-1

5

1. Estime o valor do limite lim
z—2 26 — 6

X 1,999 1,9999 1,99999 | 1,999999 | 2,01 | 2,001 | 2,0001 | 2,00001
f(x)

completando a seguinte tabela:

T+ 3
2. Calcular o lim .g(x) para g(x) = ————=—— completando a seguinte tabela:
limy 9(@) para g(z) = —m==m) comp g
X 0,999 0,9999 0,99999 | 0,999991 1,01 1,001 | 1,0001 | 1,00001
f(x)
3. Calcular lim f(z) para as seguintes fungoes:
r—a
2 245
4 se, TH#2 v , se, <1
1. f(x)= x—2" 2. f(z) = 27
e —1
9, se, =2 , se, <1
rz—1
quando a = 2 quandoa =1
. a? .
4. Seja f(x) = eyt mostre que gljl_)ml Jx)=-1

. Mostre que lim
z—4

ot

’2@—5)

— | = =2
2$—7’

6. Seja y = 2. Quando x tende para 2; y tende para 4. Qual é o valor para § em 0 <|
x — 2 |< 6; que, dé por resultado | y —4 |< e =0,0017

2

. xT
7. Sejay: 1.27_’_1

3
por resultado | y — E |<e=0,17

3
. Para x — 2 tem-se y — 5 Qual é o valor de ¢ para que | z — 2 |< ¢ dé

Qo

. Aplicando a defini¢do, demonstrar os seguintes limites, achando um valor para um § > 0,

para o valor de € dado.

1 lim(Gz—3)=12 =003 2. lim(3+5) =11 &=0,0012
xr— Tr—
2 _
3. um |3 24 =000 4 lim |[YVEDL L £=0,015
=2 | xr—2 r—1 x—1 2
2 N 2 _
5. lm |20 22Uy o015 6 nm |2l _o  c—o07
z—1 r—1 r—1 2 —1

Tr —13
2 —14
10z + 29

2
7. 111%(7x2720x+2):5 £=0,001 8. lim[ i }:4 e =10,001

9. lim

z——3

[3”@_1} — 5 £=0,001 10. lim

= = 1
3(E2 — 25 rz——3 :| b € 0’
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9. Aplicando a defini¢ao de limite, mostrar as seguintes igualdades:

4+x 3 z—1
1. 1 2o =1 2. i — == Colim —— =2
;_%(330 z) =10 lma/ 55 =1 3 lim =3 2
3+2 8 242042
4. lim (3 +2) =6 5  lim o2t _ % 6. lim f”2+74”+ _ 9
T——2 m*)% 5—=x 9 =0 x4 —2x+1
4 V322 —11 1
7. lmV6—z=1 8 lim —4 9. qm Y-l _1
z—5 x—3x — 2 z—1 3 3
1 -1 -2 2
10. lim Tl 2 11. lim V-l =1 12, lim —— V2 - _\[
=1 \fT z—64 Yz + 3 2—0 21 + /3 3
3x | z | 1 8x
13. L =— 14. L - 15. i —
3 T o 21 2 5 I e 1
2=z 1 . z+1 8 . 2x — 4
16. lim =~ —~ 17. _° 18. 1 _
ol 3r—1 2 +ot 9r — 60 3 o4 B 4 23
2
1
19. lim —2%  —3 20. lim X t1_T 01 i Mzlt+T
a—7 61 — 5T ez Tr+1 5 /3 3+ x — 22
2 4% + 1
22. lim [‘””H] —0 23, lim [ ’ ] —0 24.  lim [ v+ ] -5
a1 T+ 1 z—0 | 63x — 1 z——1| 3x + 2
2 1 —dr —
25. lim+v422+1=1 26. lim % - 16 27  lim @ - _3
z—0 :c—>% x 25 z——3 T+ 2
2 2 2 _ _
28, tim [P D] L gy [2ZEEET g g0 g |0
x—3 xr+4 7 T——2 2x +5 x—4 r—3
_ U%

sendo u; = 1. Determine os primeiros términos

10. Considere a sucessao Up+1 = Uy +
Un,

U9, u3, U4 € calcule o limite de u,, quando n cresce indefinidamente.

11. Seja a sucessao definida pela relacao de recorréncia uy411 = /2 + up—1 sendo u; = V2.

Calcular o limite da sucessao u, quando n cresce indefinidamente.

12. Mostre que a seqiiéncia u, = 1 + (—1)" nao tem limite quando n cresce indefinidamente.

2n

13. Mostre que, ao crescer n indefinidamente, a seqiiéncia u, = nao tem limite. A

2" 4+ (=2)"

m tem limite? Justificar sua resposta.

seqiiéncia v, =

22 —

14. Calcular o liné g(z) para g(z) = completando a seguinte tabela:
Tr—

X 2,999 2,9999 2,99999 | 2,999999 | 3,01 | 3,001 | 3,0001 | 3,00001
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3.2.1 Propriedades dos Limites.

Lembre a seguinte propriedade de ntimeros reais:

Propriedade 3.2.

i) Sejax € R e x >0, se x < e para todo £ > 0, entdao = 0.
ii) Quando |z |<e, Ve>0 = z=0.

Demonstracao.

i) Como z >0, entdo x = 0 ou x > 0. A possibilidade > 0 ndo pode acontecer, pois se z > 0
entdo do fato z < € e como ¢ > 0 em particular podemos escolher e =z deonde e =z < x

o que é contraditério. Por tanto x = 0.

ii) Exercicio para o leitor.

Propriedade 3.3. Unicidade do limite.

Quando exista o limite de uma funcdo, este limite € inico.

Demonstracao.

Seja € > 0 qualquer nimero real; e suponha que ilg}zf(x) =1L e i{‘}lf(f”) = Ly sendo
Ly # L.

Sera suficiente mostrar que | Ly — Ly |< € para todo € > 0.

Do fato lim.f(x) = L; da definicdo de limite temos que, dado qualquer ¢ > 0, existe
r—a
€
um d; > 0 tal que | f(z) — L1 |< 5 sempre que 0 <] x —a |< d§ ; de modo andlogo dado
lim .f(z) = Ly da defini¢ao de limite temos que, dado qualquer € > 0, existe um d, > 0 tal que
r—a
€
| f(z) — Lo |< 5 sempre que 0<|z—al<do.
Considere 6 = min.{ 61, d2 } e 0 <| z —a |< ¢ entdo cumprem-se as desigualdades |
€ €
fle) = Lif< g e| flz) = L2 |< 5.
Das propriedades de ntimeros reais, temos que:

| L1 = Lo |=| L1 = f(z) + f(z) — L2 <

€ _
5=

Assim mostramos que para todo € > 0, sendo 0 <| x —a |< ¢ verifica-se | L1 — Ly |< € 0 que

§|f(x)—L1\+]f(x)—Lg\<%+ e para 0<|z—al<0d

implica L1 = L. ]

Propriedade 3.4. Conservagao do sinal.
Se lim .f(x) = L # 0, existe uma vizinhan¢a B(a, d) tal que f(z) e L tem o mesmo sinal
r—a
Vx € B(a, §) com x # a.

A demonstracao é exercicio para o leitor.

Propriedade 3.5.
Se lim .f(x) = L, existe uma vizinhanga B(a, §) e um nimero M > 0 tal que | f(x) |<
M, Ve B(a, ) sendo x # a.
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Demonstracao.
Da hipétese lim .f(x) = L temos que:
Dado € > 0, BER >0/. Vze€ Bl(a,§), x#acumpre| f(x)—L |<e. Das propriedades
de ntmeros reais | f(z) | — | L |<| f(z)—L |<e,entdo | f(z) | — | L |<elogo | f(z) |<e+ | L|.
Considerando M = e+ | L | temos que | f(z) |[< M Va € B(a, 0) para z # a. O

Propriedade 3.6.

Se f e g sdo fungoes tais que:
a) f(z) <g(x) Vx € B(a, §) com x # a.
b) ilg(llf(x):L e ;}grég(m):M
Entao L < M, isto € lim .f(x) < ilgz g(x).

r—a

A demonstragao é exercicio para o leitor.
Propriedade 3.7. Teorema do Confronto.

a) Suponhamos f(z) < g(x) < h(x) para todo x num intervalo aberto contendo a, exceto pos-
sivelmente o proprio a

b) Se lim .f(z) = L = lim .h(z) entdo lim .g(x) = L.
Tr—a r—a Tr—a

Demonstracao.

Pela hipotese b) para cada € > 0 existem positivos d; e Jo tais que:

0<|z—al<ds = L—-e<f(x)<L+e (3.4)
0<|z—al<dy = L—-e<h(z)<L+e (3.5)

Considerando 6 = min .{ 61, d2 } , para 0 <| z — a |< 0 cumpre-se simultaneamente (3.4) e
(3.4) e como f(z) < g(z) < h(z).

Entao, 0 <| z —a |< ¢ implica L —e < f(z) < g(z) < h(zr) < L+eistoé 0<|z—a|<d
implica L —e < g(x) < L+e = |g(x)— L |<e. Portanto, il—r% .g(x) = L. O

Propriedade 3.8.

Sejam f e g duas fungoes tais que:
a) lim .f(z) = 0.

r—a

b) Existe M >0 tal que | g(z) |[< M Yz € B(a, §) com x # a.

Entao  lim .f(x).g(x) = 0.

r—a
A demonstragao é exercicio para o leitor.

Este Teorema do confronto, também é conhecido como o Teorema do sanduiche.

Exemplo 3.12.
Suponhamos que f(x) = ax® +bx +c onde a, b e c sio constantes tais que | f(x) |<|

?
V€ R. Mostre que a = b= c = 0.
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Demonstracao.

Como 0 <| az? +bx +c|<| 23| e 1;9 0= ini% | 23 |= 0, pela Propriedade (3.7) segue que
iiir%)\ax2+bx+c|:c:o.

Entao podemos escrever f(x) = az? + bx; assim 0 <| ax? + bz |<| 23 | para x # 0, logo 0 <|
ar+b|<| 2?2 | Vaz € R, aplicando novamente a Propriedade (3.7) resulta ilg(l) |ax+b|=b=0.

Entdo tem-se f(x) = ax; assim 0 <| ax |[<| 2% | para z # 0, logo 0 <| a |[<| 2| Vaz €R,
aplicando novamente a Propriedade (3.7) resulta ilLI(lJ |a|=a=0.

Portanto, a =b=c¢=0. O

Propriedade 3.9. Propriedades adicionais de limites.
Sejam f e g duas fungoes e C' nimero real constante, tais que lim .f(x) = L e lim .g(x) = M

r—a r—a
entao:

a) lm.C=C

r—a

b) lim.C: f(z)=C-lim.f(z)=C-L

¢ lmf(x) +g(e)] = lim -£(@) + lim -g(a) = L+ M

) lim(f(@) - g(e)] = lim -f(@) - im -g(a) = L- M

e) ili?((ll [g(l:r)} = al:li)r(lllg(x) = % sempre que M # 0.
()] Mm@

f) ;132 [g(x)] = T g(@) 77 Sempre que M # 0.

r—a

A demonstragao é exercicio para o leitor.

Propriedade 3.10.
Si lim f;(x) = L; para todo i =1, 2, 3, ---, n entao:
a)  lim[fi(z) + foz) + f3(2) + - fal@)) = i+ Lo+ Ly + - + Ly

b) ;{I}L[fl(fﬁ) X fa(x) x fa(x) x -+ X fo(x)] = L1 X Ly X Ly X -+ X Ly,
A demonstracao desta propriedade é exercicio para o leitor.

Propriedade 3.11. Suponha lim .f(z) = L en € Z, entao, lim .[f(x)]" = [lim .f(x)]" = L"

r—a Tr—a
(quando n < 0, entao L tem que ser diferente de zero.
Demonstracao.

Exercicio para o leitor.

Propriedade 3.12.
Se lim f(z) = L en € Z, entio, lim {/f(x) = 7\1/11111 f(x) = VL onde L é mimero positivo

e n qualquer inteiro positivo ou L < 0 e n qualquer inteiro positivo impar.

Demonstracao.
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Exercicio para o leitor.

Exemplo 3.13.

2 _ 1 _
Calcular o limite: lim Sa” — 10w =6 .
z— 3 — 10
Solugao.
52 — 10z — 6
Por um célculo direto aplicando a Propriedade 3.11 f) obtemos que liné [ngo} =
T— xTre —

=6 _
—_9
Exemplo 3.14.

[3x2 —2 3
Calcular o sequinte limite lim :657:64—
z——1 x° + 2

Solucgao.

3x2 —2 3 3x2 — 2 3 8
Pela Propriedade (3.12) temos que xlin—11 \/ % = \/acEH—ll [w—} =\1=

2V/2.

[322 —2
Portanto, lim w = 2V/2.
z——1 z° + 2

Exemplo 3.15.
Calcular lim <

3.

3_3x+4+1
fﬁ“),

z—0 x—4
Solugao.
- 3
Pela Propriedade (3.9) f) resulta que, ilir(l) <xx_x4—i_ + 1) _z 0lim T —1—31313(1) 1=
1 3 z—0
41 =_"-
—4 + 4

Exemplo 3.16.

i 6z — 6
C(llcula/r' quliﬁ |:x2—3x—|—2:| .

Solugao.

Observe que ao aplicar diretamente a Propriedade (3.9) f) de quociente de limites, teriamos

. 0 - . : .
um quociente da forma 5 no limite, sendo esta uma forma indeterminada. No possivel para

evitar isto temos que escrever numerador e denominador na forma de fatores do modo seguinte:
6x — 6 6(x—1
fm | 0220 | g [ 6D
z—1 3;‘2—333+2 z—1 (ZL‘—l)(JE—2)

Desde que z — 1, entéo (z — 1) — 0 ainda (x — 1) ndo é zero; logo podemos simplificar no

limite acima para obter:

, 6z — 6 , 6(x — 1) [ 6 6
lim | ————| =1lim | ————| = lim =—=-6
a—1 |22 =3z +2| o1 |(z—1)(z—2) a1 |z —2 -1

Observagao 3.4.
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i) Sao formas indeterminadas:

0 00
-, —, 00— 00, ooo, 00, 0%, oo™, 1%
0 00

Se no calculo de limites aparecem alguma destas formas, para o calculo de limites devemos

utilizar processos ou artificios com o proposito de evitar a forma indeterminada.

ii) Seja n € N, para a racionalizagio, lembre:
a® —b* = (a+b) (a—Db)
(a—b)"=(a—0b)-(a" ' +a"2b+a" 30> +a" > + - + 2" 3 + ab® 2 4V
Quando n é impar:

(a+b)"=(a+0b) - (a" ' —a"2b+a"3b? —a" b3+ +a?" 3 —ab" 2 + pr—1)

1 12
Exemplo 3.17. Calcular ;Ln% [2 — 8—3:2} .
Solugao.
1 12 (4 + 2z + 2?) 12
i ——— | =1 — =
Observe que ) [2—35 8—1:3] P [(2—x)(4+2m+x2) 8—903]
i 4427+ 22— 12 i 27 + 22 -8 i —(2—z)(x +4)
= lim =lim | ————| = lim =
z—2 8 — a3 a—2| 8—ua8 =2 | (2—x)(4 4 2z + 22?)

. —(x+4 —6 1
= hm —_——= | =
x—2 4—|—2I‘+.%'2

21z 8—a2 2

1 12 1
Portanto, lim [ } =
r—2

Exemplo 3.18.

Calcular o limite: lirri
r—

V2r+1-+3
z—1
Solucao.

Este limite é da forma indeterminada —; assim, multiplicando pela conjugada do numerador

V2r+1-v3 (V2r +1-V3)(V2r +1+V3)
-1 (z—1)(V2z +1+43)

T 2(z—1) T 2 _i
o 31;1—{% [(x—l)(\/2z+1+\/§)} - il—% {sz‘ +1+\/§)} o2

= lim

r—1

tem-se: lim
rx—1

w

m—ﬁ]_\/ﬁ

Portanto, lim —
z—1 r—1

5

Exemplo 3.19.

Determine o valor do sequinte limite: lim

r—1

1—+vVz?2 —-32x+3
422 -3 -1

Solucao.
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No limite lim

xr—

F(z) = (1 + V2?2 — 3z + 3)(V422 — 3 — 1), tem-se:

(1—+v22 =3z +3)(1 + Va2 — 3z + 3)((V422 — 3 - 1))
(Vdz? =3 —-1)((V42? =3 -1))(1 + Va2 — 32+ 3)

i (1 —2%+ 32 —3)(V4r2 -3 +1)
B (42?2 — 4)(1 + Va? — 3z + 3)

1 - Vot —du+3 ltiplicand dor e denominador pelo fat
multiplicando O numeraadaor € enominador elo Iator
Va2 —3—1 P P

lim
rx—1

. 1—+vVz2-3z+3
= lim
e—1| /422 —3 -1

o | TEDE=2)(VI+1)
4(x — 1)(z + 1)(1 + V1)

r—1

= lim —( 2) = 1
1—+vVz2—-3z+3 1
Portanto, lim = -
Iﬂll Vix? -3 -1 8

Exemplo 3.20.

Determine o valor do sequinte limite: lim

r—2

Va3 —2x —3— /222 -7
223 +x — 18 '
Solucgao.

Vad —2x—3— 222 -7
223 + 2z — 18
pelo fator F(z) = (Va3 — 2z — 3)2 + (Va3 — 22 — 3) - (V222 — 7) + (V222 — 7)?, tem-se:

[(x3—2x—3)—(2x2—7)} . [ (22 —2)(z — 2) ] _
(223 + 2 —18) - F(x) (222 +4x +9)(xz — 2) - F(x)

r—2

Para o limite,lir% , multiplicando o numerador e denominador
Tr—

lim
xr—2

(22 —2) } 2 2 2

Jing [(23;2 Far19) - Fo)] 2-F2) 2503 75

3/ 03 _ o _ 3 2 _
Portanto, lin% [\/:c 2r —3 — V2z 7] 2

223 + 2 — 18 G
Exemplo 3.21.
Como variam as raizes da equacio quadrada ax® + bz +c =0 quando b e ¢ conservam seus

valores constantes (b > 0) e a magnitude a tende para zero ?

)

Solugao.
) . . —b+ Vb?% — 4ac —b—Vb?% — 4ac
Pela férmula de Bhaskara as raizes da equacao sao: x1 = 5 exy = > ;
a a
Quanto a — 0 podemos escrever na forma:
) . —b+Vb2—dac . (—=b)?— (Vb2 —4dac)® 4c c
lim z; = lim = lim = lim = —-
a—0 a—0 2a a=0 2a(—b— vb? —4ac)  a—=0 —b— /b% — 4ac b
_ . —b—+Vb2—dac .. (=b)?— (Vb2 —4dac)?
lim zo = lim = lim =
a—0 a—0 2(1 a—0 2@(_b + A/ b2 — 4(10)

4c
lim = 00
a—0 —ph 4+ Vb2 — 4ac

c . . L
Portanto, uma das raizes converge para —- e a outra diverge (aproxima-se rapidamente ao

b

infinito).
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Exercicios 3-2

1. Mostre as seguintes propriedades.

1. il_r)r}lf(x):o = il_rg\f(x)]:()
2. :llng@):L = iig}t[f(x)—l}]zo
3. lm.f@) =L = lm|f@)|-L
4. ii_r)r(ll.f(x):flLii%.f(a—i-h)

2. Apresentar um exemplo de modo que:
1. Exista lim | f(z) | e nao exista lim - f(x).
r—a r—a

2. Exista lim[f(x) 4+ g(z)] e nao existam lim -f(z) e lim -g(x) .

r—a r—a

3. Caso existam os limites lim -f(x) e lim[f(z) + g(z)]. Existe lim -g(x) ?

r—a r—a

4. Caso existam os limites lim -f(x) e lim[f(z)- g(z)]. Existe lim -g(x) ?

T—a z—a T—a
5. Caso exista lim - f(z) e lim -g(x) nao existe, entdo existe lim[f(x) + g(x)] ?
r—a r—a r—a
6. Mostre que lim f(x) se e somente se lllin% fla+h).
T—a N

7. Mostre que lim f(z) se e somente se lir% f(z —a).
r—a Tr—

8. Mostre que liH(l) f(z) se e somente se lim f(z?).
T—

z—0
2
— 3x — 3
9. Considere a funcao f(z) = S i m) determine os valores de m tal que lim .f(x) =
r—m T—m
m? —17.
3 _ 9 2 2
10. Seja a fungao f(z) = v @z —i;a:c ,e lim.f(x) = 2a — 5. Determine o valor de a > 0.
2ax + x r—1

11. Calcular os seguintes limites:

o [32%2 — 172+ 20 oo [2b =1 , 5 — 10
1. lm|————7—— 2. lim 3. lim|——
z—4 | 422 — 252 + 36 z—1 _1’6 -1 z—2 \5/5 — \5/5
. 3z —6 R - . o2y —4—4
4. lim | ———o-nr 5. lim 6. lim |——
z—2 |1 — /4o — 7 T—a _1‘3—a3 x—20 \5/(1;4—1 -2
-y 5 B
7. lim [m] 8. lim | V2 1] 9. lim | Y2273
t—=3 |22+ T7—4 z—1 | v z—3 | /3x — 3

T —
r—1
vV —

/ 3/, 7 3.2 _ 43
10. lim V2+ Ve -2 11. lim S| 12 g | VE o AVEAE
r—8 x—38 x—64 \S/E 4_ r—8 (.CE — 8)2

I P, o[22 —1— 322
13. Iim 14. lim
=2 | /4 — x\/3x — 2 z—1 [ 322" — 5 + 202"
. |V —z Vb2 —a . V3r —8—=x
15. lim 16. lim
z—a r—a z—2+ | 3xr — 24/15 — 3z
Cn/n _ n 2 _(a—=1x—
17 nm | VEEVel o 18, lim | L - (e-Dz-a
z—a| T —a r—a :p2—(a—2)x—2a
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Christian Quintana Pinedo

Verifique os seguintes limites, para as fungoes que indicadas:

[ fA+R) - f(4) 1 1
1. 1 = —— = -
i [ h SR A e
—14+h)— f(-1
2. }ILIL% [f( + 2 /( )] =—16 se  f(z) = 8z?
Verifique o calculo dos seguintes limites:
7T_ 7 4
1 lim |~ — 2 P il
e—2 |3z —6 222 —5x+2 9 z—a |23 — a3 3
. [4at + 923 + 322 + 2+ 3 . [Vx+27-3] 32
3. lim = 4. lm |-——| = —
a—-1| 3zt + 923 + 922 + 3z =0 | /x + 16 — 27
223 — bx? — 2z — 3 11 . [3—VB+uz 1
5. lim = — 6. lim|——| =—=
e—3 | 4x3 — 1322 + 42 — 3 17 t—4 |1 —+/b5—x 3
7 i | YA EBVE-3w—1| 27 8  fim 2+ 62> +9x ] 3
Ry, $+3\/>_3\/ -1 8 " o3 |23 4+522+3x—9 4

Os custos de transporte de mercadorias s@o usualmente calculados por uma férmula que
resulta em custos mais baixos por quilo & medida que a carga aumenta. Suponhamos que

x seja o peso de uma carga a ser transportada, C(z) o custo total e:

0,80x —5, se, 0<zx<50
C(z) =4 0,70z, se, 50 <z <200
0,652 + 10, se, 200 < z
1. Faca um esbogo do grafico de C(z).

2. Ache cada um dos seguintes limites: lim .C'(z) e lim .C(z).
—50 —200
Se f(2) = 6, podemos concluir algo de lirré f(x)?. Justificar sua resposta.
Tr—

Se lir% .f(x) = 6, podemos concluir algo sobre f(2) ? Justificar sua resposta.
Tr—

Sabe-se que hm [ f(@) ] =4 e lim [ 9(z) ] = —6. Prove que llrri [f(w)} =-1

1-— z—1 |1 — x2 g(a:)

flx+2 . +2 | f 1
Se xli 2 [\/%_)2} —8 e mlin,lg [9313(3_4)] = 3. Prove que ili% [gg;] =3

De que modo variam as raizes da equacdo ax? + bxr +ac = 0 quando b e ¢ conservam seus

valores constantes (b # 0 ) e a magnitude a — 0 7.
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3.3 Limites Laterais.

Ao calcularmos lim . f(z), o problema reduz-se a calcular o nimero L para o qual aproximam-
se os valores de f (x)gc(;;lando x tende para a, tanto para valores maiores que a (pela direita) quanto
para valores de menores que a (pela esquerda).

r—1, se, ©>2

Considerando a fungao f(x) = )
5—x, se, T>2

observa-se o seguinte: y
a) Quando =z aproxima-se a 2 pela direita, f(x) 3

aproxima-se a 3 como mostra a Figura (3.5); isto é f(x)

chamado de limite lateral de f(x) quando = tende 1

a 2 pela direita, e escreve-se xligh Sx)=3 —, z

-2 0 2 3

b) Quando = aproxima-se a 2 pela esquerda, f(x)

aproxima-se a 1 como mostra a Figura (3.5); isto é

chamado de limite lateral de f(x) quando x tende -y

a 2 pela esquerda, e denotado lim .f(z) = 1.

T—27
Em geral temos as seguintes definigoes: Figura 3.5:

Definicao 3.3.
Sejam a < ¢ e f(x) uma funcao definida no intervalo (a, c); diz-se que L é o limite lateral
de f(x) quando = tende para a pela direita e denota-se por lim+ J(@) ou f(a™); se, dado
r—a

e>0, 39>0/. VxeD(f), |flx)—L|<e semprequel<z—a<d.

Definicao 3.4.
Sejam b < a e f(x) uma func¢ao definida no intervalo (b, a); diz-se que L é o limite lateral

de f(x) quando x tende para a pela esquerda e denota-se por lim .f(x) ou f(a™) se, dado

e>0, 39>0/. YVxeD(f), |flx)—L|<e semprequel<a—x <.

Propriedade 3.13.
lim .f(z) = L se e somente se lim .f(z)= lim .f(z)=L.
T—a z—at r—a~
Demonstragao.

Exercicio para o leitor.

Observagao 3.5.

Nos sequintes casos o lim . f(x) nao eziste:
r—a

i) Quando nao existe um dos limites laterais.

ii) Quando os limites laterais se existem e sao diferentes.

Quando a funcdo esta definida para x < a e = > a, geralmente ao calcular lim .f(z) é
r—a

necessario calcular os limites laterais de f(z)
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Exemplo 3.22.
202 —1, se, xz>1
Determine o lim1 g(z) ,se g(z) =< 1, se, T =
T—

2 —x, se, <1
Solucao.

Observe que, numa vizinhanga de z = 1 a fungao

esta definida de diferentes modos (Figura (3.6)), é por

isso que é necessario calcular os limites laterais. 4
lim .g(z) = lim (222 — 1) =1, por outro lado: ®
z—1+ z—1+
lim .g(z) = lim (2—2)=1. f(z)
r—1~ r—1-
Portanto, lim1 gz)=1
Tr—
—x x
Exemplo 3.23. | 2 ~ 3 0 T
Seja  f(z) = L_%x, determine se existe
lim .f(z).
T——2 )
Solucao.
T+ 2, se, x2>2 -
Como |z +2 |= entao:
—r—2, se, x<2 Figura 3.6:
x+2 1 1
lim . = i = lim - ==
S0 = I e =5
—x —2 —1 —1
lim .f(z)= lim = lim —=—
r——2— f( ) r——2— 4"‘25{7 r——2+ 2 2
Observe que os limites laterais sao diferentes, logo nao existe lim .f(z)

e
Exemplo 3.24.
Os custos de transporte de mercadorias sao usualmente calculados por uma férmula que re-
sulta em custos mais baizos por quilo a medida que a carga aumenta. Suponhamos que x seja
0,85z, se, 0<ax <50
o peso de uma carga a ser transportada, e C(x) = { 0,75z, se, 50 <z <200 o custo total

0,60z, se, 200<cx

em reats.
Ache cada um dos sequintes limites: a)  lim .C(z) eb)  lim .C(x)
z—50 z—200
Solugao.
a) Para calcular o limite, 1in510.0(33) , temos que achar os limites laterais: lim .C(x) =
T— z—50~
lim (0,85z) =42,5 ¢ lim .C(x)= lim (0,75z) = 37,5; sendo diferentes nao existe .
z—50~ z—50~ r—50~
b) De modo anélogo:
lim .C(z)= lim (0,75z) =150 e
z—200~ z—200~
lim .C(z)= lim (0,60z)=120;
x—200t+ x—200+
Sendo diferentes os limites laterais, logo nao existe li%o .C(z)
Tr—
Se desejamos saber o custo de transporte de x = 50 quilos, teriamos a pagar C(50) =

(0,80)(50) = 42,5 reais, e de x = 200 ¢ C'(200) = (0,75)(200) = 150 reais.
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3.4 Limites ao infinito.

Definigao 3.5.

Seja f : (a, +00) — R, uma funcao e L € R, diz-se que L é o limite de f(x) quando x
tende para 400 e escreve-se xEIJPoo Jf(x) = L se e somente se dado € > 0, existe N > 0 tal que
| f(z) — L |< e sempre que x > N.

Definicao 3.6.

Seja g : (—o0, b) — R, uma funcao e L € R, diz-se que L é o limite de g(x) quando x

tende para —oo e escreve-se xgmw f(x) = L se e somente se dado € > 0 , existe N > 0 tal que

| g(xz) — L |< e sempre que v < —N.

Da Definicao , podemos interpretar que, em tanto seja maior o valor de x, a diferenca entre
f(x) e L é cada vez menor, o qual significa que f(z) aproxima-se cada vez mas para L como

observa-se na Figura (3.7).

Figura 3.7:

De modo analogo interpreta-se a Defini¢do (3.6)
Propriedade 3.14.

Seja n € N entao:
1

i) lim [] =0
z—+oo | ™

ii)  lim [1] =0

z——o0 | ™

Demonstracao.

1 1
i) Dado ¢ > 0, existe N = — > 0 tal que para z > N = — tem-se que — < ¢ ; assim, dado
VE Ve x

Ve Ve

1 1
e > 0, existe N > 0 tal que | — |< e sempre que x > N. Portanto lim — =0.
x

z—-+oo T

1 1
ii) Analogamente. Dado & > 0, existe N = —= > 0 tal que para * < —N = ——— tem-se
VE

e

1 1 1
—x > — entdo, 0 < —— < {/z isto & | — |<e. Logo, dado € > 0, existe N > 0, tem-se
v x x

Ye

1
que | — |< e sempre que x < —N.
x

=



148 Christian Quintana Pinedo

1
Portanto lim — = 0. O

r——00 I
Propriedade 3.15.
Sejam f e g duas fungoes definidas em (a, +00) e (b, +00) respectivamente; se lim .f(z) =
x

— 400

L e lim .g(x) =M entao:

T—+00
a) IE{EOO[Cf(iU)] = c.L para ¢ constante.
b)  lim [f(z) +g(x)] = lim .f(z)+ lim .g(x)=L+M
c) xETw[f(x) x g(x)] = xl{rfoo S(x) x xl{r-ir-loo gx)=LxM
lim .f(z)

A demonstragao é exercicio para o leitor; quando x tende para —oo obtém-se propriedades

similares as da Propriedade (3.13).

Exemplo 3.25.

322 — 6z + 2
Calcular: lim sri—brt 2
z+too | 22+ 22 — 3
Solugao.
322 — 62 + 2 ?(3-0+ %
Tem-se que lim sri—brt 2 = lim ( 5 “f;) , logo aplicando a Propriedade
a—too | 22422 — 3 s—too |2 (142 - 3)
, 322 —6x+2] 3-0+40
(3.14) segue-se que xgrfoo [ R ya— } =TT 00"

Exemplo 3.26.
Suponha, a nimero positivo, calcular liI_P [Vaz? + bx + ¢ — Vax?].
T—T00
Solugao.

Tem-se que  lim [Vaz?+bx+c— Var?] =
r—+00

lim
T——~400

(Vaz? + bz + ¢ — Vaz?)(Vax? + bz + ¢ + Vaz?) _
(Vaz? + bz + ¢ + Vaz?)

m(b—l—%) b

bxr + ¢

e e (o bz evad)|
x x

Exemplo 3.27.
Suponha a nimero positivo, calcular lim [vaz?+ bz + c+ Vazr?].

r—-+00
Solugao.

lim [Vaz? + bz + ¢ + Vaz?] = (+00) + (+00) = 400 O

Tr——+00
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Exemplo 3.28.

Determine o valor de lim

Solucao.

VI—a2

Tem-se a fungao f(x) = e seu dominio é o conjunto [—2, 2), isto significa que nao

20 — 4
. V4 — x?

podemos calcular lim |———|.
z—+oo | 20 — 4

Portanto ndo existe o limite. O

Exemplo 3.29.

Vn2+n

Calcular lim

n——+00 n+1
Solucao.
3 1
‘ 3/n2+n . n2<31—|—ﬁ> ) 31+0
Observe que lim |— | = lim T = lim =0. O
n—-—+o0o n+1 n—-—+oo n (1 + 5) n—-—+o00 \?’/ﬁ(l + O)
Exemplo 3.30.
Vrz+1+3
Determine o valor do sequinte limite:  lim vt Ao
T—00 2¢ — 5

Solugao.

Quando x — o0, entao xr — 400 e x — —00;

i vVaz+1+ 3z y r(V1+272+3)
im [—— | = lim =
T—00 20 -5 z—+00 z(2 — 5z~ 1)
. Vi4+z7243 V1I+0+3 5
11m = =
z—+00 2 — b5z~ 1 2—-0
Para o calculo quando x — —o0, como V2 =| z |= —x,p° valores negativos de x entao:
) V2 + 143z i |z | V1+ 2724 32
lim |——— lim =
z——00 2x —5 T——00 x(2 —5z~1)
i r(—V1+1272+3) Y —V1+2z72+43 —vV14+0+3 )
11m = 1m = fr
T——00 x(2 —bz~1) —&—+00 2 — bzt 2-0
Vi +1+3
Os limites sdo diferentes; portanto, ndo existe  lim x2+—;$ . O
xr—00 xr —

Exemplo 3.31.

Calcular: lim [V422+ 3z — 1+ 2z] .

r——00
Solucao.

Vi + 3z —1—2x

r——00 r——00

Y 42% +3x — 1 — 422 ] ) [ (3 —a71) ]
im =
z——oo [ \/4z? +3x —1— 2z o= ||z |Va+3z 1 -2 -2z



150 Christian Quintana Pinedo

) (3 —z71) 3
lim - _°
r—=o0 | g(—v4+4 3z~ — 272 - 2) 4

3
Portanto, lim [v/422+ 3z —1+2z] = ——. O
T——00 4

Exemplo 3.32.
Determine o valor do sequinte limite: lim [5+ V422 — 2+ 3+ 2x].

r——00

Solugao.

lim 5+ v42?2 —2 434+ 22] = lim [V42? —2x+3+42x+5] =
T——00 T——00
lim [V42?2 —2+4+342x+5]= lim [V42?—2x+3+2x]+ lim 5
T——00 T——00

r——00

+ lim 5=

r——00

= lim
T——00

(V4z? — x4+ 3+ 22)(V4a? — x + 3 — 2x)
Vida? —x +3 -2z

42 — — 4z -1 -1
lim [ x*—xr+3—4x }+5: lim [ x(—1+3z7") ]+5:
z——oo [ \/4x? —x +3 — 2z v——co ||z | V4 -2 +302 -2z

-1 -1 1 21
lim [ 214307 ) }—1-5:4-5:
v—=00 | p(—v4+ 321 + 3272 - 2) 4 4

21
Portanto, lim [5+ 42?2 — 2+ 34 22] = —. O
r——00 4

Exemplo 3.33.
Determine o limite das sequintes seqiiéncias:
11 (-1t
273 4 n

¢ V2, V2v2, \/2v2v2 -

Solugao.
_1)n—1
a) O termo geral da seqiiéncia esta dado por s,, = ———, Vn €N, n > 1, logo se n par
n
-1 n—1 1 1 n—1 -1
resulta lim L = lim — = 0; para o cason impar lim L = lim — =
n—-+oo n n—+oo N n—-+o0o n n—4+oco N
0.
1 n—1
Portanto, lim L =0
n—-+oo n
n 2n . ) 2n
b) Observe que o termo geral da seqiiéncia é: a,, = ——, calculando o limite temos: lim =
5 2n—1 n—+4oo 2n — 1
n
lim r = 1. Portanto lim =

c) Exercicio para o leitor.
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Exercicios 3-3

1. Calcular os seguintes limites:

3 _ r 2 2
1 g | VOEE3 - V34 2. lim |- T | a0
a—1 VI —3z+2 a—a | 222 — ax — a?
. 3 — 222 — 4z + 8 o [V +1-3Vr+1+2
3. li 4. lim
T——2 3$2+3l‘*6 xHO-l\S/;I;+1+2\5/:L'+1—2
. |a® -1 . | VRI+ 14+ VRS +14h3 -2
5. lim 6. lim
a—l ||z =14+ ]xz—1 h—0 h—hvh2+1
[ oz -1 i R
7. lim < 8. lim ¢ 0<a#l
=51 3/3_r—1 z—1 _(1—aa:)2—(a+:c)2
) 2+ Vr—3-9 . Va2 =22 4+6— V22 +2x—6
9. lim 10. lim
23 | 3/9 — x\/Ax — 3 —3 22 —4x +3
, V=92 +1-2 . | VBE3+ 1+ VRS +1+h% -2
11. lim - 12. lim
a—=3| 2—Jzr+11 h—0 h—hvh+1
_\/x2+2ax+a2+3x3+—a'§b—2x—b
13. lim b>0,a>0.
a—b vVa+z—+x+b
[ b— b
14. lim Votat \/‘”] 0>0,b>0
T— T

2. Suponha lim f(z) < lim+ f(z) (construir o grafico) Mostre que existe algum 0 > 0 tal
r—a— Tr—a

que f(x) < f(y) sempre que z < a <y, |x—al|<d e |y—a|<d. Comprese a

reciproca?.

3. Verifique o célculo dos seguintes limites:

5 [8z _
. (\/51‘—10) 2+4/%5 2 -5
x—20

W5 — T B

x2 — 400 ~ 8000

(st ()

e=2 [\3 - Va2 +5 Ver—1-1 n
R R Sk s o B (e YR
Coab | Yavra—Vatbd | 1222

|z —31%+26 | 2+ 3| —26vV3z + 33

x—3 o 5/x2+152+6
L 4 2 z+3

= —69

5. L ” 13/100z + 2sgn(1 —2t) || +Va2 +2 -2+ 6 136
. 11m —
2l Va? -/ =5z +6 -6 189

4. Dar exemplo de uma fungao monétona tal que lim f(x) = 1.
Tr—0o0
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5. Para cada um dos seguintes exercicios, tracar o grafico e calcular o limite indicado caso

exista; justificar sua resposta.

x—i—|2—x| )
2 <2
TNt lim . f(z)
8 —2x, se, x>2 T—2
x® — 222 —5x + 6
3 , se, x<3
T — .
Vet1-1 Yiny - f(z)
- se, >3
T+ 2
3+22, se, <0
0, se, © = lim . f(z)
x—0
11 —22%, se, >0
a:—5
_— se, x>95
1_":6_4 lim . f(x)
2?2 — 122+ 35 z—5
—, se, <5
r—>5
6z — 22, se, x <2
6, se, =2 lim . f(x)
r—2
202 —x—3, se, x>2
1— 22, se, =<1
fl@) =4 1, se, 1<x<2 lim .f(z)  lim.f(z)
r— r—
|z —3], se, =>2

6. Nos seguintes exercicios determine se existe o limite; caso contrario justificar sua resposta.

11.

13.

15.

lim
z—1+ 322 -3+ ¥V —1

L lim /Ja |+ 3z | +4 2.
T—3

3. hm |9+ 22 | 4.

3 3xr—3

T 6.
rz—1 x—1

a3 =222 —4x + 8

lim

z—2 |$—2|
2?4+ || 5

o6 || 2 || +10
111%[333 +sgn(| 2® — 1| —1)]
T—

lim [2% 45+ sgn(| 2* — 1| —1)]

m—>\/§

Ve—1vVad—1+Vr—1
vz —1

e —1—

liné\/]x\—i-H?)xH—i-él
T3

| Ve+yr—1-1

m

rz—1t 2 —1

o3 —a2243x-3

lim

r—1 |.7J—1|

8. hm x+|| ”

N 3/,

10.  lim Oz + Yz -2
r——1+ .’17+1

12. lim (22 —sgn(| 22 —1] =1
im f5® —sgn(| 2~ 1| 1)

14. lim [z* — sgn(| 22 — 1] =1
im fo! —sgn(|a* — 1| 1)
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16.

17.

18.

r—1~ x

Va2 — Yz + Va2 + 3z — 3

:z:—>1Jr

153

59 —2432—x+2V2x —1+62%2—6
m

2

— X

(z —1)?

S5vVr+24+4v—-1—-20+3¥2+x—2y/—-1—-2x+5x+3
m

r—1—

22—z

7. Calcular se existem os seguintes limites:

1.

10.

i n® —100n% + 1
im ———— '~
n—oco 100n2 4 15n

lim i
n—oon — 1

(n+1)*—(n—-1)*
im
n—oo (n+ 1)* + (n —1)4
Vn3 +2n —1
n+2

lim
n—oo

8. Demonstrar que:

1.

9. Determine o valor dos limites, caso exista:

1.

11.

13.

lim .f(z) = lim .f(—=x)

z—0t

3. lir% f(2?

r—0~

)= lim .f(z)

z—0~

(n+2)+ (n+ 1)
(n+ 3)!

2n + 1) — (n —1)*

2n+ 1)+ (n—1)4

n+1)3—(n—1)3

(n—1)?

lim

n—oo

1

(
o (
(
n—>oo(n+1)

lim _n+n
n—>oon4 3n2+1
n?—2n+1

lim
n—1 nd—n
oM —1

lim
z—1 " —1

100n3 4 3n?
lim

m,n € 7

n—oo (0,001n* — 100n3 + 1

11.

10.

12.

14.

ooV2-1 o2 —1
lim 3. lim
nﬂoo{l/§_|_]_ n—oo 2™ 4+ 1

o2n + 1)2 1

i 22D 6. lim "
n—o00 2n2 n—00 n

. (n+1)? n?—1
nhl{.lo 212 9. ng{.lo m2 +1

3 2
lim i +n 12. lim n 5

n—oo n? + 1 n—oo n? — 3

2.l f(l o)) = lim f(2)

1
lim |+ (14+2+34+---+n)
n—oo n2
. 1424+34+---4+n n
lim - =
n—o0 n+2 2

i V3 —2n 4+ 1+ Vnt+ 1
n—=00 /n6 4+ 6nd + 2 — V/n7 +3n3 + 1

1 1 1
li
e Tx3 T3x5 T @no)Entl)
I n+2 n n—4
11m
n—1n?2—>5n+4 3(n%?—3n+2)

3 (2n+1)3n® +n+2
lim

1

lim
n—2n(n—2)2 n?2—-3n+2

10. Se f é uma funcao limitada em intervalos limitados. Mostre que:

lim [f(zx+1) —

Tr—00

f@)] =
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11. Verificar o valor dos seguintes limites:

. And3 +2n2 =5 1 . 503 —n2 4+ n— 1
1. lim —————— = —_ 2. lim =0
n—+too n+2—8n3 2 oo nd — 3 —9n + 1
3n?2—2 n?—4n 3 2n+3
3. == 4. lim ——— =2
. 8n — 4 _ \/n+ n++vn+3
5 lim @ =9 6. lim _
oo | (3 = vn)(vn +2) n—+o0 Vn+3
)
7 lim [Vn? =50 +6—n] = -3 8. lim [Vn2—2n+4+n]=1
a0 2 ot
2 1 2
9. lim [\/n\/% —5n+6—-—n]=—-0c0 10. lim (\/TLST—{— n) =9
n—-4o0o 00 m_i_ 1
b
11.  lim \/a+a2n2+\/b+a2n2—2\/m:0
n——+o0o 2
. Va'n™ +a+vn? -4 l+a
12. lim _

n—+o0 /g — 1 —and + Vn* — 2542+ 144 1—a

12. Mostre que hIE J(@) = lim .f(-z).

1
13. Mostre que  lim .f(=) = lim .f(x).
x—0— X Tr——00
1
14. Most lim .f(=)= lim . .
ostre que Tim f(1) = Tm_f(x)

anx™ + ap_12" 4z +a
15. Mostre que lim — + On1 + ! 0
z—+00 by ™ 4 byy_12™m L + - by + by
o valor do limite se m =n?. E quando m <n ?

existe se e somente se m > n. Qual é

16. Calcular os seguintes limites:

1‘3 132

1. i —

sboo 222 — 1 2w+ 1

an®™ + ap_12" 4+ arz + ag

2. im

z—+00 by ™ + byp—12™ L + - - - by + by

1 2)2 33 4. .. n

3. lim (x+D)+(@+2)°+@+3)°+ -+ (x+n) neN.

z——+00 xrd — b
17. Um equipamento foi comprado por R$20.000 e espera-se que seu valor final depois de 10
anos de uso seja R$1.500. Se o método da linha reta for usado para depreciar o equipamento
de R$20.000 a R$1.500 em 10 anos, qual o valor liquido do equipamento depois de 6 anos?.

Quando o valor do equipamento é 0 (zero) reais?.

18. Os custos da construgao de um prédio de apartamentos foram de R$1.500.000, 00, e esta
quantia foi depreciada pelo método da linha reta por 15 anos, a partir de 1985. Qual foi o
valor liquido do prédio em 1993.

19. Sejam f : [a, b — R e g : [a, b] — R funcoes tais que: lim f(z) > lim g(x).

r—cC Tr—cC

Mostre que existe 6 > 0 tal que: V. 0<|z—c[<d = f(z)>g(x), c€(a,bd).
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3.5 Limites Infinitos.

Seja f uma funcao definida num intervalo aberto I que contenha ao ntmero a, podendo o

nimero @ nao estar no dominio de f.

Definigao 3.7.
Diz-se que o limite de f(x) é +00 quando x tende ao ponto a e escreve-se lim .f(x) = 400;
r—a

se, dado K > 0 (tao grande como quiser), existe § > 0 tal que 0 <| x —a |< 0 implica f(x) > K.

Definicao 3.8.
Diz-se que o limite de f(x) é —oo quando x tende ao ponto a e escreve-se lim .f(x) = —oo;

r—a

se, dado K > 0 (tao grande como quiser), existe 6 > 0 tal que 0 <| x—a |< § implica f(x) < —K.

Propriedade 3.16.
i) lim — =400 i) lim — = —o00
z—0t & z—0— T
Demonstracao.

1 1 1
i) Para qualquer K > 0, existe 6 = e >0talque 0 <z <= I7a entdo — > K. Portanto

T
lim — = +o0.
z—0t T

.. . 1 1 21

ii) Para qualquer K > 0, existe § = T > 0 tal que —§ = e < x < 0; entao . < —K.
Portanto lim — = —oo.

z—0—- X
C ~ N 1 .

Os dois limites sao representados simboélicamente por o= 400 e - = —o00 respectiva-
mente. U

Propriedade 3.17.

Sen € um inteiro positivo, entao:

1
i)  lim — =400

z—0+ T

. . 1 —o0, se, n épar
ii) lim — =
+o00, se, n éimpar

A demonstracao é exercicio para o leitor.

Definicao 3.9.
Seja f uma fungao de dominio D(f). Entdo:
i) Se D(f) = (a, +00) define-se:

a) lirf Sfl@)=400e VK>0, IM>O0talquex>M = f(z)>K.
b) 11141_1 Sx)=—c0e VK>0, IM>0tal quex>M = f(z)<-K.

ii) Se D(f) = (—o0, b) define-se:



156 Christian Quintana Pinedo

a) lim .f(z)=+4oc« VK>0, IM>0taquex<-M = f(z)>K.

b) lim .f(zx)=-c0< VK>0, IM>0tal quex < -M = f(r)<-K.

r——00

A Defini¢ao (3.9) i)-a) significa que para valores de z positivos bastante grandes, os valores de

f(x) também sdo positivos e bastante grandes. Similar interpretacdo para as outras definigoes.

Exemplo 3.34.
Mostre que lim 2% = +o0.

T—-+00
Solucgao.

Seja K > 0, considerando M = VK tem-se que, se z > VK = 22> K.

Exemplo 3.35.

1+—zx

Determine o valor do limite: lim
r——2+ T +2
Solucao.
14++—2x .
— = lim (1+\f2)-7:(1+\/§)(+oo):+oo.
r——2+ T+ 2 r——21 T+ 2
1 Y

Portanto, lim VT 400

r——2T1 T + 2
Observagao 3.6.

Por comodidade escrevemos o simbolo oo (infinito) com o significado sequinte: lim . f(x) = oo
r—a

se e somente se lim . | f(z) |= +oo.
r—a

Propriedade 3.18.

Sejam a € R as fungoes f(z), g(x) e C # 0 nimero real constante, tais que lim .f(z) =0
e lim .f(x) = C entao:

g9(z)

i) SeC' >0 e f(x) — 0 através dos valores positivos de f(z), entdao lim ) = 4o00.
r—a

N , . g(z)

ii) Se C >0 e f(x) — 0 através dos valores negativos de f(x), entao lim ) " = —00
r—a

, - g(x)

iii) Se C <0 e f(x) — 0 através dos valores positivos de f(x), entdao lim ) = —00
r—a

. , . g(x)

iv) Se C <0 e f(z)— 0 através dos valores negativos de f(z), entao lim (@) = +o0.
r—a

A demonstracao é exercicio para o leitor. O

A Propriedade (3.18) podemos resumir do modo seguinte:
C 400, se, C>0 C_{—i—oo, se, C<O0

i) o+ —00, se, C<0 i) 0~ —o0, se, C'>0

Propriedade 3.19.

Sejam f e g duas fungoes reais tais que:
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a) EI:E J(x) =+to0 e EIE .9(x) = +oo entao: Elil [f(z)+g(z)] = too e EI:E [f(z)-
9(@)] = +o0

b) lim .f(z) =200, L>0e lirin .g(x) = £oo entao: lim [f(z)+ g(x)] = to0 e

r—+o00 x—+o00 r—+o0

lim_[f(2) - g(x)] = +o0

x

c) lim .f(z) =400, L<0 e lim .g(x)=+oo entao: lim [f(z) 4+ g(z)] = £oo e

r—7Fo00 r—3o00 r—300

lim [f(z)-g(z)] = +o0

r—300

d) lim .f(x) = —o0, e lim .g(z) =400 entdo: lim [f(z)-g(z)] = —o0

rx—+00 r—+oo r—+o00
e) lim .f(z)=L, L#0 e lim .g(x)= too entdo: lim f@) = 0.
T—+00 ’ r—+o00 r—+00 g(x)

A demonstragdo é exercicio para o leitor. Se substituimos a expressdo r — +o0o por x — a

estas propriedades permanecem validas. O

A Propriedade (3.19) podemos resumir, usando os seguintes simbolos para K constante difer-

ente de zero.

i) K+ (+00) = +o0 ii) K+ (—00) = —o0

iii  (400) + (4+00) = +00 iv) (—00)+ () = —oc0

V) (400) - (400) = 400 vi) (—00) - (—00) =400
vii) (400): (—0) = —00 viii) % =0

. _ 400, se, K >0 o) — 400, se, n€N épar
x) K- (too) = { —o0, se, K <0 x) )= { —00, se, n €N ¢éimpar

. 400, se, K <0
xi) K'(_OO)_{—OO se, K>0

Exemplo 3.36.
Seja f(z) = ﬂ calcular lim .f(z), lim .f(x) e lim.f(z).
24z -2 z—1- a1t a—1
Solugao.
Ao substituirmos x = 1 em f(x), observamos que temos a forma 6 o qual indica que o
célculo dos trés limites ¢ infinito. Para determinar o sinal de co(+00 ou —o0) devemos calcular

o comportamento da funcao para valores préoximos a x = 1.
i) lim[5z*+1] =6
r—1

ii) iigi[x? +x—-2]=0

Parax < 1 (proximo a 1) tem-se que (z—1) < 0 e (z+2) > 0; logo o produto (z—1).(z+2) < 0,
assim lim (z +2)(z —1) =0".

Angi)lgamente, para x > 1 (proximo a 1) tem-se que (z—1) > 0 e (x+2) > 0; logo o produto
(x —1).(z 4+ 2) > 0, assim Ili)f{l+(1' +2)(x —1)=0".

Entao:
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r—1— r—1—

a) lim f(z) = lim {59”4“2} ~ lim [6 ] - .

. . S5zt 4+ 1 , 6
S5zt 4+ 1

©) Sl =

‘ = +o00. entao lim1 J(z) = oc.
Tr—

Exemplo 3.37.

1
Calcular o limite  lim [231‘4_} .
z—1- |z —2+6
Solugao.
. 3xr +1 . 3r+1 . 10
lim | ——|=1Ilm |————| = lim |—| = —oc.
a3~ (22— 2 +6 a—3~ | (x — 3)(x + 2) z—3- |0~
Exemplo 3.38.
. . . : —5r — 81
Determine o valor do sequinte limite: lm |—— .
a—=3 | (x 4+ 3)(z —1)

Solugao.

Calculemos os limites laterais:

|G g~ || || = () o= e
(@) = [ [l =

—bx — 81
Portanto, lim _ w8l = 00. O
a—=3 | (x 4+ 3)(z — 1)

Exemplo 3.39.

2
—5r+4
Determine o valor do sequinte limite: lim [ ? s } .

=3 |22 — bz + 6

Solugao.

No céalculo de limites laterais tem-se:

2 4 1
lim {Wr] = lim [2? — 5z + 4] {] =(-2).(—00) = —0
=3t [ Va2 —br+6] a-3F Va? -5z +6
2?2 —b5x +4 ] 1 1
lim |—————| = lim [¢? -5z +4 []: -2)(——F—) =
z—3+ |:\/1'2—51'+6 wﬂ?ﬁ[ | Va? -5z +6 =2 \/()—) #
, x? — br + 4 -
Portanto, lim | ——————| = 7, (ndo existe).
=3 | Va2 —5x + 6
Exemplo 3.40.
P(x)

Calcular, lim

onde P(x) e Q(x) sao polinémios de grau n e m respectivamente.
r—+o00 (x)

Solugao.

. P(z) apr™ + a1z 1+ ax™ 2 + -+ a1z + ay, ]
im = _

"
z—too Q(z) =00 [boxm + b1z 4 bor™m 2 4 - 4 b1+ by

00, Sse, n>m
apx™ ap
1m = — se, n=m .
z—+o0 bo.’IJm

" ™

r—to0 b —

am(bo+ 8 4 tmp2 gt g by

_ lm [x”<ao+?+;%+---+“w+%>

0, se, n<m



Calculo Diferencial em R 159

Exemplo 3.41.

32z +1
Calcular o limite lim 6" — 20+ 1 .
z—+00 5x2 —3
Solugao.
3 2 1
lim 62% — 22 +1] _ im |Z (6— 25+ 73)
T—+00 512 —3 r—+00 .%‘2(5 — %)
lim r(6-0+0)] +oo e
e—too | x(5-0) | 5
3 _
Portanto, lim w = 400. Il
z—+00 5x2 — 3

Exemplo 3.42.

Calcular o limite lim

[\3/15—:1:3]

r—4+ 1'2 —4
Solucao.
. V15 — 23 . 5'3(3%_1) . 35_
lim | —5——| = lim 274:11111 | =
r—4+ T —4 z—4t | x (1 — ?) r—4t .Z'( — 5)
= lim = — = —o0.
x—4+ x 0~
) V15 — a3
Portanto, lim |—5——| = —o0.
r—4t+ x4 —4
3.6 Limite de Funcgoes Transcendentes.
3.6.1 Limites trigonomeétricos.
Verificam-se os seguintes limites:
sen x
1. lim.senz =0 2. lim.cosz=1 3. lim [ } =
z—0 z—0 z—0 X
t 1- 1-— 1
4. lim [ anﬂ =1 5 lim [COS"”} =0 6 lim [(;Osﬂ =
z—0 x z—0 x z—0 T 2
Demonstracao. 1.
A funcao seno verifica | senz |<| x | para todo
s
2 le 0, 3) )
Mostrarei que, para todo € > 0, existe § > 0 tal que I
| sen z |< € sempre que 0 <| z |< 6. B't
anx
Para o célculo de limites trigonométricos consider-
emos a seguinte propriedade bésica para limites. ) A(1,0) =

Propriedade 3.20.

Seja € > 0 qualquer e considere §1 = ¢ e § =
min .{ 4y, g}, logo da desigualdade 0 <| z |< § verifica-

se que |senz |<|z |<d <e. Istoé|senx |<e.
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Portanto lim .sen x = 0.

x—0

Demonstracao. 2.

Observe que, lir% .cosz = lim .\/1 — (senz)2 = \/1 — [lim .sen z]? = 1.
xr—

z—0 z—0
Demonstracao. 3.
Da Figura (3.8) tem-se as desigualdades: BB < ArcoAC < AT.

~ ~ .. . s
Entao senx < = < tanz, sendo a fungdo sen z positiva no intervalo (0, 5) tem-se que

1< <

sen x
logo, cosz < —— < 1 aplicando o limite, pela parte 2. de esta propriedade
senx  COST x

e da propriedade do sanduiche segue-se que:

sen x

lim =1 (3.6)
z—0t T
. . _ n , . senx . sen (—t)
Seja x = —t, entao quando x — 0~ tem-se que ¢ — 07, assim: lim = lim ———=* =
z—0—- I t—0t (—t)
. —sent
lim —
t—0t —t .
sen x sen
lim = lim =1 (3.7)
x—0—- T t—0t
sen x
De (3.6) e (3.7) segue-se que hH(l) =1
r— x
Demonstracao. 4.
. anzx . sencx 1 . osenzx . 1
Tem-se que lim = lim . = lim - lim =1
a0 x =0 T cosxr z—0 T  z—0COSX
Demonstracdo. 5.
De identidades trigonométricas temos:
1 —cosx . 1—cosx 1+cosx
lim —— = lim . =
z—0 x x—0 x 1+ cosx
2
sen “x sen x sen x 0
lim ———— = lim . =1.-=0.
a—0z(l+cosz) 2—0 x 14 cosx 2
Demonstracio. 6.
. l—coszx . 1l—cosz 14 cosz
lim ———— = lim . =
z—0 2 z—0 2 1+ cosx
sen 2z . sen 12 1 1 1
mizhm{ ] =1.-==.
a—022(1+cosx) 2—0Ll x 1+ cosx 2 2

3.6.2 Limites das fungoes trigonométricas inversas.

Para o céalculo dos limites das func¢oes trigonométricas inversas, é necessario considerar

os limites que se mencionam na seguinte propriedade:

Propriedade 3.21.

a) lim .arcsenz =0 b) lim.arccosz = +Z
z—0 z—0 2
¢) lim arcsenz _ d) lim arctana 1

z—0 X z—0 T
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. 7T . s
e) lim .arctanz = —— f) lim .arctanx = +—
T——00 2 T—+400 2
Demonstracao.
. . i ™ ™
a) Considere a seguinte mudanca de variaveis: ¢ = arcsenz onde —1 <z <1 e —5 <t< 5
entao x =sent , se £ — 0 tem-se que ¢t — 0.
Logo, lim .arcsen x = lim .t = 0.
z—0 t—0
S . . arcsenx
c) Fazendo mudanga de variaveis como na demonstracao da parte a) tem-se hn}) — =
xr— T
lim =1.
t—0 sen t

Exemplo 3.43.

. sen b6x
Calcular lim .
x—0 i

Solugao.

Considere a mudanca de varidveis 6x = t; entdao quando z — 0, teremos que t = 6x — 0
. . sen b6x . 6-senbx . sen bx . sent
assim, lim = lim ——— = 6. lim = 6. lim =6(1) = 6.
z—0 T z—0 6x z—0 X t—0

Exemplo 3.44.

Determine o valor do limite  lim )
z—0 sen bx

sen ax

Solugao.

sen axr

sen ax . senaxr a.bx v

. .a
Observe que  lim =lim—— —— = lim — - ?
z—0 senbr z—0senbxr a.bx 2x—0b SCLOT

bx
ax — 0 e br — 0, assim resulta que:

, quando x — 0 tem-se que

sen ax lim M]
Ry L B
a—0 b senbz — p° b b
b Lim sen bx
br—0 0T

. senar a
Portanto, lim = —.
z—0senbr b

Exemplo 3.45.

Calcular lim [

sen 2(sen 3x)
z—0 '

1 — cos(sen 4z)b
Solucao.

Quando z — 0 tem-se que t = sen3z — 0 e r = sendx — 0; logo fazendo mudanga de

variavel, segue que t — 0 e r — 0 entao:

(sen 32)2 |:sen (sen 31)} 2

sen 2(sen 3z) . [sen (sen 3x)]? _ sen 3z
T cos(sen 42)b| — 22T~ cos(sen dz)b o | —cos(sendz)|
z— — cos(sen 4z 2—0 1 — cos(sen 4x z— —cos(sen 4z
(sen 43:)[ . }
n3z72 (sen 3z) 72 : n3z]? . sent]?

G O Jm s = g e
- — n - 2 T 1o - 2 711 ~ 8

=0 16 [sezﬁx] |:1 cstz}i(szlelz)} 16 [4131210 Sezx4x] [}LI)% 1 sgsr} 16[1] [2] 8

Portanto, lim [
x

—0

sen 2(sen 3x) 9
1 — cos(sen 4z)b
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Exemplo 3.46.

— 4
Determine o valor do limite  lim [COSI cos(sen x)]

z—0 22
Solugao.
. |cosz — cos(sen 4x) . [1—cos(sendz) 1—cosz
lim = lim — =
x—0 x2 z—0 22 x2
. 1 — cos(sen 41:) sen 4z 1?2 . 1—coszx
= lim —lim ———— =
70 x2 sen 4x z—0 2
) [1 — cos(sen 4x)] [sen 4m] S|
= lim 5 5 — ==
z—0 sen “4x T
2
— lim 1 — cos(sen4x) | lim sen 4x —1:}-16(1)2—1:E
sen 4x—0 sen 24x 4z—0 2 2 2 2 2
Portanto, lim [COS T COQS(Sen 4x)] = E O
z—0 xT 2
Exemplo 3.47.
-2
Determine o valor do limite  lim [arcse;ﬁ(:n)}
z—0 x4 — 2z
Solucao.
Tem-se aplicando a Propriedade (3.20) c¢) que:
iy | 2TCSen (x —2) _ iy | 2ECsen (z-2) 1 — ). 1 1
z—0 z2 — 2 x—0 T — 2 T 2 2
-2 1
Portanto  lim [arcse;l(:v)} = —. O
z—0 T4 —2x 2

Exemplo 3.48.

xry/cscx — cotx

Calcular hm+ [arcsen (345)\/%] '
x—0

Solugao.

Do fato ser a tangente positiva quando z — 0T entdo existe v/tan z; para o caso < 0 tem-se

que tanz < 0, logo nao tem sentido o limite z — 07; e da Propriedade (3.21) c) vem:

. arcsen (3z)v/tanx . 3arcsen (3z)] /| tanxz
1m = 1am =
a—0+ | xy/cscx — cotx a—0t 3z cscx — cotx

2
t sen x 1)2
—3(1) lim |/ — " =3 lim % _3, W 3
z—0t | cscx — cotx z—0+ \| cscx 15922 ] 1(3)

3x)V't
Portanto,  lim [arcsen (32) anx] =3V2.
z—0t | xy/cscx — cotx

3.6.3 Limite da Funcao Exponencial e Logaritmica.

Considere os seguintes limites sem demonstracao:
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n

1)  lim — =0 2)  lim {n=1

1 n
3) lim [1 + } = e onde e ~ 2, 7182818284590 - - -
n

n—oo
Exemplo 3.49.

Calcular lin% V14 z.
T—
Solugao.

- 1 . o .
Quando x — 0, entdo n = — — oo, fazendo mudanca de variavel no limite original resulta:

1 n
lir%\x/l—i—a:: lim [1%—} =e.
T— n

n—oo
Portanto, lin% Vi+z=e. O
T—
Exemplo 3.50.
Ln (1
Calcular  lim M
z—0 X
Solugao.
Ln (1
Tem-se: lim In(+z) = lim Ln (1 + x)% =Ln (lim(l + m)%) =Lne=1.
z—0 T z—0 z—0
Ln (14 z)

Portanto, lim =1. O

z—0 T

Exemplo 3.51.

n
Calcular  lim [1 + 2] , sendo a # 0 numero real qualquer:
n

n—oo
Solugao.
aln ay 21
Se m — oo, entdo n = am — oo, Logo, lim [1 + —} = lim [(1 + f) ] —
n—0ao0 n n—00 n
a ama 1 mTa
S (CRREA i R (R
m—oo am m— o0 m
n

Portanto, lim [1 + ﬁ] — e -

n—00 n

Exemplo 3.52.
ah -1
Mostre que,  lim

h—0 h

=Lna.

Solugao.

Seja s = a™ — 1, entdo h.Ln (a) = Ln (s + 1), quando h — 0 tem-se que s — 0, no limite:

. ah —1 hm S 1 s-Lna ..  s-lna
im =lim - =lim —— =lim —— =
h—0 h h—0h h—0 h-lna s—=01In(s+1)
1 .
= [Ln (a)]W = Ln (a) ; isto pelo Ezemplo (3.47).
s—0 hs
-1
Portanto, }llim a4 =Lna
Exemplo 3.53.
: f@)\* ,
Calcular  lim (1+——=) sendo lim .f(z) um ndmero finito.
T—00 T T—00

Solucao.
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Seja m = @’ pelo fato ser lim .f(z) um ntmero real finito, quando z — oo, m — 0.
X r—00
’ Ln (1
Considere y = (1 + ﬂx)) entdao Ln (y) = - Ln(1+m) = M-Ln(1+m) - f(x)w
T m —
lim Ln (y) =  lim Ln (1 + f(x)) = lim f(z)- In(1+m) _
Ln (1

lim f(z) - nmoM — fim f(2).(1) = lim f(z).

T—00 m— m 00 o

Isto ultimo pelo Ezemplo (3.47), logo, Lny = lim .f(z) = y= ezlggo-f(z)'

Portanto,  lim (1 + f(a:)) _ ezhl‘éo’f(x).
Exemplo 3.54.

Calcular  lim w,

a—0 %

Solugao.

Seja m = (1 +«a)” — 1, entdo Ln (m + 1) = n - Ln (1 4+ «); quando, a — 0, m — 0, logo no
limite tem-se:
. 14+ =1 . m . m-n-In(l+a)
lim —— = lim .— = lim . =
a—0 a a—0 o a—0 a-n-Ln(1+«)
m-n-Ln(1+a) . [Im(1+« m
m . = lim (n)
a—0 «a-Ln (14 m) a—0 Ln (1+m)

B an(1+a) m m (n) = n
T a—0 o m—0 | Ln (1 + m) N
Portanto, lim w =n.

a—0 (&%

Observagao 3.7.
Para o cdlculo do limites da forma lim[f(2)]9®) considere o sequinte:

r—a

1° Caso : Seexistem lim .f(z) = A e lim .g(z) = B e sao finitos, entdo o limite lim [f(2)]9®) =
AP,

2° Caso : Se existem lim .f(z) = A# 1 e lim .g(z) = B sendo B = +00, entao o limite:
Tr—a T—a
400, se, A>1 e B=+4c0
lim [f(m)]g(x) _ —00, se, A>1 e B=-
Tr—a 07 se, 0< A <le B= +00
+00, se, 0<A<1l e B=—-—-

3° Caso : Se lim.f(x) =1 e lim.g(x) = f00; nesta caso 17> & uma forma indeterminada;
r—a r—a

logo temos que definir h(z) = f(z) — 1 de modo que lim .h(z) = 0; logo lim [f(x)]9®) =

r—a

1 }h(x)-g(m) lim .h(z).g(x)

lim [1 + A(z)]?® = lim |[1 + h(z)]7® = eaa

r—a r—a

Exemplo 3.55.
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b) lim

r—00

Calcular: a) liné

[x2 — 25] (2=3)

3z + 27@*9)
r—>5 [ ] '

r—4
Solugao.

x2 =25
r—>5

r—5

(z—3)
a) Aplicando o primeiro caso da Observagao (3.7), tem-se:  lim [ } =10% = 100.

2 _ (z-3)
z 25] — 100.

r—b r—>5

Portanto lim [

b) Aplicando o segundo caso da Observagao (3.7), tem-se:

2
lim [3x+4] =3e lim (z+5) = +o0.

r—oo | 1 — T—00
3 9 (z+5)
Portanto lim [ Tt ] = +o0. O
z—oo | x —4
Exemplo 3.56.
T _ T mr _ | z—1 _ x—1
Calcular: a)  lim mwon b) lim a c) lim S
z—0 x z—0 | g™ — 1 z—1 2 —1

Solucao.

. |m®—=n® i (m)z -1
a) Pelo mostrado no Ezxemplo (3.49), observe que, lim [—— | = lim .n* |~2—| =
x

r— x—0 X
m\&
-t [ ] <10 3] 1 [}
. . . _— = 1 . L — = L — .
i%”i%[x]()nb "1
T _ T
Portanto, lim [mn} =Ln [ﬂ}
z—0 X b
. [a™ =1 . pmay | _omay | S m
b) Observe ave, i = | =t 7] [ =l [ ) I | = T
nx nx
Lna m
Lna n’
mr _ |
Portanto, lim [a } = T.
z—0 | @™ — 1 n
) ew—l _ ax—l ) (e:c—l _ 1) _ (ax—l 1)
c) Tem-se que: ili’nl [5521] = }:eri { PR ] =

(=1 — 1) — (a»! — 1)] . [exl —1 & 1= 1} -

— i -
lm[ 2 -1 2 -1 2 —1

r—1

. 1 er~l—1 g 1-1 1. e~ t1—1 1. [a*1-1
= lim . — =—lim|—| —=lim |[—— | =

r—1

r—1 r—1 T 2251 z—1

Fazendo y = x — 1 entao quando x — 1, y — 0; logo

1. et t-1 1. [a*1-1 1. [ev—1 1. [av -1
—lim|————| —=lm |———| = = lim — — lim =
22—1| z—1 2 z—1 r—1 2 y—0 Y 2 y—0 Y
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1 1
= —5[n(e) = Ln (a)] = 5[1 — Ln (a)]

rx—1 am—l
Portanto, li =—-[1-L Il
ortanto, m:rri[ 5 ] [ n (a)]
Exemplo 3.57.
1 1
3 sen 3x 3 3 2 2 — 1 o+
Calcular: a)  lim sena i sen or b) lim |2 TorT Tt er
z—0 | sen a — sen 3x z—-+00 3 +2x —5
Solucao.
a) Este limite é do 3° Caso , considere y = 35 observe que: x — 0, (sen3z) — 0 e y — o0.
sen 3z
Logo :
1 1 #
) sen a + sen 3z | sen 3z . sen a + sen 3z | sen 3z . 1+ % son 3z
lim | ————— = lm |——M— = lim [—>o
z—0 | sen a — sen 3x sen 3z—0 | sen a — sen 3x sen3z—0 | ] — 5032
1
1 Yy 1 y-sen a Sena
— L+ y-sen a — L+ y-sen a _
Tl 1o | TR |1 -
y-sen a y-sen a
1
el Jema o
= ; — @Esena,

sen a + sen 3x

Outro modo de resolver é considerando f(z) = ————————— e g(x) = ———, entdo h(x) =
f(z) sen a — sen 3z 9(@) = ()

2sen 3x 2
-1=— li = 0. Do fato lim .h =lim— =

f(z) sen @ — sen 3x ¢ ylg(l)g(x) o 1ato yli% (2)g(x) yli% sen a — sen 3x

2
sena’

1
3 sen 3x
Portanto, lim [+] _ eiks,
z—0 | sen a — sen 3x
b) Ob 23+ 322+ 22 —1 x3+2x—5+ 322 +4 N 322 +4 i
serve = = ———— entdo
’ x3+2x—5 3+2x—5 234+2x—5 3 +2x —5’

o (24322420 — 17" 322 4+4 17

lim = lim |1+
z—+00 x4+ 2x—5 z—+00 3 +2x -5

322 +4
Sejam h(x) = #_;_5 e g(x) =z +1 como mll)rfoohl(x) =0 e xkgrloo g(x) = oo.
3 2 T+ .
. >+ 3z°+2x -1 lim .h(z)(z+1) 3

L lo 3° C | = ezt =e°.

ogo pelo aso segue que, r—l>r—|r-loo [ B P ] e e

3 3 2 20 — 1 z+1
Portanto, lim Gl i e =é3. O
x——+00 x34+2x—5

Exemplo 3.58.
Ln v/cos 8
Calcular: a)  lim [ncosw] b) lim [ 4 — 3y/cos x]

L
22

z—0 51’2 z—0

Solucao.
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—0 522 —0 52

Ln v/ 1
a) Tem-se: lim [ncos8x] = lim -— - Ln Vcos 8z =

=Ln [lirrb(f/cosSx)fm%} =Ln [liné(COSSx)%ﬁ .
T— T—

Por outro lado, seja h(z) = cos8x —1 e g(x) =

2512
-1 4
Como lim .h(x)g(x) = lim cos 8z _ 0

z—0 z—0 2522 N _270.
. Ln v/cos 8z 64
Portanto, lim | —————| = e~ 20
z—0 52

1
b) Sejam h(z) = 3(1 — \/cosz) e g(z) = 5 3 entao lir%h(x).g(x) = g e como h(x) =
T T—
(4 — 3y/cosz) — 1 sendo lirr%).h(m) =0ce lir% .g(x) = 00, tem-se:

1

2 1
o [T =ty o e
T— I—

00|

|

1
z2
Portanto, lir% [ 4 — 3\/cosx] = es.
€Tr—>

Exemplo 3.59.

. . o . n-senn!
Determine o cdlculo do limite: lim —
n—oo N -+ 2

Solucgao.

Para todo n € N sabe-se que —1 < senn! < 1, como 0, Vn €N, entdo multipli-

n >
n? 4 2
n n -senn! n

< < .

n2+2- n2+2 ~ n2+2

cando a desigualdade do seno temos que —

Calculando o limite:

. n - sen n! . n . n-senn!
lim 5 < lim —— < lim — 0< lim ——<
n—oo N4 + 2 n—oo n2 + 2 n—oo N2 + 2 n—oo N2 + 2
. mn-senn!
Portanto, lim ——— =0. O

n—oo n2 + 2

Exemplo 3.60.

Calcular:  lim .
z—1 sen 3wz

sen mx

Solugao.

Sabe-se que:  sen 3mx = sen (27x + Tx) = sen 2wx - COS X + COS 2T - SEN L =

= (2sen 7w cos x) - cos Tx + (cos? mx — sen 2mx) - sen T =

2r1)

= sen 7z(2 cos? Tz + cos T — sen
. . senmzx ) sen mx
No limite temos : lim = lim 5 5 =
z—1sen 3z  a—1 sen mx(2cos? mx + cos mx — sen 27x)

1 1

im 5 5 =
r—1 3 COS* T — sen *mx 3
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sen mx 1
Portanto, lim —— = -

a—1sen 3rr 3
Exemplo 3.61.
t
Calcular o limite : lim an 7r:c.
z——2 T+ 2

Solugao.

Considere a seguinte mudanga de variavel: y = x + 2, entao:

tan Ty — tan 2w
tanx = tanw(y — 2) = =
1+ tanmy - tan 27
tanmy — 0 sen my
=——" —— —tanny =
14+ tanmy -0 cos Y
No limite:
tan mx . sen my . senTy 1
im = lim ——2— =1 . =
r—>-2 r+2 z—-2y-cosmy y—0 Yy COs Y
Quando y — 0, tem-se que 7y — 0, logo:
tanTx . sen my . i
im = lim - lim =1-—=nx
x——2 T+ 2 my—0 Y my—0 COS TY 1

tanx
Portanto, lim

z——-2 T + 2
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Exercicios 3-4

1. Verificar o calculo dos seguintes limites:

169

T +2 . 2 -9
1. im — = +00 2. lim — =4+
z—2+ 1% — 4 z—3+ T —3
V16 — 22 . 1 3
3. lIm — = - 4. lim — =00
x—4— x—4 z—2 | x — 2 1’2—4
222 — bx — 3 334222 -1
5 llm ——mmM— = - 6. im ——————— = —00
r—1+ z—1 z——o00 222 — 3z +5
322 -9z —6 523 41
7. lm ———— = 8. li - =
s S e po20r 2025 — 800z
9. i al 10. lim | L —+
L et Ya Ve Ceni|l—a 2 —2w—1]

2. Calcular os seguintes limites:

. 2z r+1 x . v x?
1. lim — — 2. lim ——MM—
z—+oo | 3x — 2 4x 6l‘2 -1 r——00 7\5/5 + 315/1-8
6VzT + §
3. im M 4. lim (zvV22+1—2?)
T— 00 51/$4 + \4/5 T——00
2
: S ] 2 oy VA2t
5. xgrilm4(x x2+1—12%) 6. iLH12 21
322 — 92— 6 V3z + 4a? — 23
7. lim 2L 7T 8 lim Yoertir oo
r—2- X242 —06 T——00 24+5x+1

1
3. Mostre que, lim .f(z) = oo se e somente se lim .f(—) = co.
z—0t T—00 T

4. Determine constantes a e b tais que:

3 1 2 1
1. lim |Z + +Vz2+2—az| =0 2. lim |Z + —ax—b| =0
z—+too |22 4+ 1 z—+oo | x4+ 1
3. lirj]La [\/xQ—x—i-l—a:z:—b]:O
T—T00

142
5. Quando x — 0 tem-se y = ter

x
tenhamos a desigualdade |y |> 1047

x
6. Mostre que a fungao y = 3
valor de = para que a magnitude | y | seja maior que 10007

7. Verificar que:

1. arcsen x = arctan _r 2. arctanz — arctany = arctan i .
1 — 22 1+ xy
x
8. Sejam f(x) = sen % + cos(arctanz) e g(x) = sec(2 — x) — tan(arcsec (—x)).

f(1) = 9(2).

— 00. Que condicoes deve satisfazer x para que

é infinitamente grande quando z — 3. Qual deve ser o

Calcular
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9. No sentido da Defini¢ao (3.8):

1
1. Demonstrar que: lim ——— = oc.
z—3 (CL‘ — 3)2
1
2. Demonstre que: se f(x) > e > 0 para todo z, e lim g(z) = 0, entdo = lim = 00.
T—a r—3 (x — 3)2
: . . L AN
10. Um triangulo is6sceles cuja base esta dividida em Y N
A N
2n partes (quadrados) tem inscrito uma figura AL o
escalonada segundo a Figura (3.9). Demonstre
que a diferenga entre a area do tridngulo e a /[/ﬁ h\]\
figura escalonada é infinitesimal quando n cresce
infinitamente. Figura 3.9
11. Para os seguintes exercicios esbogar o grafico no intervalo [—27, 27|
1. f(z)=cos <7TH;H) 2. f(x) =2cos (%)
3. fz)=sen(r|z|) 4. f(z)=sen (%)
5. f(x)=|sen |z || 6. sen?2 |z |
s m
7. sen <x - Z) 8. f(x) =2tan <§) +senx
12. Verificar o célculo dos seguintes limites:
tanz — t — tan?
1. thgsenfE:O_5 2. lim 2RO TRRE a1
z—0 T z—0 tan
1 —cos3zx 9 r—senaxr 1—a
3. — = — 4. i = b #0, 0
720 T — cos 4z 16 xl—%x—i—senbx 1+0 7 a7
1—-2% 2 - 1
5. lm L 2 6. lm2T-®) _1
a—lsenmx T a—r x(m— 1) ™
7. lim L0 @ 8 lim ——" =
r—0 1‘2 2 w—% (g - l‘)
1—2coszx V3 1+ cosmx 2
9. lim ——=—— 10. lim ———— = —
e Y 3 172 — 2z + 1 2
1— a3 1—
1. lim—— 3 12, tim SRUZD
z—1 sen (1 — .%'2> 2 z—1 \/5 -1
\/§:1:2
13. lim =2 14. lim 4z -cotdr =1
2—0 tan zv/secz — 1 2—0
6 2
15. lim ‘ —4 16, lim ™ tan (5F) = T
a—0 (tanz — sen x)? o 2 2
17 tan(1l + cosx) _ 1 18, lim >0 (Va2 +4-2) 1
a—m cos(tanz) — 1 z—0 x? 4
19 lim "— 2 arccos x _9 20. lim arcsen oz _5

z—0 x z—0 arctanx
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13. Considere um triangulo equilatero de lado a. Suas trés alturas servem para gerar um novo
tridangulo equilatero e assim sucessivamente n vezes. Determine o limite da soma das areas

de todos os tridngulos quando n — 4o00.

14. Um circulo de raio r tem inscrito um quadrado; este tem inscrito um circulo o qual tem
inscrito um quadrado, e assim sucessivamente n vezes. Determine o limite das soma das
areas de todos os quadrados quando n — +o00. De modo andlogo para a soma das areas

de todos os circulos.

15. Calcular os seguintes limites:

1

1. lim _cosT 2. lim xz.tan (ﬁ) 3. lim @
T3 (7T — 2.1‘) r——+00 T z—0 T

4 lim—o 5. lim SMETY 6. lim Actanse
z—0 /1 — cos z—% X x—0 arcsen 4x

1-— 3 1 — cos?2

7. lim (secz — tanz) 8. lim (Siena:)g 9. lim ﬁf

. z—= (14 cos2x) z—Z sen (v — %)

x4 — zlsen 2z

) . o(/T+cosz —/2)
10. lim 11. lim
z—0 1 —cosx z—0 \/m

x.sen (sen 2x) sen (h+ x) —sen h

12. lim 13. lim
z—0 1 — cos(sen 4x) z—0 x
14 lim 2 — \/cos;v —cosx 15 lim cot(h + z) — cot h
z—0 x z—0 x
. 2 1 . tan ax
16. lim — 17. lim
z—0 |sen?z 1 —cosz 2—0 (1 4 cos ax)(sec azx)
18, lim tan(h 4+ z) — tanh 19,  lim cos(h + ) — cosh
x—0 x z—0 x
20, lim sec(h + x) —sech 01 lim 100sen 3z + 200 cos x
z—0 X r——+00 T
16. Calcular os seguintes limites:
1. lim 0 2. lim 2CART 3. lim ZT9NY
T—o0 I T—00 T z—00 T + COST
~ Ln cosz _ arcsen x ) 171"
4. lim ——— 5 lim ———~ 6. lim |1+ —
=0 T z—1 tan (ZF) z—-+o0 xn
1 3 TosenE
7. lim 2°[1 — cos <>] 8 lim *"{cosz 9. lim (ben x)
T—00 T T—00 z—0 xT
a®—a "
10. lim — a>0 11, lim z(\ 2?2+ Vrt 41— zV2)
z—oo ¥ +a % T—00

1-— 1-—
12. lim cos( cos 7) 13. lir% v/cosx + sen x
xTr—

z—0 T
T

14. lim a>0 15. lim v/coszx + asen bz
z—oo a% + 1 z—0

sendo u; = 1. Determine os primeiros términos

17. Considere a sucessao Up+1 = Uy +
Unp,
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ug, ug, ug € calcule o limite de u,, quando n cresce indefinidamente.

18. Mostre que se lim f(z) = oo, entdo existe uma seqiiéncia {x,, },cn+ de nimeros reais tais
T—00

que f(x,) > n.
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Miscelanea 3-1

1. Suponha-se que as fungoes f(x) e g(x) tem a seguinte propriedade:
2
€
"Para cadae >0 e todox € R; se 0 <]z — 2 |< senQ(g) +e, entao | f(z)—2|<ee

se 0 <|x—2|<ée?, entdo | g(x) —4|<e
Para cada € > 0 achar um § > 0 de modo que, para todo z € R :
1. SeO0<|z—2]|< 4, entdo| f(z)+g(x)—6|<e.

2. Se0<|z—2|<d,entdo] f(z) g(x)—8|<e.

- 1 1
3. Se0<|z—2]|<4,entao - -l <e.
glx) 4
1
4. Se0<|z—2|< 4, entao /(@) —‘
g(x) 2
2. Mostre que, se lim f(z) =0, entdo lim @) = 0.
z—0 z—0 T
3. Mostre que:
1. li = li — 2. i = li
Jim f(z) = lm f(-z) lim f(l= ) = lim f(z)
3. lm f(a?) = lim f(z) 4. lm f(1) = lim ()

z, se, z€Q

4. Sejaf(m):{ L s scI—R—Q

Mostre que nao existe o limite lim .f(z), qualquer que seja a € R.
r—a

r, se, z€Q
—x, se, z€I=R-Q

Mostre que nao existe o limite , para qualquer a # 0.

5. Seja f(x) = {

6. Mostre que se lim @ =L e a# 0, entdao lim M =al
z—0 z—0 X
(ax + 1)"

7. Calcular lim
rz—oo N

positivo; b) um inteiro negativo; c) zero.

. Considere separadamente os casos em que n seja: a) um inteiro

8. Calcular os seguintes limites:

r—2 2—x

e —e . tan et 3T 9
1. lim—r-—r 2. lim 3. lim
z—2 sen (z — 2) z—2 tan 3z 2—3 1 — cos(z — 3)
2
1—cotx — % tanx — x Inzx
4. lim—42 5. lim — 6. lim — a>0,a¢N
xz—0 x z—0 T —senx r—+4o0 ¢

r—+00 € x—0

4x
n 1 o
7. lim :% neN 8 lim [cosy/E)] 9. lim :% a>0,a¢N
x
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10.
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Mostre através de um exemplo que se existe uma seqiiéncia {z, },en+ de ntimeros reais tais

que f(x,) > n, entdo nao necessariamente existe o limite de f(z,) quando n — oo.
Sejam f :[a, b — R e g : [a, b] — R fungoes tais que:

lim /@) =1 = lim f(z) = lim g(x)

T—c ¢ (l‘) T—cC T—cC

para ¢ € (a, b).



Capitulo 4

CONTINUIDADE

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, nasceu em Ostenfeld, no
distrito de Miinster Alemanha, no 31 de outubro de 1815, e faleceu em
Berlin em 19 de fevereiro de 1897.

Com 14 anos, ingressou ao Instituto Catélico de Paderborn. Sua
atuacao na Fscola foi brilhante, conquistando, com regularidade es-
pantosa todos os prémios que almejava, chegando a obter sete em um
ano.

Matriculou-se na FEscola de Miinster em 1839, conhecendo ali
Christoph Gudermann (1798 —1851), especialista em fungoes elipticas.
Conta-se que 13 alunos compareceram a aula inaugural de Gudermann

e que & sequnda aula compareceu apenas um ouvinte - Weierstrass.
Theodor Weierstrass Em 1841, Weierstrass apresentou-se para os erames finais, com-
postos de uma parte escrita e uma parte oral. Para o exame escrito,
trés temas foram sugeridos. Um dos problemas era extremamente complicado: “Determinar desenvolvi-
mentos em série de poténcias das funcgoes elipticas”.

Karl, depois de um ano de trabalhos, conseguiu resolvé-lo, recebendo elogiosas referéncias de Gu-
dermann. Passando em seguida, pelo exame oral, Weierstrass obteve afinal, seu titulo de professor,
acompanhado de um certificado especial, por “suas contribuicoes & matemdtica.”

Em 1842, Weierstrass foi professor auxiliar de matemdtica e fisica no Pro-Gymnasium de Deutsch-
Krone, na Prissia Oriental. Seis anos mais tarde, foi transferido para o instituto de Braunsberg, onde
permaneceu de 1848 a 1854. O catdlogo da escola, do ano de 1848, contém um trabalho de Weierstrass
“Contribuicoes para a teoria das integrais Abelianas”, que certamente hd de ter provocado o espanto de
seus colegas.

Weierstrass obteve, do ministro da Educa¢do, uma licenca de um ano, a fim de que pudesse continuar
os seus estudos. Foi nomeado professor de matemdtica da Escola Politécnica de Berlim em julho de 1856.

E em Braunsberg que Weierstrass recebe o titulo de doutor honoris causa, conferido pela Universidade
de Kénigsberg.

O estudo da matemdtica, em moldes mais ou menos intuitivos, sofrew um sério choque no momento em
que Weierstrass inventou: “Uma curva continua que nao admitia tangente em qualquer de seus pontos”.

Weierstrass deduz o sistema de niumeros reais R a partir dos nimeros naturais. Dedekind utiliza
os “cortes”, enquanto que Weierstrass emprega as classes de racionais. As duas teorias estdo sujeitas a
mesma critica que os légicos aplicam as idéias de Cantor. Weierstrass representa uma espécie de sintese
do movimento em favor de maior rigor na matemdtica.

As obras completas de Weierstrass foram editadas, de 1894 a 1927, em sete volumes, pela Academia

Prussiana de Ciéncias, sob o titulo “Gesammelte Weke.”
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4.1 Conceitos Basicos.

Sejam f e g fungoes definidas num mesmo intervalo, segundo os gréaficos mostrados na Figura
(4.1).

Figura 4.1:

Observe-se que estas funcgoes tem comportamentos distintos no ponto x = a. Entanto o
grafico de f varia continuamente nas proximidades de x = a, (ndo tem furos); o gréfico de g
apresenta um salto no ponto de abscissa x = a.

A propriedade que tem a funcdo f de ter o grafico
variando continuamente nas proximidades do ponto a,

pode ser descrita do modo seguinte:

V >0, 3 §d>0/. V x€ D(f) se acontece y = f(z)
a—6<z<a+d entao: fla) +e
f(a) } B(f(a), ¢)
f@-c< i@ <f@re @y
x

Geométricamente significa que, se x esta proximo de a—6 aa+d
a entdo f(z) esta proximo de f(a), isto é lim .f(z) =
f(a) (Figura (4.2)). o

A expressao (4.1) pode ser escrita do modo seguinte: Figura 4.2:

V >0, 30>0/. |f(z)— f(a)|<e sempre que |z —a|<4.

Se a fungao f(x) cumpre esta condigao, dizemos que f é continua no ponto x = a.

Definicao 4.1.
Sejay = f(x) fungao definida no conjunto A CR, ea € A; diz-se, que f € continua no ponto

T =a, se:

i) Existe f(x).

ii) Existe lim .f(z).
Tr—a

i) lim /() = f(a).

Se alguma das trés condigdes nao se cumpre, diz-se que f é descontinua em = = a.
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Exemplo 4.1.

Determine se a fungao f(x) é continua em x = 3:

2
-9
x256—2:c—3’ se, 0<x<b, x+#3
fo) =14 =
2’ se, =3
Solucao.
3
) )=
2 _ _
ii) iliréf(x) = ill% o 2:69_ 3= ili% Ei :t ?;Ex — g = g, existe o limite.
i) lim () = o
ra A

Portanto, f(z) é continua em z = 3.

Exemplo 4.2.

Suponha que o custo de transporte de taza postal seja: R$0,30 até 300 gramas, e R$1,70 se
o peso for maior que 300 gramas e menor ou igual a 500 gramas. Se x gramas representa o peso
de uma carta (0 < x < 500), expresse a taxa postal como fungao de x.

Solugao.

Temos f(z) = 0,30z se 0 <z <300; f(z)=1,70z se 300 <z < 500; isto é:

I

(@) 0,30z, se, 0<ax <300
€Tr) =
1,70z, se, 300 <z <500

observe que a fun¢ao nao é continua em x = 300.

Exemplo 4.3.
22 —6x+1, se, 1<x<?2
Dada a fungao: f(x) =< 2z + 6, se, 2<xr<3
a3 — 15, se, 3<x<5h
Determine a continuidade de f emx =2 e x = 3.
Solugao.
Para o ponto z = 2.

i) f(2) = —T existe.

ii) Para o célculo de é necessario calcular os limites laterais.

lim .f(z) = lim (2% -6z +1)=—7

r—2~ x to2—

lim .f(z) = lim (20 +6) =10

r—2+ r—21

Portanto, ndo existe liI% f(z); assim, f(z) nao é continua em x = 2.
xr—
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Para o ponto x = 3.
i) f(3) = 12 existe.

ii) Para o célculo de é necessario calcular os limites laterais.

lim .f(z) = lim (2z+6) =12

r—3~ x to3—

lim .f(z) = lim (23 —15) = 12

z—3+ z—3+
Portanto, ilirzl)) f(x) = 12; existe.
iii) alﬁ;rrgf(m) =12 = f(3).
Observagao 4.1.
i) Suponha f(z) descontinua em z = a, de modo que lim .f(z) existe porém lim .f(z) # f(a),
entao diz-se que a descontinuidade é evitdvel ou fe?r?ovz’vel ; pois podemosxrzgeﬁnir a funcgao

f(z) de modo que lim .f(x) = f(a), isto ¢ a fungao f redefinida resulta ser continua em
r—a

T = Q.

ii) Se a descontinuidade em = = a ndo ¢é evitavel ou removivel, chama-se descontinuidade essen-

cial; este casso ocorre quando lim .f(z) nao existe ou nao ¢é finito.
r—a

Exemplo 4.4.
. o . 6x + 24
Determine os pontos de descontinuidade da funcao: f(x) = ————.
2?2+ 3x—4
Solugao.
Observe que 72 +3z —4 = (x+4)(x—1). O denominador da funcao ¢ zero quando = —4 ou

x = 1, esses sao os possiveis pontos de descontinuidade, pois f nao esta definida nesses pontos e
os limites respectivos sdo: lim .f(z) =2 e lim.f(z) = oo.
rz——4 r—1
A descontinuidade em xz = 1 é essencial e no ponto x = —4 é evitavel; para os demais valores

de = a funcao é continua.
6x + 24

x4+ 3x—4

6

2 —4

3 se, ¥ #

Observe que g(z) é continua em = = —4, entanto a descontinuidade em x = 1 é essencial.

se, x# —4
Podemos redefinir a funcao f(z) assim: g(x) =

Para algumas demonstracoes de propriedades de fungoes continuas, algumas vezes é ttil a

seguinte definigao, equivalente & Defini¢ao (4.1).

Definicao 4.2.

Sejay = f(x) fungao definida no conjunto A C R, ea € A; diz-se, que f € continua no ponto
x =a, se:

Dadoe >0, 3 6>0/. x¢€ B(a, ), entao f(z) € B(f(a), €); ou

Dadoe >0, 3 6>0/. | f(z)— f(a)l|<e sempre que |z —a |< .
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Definicao 4.3.
Uma funcdao f : A — R, diz-se que € continua no conjunto B C A, se e somente se é

continua emx =a Vaé€ B.

Exemplo 4.5.
Mostre que a funcdo constante € continua em todo seu dominio.

Solugdo.

Seja f : A — R definida por f(x) = k Vax € A, onde k é uma constante real; entao
fla) =k VYae A;logodadoe >0, 36>0/. | f(z)—f(a)|=|k—k|=0<¢e sempre
que | z —a |< 6, sendo z = a um elemento arbitrario, tem-se que f(x) = k é continua em todo

o conjunto A.

Exemplo 4.6.

2

Mostre que a funcgao f(x) = x* é continua em todo seu dominio.

Solucao.

Seja f : A — R definida por f(z) =22 Va € A, entdo f(a) = a® para x = a, onde a € A;
assim dadoe >0, 35>0/. |f(z)— fla)|=|2®>-a®|=|z—al| - |z+al<

<lz—al(z|+]al) (4.2)
Por outro lado, quando | x — a |< 0 e da propriedade ||z | — |a || <|xz —a| < § segue-se
que | z | < 9+ | a |, considere um 0; = M;‘, entdo tem-se que | z |<
| a 3]al
=1 = 4.
< lelia= 2L (4.3
De (4.2) e (4.3) segue que:
3la| 5lal
[ f2) = fla) [ <lz—al(z]+]a]) <|z—al.(—F—+]a]) <——[z—al<e
. . la| 2e
Considerando § = min {7, 5 |} tem-se que, para todo e > 0 cumpre-se | f(z)—f(a) |< €
a

sempre que | x —a |< .
Propriedade 4.1.
Sejam f(z) e g(x) duas fungdes reais e continuas em x = a e k uma constante real, entao:
i) k- f(x) é continua em x = a.
ii) (f*£g)(x) € continua em x = a.

iii)  (f-g)(z) € continua em x = a.

iv) <f> (x) € continua em = = a, desde que g(a) # 0.

g

v) | f|(z) é continua em x = a.
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Demonstragao.(ii)

Da continuidade de f(z) e g(x) tem-se que

lim.f(z) = f(a) e lim.g(z) = g(a)

da definigao da fungdo (f £ g)(z) = f(x) & g(x) e da propriedade de limite da soma, segue-se

que:

lim (£ & g)(2) = lim [ (2) £ g(2)] = lim . (2) = lim_g(x) = f(a) % g(a) = (f £ g)(a)

r—a r—a

Portanto a fungao (f + g)(z) é continua em = = a.
As outras propriedades mostram-se aplicando propriedades de limite e sdo exercicio para o

leitor.

Observagao 4.2.

A reciproca da Propriedade (4.1) nao necessdriamente é certa como mostra o sequinte exem-

plo.

Exemplo 4.7.

As fungoes reais f(z), g(z) e h(z) definidas por: f(z) =

nao sao continuas em x = 0.

Porém, Vz € R tem-se f(z)+g(z) =1, f(z) - g(x) =0 e | h(z) |=1.
Propriedade 4.2.

i) Seja f : R — R uma funcio polinomial, isto é f(x) = agx™ + a1z™* + agz™ 2 + -+ +

ap-1% + an, a9 # 0 entao f(x) é continua V x € R.

ii) Seja f: R — R uma fungao racional, isto é:

f(x) apz"™ + a1z +agx" % + -+ +ap_17 +ap
xr) =
box™ + bia™m 1l + box™=2 4+ -+ + by 12 + by,

entao f(x) € continua no conjunto:
{zeR/. box™ +bix™ 4 bpz™ 24+ o 4 bp1x+ by # 0}

A demonstracao desta propriedade € trivial, é exercicio para o leitor.

Exemplo 4.8.

Determinar os valores de x, para os quais as funcoes dadas sejam continuas:
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.'172—
a) fr) ="y b) o) =l #* ~ 16 ©) h(z) = 2(z +3)"

Solugao.

(a) Tem-se que f(z) ¢ funcao racional e seu dominio é o conjunto D(f) = {z € R/. x # £3};

logo ela é continua em D(f).
(b) A Propriedade (4.1) v), garante que g(z) =| 2 — 16 | seja continua para todo = € R.
(c) A fungdo h(x) = 2°(x + 3)7 é polinémica, entdo ela é continua para todo = € R.

Propriedade 4.3.
Considere f : A — R e g: B — R fungoes reais tais que Im(f) C B, sendo f continua

emx=a e g continua em y = f(a), entdo gof é continua em r = a.

Demonstragao.
A mostrar que dadoe >0, 30 >0/. |g(f(x))—g(f(a))|< e sempre que | x —a |<J.
Com efeito, do fato g continua em f(a) = b tem-se que, dado e > 0, 36 >0/. s y €
B, | g(y) — g(b) |< € sempre que:
ly—bl<d (4.4)

Por outro lado, f é continua em = = a, entao dado €; > 0, em particular posso considerar

£1 =01, existe § > 0 tal que se x € A, | f(x) — f(a) |< 1 sempre que
|z —al<é (4.5)

Do fato Im(f) € B podemos efetuar a composigao entre as fungoes g e f para obter
(gof)(xz) = g(f(x)) para todo x € A e y = f(x); entdo de (4.4) e (4.5) obtém-se que, dado
e>0, 36>0/. sexeA, |g(y)—g®)|=|g(f(z))—g(f(a)) [< e sempre que [y — b |=]|
f(z) — f(a) |< 01 sempre que | z —a |< 9.

Portanto, dado ¢ > 0, 3§ > 0/. se z € A, | g(f(z)) —g(f(a)) |< € sempre que
|z —a|<é. O

Propriedade 4.4.
Sejam f: A— R e g: B— R fungoes reais tais que Im(f) C B e:
i) lim.f(z)=0b

ii) ¢ continua em y =b.

entao lim g(f(x)) = g(lim . f(z)) = g(b)

r—a
Demonstracao.
r), se, xTFa
Definimos h(z) = /(@) 7
0, se, r=a

da hipotese i) tem-se que h é continua em x = a; pela Propriedade (4.3) a fungao goh é continua
em z = a, isto & lim (gof)(x) = (goh)(a) = g(h(a)) = g(b) = g(lim . f(z)).
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Por outro lado, as fungoes f e h sdo diferentes somente no ponto x = a, entao lim (goh)(x) =
lim (gof)(x).
T toa

Portanto, lim (gof)(x) = lim .g(f(x)) = g(lim . f(x)). O

Exemplo 4.9.

Uma determinada lagoa pode suportar um mdzimo de 14.000 peizes, e a taxa de crescimento
deles é conjuntamente proporcional ao nimero presente e & diferenca entre 14.000 e a quantidade
existente. a) Se f(x) peizes por dia for a taza de crescimento quando houver x peizes, escreva
uma fungao que defina f(x). b) Mostre que f(x) é continua em todo seu dominio.

Solugao. a)

Pela Defini¢ao 2.4 (Vol. 1) temos que, f(z) = kx(14.000 — z), onde k é uma constante nao
nula.
Solugao. b)

Obvio, a fungao f(x) = kx(14.000 — x) = 14.000kx — kx? é um polindmio, que é continuo em

todo seu dominio.
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Exercicios 4-1

1. Mostre utilizando € e § que cada uma das seguintes fungoes é continua no ponto indicado.

1. f(z)=-bzx+6, a=-2 2. f(z)=32*+5 a=3
3. flx)=2% a=1 4. f(z)=2*4+52+6, a=-1

2. Suponha que exista uma vizinhanga B(a, r) ¢ um nimero real M > 0 tal que satisfaz a

condigao: | f(z)— f(a) |[<K M |x—al|, Yz € B(a,r). Mostre que f é continua em x = a.

3. Mostre que se lim .f(z) = L > 0, entdo lim .{/f(z) = VL.

r—a
4. Mostre que f(x)=|| x| é continua em todo x = a onde a € R — Z.
5. Usando o principio de indugao, mostre que se: f; =1, 2, 3, --- n sao fung¢des continuas

em x = a, entao:
1. fi+fo+fs+ -+ + fn écontinua em = = a.

2. fix fox f3x -+ X f, é continua em = = a.

6. Para cada uma das seguintes fungoes. Determine se ela é continua nos pontos indicados.

1. f(x):{?)zv—?), se, x#1 a1

2, se, x=1

2 > —1
5 @) = x°, se, T > gz —1
1— |z, se, z<-1
1—2% se, <1
3. fl&)=4 1-|x|, se, z>1 a=1 a=-1
1, se, z=1
(m+2, se, —2<z<-1
4. f(z)=1< 1, se, —l<zxz<l a=1, a=-1
2—x, se, 1<z
2
—x—2
%, se, x# 2
5. f(z)= 4|33 — 4| a=2,a=-2
-, se, x =12
3
-1, se, —3<zxz<0
6. flz)=< -1, se, 0<x<2 a=0 a=2

5—a2% se, 2<uz

7. Dar exemplo de uma funcéo f definida em R que ndo seja continua em nenhum ponto

z € R, porém que, | f(z) | seja continua em todo R.

8. Para os seguintes exercicios, determine se é possivel determinar um nimero L para que a
funcao f seja continua no ponto x = a. No caso afirmativo determine L, caso contrério

justificar sua resposta.
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2?2 -3z —4
1. f(2)= z—4 z 74 a=4.
L, se, T =
| z |, se, >0
2. f(x)=<¢ 1—22% se, <0 a=0.
L, se, x =
1—2%, se, |z|<1
3. flx)=9q |x|-1, se, |z|>1 a==L
L, se, |z|=1
Vi —2
4
4. f(x)= c—4 % v a=4
L, se, r=4
|z | -2, se, |z|<2
5. f(z)=4q 4—2% se, |z|>2 a=2, a=-2
L, se, |x|=2
Sgn(9 —z?), se, |z|>4
6. flx)=19 |22-16]-1, se, |z|<4 a=4
L, se, |x|=4
| 22 — 22 — 3|
7. flx)= x—3 , se w73 a=3.
L, se, r=23
4 — 27 ) <2
8. flx)= @ se || , a=—2
L, se, |axl|>2
9. Determine o conjunto de pontos de continuidade da fungao y = f(z):
0, se, <0
x, se, 0<x<l1
flz) = 2
—z‘4+4r -2, se, 1<zx<3
4—x, se, *>3

10. Estude a continuidade da funcao f(z) no ponto x = g

= 2 + 2tanx

sen (1)

12. Para todo namero real x = a, achar uma funcao que seja continua em no ponto z = a,

11. Estude a continuidade da funcao g(z) no ponto x = 0.

porém que nao seja continua em nenhum outro ponto.

13. Suponha f(z) satisfaz f(z+y) = f(x)+ f(y), e que f seja continua em x = 0. Mostre que

fécontinuaemz=a VaéeR.

14. Determine uma fungao definida em todo R que seja descontinua em 1, - e que

N | —
W
A~ =

seja continua nos demais pontos.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

1. Suponha f é uma fungao que satisfaz | f(z) |[>| x| Va € R. Demonstrar que f é

continua em 0 (lembre que f(0) tem que ser 0).
2. Dar um exemplo de uma fung¢do f que nao seja continua em nenhum x = a.

3. Suponha-se que g seja continuaem z =0 e | f(x) |<| g(x)| Vaz € R. Mostre que f

é continua em x = 0.

Os raios de trés cilindros superpostos medem 3, 2 e 1m respectivamente. As alturas de
cada um dos cilindros ¢ 5m. Expressar a adrea da segao transversal do corpo engendrado
como funcao da distancia que relaciona a sec@o e a base inferior do cilindro que ocupa a

parte baixa do corpo. Seré esta fun¢ao continua? Construir o grafico.

Como deve-se eleger o ntmero « para que a fungao f(x) seja continua em R?. Construir

1, s <1
seu grafico. f(:z):{ z+ ’ ::’ i;l :

Determine os nimeros A e B de modo que a fungao g(z) seja continua no conjunto de

nameros reais R.

s
—2sen x se, *< ——
T 2 T
g(x) =< Asenz + B, se, —§<x<§
s
cos , se, T > 5

Determine o valor de a de modo que a fungao g(z) seja continua em toda a reta real.

r+2, se x<3
g9(x) =
axr+7, se, x>3

Determine os valores de b e ¢ de modo que a fungdo f(z) seja continua em toda a reta

L f(z) T +1, se, 1<x<3
real. f(z) =
22 +br+ec, se, |z—2]>1

Se lim . f(x) existe, porém é diferente de f(a), dizemos que f tem descontinuidade evitavel
r—a

em Tr =a.

1
1. Se f(z) =sen — para x # 0. A func¢ao f tem descontinuidade evitavel em x =0 7 Que
x
1
acontece se f(r) =x-sen — parax #0e f(0) =17
T
2. Suponha que g tenha descontinuidade evitavel em x = a. Seja h(x) = g(z) para = # a

e seja h(a) = lim .g(x). Mostre que g ¢ continua em = = a.
r—a

1
3. Seja f(z) =0sex €Q, e f(g) N fracao irredutivel. Qual é a funcao g
q
definida por g(z) = lim . f(y)
y—z

Numa comunidade de 8.000 pessoas, a razao segundo a qual um boato se espalha é conjun-
tamente proporcional ao ntimero de pessoas que ouviram o boato e ao nimero de pessoas

que nao o ouviram.
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1. Se o boato esta se espalhando a uma razao de 20 pessoas por hora quando 200 pessoas
o ouviram, expresse a taxa segundo o qual o boato esta se espalhando como fungao

do ntimero de pessoas que o ouviram.

2. Quao rapido o boato esta se espalhando quando 500 pessoas o ouviram?
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4.2 Continuidade em Intervalos.

Definicao 4.4.

Uma fungao f : (a, b) — R € continua no intervalo (a, b) , se € continua em todo x € (a, b).
Definicao 4.5.
a) Uma fungao f : (a, b) — R € continua pela direita de x = a, se Iim+ S(x) = f(a).
r—a

b) Uma funcao f : (a, b) — R ¢é continua pela esquerda x =b, se lim .f(x) = f(b).

r—b—

Definicao 4.6.

Uma funcao f : (a, b] — R € continua no intervalo (a, b], se cumpre as duas condigoes:
14 f é continua em (a, b).

2% f & continua pela esquerda em = = b.

Definicao 4.7.

Uma fungao f : [a, b) — R € continua no intervalo [a, b), se cumpre as duas condigoes:
14 f é continua em (a, b).
2% f & continua pela direita em = = a.

Definicao 4.8.

Uma fungao f : [a, ) — R € continua no intervalo [a, b] , se cumpre as trés condigoes:
1% f é continua em (a, b).
2% f & continua pela direita em = = a.

3%  f é continua pela esquerda em x = b.

Exemplo 4.10.

Seja f(z) =|| x ||, x € R, mostre que f € continua pela direita em todon € Z e que nao existe
lim . f(x).
r—mn
Solucao.
Pela definigao de f(x) =|| z ||, tem-se que x € [n, n+ 1), entdo || z ||= n logo lim+ S(x) =
r—n

lim ||z |= lim n=n= f(n) assim, f ¢ continua pela direita de z = n.
z—nt z—nt

Por outro lado, para todo x € [n — 1, n) tem-se que f(z) =| =z ||=n —1, logo lim .f(z) =
r—n—
lim [[z]= lim (n—1)=n—1.
T—n~ T ton~

Como os limites laterais sdo distintos entdo nao existe lim .f(z).
r—n
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Exemplo 4.11.

Um fabricante pode obter um lucro de R$30,00 em cada item se nao mais de 1.000 itens forem
produzidos por semana. O lucro em cada item baiza R$0,30 para todo item acima de 1.000. a)
Se x itens forem produzidos por semana, expresse o lucro semanal do fabricante como funcao de
x. Suponha lucro nao negativo. b) Mostre que a func¢ao da parte a) € continua em x = 1.000;
portanto continua em todo seu dominio.

Solugao.
Seja L(x) o lucro semanal a cada x itens produzidos, entao temos L(z) = 20z se 0 < z < 1000
e L(z) = (20 — 0,30)z se 0 < x < 1.000.

30z, se, 0<x<1.000

Logo L(x) =
go L) {29,73:, se, « > 1.000

Portanto a func¢ao nao é continua em z = 1.000.

Exemplo 4.12.

[ 22 -9
Determine os intervalos de continuidade da fungao: f(x) = %
—x

Solucao.

2 =9

O dominio da fungao sao todos os nimeros reais para os quais a raiz quadrada de % a2
—x

) i 2 -9 .
seja um nimero real, resolvendo %2 > 0 segue que o dominio
—x

D(f)={zeR/. ze (=5, =3]U[3,5)}
Estudo da continuidade no intervalo (=5, —3].

i) f é continua no intervalo (=5, —3).

i) lim .f(z)=0=f(-3).

r——3"

Portanto , f é continua no intervalo (—5, —3].
Estudo da continuidade no intervalo [3, 5).

i) f é continua no intervalo (3, 5).

i) lim f(2) =0 = /(3)

Portanto , f é continua em [3, 5)

4.2.1 Funcgoes continuas em intervalos fechados.

Propriedade 4.5.
Considere f : R — R func¢ao continua e seja x, uma sucessdo de numeros reais tais que

lim z, =z, entao lim f(x,)= f(z).
T—+00 T—+00
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Demonstracao.

Da definicao de limites ao infinitos, tem-se que, se xEToo T = x; entao dado €; > 0, existe
N > 0 tal que | z,, — z |< &1 sempre que N > n.

Sendo f continua em R em particular no namero z, € R, entao zliglx f(zn) = f(x), desta
defini¢do tem-se que, Ve >0, 3§ >0 tal que | f(z,) — f(x) |[<e semZore que | x, —x |< 0.

Fazendo 6 = ¢1, Ve >0, N >0 e 30 > 0 tal que | f(z,) — f(x) |< € sempre que
| zp, —x |< d quando N > n. Isto é Ve >0, 3N >0 tal que | f(zn) — f(x) |< €1 sempre que
N > n.

Portanto, wgrfoof(:rn) = f(z). O

Propriedade 4.6. Teorema de Bolzano’s.
Se f: R — R, é uma fungao continua em [a, b] e f(a)- f(b) <0, entdo existe pelo menos

um ponto ¢ € (a, b) tal que f(c) = 0.

Demonstracgao.
Da hipotese f(a)- f(b) < 0 entao f(a) e f(b) tem sinais contrarias. Suponhamos que f(a) < 0
e f(b) >0.
a+b
2
Suponhamos f(m) # 0, entdo existe um intervalo [a1, bi] C [a, b] com a; = m ou b = m,
tal que f(a1) <0 e f(b1) > 0.

Seja m = , se f(m) =0, esta propriedade estd mostrada.

. ap +b : :
Seja mq = ! 5 1, se f(mq) = 0, esta propriedade esta mostrada. Apods de repetir este
processo um nimero n de vezes; tem-se que existe um intervalo [a,, b,| C [a, b] tal que f(a,) <0

b—a

e f(bn) > 0; a distancia entre os pontos a, e b, é

2n

Apos reiteradas vezes este processo, construimos uma sucessao nao decrescente a < a; < ag <

a3 < aqg < ---, limitada superiormente; seja hI—P .ay = c1. De modo anélogo construimos uma
T—>1T00
sucessao nao crescente limitada inferiormente b > by > by > b3 > by > ---; seja lim .b, = co.
Tr—-+00
. . b—a - .
Por outro lado, lim [b, —a,] = lim =0 entdo lim .b, = lim .a, = ¢ =
T—+00 T—+00 2n T——+00 T—+00

Ccl1 = C.

Como f(z) é continua em = = ¢, tem-se lim .f(z) = f(c).

Pela Propriedade (4.5) sabe-se que se uélgcsucesséo { z,, } tém limite ¢, entao a seqiiéncia
f(zy) tém limite f(c); entdo xEwa(an) = f(e) = xETooﬂb”)'

Logo, para todo n € N a desigualdade f(a,) < 0 implica f(c¢) < 0 e f(b,) > 0, implica
f(e) > 0.

Portanto, existe pelo menos um ponto ¢ € (a, b) tal que f(c) = 0. O
Observe a interpretagao geométrica desta propriedade:
“O grdfico de uma fung¢ao continua que une os pontos P(a, f(a)) e Q(b, f(b))

onde f(a) e f(b) sao de sinais contrdrias, corta o eixo—x em pelo menos um ponto”.
(Figura (4.3)).
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A condigao de ser f continua em [a, b] é necessaria; a Figura

tinua em [a, b] a propriedade nem sempre verifica-se.

Christian Quintana Pinedo

(4.4) mostra que se f é descon-

Figura 4.3:

Propriedade 4.7. Da limitacdo global.

Se f € continua em [a, b], entao f é limitada em [a, b].

Demonstracao.

Q
;c .b

wa

P

Figura 4.4:

Consideremos o conjunto A = { = € [a, b] /.fé limitada }, observe que A # () pois sendo f

continua em a pela propriedade da limitagao local, existe M > 0 e § > 0 tal que | f(z) |<

M, =xz€la,a+d]istoéa+de A

Como A é limitado admite supremo. Seja ¢ = sup.A, ev-
identemente ¢ < b. Suponhamos que ¢ < b, entao pela pro-
priedade da limitacao local, 3 My > 0 e d; > 0 tal que
| f(z) |< M1,Vx € [¢c—01,c+61]. Como f élimitada em [a, c—01]
para algum My > 0, considerando M3 = max .{M;, My} tem-se
que | f(z) |< M3, V€ [a, c+d1] onde c+6; € A o qual con-
tradiz o fato de que ¢ = sup.A; portanto ¢ ndo é estritamente
menor que b. Como ¢ < b segue-se que ¢ = b.

Pelo um raciocinio analogo, como f é continua em b, ela é
limitada em [b — d2, b] para algum d2 > 0 e sendo limitado em
[a,b— d2] (isto pelo anterior) segue-se que f ¢ limitada em |[a, b].

No seguinte exemplo mostra-se que se f nao é continua em

[a, b] a fungao nao necessariamente ¢ limitada.

Exemplo 4.13.

Seja

se, 0<z<3

1, se, =3

y 8

Figura 4.5:

A Figura (4.5) mostra o grafico da fungao f, observe que f nao é limitada.
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Propriedade 4.8. Teorema de Weierstrass.

Se f € continua em [a, b], entao ela possui um ponto de minimo e um ponto de mdzrimo em
[a, b]; isto é, existem x1, x2 € [a, b] tais que:

m= f(r1) =min.{ f(z) /. x € [a, V] }.

M = f(xe) =max .{ f(z) /.x € a, b] }; ou, f(z1) < f(x) < f(x2) Yz €la, .

Demonstracao.

Como f é continua em [a, b|, pela Propriedade (4.7), o conjunto A = { f(x) /. z € [a, b] } &
limitado nao vazio; entdo A admite um supremo M e um infimo m ;istoém < f(z) < M Vz €
[a, b]. A mostrar que existe z1 € [a, b] tal que f(x1) = m isto é m = min.A.

Suponhamos (pelo absurdo) que ¥ z € [a, b] tem-se que f(z) >m ou f(x) —m > 0.

A fungao g : [a, b] — R definida por g(z) = ¢ continua do fato ser o quociente

o
f(x) —m

de duas fungdes continuas com denominador distinto de zero. Pela Propriedade (4.7) existe um

numero L > 0 tal que f(:L‘)l—m <L x€]la,bl]logo f(x)—m > % isto é f(x) > m—i—% T €
[a, b]; porém m + % > m, o qual ¢ uma contradigao, pois m + % ¢ um limite inferior maior que
o infimo m.

Portanto concluimos que existe pelo menos um ponto z; € [a, b] tal que f(z1) = m = min.A.

De modo analogo mostra-se que existe x2 € [a, b] tal que f(z2) = M. O

Exemplo 4.14.
Mostre que, se f: R — R € continua e satisfaz:

i) lim f(x)=K >0

r——+00

ii) lim f(z)=N<0

T——00

Entao eziste xg € R tal que f(xo) = xo.

Demonstracao.

Da hipotese i) temos que Ve; > 0, 3 M; > 0 (suficientemente grande) tal que, se x >
M, = |f(z)—K|<eplogoz>M = K-¢c<f(x)<K-+e;.

Como trata-se de qualquer €; > 0, podemos considerar por exemplo £; = 107199 assim, se
z>M = K-1071% < f(z) < K+ 1071%.

A definicdo de limite ao infinito garante ainda a existéncia de um M| > K + 10719 tal que
x9 > M| para algum x5 € R.

Logo, se z2 > M| = f(xa) < K+10710 < M| <29 = f(x2) < 2.

De modo anélogo.

Da hipotese ii) temos que V ey > 0, 3 My < 0 (suficientemente pequeno) tal que, se
r<My = |f(r)—N|<eglogox <My, = N-—e3<f(z)<N+es.

Em particular, podemos considerar €5 = 10719 assim, se v < My = N —10719 <
f(z) < N +107190 A definicio de limite a menos infinito garante a existéncia de um M} <
N — 10719 ta] que z; < M} para algum z; € R.
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Logo, se x1 < My = 21 <Mj<N—-10710 < f(x1) = a1 < f(z1).

Consideremos a fungao g : [z1, #2] — R definida por g(z) = f(z) — =z, logo como f é
continua, temos que g é continua em [z1, 3], ainda mais, temos que g(z1) = f(z1) — 21 >0 e
g(z2) = f(x2) — 2 < 0.

O Teorema de Bolzano (Propriedade (4.8)) garante a existéncia de zg € [z1, 2] tal que
g(xo) =0 = f(zo) = 0.

Portanto, existe zg € R tal que f(zg) = zo. O

Propriedade 4.9. Dos valores intermédios.
Se f € uma fungao continua em [a, b, m e M sao o minimo e mdzimo de f em [a, b]

respectivamente e d € tal que m < d < M, entao existe ¢ € (a, b) tal que f(c) = d.

Demonstracao.

Pela Propriedade (4.8), existem x1, xo € [a, b] tais que f(z1) =m e f(z2) = M.

A funcao g(z) = f(x) — d é continua em [a, b]; conseqiientemente no intervalo de extremos
1 e Ta.

Observe que g(x1) = f(r1) —d=m —d < 0e g(x2) = f(xe) —d =M — d > 0, logo, pela

Propriedade (4.6) existe ¢ no intervalo de extremos 1 e z2 tal que g(c) =0, isto é f(c) =d. O

Exemplo 4.15.
-1
Dada a fungao f(x) = $27+1, a =0, b=2; determine um valor ¢ € [0, 2] da propriedade
x

dos valores intermédios, e verificar a validade do resultado.

Solucao.
1
Temos que f(0) = —1 e f(2) = 5
1
Consideremos um valor entre —1 e 5 por exemplo —5 logo devemos determinar x na
igualdade:
x—1 1
2+1 2
De onde obtemos # = —1 + /2, o valor = —1 + /2 € [0, 2] de modo que f(—1+ v/2) =
1 1
—— e [-1, -]
2 [ 5]
O valor £ = —1 — v/2 néo consideramos pelo fato de nio pertencer ao intervalo [0, 2].
Propriedade 4.10.
Se n € impar, entio qualquer equac@o x™ + ap_12" ' + ap_ox™ 2+ - + a1z +ag = 0 possui
uma raiz real.
Demonstragao.
. An—1 Ap—2 anp—3 a2 ai ao .
Seja f(x) = z" [14— . + 2 + 3 + o po + g + E] observe que:
an—1 ap—2 ap—3 a2 a1 ao
p IR SRSt e e [
ap—1 Ap—2 ap—3 a2 ai ao
— |z ‘ x2 ’ x3 ’+H'+’x”—2‘+‘ ”—1’ an (4.6)
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Escolhemos um z que satisfaz o seguinte:

lz|>1, |z |[>2n|an_1 |, |x|>2n|apn—2|, -+,
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|z |>2n]a1 |, |z|>2n]ag|, entao

_ _ _ 1
’$k|>|$’ e ankk‘ Ap, k‘ ‘an k’ _
x x 2n | an—k| 2n
an—1 ap—2 an—3 a2 a1 ao
De (4.6) . + > + 3 +-'+xn_2+xn_1+x7§
SRS S SN U B
—2n  2n o2n  2n  2n 2
p—1  Qp—2  Gp_3 as ay ag 1
Logo, —= < - + 2 + 3 + - .+l‘n72+ﬁ+;§§ e
1 p—1  Qp—2  Gp-3 az ay ag
T R el e RTINS e et e
Suponha um z; > 0, entao:
2
x Gn—1 | Gp—2  Qp-3 az 5 aop
0<L<g?l14+ 2 o = f(x
_2_1[+x1+m% x§+ +x,1172+ T T f(1)

de modo que f(z2) < 0.

a9 al a
-+ + — | = fla2
xS_Q xg_l S] (x2)

Observe que f(x1) - f(z2) < 0, aplicando a Propriedade (4.6) existe um nimero x € [x1, x2]

de modo que f(z) =0.

Propriedade 4.11.
Sen épare f(x) = 2"+ an—12" " +a o2+

y tal que f(y) < f(x) para todo x € R.

Demonstracao.
Considere M =max .{1, 2n | ap—1 |, 2n | an—2 |,
| z |> M tem-se

Ap—2
xZ

1 an—1
- <1
2 + T

_l’_

Do fato n par, "™ > 0 para todo x, de modo que:

an-3
$3

an—2
$2

+

sempre que | z |> M. Considere o nimero f(0), e s
também b > M.

Entao se x > b tem-se f(x) >

O

- 4ai1x+ag =0, entao existe um niumero

-, 2n|ay |, 2n | ag |}, entdo para todo

a2 ai ao

z™ z™ x"

a2 ay ao
tomt oot o] = @)

eja b > 0 um namero tal que b > 2f(0) e
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3

(=0)"
2
ara a fungao f(z) no intervalo [—b, b], existe y tal

‘ 8

Analogamente, se © < —b entao f(x) > > > f(0); logo , se x > bou x < —b entdo

=N

f(z) > f(0). Aplicando a Propriedade (4.7)
que:
Se —b<x<b, entao f(y) < f(z) (4.7)

Em particular f(x) < f(0). Deste modo
Se x>b ou z<-b entdao f(z)> f(0)> f(y) (4.8)

Combinando (4.7) e (4.8) tem-se f(y) < f(z) para todo x € R. O

Exemplo 4.16. Outra demonstra¢io da Propriedade (4.10)
Mostre que se, n € impar, entdo qualquer equac@o T"+an_12" ' 4ap_ox™ 24+ +ajz+ag = 0

possui uma raiz real.

Demonstracao.

. Ap—1  Gp—2  Gp— a a a
Seja f(x) = z" [1 + 7; L4 ;22 + ;33 + -+ :U"Z + xnil + x—g] observe que: f(x) =
" - g(x), onde
an—1 Apn—2 anp—3 az ai ago
g(x) =1 + T + 1’2 + .’L‘3 + ot xn—Q + xn—l xin

Por outro lado, lim g(x) = 1 logo pela defini¢ao de limite ao infinito, tem-=se Ve > 0, 3In >
T—00

0 tal que | g(x) —1|<e, sempreque |z |[>n.

Em particular, considere ¢ = 2’ assim | g(z) — 1 |< 5 sempre que | * |> n. Logo

1 3
—<g(z) < X Do fato | z |> n , existe 1 > 0 e multiplicando esta ultima desigualdade por

2
n  _ n 3y
x>0 temos que 0 < 5 < cg(z1) = f(x1) < - = 0 < f(xy).

De modo analogo, do fato | x |> n, existe x2 < 0 tal que do fato n impar 25 <0 = 0>
n

Ty n 3y
o T2 g(@2) = f(z2) > - flz2) <0.

Portanto, para x1, z2 € R tal que, f(z1) - f(x2) < 0 pela Propriedade (4.6) existe ¢ € R tal
que f(c) =0. O

Para este exemplo, lembre que D(f) = R; para o caso x = 0 é 6bvio !
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Exercicios 4-2

1. Dada as seguintes fungoes, determine a continuidade nos intervalos indicados:

16 — 2t
4$2|, se, T # +2
-z
1. f(z) = 8 se. g — —9 Dhos intervalos:
8, se, =2

(*OO, *2); (*Oov *2]§ (*27 2); [*27 2); [*2’ 2}; (*27 2]5 [2’ +OO); (27+OO).

|23+ 2?2 —x—1|
P 3212 se, x# lexr#2

2. flx)= —4 se. =1 nos intervalos:

4, se, = =2
(=00, 1); (=00, 1]; (1, 2); [1, 2[5 [2, +00); (2, +00).
3. fl@)=V]z|-[z[ em (0,1}, [0, 1], 1, 3].
4.  f(z)=(z—=1)lz[ em [0, 2]

2. Para os seguintes exercicios, estabelecer se a fungdo é continua nos intervalos indicados.

Construir o grafico da fungao.

x4+ 2
1. f(l') = m em (2, 4)
r—6
_ 4
2. f(x)={ a?—-2x-8 s, w7 em (—1, 6)
—2, se, ¥ =
x+4
$21_ 16’ se, x#* +4
3. f(z)= -5 se, x——4 €m (=5, 5)
2, se, x=4
22 —6x+1, se, —1l<z<?2
4. f(x)=< 2z —6, se, 2<z<3 em (—1, 5).
dr —3—2%, se, 3<x<5h
r—4, se, —1l<zx<L?2
5. T) = ’ ' - em (—1, 5).
@) {x2—6, se, 2<x<b ( )
-1 -2
(z 2)|I |, se, 0<zx<4, x#1
6. f(z)= | 2% =1 em (0, 4)
> se, z=1

3. Determine os valores a e b de tal modo que cada uma das fungoes seja continua em seu
dominio.
z+2a, se, x<—2
1. f(x)=4¢ 3ax+b, se, —2<z<1
6x —2b, se, xz>1
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| 222 — 32— 9 | _ 5
se —— o0
902 —3z—9 o STy o T
2. f(x)= a, se, <3
\b, se, 332—5
(3 — /3x+3
———————— se, <8
a(V/z —2)
3. flx)= ab, se, x =328
2
—_ > 8
bl2z—7] O

4. Determine o intervalo de continuidade para cada uma das seguintes funcgoes:

l—a+ |z, se,z>0 T—
1. == 2. =
f() 1 s, < 0 fl) =\ ——%

)

x
2 —16
3. f@)=[1-a+t |z —-[1-=] 4. f(z) =
z—6
3
5. flx)=lz—[lz|+[I1—-=z]]| 6. f(z)=1\4-vr—-2
1
-, se,x <0
x
T f@)=1 7 s6,0<2 <5 8. f@)=Viel -]
2?2 —4x -5
—, se,x>5H
|z—5]
23 +3x+3, sex< -1
| 4z — 3| —1
8x — a2 —15, se,x >4
5. Analisar a continuidade em R para as fungoes fog e gof , se:
1. f(z)=sgn(z) e glx)=z—2z3
2. f(@)=sgn(z) e glx)=1+z—|z|
z+ | x| z, se, <0
3. fla)="T1T1 o ga) = .
fay =" o) {m I
1, se, |z|<1 2, se, |xz|>2
4 ) == ) = .
f=) {O, se, |x|>1 9() {2—962, se, |z|<2

6. Dar exemplo de uma fun¢ao definida em [0, 1] que nao tenha méximo nem minimo em tal

intervalo .

7. Se f(x) = z* — 52 + 3, localizar um intervalo [a, b] onde tenha uma raiz real, justifique sua
resposta

2
, calcular o valor que satisfaz a Propriedade (4.9) (dos valores intermé-

8. Seja f(x) = °
dios) para d = 3, em [1, 6].
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Miscelanea 4-1

1. Determine quais das seguintes fungoes estao limitadas superior e inferiormente no intervalo

indicado; e quais delas alcancam seus valores de méximo ou minimo.

1. f(z)=2%em (—1, 1) 2. g(x)=2%em (-1, 1)
3. h(zx)=22emR 4.  f(z) =22 em [0, +00)
xz, se, z<a N .
5. g(x) = em (—a—1, a+1); a > 0 (sugestdo: considerar

a+2, se, x>a
valores distintos para a)

2. Para cada uma das seguintes fungoes, determine um inteiro n tal que f(z) = 0 para algum

x € [n, n+1].
1. flx)=a2>-2+3 2. g(x)=a"+5z*+22+1
3. fx)=2>+z+1 4. f(x)=42% -4z +1

3. 1. Mostre que se f é uma fun¢do continua em [a, b], entdo existe uma fungao g que é
continua em R, e que satisfaz g(z) = f(z) Vz € [a, b]. (Sugestao: considere uma fungao

g(x) constante em (—oo, a] U [b, +00).

2. Observe que a afirmacao em (1.) deste item ¢é falsa se substituimos o intervalo [a, b]

por (a, b). Justificar.

2z — 22
4. Seja f : [0, 4] — R dada por f(x) = PeTp pede-se:

1. Provar que z = 4 é o ponto minimo de f isto é f(4) < f(x), para todo x € [0, 4].

2. Provar que dzq € (0, 2) tal que f(z2) é o valor méximo de f, isto é f(x2) > f(z), Vz €
[0, 4]

o ) 0
5. Seja f(x) = Sy %o ¥ 7 ;
1, se, =20
1
f tem descontinuidade evitavel em z = 07. E quando se substituimos f(x) = z.sen (—)
x

parax #0 7.

6. Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua ndo constante em [a, b]. Provar que Im(f) =

[m, M] onde m = min .f(z) e M = max .f(x).
z€la, b] z€la, b

7. Provar que o polinémio P(z) = 423 — 1422 + 14z — 3 tem trés raizes reais diferentes.

8. Suponhamos que f : [0, 1] — [0, 1] seja uma fungao continua. Provar que existe ¢ € [0, 1]

tal que f(c) =c¢

9. Mostre que existe algum namero x tal que:
179 163
1+ 22+ sen %z

1. =« =119 2. senx =x—1.
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10.

11.

12.

13.

Christian Quintana Pinedo

Determine quais das seguintes fungoes estao limitadas superior e inferiormente no intervalo

indicado; e quais delas alcancam seus valores de méximo ou minimo.

2
x se, x<a
1 T) = ’ ' em |[—a—1,a+1
/(@) { a+2, se, T>a [ ]
0, se, z€l=R-Q
2 flx) = 1 D o ) em [0, 1]
—, se, x == ¢&fracao irredutivel
q
1, se, zel=R-Q
3. fl@)=4q 1 P o _oem [0, 1]
—, se, x == ¢&fragdo irredutivel
q q

4. sen?(cosz ++/1+a?) em
5. h(z)=|z| em [0, a].

[0, a®].

Suponhamos f tenha descontinuidade evitavel em = = a. Seja g(z) = f(x) para x # a e

seja g(a) = ilir(ll .f(z). Mostre que g é continua em x = a.

Uma editora vende 10.000 livros de matematica aplicada quando o prego unitario é de
R$15,00, a editora determinou que pode vender 2.000 unidades a mais com uma reducao
de R$3,00 no prego unitario. Ache a equagao de demanda, supondo-a linear, e trace o

grafico respectivo.

Numa pequena cidade com populacao de 5.000 habitantes, a taxa de crescimento de uma
epidemia (a taxa de variacdo do nimero de pessoas infectadas) é conjuntamente propor-
cional ao nimero de pessoas infectadas e ao nimero de pessoas nao infectadas. (a) Se a
epidemia esta crescendo & razao de 9 pessoas por dia quando 100 pessoas estao infectadas,
expresse a taxa de crescimento da epidemia como funcao do niimero de pessoas infectadas.

(b) Quao rapido esta se afastando a epidemia quando 200 pessoas estao infectadas ?.



Capitulo 5

DERIVADAS

"Fermat o verdadeiro inventor do cdlculo diferencial - -7

LAPLACE

Pierre De Fermat nasceu em Beaumont na Franca no ano de 1601
e morreu em Castres em 12 de janeiro de 1665. Cedo manifestou in-
teresse pelo estudo de linguas estrangeiras, literatura cldssica, cién-
cia e matemdtica, foi educado em casa. Trés anos depois de se for-
mar em direito pela Universidade de Orléans, tornou-se conselheiro do
Parlamento de Tolouse em 1634, era muito ocupado, em suas horas
livres teve tempo para dedicar a literatura cldssica, inclusive ciéncia e
matemadtica.

Em 1629 ele comecou a fazer descobertas de importincia capital
em matemdtica. Nesse ano ele comegou a praticar um dos esportes

favoritos do tempo a "restauracdo”"de obras perdidas da antiguidade

P. Fermat com base em informacgodes encontradas nos tratados cldssicos preser-

vados. Fermat se propds a reconstruir os lugares planos de Apolonio,

baseado em alusdes contidas na Colecao Matemdtica de Papus. Suas

obras consistem em artigos isolados. Seus resultados mais impressionantes foram encontrados depois de
sua morte.

Fundador da teoria dos nimeros moderna, Fermat antecipou-se a Descartes, onde descobriu em 1636
o principio fundamental da geometria analitica.

Fermat nao concordou com Descartes e deu énfase ao esbogo de solugies de equacdes indeterminadas
em vez de & constru¢ao geométrica das solugoes de equagoes algébricas determinadas. Fermat limitou sua
exposicao no curto tratado intitulado “Introdugao aos lugares planos e solidos”.

Pertence a Fermat a famosa conjetura sobre a existéncia de solucdes em niumeros inteiros para o
equacao x™ + y" = 2™ para n € N, demonstrada em 1993.

5.1 Conceitos Basicos.

Um dos conceitos basicos do Célculo Diferencial e Integral é o de derivada. As ciéncias em
geral tiveram grande impulso em seu desenvolvimento pela necessidade de resolucao de problemas
concretos. Os dois problemas préticos seguintes sao os que propiciaram a criagdo do conceito de

derivada:

199
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1. Determinar a equacao da reta tangente a uma curva dada, num ponto dado.

2. Dada a lei horaria do movimento de uma particula vinculada a uma reta. Isto é, uma equacao
s = f(t) que da a posi¢ao da particula sobre a reta em cada instante ¢, determinar a

velocidade da particula em cada instante.

De inicio, as defini¢oes nao tinham precisao. J4 em 1629 Pierre Fermat fazia uma abordagem
do primeiro problema tendo encontrado uma maneira de construir tangentes a uma parébola, e
que continha implicitamente a idéia de derivada. Bem mais tarde que se percebeu que os dois
problemas tinham algo em comum e que a idéia geral que permitiria resolvé-los necessariamente
levaria a nogao de derivada num ponto.

Por outro lado, a introducao de coordenadas cartesianas, além de facilitar o estudo de curvas
j4 conhecidas permitiu a “criacdo” de novas curvas, imagens geométricas de funcoes definidas
por relagoes entre variaveis. Foi enquanto se dedicava ao estudo de algumas destas funces que
Fermat deu conta das limitagdes do conceito classico de reta tangente a uma curva como sendo
aquela que encontrava a curva num unico ponto.

Tornou-se assim importante reformular tal conceito e encontrar um processo de tragar uma
tangente a um grafico num dado ponto - esta dificuldade ficou conhecida na Historia da Matematica
como o “Problema da Tangente”. Fermat resolveu esta dificuldade de uma maneira muito sim-
ples: para determinar uma tangente a uma curva num ponto P considerou outro ponto () sobre a
curva; considerou a reta P(Q secante & curva. Seguidamente fez deslizar @) ao longo da curva em
direcdo a P, obtendo deste modo retas PQ que se aproximavam de uma reta ¢ a que P. Fermat
chamou a reta tangente a curva no ponto P (Figura (5.1)).

Mais, Fermat notou que para certas fung¢oes, nos pon-
tos onde a curva assumia valores extremos, a tangente ao T
grafico devia ser uma reta horizontal, ja4 que ao comparar o Yy
valor assumido pela fun¢ao num desses pontos P(z, f(x))
com o valor assumido no outro ponto Q(z + E, f(z+ E)) Q

proximo de P, a diferenca entre f(x+ E) e f(x) era muito i

pequena, quase nula, quando comparada com o valor de T

E, diferenca das abscissas de e P. Assim, o problema
de determinar extremos e de determinar tangentes a cur-
vas passam a estar intimamente relacionados. Estas idéias Figura 5.1:
constituiram o embridao do conceito de ” Derivada” e levou
Laplace a considerar "Fermat o verdadeiro inventor do Calculo Diferencial”. Contudo, Fermat
nao dispunha de notacao apropriada e o conceito de limite ndo estava ainda claramente definido.
No século XVII, Leibnitz algebriza o Calculo Infinitesimal, introduzindo os conceitos de varidvel,
constante e pardmetro, bem como a notagao dx e dy para designar a menor possivel das diferencas
em x e em y.

Assim, embora s6 no século XIX Cauchy introduzira formalmente o conceito de limite e o
conceito de derivada, no inicio do século XVII, com Leibnitz e Newton, o Calculo Diferencial
torna-se um instrumento cada vez mais indispensavel pela sua aplicabilidade aos mais diversos

campos da Ciéncia.
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5.2 Derivada de uma Funcao.

Seja a funcao f: A — R, e um ponto de acumulacao a € A.
Quando a variavel independente da funcao f passa do ponto a € A para ao ponto x € A,
sofrendo um acréscimo ou incremento Ax = x — a, os correspondentes valores dados pela funcao

passam de f(a) para f(a + Ax), sofrendo também um incremento
Ay = f(z) — f(a) = fla + Az) — f(a)

Definicao 5.1. Taza média de variagdo
Chama-se “taxa média de variacao” da funcgdo f relativa ao ponto a € A ao quociente:
Ay _ f(x)—fla) _ fla+Az)— f(a)

- _ = 1
Az T—a Az (5-1)

sendo esta func¢ao definida em todo © € A, exceto possivelmente em x = a.

Exemplo 5.1.

2

Seja a funcao f(x) = x* construamos a taxa média de variagao relativa ao ponto a = 3.

Tem-se:

Ay 22-3%2 (2-3)(z+3)

Az -3 (x —3)

A
a qual, para x # 3, pode ser escrita A—y =z +3.
x

. . 0
Note-se que, se fizermos z = 3 em (5.1) obtemos a forma indeterminada —. Entretanto, pode

ser que exista o limite da razao (5.1) quando x — 3 ou quando Az — 0 e esse limite seja finito.

Definicao 5.2. Derivada de uma funcao em um ponto.
Seja f : A — R uma funcao, diz-se [ derivdvel no ponto de acumulagcio a € A, quando o

sequinte limite existe e, € finito:

(5.2)

Quando f seja derivavel em = = a, o limite (5.2) é chamado derivada de f no ponto a, e é

d
indicado com uma das seguintes notagoes: f’(a); Df(a) ou d—f(a) devidas, respectivamente,
T

a Lagrange, Cauchy, e Leibnitz.

Observagao 5.1.
A Defini¢ao (5.2), é equivalente a:

F@) = fl@) _ S+ Ax) — f(a)

r—a Tr—a - Ax—0 Ax

Definicao 5.3. Funcgdo derivada.
Seja f : R — R uma fungao, designemos por B ={x € R /. f'(x) exista }, se B# 0 a
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funcao:
ff+ R — R
z =  flz)
definida em B é denominada func¢io derivada de f, ou simplesmente primeira derivada de f, e

¢ indicada com uma das notagoes : f'; Df; I
x
Exemplo 5.2. Derivada da funcdo constante.
Prove que a fungao constante f(x) = k onde k € R, é derivdvel em todo ponto a € R e
f'(a) =o.
Solugao.
— k—k
Tem-se para todo a € R tem-se: lim M = lim ——

T—a xr—a rx—al —Q

Portanto, sua func¢ao derivada é f'(z) =0, Vz eR.

=0,istoé, f'(a) =0 VzeR.

Exemplo 5.3. Derivada da funcdo afim.
Provar que a fungao f(z) = cx+d (¢, d € R, ¢ #0) € derivdvel em todo a € R e, f'(a) = c.

Solugao.

Com efeito, para todo a € R tem-se:
ez —a)

f(a) = limM: lim (cx+d) = (catd) =lim —=¢

r—a T —a z—a T —a T—a T —a

Assim, obtemos que a fungao derivada é tal que f'(z) =¢, Va € R. Portanto, f'(a) = c.

Exemplo 5.4. Derivada da Fun¢do f(z) = x°.

2

Mostre que, se f(x) = x* ,entao f € derivdvel em todo x € R e tem-se f'(x) = 2x

Solucao.

Tem-se, para todo x € R e h = Ax:

(x+h)?2 -2
———— =1mQ2x +h) =2
N T

Portanto, f'(x) = 2z.
Exemplo 5.5. Derivada da fungao f(x) = z™.

Mostre que a funcao f(x) = 2™ (n € N, n # 2) € derivdvel em todo © € R e tem-se
F/(@) = nan=!

Solucao.

Para todo z € R tem-se:

o f@tAD) - f@) . (z+An)r—an
Fla)= lim Az i — =

— lim [(+ Az) — z][(z 4+ Az)" P+ z(z 4+ Az)" 2 + -+ + 2" 2(z+ Az) + 2" 1]
 Az—0 Ax =

lim [(z 4 Az)" P4 z(z+Az)" 2+ - 42" 2 (x4 Az) + 2" = na" !

x—0

isto &, f'(x) = na" L.
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Exemplo 5.6.
Mostre que a fungao f(x) =| x | nao € derivdavel em xz =0

Solugao.

Observe que:

iy e J@) = fO) x|
o= e ~ M >3
Da defini¢ao do valor absoluto, tem-se em (5.3), que:
limmzl e limm:—l
rz—0t+t X z—0— T

Portanto, nao existe f/(0), porém verifica-se que f é uma fungéo continua em x = 0.

Exemplo 5.7. Derivada da funcdo exponencial.
Prove que a func¢ao f(x) = a® para a > 0 e a # 1 é derivdvel em todo x € R, e tem-se
/() = a*Ln a.

Solugao.
a®th _ g ah —1 h _
Para todo = € R tem-se: lim ———— = lim a” - =a" - lim , e sendo, pelo
h—0 h h—0 h h—0 h
h _ aw—l—h s
limite notavel do Exemplo (3.52), }llir% = Ln a, segue-se que fllin% = a” -Lna.

Portanto , f(z) = a® é derivavel e tem-se f'(z) = a® - Ln a.

No caso particular em que a = e terfamos, f'(x) = e*, pois Lne = 1.

Exemplo 5.8. Derivada da funcdo sen x.
Prove que se f(x) =senx, entio f'(x) = cosx.

Solugao.

flz+h) - f(z)

T : 1 =1 =
emos: Jim =) )
. senx-cosh-+senh-cosz —senx ) senxz(cosh —1) senh-cosx
= lim = lim
h—0 h h—0 h h
h—1 h
=senz - }llir% % + cosx - }lbin%) eni (senz)(0) + (cosz)(1) = cosx

Logo, a fungao derivada para f(z) = sen z é a fungao f'(x) = cos.

5.2.1 Reta tangente e reta normal.

Considere uma curva (, e um ponto fixo P em tal curva, e seja uma reta secante que corta a
curva ¢ nos pontos P e @, onde e P # () e o ponto @ € (.

Quando @ aproxima-se indefinidamente ao ponto P através da curva (, a secante ocupara
diversas posig¢oes. Se com a aproximacao ilimitada do ponto @) através da curva ( para o ponto
P, a secante tende a ocupar a posicio de uma reta denominada LT, chamada-se a esta tltima

de reta tangente a curva ¢ no ponto P, como indica-se na Figura (5.2).
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Seja f : R — R, funcao derivavel em =z = a; considerando a interpretacao geométrica da

derivada f’(a) tem-se as seguintes defini¢oes:

Definicao 5.4. Reta tangente.
A Reta tangente ao grdfico dey = f(x) no ponto P(a, f(a)) tem por equagao: Lr :y— f(a) =
f(a)(z — a).

y |

Fetz tangentz

//

. v = bz
E ® \\\\\ E=ta p
ﬁ(o: B S 1o .
o A 2 e

Figura 5.2: Figura 5.3:

Definicao 5.5. Reta normal.
A reta que passa pelo ponto P(a, f(a)) e € perpendicular a reta tangente no grifico de f em

P, é chamada “Reta normal ao grdfico de f no ponto P”. (Figura (5.3)).

Se f'(a) # 0 a equagao da reta normal tem por equacao: Ly :y — f(a) = —(z — a).

Se f'(a) =0, a equagao da reta normal é&: Ly : z = a.

O comprimento do segmento da tangente AP compreendido entre o ponto de tangéncia e o
eixo x, é chamado de comprimento da tangente, e é denotado por T'.

A projecio de AP sobre o eixo z, isto é AB é chamado subtangente, e seu comprimento
denota-se com S7. O comprimento do segmento da normal PC compreendido entre o ponto de
tangeéncia e o eixo x é chamado de comprimento da normal, e € denotado com N. A projecao de
PC sobre o eixo z, é chamado subnormal e seu comprimento denota-se com Sy .

Da Figura (5.3) tem-se:

oo |
o T AP |= Vi@ 51 = | L TP

o Sy=|BCI|=|f(a) tana|=| f(a)- f'(a) |

e N=|PC|= @7+ = fa) /@) +1

A luz desta interpretacao geométrica, podemos definir:

r(Az) = f(a+ Ax) — f(a) — f'(a)Az (5.4)
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de onde, em virtude da defini¢do da derivada e da igualdade (5.2) segue que

. r(Ax)
Aligo Ax

=0 (5.5)

Vejamos tal fato geométricamente.
Notemos que & medida que Az — 0, o ponto
a + Az tende para o ponto a, as retas secantes aos
Ti= fa) ax ¥ =1"{anx-a) + {a)

pontos (a, f(a)) e (a+Ax, f(a+Ax)) tendem a reta £

tangente no ponto (a, f(a)) e o resto r(Ax) tende  Fialax + fa)
Batanh S

.
[RS8

modularmente para zero.
Bal

Notemos que o produto f/(a) - Az pode ser en-

carado, a medida que Az varia em R , como uma

aplicagdo linear T : R — R, definida por T(Ax) = N

f'(a) - Az (que depende do ponto a) de modo que

definindo-se, como em (5.4),
(5.4) Figura 5.4: O conceito de derivada associ-

r(Az) := f(a+ Az) — f(a) — T(Az) ado a existéncia de aplicacoes lineares.

tem-se

r(Ax)

li =0
A:lzgo Ax

No caso unidimensional, o conceito de derivada & luz do exposto acima pode nao ajudar
muito. Contudo, quando consideramos fungoes reais de mais de uma variével, esta nova maneira
de conceber o conceito de derivada é de fundamental importancia, conforme estudaremos poste-

riormente em uma disciplina de varias variareis.

Exemplo 5.9.

Dada a fungio g(x) = 2?43z — 2, obter as equagdes da reta tangente e reta normal ao grdfico
de f nmo ponto P(2, 8) e determine os comprimentos da reta tangente, normal, subtangente e
subnormal.

Solugao.

Como ¢(2) = 8, entao P(2, 8) pertence ao grafico de g(x). Por outro lado, ¢'(z) = 2z + 3,
logo ¢’(2) = 7, assim a equagao da reta tangente pedida é&: Ly y—8 = 7(x—2) isto é Tx—y = 6.
1 1

O coeficiente angular da reta normal é m = ——(2) =z e sua equagao, Ly : y—8 =
g
1
—?(ZL‘ —3)istoé: Ly: Tor+y=29.
3
O comprimento da tangente é: T = 5\/5, o comprimento da normal ¢ : N = 3v/5; o

comprimento da subtangente é : Sp = — e, o comprimento da subnormal é : Sy = 6.

2
Exemplo 5.10.

Seja f(x) = x? — 2 — 2. Determine a equagdo da reta tangente ao grdfico de f que seja
paralela ¢ reta L: x+y=38.

Solucao.
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O coeficiente angular da reta L é m = —1; o coeficiente angular da reta a determinar e
f'(x) =2z — 1, como as retas tem que ser paralelas, f'(z) = —1 o que implica 2z — 1 = —1 logo
x =0 e o ponto de tangéncia acontece em P(0, f(0)) isto é em P(0, —2).

Portanto a equagao da reta pedida é&: y — (—=2)) = —1(x —0) isto é z +y = —2.

Exemplo 5.11.
A reta L passa pelos pontos P(4, 5) e Q(9, 11) e, € normal ao grdfico de h(z) = x> — 4 em
R(a,h(a)). Determine R e a equagio de L.

Solucao.
. ) 1 1
O coeficiente angular da reta L é m = — () =5 Por outro lado, dados os pontos P
a a
11-5 1 6 5

6
=2 logo —— = 2 _ 2
0-4 5 ® 7,75 T “T12°¢

—5)\? 551 5 551 6
h(a) = (12> —4 = ~ad entao R(_E’ —m) eaequacao dareta Lé: y—5= 5(:6—4).

Portanto, L: 6z — b5y = —1.

e ) o coeficiente angular da reta L é m =

5.3 Derivadas Laterais.
Seja f : A — R uma funcao, e o ponto de acumulacdo a € A.

Definicao 5.6. Derivada d esquerda.
Diz-se que f € derivdvel a esquerda no ponto x = a, quando existe e € finito o limite:

G0

r—a~ r—a

Este limite é chamado derivada de f a esquerda do ponto x = a, e indicado com uma das

notagoes: f'(a”); Df(a™); %(a*).

Definigao 5.7. Derivada a direita.

Diz-se que f € derivdvel a direita no ponto x = a quando existe e € finito o limite:

G0

z—at r—a

Este limite é chamado derivada de f a direita do ponto x = a e indicado com uma das

notagoes: f'(at); Df(a™); %((ﬁ).

Exemplo 5.12.

Calcule as derivadas laterais no ponto a = 0 da fungdo:

f(x):{ ;17,2 se, <0

x4, se, x>0

Solucao.
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— f(0 -0
Da Defini¢ao (5.6), temos que lim M — lim 2 = lim -1 = 1. Por tanto,
z—0~ z—0 z—0- T z—0~
P =1
— f(0 20
Por outro lado, pela Defini¢cao (5.7) lim M — lim 2 = lim -z = 0. Logo,
x—0t z—0 x—0+ x z—0t

f(07) = 0. Nao existe derivada de f(z) no ponto z = 0.

Exemplo 5.13.
Calcule as derivadas laterais da fungao f(x) =| x| no ponto x = 0.

Solugao.

Pelo mostrado no Ezemplo (5.6), resulta que:

f(x)—f(O):|m|:{1, se, >0

xz—0 T -1, se, <0
logo, f'(07) =—1 e f/(0%) = 1; portanto f(z) =| z | nao é derivavel em z = 0.
Exemplo 5.14.

Prove que a fungao f(z) = {

Solugao.

z, se, x>0

nao € derwdvel a esquerda no ponto x = 0.
1, se, <0

De, fato tem-se

— 1-— 1
lim M: lim 0: Iim — = -
r—0— r—0 r—0~ L — 0 x—0— T

e a fungao nao é derivavel a esquerda, porque o limite lateral & esquerda nao é finito (é infinito).

Propriedade 5.1.
Seja f: R — R, uma funcdo, f € derivdvel em x = a se e somente se existem e $Go iguais

as derivadas laterais f'(a™) e f'(a™).

A demonstracao desta propriedade é exercicio para o leitor.

5.4 Derivabilidade e Continuidade.

Propriedade 5.2.

Se uma fungao y = f(x) é derivdvel no ponto x = a, entao ela é continua em x = a.
Demonstracao.
existe e, é finito.

f(z) — f(a)

Por outro lado, para todo € D(f), =z # a, a seguinte identidade ¢ valida:

Por hipotese, f é derivavel em z = a; entao f’(a) = lim
T—a
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Entao calculando o limite em [f(z) — f(a)] quando © — a, e aplicando a propriedade do

produto de limites e a existéncia de f'(a), tem-se:

lim [ f(z) — (a)] = lim 280 = 1(@)

T—a r—a Tr—a

(z—a)=f'(a)0=0

isto é lim [f(x) — f(a)] = 0.

r—a

Portanto, lim f(z) = f(a) ; isto é f é continua no ponto = = a. O
r—a

Observagao 5.2.
A reciproca da Propriedade (5.2) nao € verdadeira, isto €, uma fungao pode ser continua num

ponto, sem que seja derivdvel nesse ponto.

Um exemplo ¢ dado pela fungao f(x) =| = | que é continua no ponto x = 0, porém nao ¢
derivéavel nesse ponto (veja o Exemplo (5.6)).

Outro exemplo é dado pela funcao

f(:c):{ x; se, <0

x4, se, x>0
ela é continua no ponto x = 0, porém nao é derivavel nesse ponto.

Exemplo 5.15.

Analisar a deriwabilidade em x = 2 para a fungao f(x) definida por:

fz) =

2 — 22, se, x<?2
x? —dx+4, se, x>2

Solugao.

A funcao é continua em xz = 2, porém nao é deriviavel em = = 2; observe que as derivadas
laterais sao diferentes:
2—2?) — (222
= lim ( )~ ) =—4

r—2~ r—2 r—2~ r—2

2 (9 _ 92
~ im (z dr +4) — (2 —27) ~ oo
r—2+ T — 2 T—2+ T —2

Exemplo 5.16.
axr+b, se, x>1

Determine valores a e b para que exista f'(1) se: f(x) =
x°, se, <1

Solugao.

Como f/(1) existe, entao f é continua em z = 1;isto é f(1)=1=a+b e f/(17) = f/(11),

como f'(17) =2 e f(17) = a obtém-se que a = 2, conseqiientemente b = —1.

Exemplo 5.17.



Calculo Diferencial em R 209

Determine se a fungao f(x) = é derivdvel em x = 0.

%, se, x é racional
0, se, x € irracional

Solucao.

Da defini¢ao de fungao derivével no ponto x = 0 tem-se:

_f)—f@) . f(R) =0 f(h)
"0)=1 f(i = lim ——— = lim ~——~
JO0) = fim == oo b oo h
porém,
f(h) ) h, se, héracional
h 0, se, h éirracional
o : . . f(h)
logo, é derivavel em x = 0 e em quaisquer dos dois casos }llm%) = 0.

Portanto, f/(0) = 0.

Exemplo 5.18.

Determine se a fungao f(x) assim definida :

€ derivdvel em x = 0.

Solucao.

Considerando a reciproca da Propriedade (5.2) tem-se que: Se uma fun¢ao nao € continua
em x = a, entdo ela ndo € derivdvel em xr = a.

Observe que a fungao f(x) nao é continua em x = 0; logo ela nao é derivavel em x = 0.

5.4.1 Regras de derivagao.

Propriedade 5.3.

Sejam f e g funcgdes definidas num mesmo conjunto A C R e derivdveis em a € A , e k uma

constante. .
Entao ,as funcoes kf, f + g, e também — e i se g(a) # 0, sao derivdveis em © = a, e
g
tem-se:

i) (kf)(a) =kf'(a).
i) (f+9)(a) =f'(a) +d'(a)

iv) (1)'<a>=— I cempre que g(a) £0.

-

i / a) = a)g(a)_f a)g/<a) Sempre que a
9 (5) @- TG pre ane o) 2.0
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Demonstragao. (i)
Do fato ser k uma constante temos:

o D@ = (BN k(R a) hnlk.[fX%)—-f@U} _

z—a r—a T—a r—a T—a r—a

— k- {limf(x)_f(a)

T—a Tr—a

| = s

Portanto, kf é derivavel em x = a, e (kf)'(a) = kf'(a).

Demonstragao. (ii)

MESCEEDONPWLGEOIELETO

r—a xr—a r—a xr—a r—a

e como f e g sao derivaveis em = = a,

i £@) = 1@ g@) ~ g(a)

T—a r—a T—a Tr—a

= f'(a) + 4'(a)

Portanto, f + g é derivavel em z = a e (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a)
Demonstragao. (iii)

Tem-se,
@) - (g
lim [f(x) -9(x) — f(a) '9(2 J_r (J:(a) 9(x) — f(a) -ga) | g(ﬂz - Z(a)} _
=ty [0+ o) 2000 (5:6)

Como f e g sao derivaveis em = = a, elas sao continuas em x = a; logo, em (5.6) :

r—a r—a

tim [P I gy 4 g 20900

lim
r—a

-lim g(x) + f(a) - lim

r—a r—a

[f(ﬂﬁ)—f(a)]

Tr—a

[mw—mw}:

Tr—a

Portanto, f.g é derivavel em x = a e, (f.g) (a) = f'(a)g(a) + f(a)d'(a).
Demonstragao. (iv)

Como ¢ é derivavel em x = a, é continua em = = a e sendo, por hipotese g(a) # 0, pela
propriedade da conservac¢ao do sinal de uma fun¢do numa vizinhanga, existe uma bola B(a, r),
tal que para qualquer z € B(a, r), tem-se que g(x) tem o mesmo sinal g(a); de isto segue que
g(a) # 0 em B(a, 7).

Logo, para x € B(a, r); temos:
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1 — (1 Lo 1 9(a)—g(z)
lim (3)@- ()@ iy $@ 6@ _ el
r—a Tr—a r—a T —a r—a T —a
9(2)—g(a)
i - 2@0@ o 9@ =gl L gy L i
T—a Tr—a z—a r—a z—a g(x) - g(a) (9(a))

1 1\’
Portanto, — é derivavel em z = a, e tem-se: () (a) =—
g g

Demonstragao. (v)

1
Observe que, i = f - — e, por hipotese f e g derivaveis em = = a, logo por (iv) desta
g g

propriedade segue que —, (pois g(a) # 0) é derivavel; de (iii) segue-se que e S é derivavel em
g g

T = a, assim:

Exemplo 5.19.
Dada a funcio f(x) = (2? — 3x)? determine f'(z).

Solugao.

f(z) = (22 — 32)? = (2% — 3z)(2® — 3z), entdo aplicando a Propriedade (5.3) iii) segue
f'(x) = (22 — 3)(2? — 3x) + (22 — 32) (2 — 3) = 2(2% — 32)(2x — 3).

Propriedade 5.4.

Sejam f1, fa, -+, fn funcgoes definidas num mesmo conjunto A, e derivdveis em x =a € A
entao:
i)  fitfo+ -+ fn € derivdvel em x = a e tem-se:

(it fot o+ fu)(a) = fila) + f3(a) + -+ + fr(a).
B)  fuX fax oo X fu € derivivel em = a e tem-se:
(fx fax o x fp)(a) =
= fila) x fa(a) -+~ fu(a) + fi(a) X f3(a) -~ fu(a) + -+ + fi(a) x fa(a)--- fi(a).

Demonstragao. (i)

A demonstracao é feita por indugao finita . De fato , para n = 2 ela é verdadeira pela
Propriedade (5.3) (ii), isto é , se f1 e fo sdo derivaveis em x = a; entao f1 + fo é derivavel em
v =aetemse (fy + f2)(a) = fi(a) + fi(a).

Suponha para n = p verdadeira, isto &, (f1 + fa+ -+ fp)'(a) = fi(a) + fa(a) +--- + fy(a),
mostremos para n =p+ 1.

Paran = p+1, podemos escrever fi+ fo+- -+ fp+ fpr1 = (fi+fo+- -+ fp)+ fp+1. E, como
g=fi+ fo+ -+ fp é derivavel em x = a ( hipotese de indugao) e também fp;1 segue-se pela
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Propriedade (5.3)(ii) que: (fi+ fa+ -+ fp+ fp41)(a) = (fr + fo+ -+ fp)(a) + fpa(a) ==
fila) + fyla) + -+ fila) + friq(a).

Logo, ela é verdadeira para todo n € N.
Demonstragao. (ii)

Exercicio para o leitor.
Exemplo 5.20.

Dada f(x) = 322 +2* — 23 + 1 calcule: a) f'(x); b)f/(1).
Solugao. a)

Usando-se a Propriedade (5.3) parte (i) e (ii) tem-se:
Fl(@) = (8% + (@) + (2% + (1) = 8(a%) +4a? — (@) +0 =

= 152* + 42% — 32% = 152* + 42° — 322

Solugdo. b)

E uma substituicdo direta, ()= 15(1)4 +4(1)% - 3(1)% = 16.
Exemplo 5.21.

Dada f(z) = (2% + 2z + 1) - 23 calcular f'(x).
Solucao.

Aplicando a Propriedade (5.3) parte (iii) e (i) temos:
fla)=@4+z+1) -2+ (@ +z+1) (2%) =

=2c+14+0)-23+ (@ +x+1)- 322 =222  + 2+ 322 + 32+ 3) =

= 2?(52% + 42 + 3)

Portanto, f(z) = z%(52? + 4z + 3).
Exemplo 5.22.

Se f(x) =z e g(x) =|z |, calcular (f + g)'(x).
Solugao.
1, se, >0
—1, se, £<0
2, se, x>10
0, se, <0

Tem-se: f'(z) =1, VzeR eg'(z)= {

Logo, (f +9)'(x) = f'(z) + ¢'(x) = {

Exemplo 5.23.
1
Dada f(z) = —, parax € R—0 e €N, calcule f'(z).
x

Solugao.

1
Sendo f(x) = — para n € N; temos por aplicagoes da Propriedade (5.3) (iv), para todo
x

0— (") —n-2nt
C ) — _ _
r€e€R—-0: fi(z) = @E =-nr—n-—1
Portanto, f'(z) = —n -2 " ! = —n

xn+1 :
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Exemplo 5.24.

2
Dada f(z) = 915+ . x#1, calcule f'(z).
-z

Solugao.

Temos, por aplica¢do da Propriedade (5.3) (v), para x # 1:

() = (x+2)(1-2)—(z+2)1—-2) 1-1-2z)—(x+2)(-1) 3
o (1—a)? - (1—a)? T (1—ap

Portanto, f'(x) = 5

(1—-=)?
Exemplo 5.25.
x

Dada a f(z) = e

1_{_ 5, calcular f'(z).
x

Solugao.
Aplicando-se a Propriedade (5.3) (v) e o Ezemplo (5.7), vem:

x-er) 22) —x- e z2) et - e” 22) —x-e* -2
f’(:c):( )'(1+ %) (1+27) (L-e"+ )1 +27) 2x

(1+a2)2 (1+22)2
_ er + - et + x%e” 4+ a3 — 22%e” . e’ (1 +a — a2 +2%)
= 1+ 222 - (1 + 22)2
, e’ (14 z —a? + )
Portanto, f'(x) = 1+ 22)2

Observagao 5.3.

a) Quandon € Z e f(z) = 2" , entdo f'(r) = n.a™ L.

b) Em geral, se ¢ ¢ um ntimero racional e f(z) = 2¢, entdo a derivada f/(x) = ¢ 2L

1s
Por exemplo, se f(z) = ¥/x, entdo f/'(z) = 5

x4,

Exemplo 5.26.
Dada a funcio f(x) = (2% — 2x)3, determine f'(z).

Solucao.

Aplicando-se a Propriedade (5.3) (i) tem-se que: f(z) = (2 —2z)% = (22 —2z) (2% —22) (2> —
2x) logo f'(z) = (2? — 22)/(2? — 22)(2? — 22) + (2% — 22)(2? — 22)'(2? — 22) + (22 — 22)(2? —
27) (22 —22)', isto &: f'(x) = (22 —2)(2? —22) + (2% — 22) (22 — 2) + (2% — 22) (2% — 22) (22 — 2) =
312z — 2)(2? — 22)? = 6(z — 1)(2? — 22).

Portanto, f'(x) = 6(z — 1)(2? — 2x).

Exemplo 5.27.
5 b 4
Dada a funcio f(z) = w, determine f'(a).
VR

Solugao.

Aplicando-se a Propriedade (5.3)(ii) e considerando que a, b e ¢ sdo constantes, tem-se que:

1 5 4 ~ 1 4 3
r)= —— - (ax® + bz™ + ¢), entado ") = ————- (haz™ + 4b2°).
f@) = s - ( ) 1'@) = s )

Saxt + 4ba®
Portanto, f'(a) = ar + o0

Vaz+ 02+ 2
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5.4.2 Derivada de Ordem Superior.

Seja f : R — R uma fungdo, e B = {x € D(f) /. f é derivavel em z } # (. A funcao f
definida em B ¢ chamada funcao derivada de f(z) ou primeira derivada de f(z) e ¢ denotada
pela fun¢ao f’(x). Suponha que exista um subconjunto nao vazio em B para o qual f’(z) admita
derivada; isto é para o qual (f’)'(x) exista. A derivada da primeira derivada de f’(z) é chamada
segunda derivada de f(z) e indicada com uma das seguintes notagoes:

d2f(x) 2 dzy
D 7
dxz ’ Z‘f(x)a dl’Q

f(@), sey = f(x)

Quando f”(a) existe, diz-se que f(z) é duas vezes derivavel em x = a e o namero f”(a) é
chamado de - sequnda derivada de f em x = a.

Suponha que exista um subconjunto nao vazio em B para o qual f”(z) admita derivada; isto
é para o qual (f”)(x) exista. A derivada da segunda derivada de f(x) é chamada de terceira
derivada de f(z), e indicada com uma das seguintes notagoes:

3 3
@), D pas), T ey = g

Quando f"'(a) existe, diz-se que f(z) é trés vezes derivavel em x = a e o namero f"'(a) é
chamado de terceira derivada de f em x = a.
Derivando sucessivamente a fungao f(z) (sempre que seja possivel), obtém-se a n-ésima

derivada ou derivada de ordemn da fung¢ao f(z), e indicamos com alguma das seguintes notagoes:

d"f(x)

dx™

£ (@),

D@, T sey=f)

Propriedade 5.5. Formula de Leibnitz.
Suponhamos que as fungoes f(x) e g(x) sejam derivdveis até a ordem n num mesmo subcon-

gunto A de numeros reais. Entaoy = f(x)- g(x) é derivdvel até a ordem n em A e tem-se:

T @) g =

dx™
(”) £ () - g(x) + (”) FO (@) - g (@) + (”) FO (@) g7 (@) + -

n—2 n—1

+---+< " )f”(a:)-g<”—2><x>+< " )f/(w)-g‘”‘”(x)Jr(Z) f@)- g™ ()

A demonstragao é exercicio para o leitor.

Exemplo 5.28.
Dada as funcées f(x) =| 5z% —3x+9| e g(z) =5 calcular: i) f7(x) ii) g"(z).
Solugao. (1)

522 — 3z + 9, se, Hx?—3xr>9

x)=|522 -3z +9|=
f@) =| | {—(5x2—3x+9), se, 5a? 3w <9



Calculo Diferencial em R 215

") —
/(@) {—(103:—3), se, ba?—3x<9 —10, se, bz?>—3zx<9

Solugao. (ii)

10z — 3, se, br?—3x>9 . 10, se, b5x?—3x>9
e [7(z) =

Para a fungao g(z) = 5% pelo Ezemplo (5.7)tem-se ¢’'(x) = 5x-Ln 5, logo ¢” (z) = 52-Ln 5-Ln 5

assim ¢” (z) = 5z - (Ln 5)%.

Exemplo 5.29.

Considere a fungao h(z) = %,determine hin)(z).
T —
Solugao.
1 ~1 _2
Suponha x # 3 entao h'(z) = Bro12 =—Bzx—-1)""
W (x) = —(=2)3)Bz-1)"°, h(z) = ~(-2)(=3)(3)*(3z-1)7", AW (z) = —(~2)(~3)(~4)(3)*(3z~
_ —1)%.4!.33
1)—° 2 7 (4) _ (
)2 isto é hl¥ (z) G 1)
n n—1
_ . ~ (n) _ (—1) 7’L'3
Mostra-se por indugao que, h\™(x) Go =1

5.4.3 Derivada da Funcao Inversa.

Seja f : I — J uma fungdo monotona (crescente ou decrescente) estrita e sobrejetiva e I e

J intervalos reais. Entao existe, a funcao inversa g : J — I e ambas sao continuas.

Propriedade 5.6. Regra da derivada de fun¢ao inversa.

Se f € derivivel em z = b e I e f'(b) # 0, entdo, g € derivdvel em a = f(b) e tem-se:

o)=L 1
PR T Pl
Demonstracao.

Com efeito, como para y # a corresponde g(y) # g(a), pois g ¢ monodtona estrita, assim

teremos g(y) — g(a) #0 e :

9(y) —g(a) _ 1 _ 1
y—a y—a f(x)*lJ:(b)
pr
9(x) — g(a)
Passando ao limite quando y — a, como = = g(y) — b = g(a), pois g é continua; e, sendo
o H@—f0) _ g o ) = i W) —9l@) L
por hipdtese glclgi — f1(b) # 0, segue-se: ¢'(a) gliI}L - :l}liI}L J—a
, ) , 9(y) —g(a)

@S0 70 Fla@) -

x—b r—2b
Exemplo 5.30.
Dada a fungio g(x) = Yz calcule ¢'(x).

Solucao.

A fungao g(x) = /z, definida por g : R — R se n é fmpar ou g: g : Rt — R* se n é par
. Em qualquer caso, y = g(x) = /= se e somente se, z = f(y) = y". Como ja estudamos

anteriormente, se f(y) = y™ ,entdo, f'(y) = ny" ' e f'(y) # 0.
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Logo, pela Propriedade (5.6),

para x # 0. Este resultado pode ser posto sob forma de expoente , isto ¢, g(x) = o7 entdo
/( ) 1 1 1 1—n
Tr)=—- _— = — - n .
g n xn71 n

n

Exemplo 5.31.
Dada a fungio g(z) = log, x , para x € RT, calcule ¢'(z).

Solugao.
Temos : y = g(x) = log, = se e somente se, z = f(y) = a¥
Dado f(y) = a¥, pelo Ezemplo (5.7) segue que f'(y) = a?Lna # 0 quando a¥ >0 e a > 0,
1
logo pela regra de derivada de fungao inversa ¢'(x) = = = quando
'y ) a¥-Lna z-Lna
1 1
x > 0. No caso particular em que g(z) = Lnz temos que: ¢'(z) = = —, lembre que

xz-Lne x
Lne=log,e = 1.
Propriedade 5.7.

Se f: A — R é derivdvel no ponto a € A, entao existe uma fung¢iao N(h), tal que: f(a +
h) = f(a) = f'(a) - h+ N(h) - h para todo x =a+h € A e N(h) =0= N(0).

Demonstracao.
De fato, sendo f derivavel em z = a temos: }llin%) flat hf)z — fla) = f'(a) assim, podemos
escrever na forma fllin% Jlat h}z —fla) _ f'(a)| = 0.
fla+h) — f(a)
Definimos: N(h) = h ) se, h#0
0, se, h=
Tem-se, para h #0, N(h)-h= f(a+h)— f(a)— f'(a)-h
Portanto, f(a + h) — f(a) = f'(a) - h+ N(h) - h. O

5.4.4 Regra da Cadeia.

Propriedade 5.8. Sejam f: A — R e g: B — R fungoes tais que Im(f) C B. Se f é
derivivel em x = a € A e g € derivdvel em b = f(a) € B, entdo, gof é derivdvel em x = a e

tem-se: (gof)'(a) = g'(f(a)) - f'(a).
A demonstragao é exercicio para o leitor, é suficiente aplicar a Propriedade (5.7)

Exemplo 5.32.
Dada a fungio g(x) = VI — 15 caleular: g’ (z).

Solucao.
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x
Para a funcio g(z) = V22 — 15 tem-se ¢'(z) = ————, logo:
Gao g(z) = v 9(@) = =z log
2
Va?—15 - o 15

g’ (z) = ( [02 — 15)2 ( 22 — 15)3

15
VD)
Exemplo 5.33.
Dada F(x) = (23 4+ 1)2, calcule F'(x)

Primeira solucao.

assim, ¢”(x) =

Observando que F(x) = (23 + 1) - (#® + 1) podemos aplicar a Propriedade (5.3), obtendo :
Fl(z) = (23 + 1)@+ 1)+ (2 + 1) (2® +1) = 32 (2> + 1) + (23 + 1)(32?) = 62%(2> + 1)

Exemplo 5.34.
Dada F(z) = (2% + 4z — 2)'%° calcule F'(z).

Solugao.
A funcdo F(z) é composta gof das funcdes g(y) = ' e f(z) = 22 + 42 — 2; desde que
g (y) =100y* e f'(z) =2z + 4, segue-se que

F'(z) = 100(f(z)) - (42 — 2) = 100(x? + 42 — 2)%(2z + 4)

Portanto, F'(x) = 200(2? + 4z — 2)%(z + 2).

Exemplo 5.35.
Dada F(x) = a®

Solugao.

P2+ caleule FY ().

A funcao F(x) é composta gof das fungoes g(y) = a¥ e f(z) = 2>—2%+1, logo ¢'(y) = a¥-Ln a
e f'(x) = 32% — 2.
Assim, F'(z) = (gof)'(z) = ¢'(f(z)) - f'(x) =

(/@) . Lna)(32 — 22) = a®*~*"*1 . [Ln a)(32 — 22)

Portanto, F’(z) = a® ~***1. (322 — 2z) - [Ln a).

Exemplo 5.36.
Dada F(x) = ze = aP, calcule F'(x).

Solugao.
Temos que F(z) ¢ a composta gof das fungoes g(y) = ¢y e f(x) = 2P, entdo ¢'(y) = lyé_l
q
. 1 1_ _
e fl(z) = p-aP~l. Assim, F'(z) = (gof)'(2) = ¢'(f(2)) - f'(2) = g[f(fﬂ)]q bopar! =
1 1_q p—q

,[xp]q .pmp—l — gx P
q
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pP—q

Portanto, F'(z) = Lz v .

Exemplo 5.37.
Dada a fungio F(z) = log, (223 + 42? — 1) calcule F'(x).

Solugao.

A funcdo F(x) é composta gof das funcdes g(y) = log,y e f(x) = 223 + 422 — 1 e tem-se

/ _ / _ 2
9'(y) = Jna © f'(x) = 622 + 8x.
1

L F, == / . f! = . 2 .

ogo, F'(2) = ¢ (f(@)) - ['@) = Ga r —yina (6% +82)
1 1

P o = .

ortanto, () Lna [2:1:3 +4x? — 1}

5.4.5 Derivada de uma funcao implicita.

Nos problemas de aplicacdo, nem sempre é possivel achar uma solugao que descreva um
modelo como uma funcao definida explicitamente em termos da variavel independente. Algumas

vezes a funcao é dada em forma implicita como por exemplo:

at — 2%y + 3y — P =0

Aqui y é uma fungdo que depende de x, mais ndo estd dada na forma explicita como uma
funcao de z; isto é y = f(x).

Seja E(xz,y) = 0 uma equagao de variaveis © e y. Se ao substituir y por f(z) a equagao
transforma-se numa identidade entao a fungao definida por y = f(z) é chamada de fungao
implicita determinada pela equacao E(x, y) = 0.

Por exemplo, suponhamos a equacio E(z, y) = y?> — x — 2 = 0 determina implicitamente as
fungoes y = Vo +2 e y = —/x + 2, podemos supor y = f(z), entdo na equacio E(z, y) = 0
resulta: [f(2)]? — 2 — 2 =0 onde [f(z)]? =z + 2.

1
Derivando em rela¢ao a variavel = tem-se = entdao 2f(z) - f'(x) = 1 assim f'(x) = 7 @)
x
1 1
Logo, f'(z) = ouy = )
80 F0) =75 Y = s
. dy?  d(z+2) -
Este resultado podemos obter sem substituir y por f(z), observe que P entao
x x

2y -y = 1 assim 3y = 21y Se consideramos a igualdade y = —+/x + 2 o resultado permanece
valido.

Em geral, se a equagao E(z, y) = 0 define implicitamente a fungdo y = f(x), para obter % é
suficiente derivar a equagao considerando a varidvel y como funcao de x e da equacao resultante

isolar a varidvel y; isto é:

dE

dy _ __ dz
- dE

dx &

Exemplo 5.38.

As sequintes fungoes definem implicitamente uma fungao y = f(x), determine a derivada y'.
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a) 22+y*=6 b) y?—-5r—-8=0
c) 422 —16y2—64=0 d) zy* -2y —y® =9
Solugao. (a)

Observe que y = +v6 — 22 e, na equacio x> + y> = 6 ao derivar em relacdo a variavel x
T

V6 — 22

resulta 2z + 2y -y’ = 0, onde 3/ = —E, istoéy = —
)
Solugao. (b)
5
Para e equacio y? — 5z — 8 = 0 segue-se que 2yy’ —5 = 0, logo 3/ = 20 como y = £+/5x + 8
Yy

)
entao vy = ———

R
Solugao. (c)

Ao derivar a equacio 422 —16y? —64 = 0, resulta 8z —32y-y’ = 0, onde yy = % e substituindo
Y
y = +v64 — 422 segue-se que y' =

Solugao. (d)
Derivando a equagdo xy? — 2%y — y3 = 9z, tem-se (y? + 2xyy’) — 22y + 22y') — 3% -9y =9

X

4464 — 422

entdo ' (2xy — z% — 3y?) = 9z — y? + 2xy.
9z — 22 + 2xy

5"

Portanto, y, = m

Exemplo 5.39.
Dada a equacdo x° +y° — 22y =0 e y = f(x), determine f'(1).

Solugao.
Derivando implicitamente, 5z + 5y* - ¢/ — 2y — 229/ = 0 onde 3/ (5y* — 2x) = 2y — 52%. Na
2y — bt 2(1) — 5(1)°
equacao original quando z = 1 tem-sey =1 e 3/ = 5;7_;, entdo f/'(1) = M =—1.

Portanto, f/(1) = —1.

Exemplo 5.40.

Seja a equagdo \/E—i— \/g =38, ey = g(x); determine y'.
Y x

Solugao.

2
Observe que [\/E—l— \/5] = 64 , onde z + y_ 62 assim 22 + y?2 = 62xy. Derivando
Yy T Yy &z

implicitamente: 2z + 2y - ¢’ = 62y + 622y’
,  x—3ly
Portanto, ¢’ = .
3l —y

Exemplo 5.41.

Vi V2

50 —7) a circunferéncia de centro na

\)

Determine a equagao da reta tangente no ponto (
origem e raio 1

Solucao.

A equagdo da circunferéncia é dada por 2% + y? = 1. Sabe-se que o coeficiente angular da
reta tangente num ponto & circunferéncia, é dada pelo valor de sua derivada nesse ponto.

Derivando implicitamente e equagao da curva temos que:

dy _

d
2x+2y£:0 e

<8
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2 dy V2

Em particular para o ponto (7, —7) resulta que i 2\/5 =1
x _V2
2

2
Logo.y— (YD) = 1(a =) = y=—a+V3

Portanto, a equacao da reta pedida é, y = z + /2.

Exemplo 5.42.

Um clube universitdrio levanta fundos vendendo barras de chocolate a R$1,00 cada. O clube
paga R$0,60 por cada barra e tem um custo anual fixro de R$250,00. FEscreva o lucro L como
funcao de x, niumero de barras de chocolate vendidas num ano. Mostre que a derivada da fun¢ao
lucro é constante e que € igual ao lucro obtido em cada barra vendida.

Solugao.

A fungao receita da venda de x barras de chocolate é R(xz) = (R$1,00)z = z; a fun¢do que
determina os gastos num ano ¢ G(z) = (R$0,60)x + R$250 = 0, 62 + 250. O lucro L(z) é dado
por: L(z) =z — (0,6x + 250) = 0,42 — 250.

O lucro obtido na venda de cada barra de chocolate ¢ (R$1,00) — (R$0,60) = (R$0,40), e
a derivada da fungao lucro é L'(z) = 0,4, observando-se que é igual ao lucro de cada barra de

chocolate.
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Exercicios 5-1

1. Aplicando a defini¢do, calcular a primeira derivada para cada uma das seguintes fungoes e

indicar seu dominio.

L f()=62"=5z+2 2. f(z)=2"—3" 3. f(m)zgitg
4. f(ac)z\/xlﬁ 5. f(z)=V16—22 6. f(x)zgfw

2. Dada f(z) = \/z, calcule : 1. f(2); 2. f(x).
3. Dada f(x) = 2% + 4z — 5, calcule f/'(—1).
4. Dada f(z) = %, x # 0, calcule: 1. f(2); 2. fl(z).

5. Determine quais das seguintes fungoes sao derivaveis nos pontos indicados:

1 (@) x4+ 3, se, <3 3
. €Tr) = a = —
—xr+5, se x>3

x2—9 se, <3
2. ) = ’ ’ a=-3
/(@) {\/IJF?), se >3

4.  f(z)=|2®>—4] a=2
|+ 2| se, <0
5. flz) =4 2—22 se, 0<z<2 a=0 e a=2.

22 —4dx+2, se 2<ux

6. Mostre que: (a) Se f é funcao par, entao f'(z) = —f'(—z). (b) Se f é funcdo impar,
entao f'(z) = f'(—x).

7. Define-se o dngulo entre as curvas y = f1(z) e y = f2(z) no ponto de intersegdo M (zg, yo),
ao menor angulo compreendido entre as tangentes respectivas no ponto M. Este dngulo é
f3(@) — fi(z)
1+ fi(z) - f3(x)

determinado pela formula seguinte: tan g =

) . . . . 225 o3
1. Determine o dngulo que forma com o eixo das abscissas a tangente & curvay = — — —

3 9
tragada no ponto x = 1.

2. Determine o angulo compreendido entre as parabolas y = 8 — 22 ¢ y = 22

2

3. Determine o angulo entre a parabola y = 4 — x* e o raio vetor do ponto M (1, 3) desta

linha.
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8.

10.

11.

12.

13.
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Para cada uma das seguintes fungoes determine a primeira derivada.
3
L) =2 2 f@) =12,
3/ 1 1-— 1'2
3. fl@)= (- D{/T 4 @)=
4 — 2
5. 5@ =\ G 6. f(x)=(-2){/{wt5)
a8 B8
7. f@)=a?| x| 8. f0) =
s a2
9. f(z)= N a T 10. f(z)=|z*—-9|
_ 2 Vit +Vi-z
11. f(x)_\/ﬂ+\/; 12. f(x)_\/1+x—\/1—x
18, f@) = Y@ T2PP 1 f@)—ave -
z? —a

15. f(z) = 11% 16. f(z) = é’(/(1+x3)8—é€’/(1+x3)5
x
17. f(z) = g 18. f(z) =z +1++va 1)
Dada a fungao: f(x) = { g’ s, z# 8 pede-se:
, se, x=

1. Provar que ela é continua no ponto x = 0.

2.) Calcular as derivadas laterais dessa fun¢ao no ponto x = 0.

Suponha a fungao y = f(z) seja derivavel em x. Mostre o seguinte:

fx+h) = flx—h)

1.  f'(z) = lim

h—0 2h
o fleth) - fle—k)
o) —
2. Jl@)= htk
|
Seja g(z) = 2" e 0 < k < n; mostre que: g¥)(z) = ﬁaf“k

Mostre que se f ¢é derivavel em x = a, entao | f(z) | também ¢é derivavel em = = a sempre

que f(a) # 0. Dar um exemplo quando f(a) = 0.

Para cada uma das seguintes fun¢oes f(x), determine f(f'(xc)).
1

1. f(x)=- 2. f(z)=2?
x

3. f(x)=17 4. f(z) =17z
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Determine f/(z) em términos de ¢'(x) se:

1
1 =z’ 2 =327 — 3. h(z)=
fla) = o) =30° — (@) =5
x
4 @)=+ 5 gla)= 6. h(x) = (2 — 1)
. 9 . ds .
Seja t =2 — 3s + 3*, determine I mediante s
. 3 . dx
Seja x = y°> — 4y + 1. Determine T
Y
Determine as derivadas das fungdes y = f(z) em forma implicita. fungoes:
z2  y? 3.3
1. ﬁ#—b—Q:l 2. Vr+y=+a 3. z°—y° =3azy
4. 2+t =% 5. z¥=1y" 6. Va4 Vy2=Va?
N . . N 2r° 22
Que angulo forma com o eixo das abscissas a reta tangente a curva y = =3 "9 tracada

no ponto com abscissa x = 17

Escrever as equacoes da reta tangente e normal & curva z2 + 2zy% 4+ 3y* = 6 no ponto
M(1, —1).

2 2

x
Mostre que a tangente a elipse — + %2 = 1 no ponto M (xg, yp) ¢ dada pela igualdade
a
TTo | YYo2 1
o
22 2
Mostre que a tangente a hipérbole — — ol 1 no ponto M (zg, yo) é dada pela igualdade
a

Txq yy02_1
2 b

2 2
x
Determine as equagoes das tangentes & hipérbole CEE Y 1 que sejam perpendiculares

7
dreta2x+4y—3=0

1 1
Determine a equagao da reta tangente ao grafico f(x) = — de no ponto (6, 6)
x

. ~ ) 8
Determine a equagao da reta tangente ao grafico de g(x) = T+2 que passa pelo ponto
x

(=3, —4). Compare com o Exercicio (24) e encontre uma explicagdo razoavel para o

coeficiente angular dessa reta.
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26

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.
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Determine a equacdo da reta tangente a hipérbole de equacao 222 —3y% — 12 = 0, no ponto

(2v3, 2)

Calcule o coeficiente angular da reta normal ao grafico da funcao g(z) = v/z2 — 1, no ponto
(3, 9(3)) -

Determine a equagao da reta normal & curva y = :CQ—%A, no ponto de abcissa 2.

Determine a declividade da reta tangente ao grafico de 223y — x? 4+ 22y — y®> = —1, no
ponto (1, 2) .

Determine a equagao da reta tangente a curva y = y/z de modo que ela seja paralela a reta

8r —4y —1=0.

De 1988 a 2000, a receita (em milhdes de reais) de uma companhia tinha como modelo
matematico R(t) = 0,87t — 15, 82t3 + 147, 961> — 542, 75t + 784,93, onde t = 5 corresponde

a 1988. Qual a taxa de variacao da receita da companhia em 19937

A receita R (em milhdes de reais) de uma determinada empresa de 1989 a 1993 admite o
modelo R(t) = —5, 113 +25, 6t2 — 29, 3t +- 45,2, onde ¢t = 0 representa o tempo em 1989. a)
achar a inclina¢ao do grafico em 1990 e em 1989. b) Quais sao as unidades de inclinagao

do grafico?.

O custo variavel da fabricacdo de um componente elétrico & R$8, 05 por unidade, e o custo
fixo R$500,00. Escreva o custo C' como fung¢ao de x, o nimero de unidades produzidas.

Mostre que a derivada dessa funcao custo é constante e igual ao custo variavel.
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5.5 Derivada de Funcoes Transcendentes.

5.5.1 Derivada das Funcoes Trigonométricas.

As fungGes trigonométricas sao derivaveis em seus respectivos dominios e tem-se a seguinte

propriedade:

Propriedade 5.9.

a) Se f(x) =senx, entio f'(x) = cosx.

b) Se f(x) = cosz, entio f'(x) = —sen x.

c) Se f(x) =tanx, entio f'(x) = sec? z.

d) Se f(x) = cotx, entdo f'(x) = —csc® z.

e) Se f(x) =secx, entio f'(x) =tanx - secz.

f) Se f(x) =cscz, entao f'(x) = —cotx - cscx.

Demonstragao. (a)
Considere f(x) = sen z entao, da defini¢do de derivada tem-se:

() = lim sen (r + h) —senx ~ im senx - cosh +senh-cosz —senzx
h—0 h h—0 h
. senz(cosh —1)+senh-cosz . cosh—1 . senh
= lim =senx-lim ——— 4+ cosz - lim =
h—0 h —0 h h—0

= (sen x)(O) + (COS x)(l)

Portanto se, f(z) = sen x, entao f/(z) = cosz

Demonstragao. (b)
Considere f(x) = cosz ent@o, da defini¢ao de derivada tem-se:

. cos(x+h)—cosx . cosx-cosh—senh-senx — cosx
'(z) = 1 —1

Fe) = h A h

. cosz(cosh —1) —senh-senx . cosh—1 . senh
= lim =cosz - lim ——— —senz - lim =
h—0 h h—0 h—0
(cosx).(0) — (senx)(1)
Portanto se, f(x) = cosx, entao f'(z) = —senx

Demonstragao. (c)
Tem-se f(z) = tanz, entdo f(x) =

(sen z)' cos z — sen x(cos x)’

sen x
da propriedade da derivada do quociente de duas

fungoes, resulta f'(z) = 5 , isto ¢é
cos?
, cos® x + sen %z 1 9
fi(z) = 5 = ——— =sec’x
cos? cos? T

Portanto se, f(x) = tanz, entdo f'(z) = sec? z.
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Propriedade 5.10.

Seja u = u(x) fungao derivdvel em x, entdo:

a) Se f(x) =sen [u(x)], entio f'(x) = {cos[u(x)]} - v'(z).

b) Se f(x) = coslu(x)], entio f'(x) = —{sen [u(x)]} - v/ (x).

c) Se

f(x) = tan g[u(x)], entio f'(x) = {sec?[u(x)]} - u'(z).

d) Se f(x) = cot[u(x)], entdo f'(x) = —{csc?[u(z)]} - ' (z).

e) Se f(x) = seclu(z)], entao f'(x) = {tanfu(zx)] - sec[u(x)]} - v/ ().

f) Se

f(z) = csclu(x)], entao f'(x) = —{cot[u(x)] - csclu(z)]} - v/ (x).

Exemplo 5.43.

Determine a primeira derivada para as sequintes fungoes:

a)

d) flz)=

flz)= sen2(5x —3) b) g(z) = COS2(G — ) c) h(z) =sen 3 (E)

3
xljif e) h(z)=sen*z . cos’z.
x

Solugao.

a)

b)
c)

d)

e)

f(x) = sen?(52—3), entdo f'(x) = 2sen (5x — 3) - cos(5x — 3)-5; isto é f'(x) = 5sen (10x —
6)

g(z) = cos?(a—), entdo ¢'(x) = —{2cos(a—x)sen (a—x)}(—1), isto é ¢’(x) = sen (2a—2x).

h(z) = sen? (g), entdo h'(z) = {3sen ? (g) cos (%)} . %, logo h'(z) = sen 2 (g) cos (g)

f(z) = 1'+ = entao
) (14 2?)[z -senx) — (1 +22%)'z - senx
x) = =
(14 22)2
(14 a2*){senz +x-cosz} — {z - senz}(2x)
B (14 22)2
2 2
, (I —z%)senx + (1 4+ 2%)x - cosx
onde f'(z) = e
h(z) = sen *z - cos® , entdo h/(x) = [4sen 3z - cos ] cos® x + sen “x[3 cos? z - (—sen z)]; isto

3

& b (z) = sen 3z cos® z(4 cos® x — 3sen %x).

Exemplo 5.44.
1
Sejam as funcdes: f(x) =tan®r+sec?z— =, g(v) =sen (tanz+secx) e h(x) = y/sec /7.
Determine f'(1), ¢'(0) e h'(1).

Solugado.

X

1
a) Dada a fungio f(z) = tan®z +sec?z — —, entdo f/(v) = 3tan?x -sec?z + 2secz - tanx -
x

1 1 1
secr + — assim f'(z) = tanm-sec2m(3tan:n+2)+—2 e f'(1) = tanl-sec21-(3tan1+2)—|—§ =
x x

tan 1

-sec’1-(3tanl+2) + 1.
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Portanto, f/(1) =tan1-sec®1- (3tanl+2)+ 1

b) Para a fungio g(z) = sen (tan x + sec z) tem-se que ¢’(z) = [cos(tanx + secz)] - (sec? z +
secx - tanz), logo ¢'(x) = secx - [cos(tan x + sec z)] - (secx + tanz) e ¢'(0) =secO - [cos(tan 0 +
sec0)] - (sec 0 + tan0) = cos(1).

Portanto, ¢'(0) = cos 1.

c) h(z) = /sec/z, entdo I (z) =

4 .
Portanto, #/(1) = %‘uan\/}.

\/ (sec /) 3[sec v/ - tan \/z] = ~ >ee \gi\/-itan \/E

e

5.5.2 Derivada das Fungoes Trigonométricas Inversas.

Propriedade 5.11.

As funcées trigonométricas inversas sao derivdveis em seu dominio e tem-se:

1
a) Se f(x) = arcsenz, entao f'(z) = T |z |< 1.
—x
b) Se f(x) = arccosz, entao f'(x) = —;, |z |< 1.
V1-—z
1
c) Se f(z) = arctanz, entao f'(x) = a2 v eR
1
d) Se f(x) = arccot z, entao f'(x) = T2 ° €R.
e) Se f(x) = arcsec z, entao f'(x) = ;, |z |>1
|z | Va2 —1
1
f) Se f(x) = arcesc z, entao f'(x) = ——— i, x> 1.
) Se f(x) P = ol
Demonstragao.(a)
Seja f(x) = arcsenx, e y = f(z), entdao x € [-1, 1] e y € [—g, g]

dx
Da igualdade y = arcsen x segue que x = seny e —— = cosy = /1 — sen 2y onde, dr =

dy
V1—sen?y-dy =+1—22-dy.
1

d
Portanto, Yo istoeé f(x) =

dr 1 - g2’

Demonstragao.(e)

para | z |< 1.

1
V1—2a2
Seja f(x) =y = arcsec z, entdo da definigdo da fungao trigonométrica inversa,

z€(—oo, ~1JU[L, 400) e yel0, U (s

92 57 ﬂ-]

. <. . dx
Podemos escrever © = secy, derivando em relagao a variavel y segue-se T secy - tany =
Y
7
secy - v/sec2y —1; se x € [1, 400) entao y € [0, 5) e tany = y/sec?y —1 isto ¢ dox =

x - y/sec?y —1-dy; se x € (—oo, —1] entdo y € (g, 7] e tany = —y/sec?y — 1, logo dx =
secy-y/sec2y —1-dy=| x| Vaz—1-dy.
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d 1
Portanto, . |z |> 1.

dy x| Va1

Propriedade 5.12.

Seja u = u(z) funcao derivdvel respeito a varidvel x, entdao:

a) Se f(x) = arcsen [u(z)], entao f'(z) =

1—[u(@)?
) o @)
b) Se f(x) = arccoslu(z)], entio f'(x) = ~——mmss
) e (@)
¢) Se f(z) = arctanfu(z)), entdo f'(z) = {77 T
d) Se f(z) = arccot [u(z)], entdo f'(z) = —7 +uﬁi)]2

e) Se f(x) = arcsec [u(x)], entdo f'(x) =

f) Se f(x) = arccsc [u(x)], entao f'(x) = —

Exemplo 5.45.
Dada a fungao f(x) = arcsen v'1 — 22 quando | x |< 1; determine f'(z).
Solugao.

x
Considere-se a funcao u(z) = v1 — 22 entao v'(r) = ————, logo considerando f(z) =
Gio u(w) = V (@) =~ log @
/
arcsen [u(z)], e derivando em relacdo a variavel independente x segue-se f'(x) = 1u([x)()]2 =
— [u(x
1 1
u'(z); logo, f'(x) = ° = - : ’ = — quando

1—[u(m)]2 \/1_ VI 222 VI-a? Va2 V11— a2

0<|z|<1jistoé fl(x) = —————= quand00<\ |< 1.

|z | V1 — a2
Exemplo 5.46.
Sejam y = cos(z? +y3) e y= f((z), determine 3.
Solugao.
; 2 3 5 / du
Considere u(z, y) = z* + y°, entdo y = cos[u(z, y)] ey’ = —sen [u(z, y)]d—
x

A equacao u(z, y) = 0 determina a fungao implicita y = f(z), logo ¢y = —sen [u(:v, y)] - [2x+

22 - sen (2% — y?)

1+ 3y2 sen (22 +93)°

3y?-y'] = —2x -sen (2% + y?) — 3y - ¢/ - sen (22 + ¢?), onde ¢y =

Exemplo 5.47.

3a2r — x2

a((12—3:172)]’ determine ¢'(x).

Dada a fungao g(x) = arctan [

Solucao..
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3a2x — 22

ObserVe que U(CE) = [M

] logo, derivando em relagao a x tem-se:

(3a? — 3z%)[a(a® — 32?)] — (3a’x — x 3)(—6az)  3a(a* + 2a’z* + a?

o (z) =

a2(a? — 322)2 T a2(a? — 322)2
Por outro lado g(x) = arctan[u(z)], entao ¢'(x) = . u(z) isto é
1+ fu(z)]?
, 1 3a(z* + 20222 + a* 3a(x? +a 2)?
g (z) = : =
] 302023 |2 a?(a? — 322%)2 a?(a 2 — 32%)? + (3a?x — 23)?
+ a(a?—3x2)
3a

Assim ¢/(z) = —

ssim ¢'(x) P

5.5.3 Derivada das Fungoes: Exponencial e Logaritmica.

Propriedade 5.13.
As fungoes exponencial e logaritmica sao derivdveis em seus correspondentes dominios, e

tem-se:

a) Se f(x) =a*, x€R, entio f'(x)=a” -Lna, VzxeR.

b) Se f(z) =¢€*, x €R, entao f'(x)=¢e*, VzeR.

1
z-Lna

c) Se f(x) =log,x, x>0, entio f'(x) = , Va>0.

1
d) Se f(x) =Lnz, x>0, entao f'(z) = o Va>0.

e) Se f(z)=Ln |z|, z#0, entao f’(:n):%, Va #0.

Demonstragao. (a)
r+h _ a®

Se f(z) = a®, 2 € Rentdoa > 0 ou a # 1. Do Exemplo 5.7 tem-se: f'(z) = }llir% — =
a® - lim = a*Ln a.

h—0
Demonstragao. (b)

Se f(x) =€*, z € R, entdo é um casso particular de a = e, entao pelo mostrado na parte a)
tem-se f'(z) =e”-Lne = e”.
Demonstragao. (c)

Se f(x) = log, x, x > 0, entao y = log, x se e somente se x = a¥ derivando implicitamente

1
esta tltima igualdade em relacio a = tem-se: 1 = a -y’ -Lna, logo ¥ = ——— ; isto &
. a* -Lna
o)
fiz) = z-Lna

Propriedade 5.14.

Seu=u(x) e v=uv(x) sio fungdes derivdveis respeito & varidvel x, tem-se:

a) Se f(z) = a™®, entio f'(x) = a"® -Lna-u'(z).
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b) Se f(z) = e“®), entio f'(z) = e*®) - u/(z).

c) Se f(z) =log,[u(x)], wu(z)>0, entao f'(z) =

u(z)-Lna

d) Se f(z) =Ln[u(z)], wu(z)>0, entao f'(z) =

e) Se f(z) = [u(@)]"®, entio: f(z) = [u(@)]" @ (z) - Ln [u(z)] + ") 2/ (z)]

Demonstragao. (e)
A demonstracao de (a), (b), (c) e (d) é imediata.

Seja f(z) = u(z)"™ entdo f(x) = e @] — gv(@)Ln [u@)] ogo

f() = e MO (@) - Ln [u(a)]) =

— b0 [“(w)]v(m)v/(a:) L [u(z)] + v(z) ().

Assim, f'(z) = [u(2)]" [/ (z) - Ln [u(z)] +

Exemplo 5.48.
x(x—1)

Determine a derivada da funcgdo y = 5
l’ p—

Solucao.

1
Da propriedade da fungdo logaritmo temos que Lny = E[Ln:c +Ln(xr—1)—Ln(z—2)];

| 1 1
derivando £ =[= .

y:2x z—1 x-2
y. 1 1 1, 22 —4x +2
Portanto, 3/ = Z[— + ———],istoéy = .
Q[ac x—1 56—2] 2/x(z —1)(x — 2)3

Exemplo 5.49.
1 X
Determine a derivada da segquinte fung¢do: y = [1 + ] .
x

Solugao.

1
Em modo de logaritmo temos Lny = x - Ln [1 + } = z[Ln (z + 1) — Ln z], calculando a
x

! 1 1 1 1
derivada primeira L Ln(z+1)—Lnx]+2- [ - } =Ln [1 + } — .
Y r+1 = T 14+

Portanto, y' = y[L 1+1 1] 1+1m[L 1+1 1]
ortanto, v’ = y[Ln Il -—1= 2| .Ln = .
¥ =Y x 1+2x x x 142z
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Exercicios 5-2

1. Para cada uma das seguintes fungoes, determine sua primeira derivada em relagao a variavel

T
1. y=sen?(3 - 52) 2. y=cos’(z—a) 3. y=sen?® [g}
_x-senx _ 4 3 _ tanz —1
4. y—m 5. y=sen x-cos"x 6. y—m
tanx sen x + cosx secx — tanx
sen 2x sen x — cos T secx + tanzx
sen 2z n 1+ cos2x
10. y= 11. y=sen (nz)-sen"z 12, y=—-———
tan x 1 — cos2x
[sen (nz)]™ cotx —1
13, y= L 4 1 V1 15, y=— —2
Y [cos(mx)]™ VI—senz — V1 +senz Y= Yanz + 1
\ 2 1
16. y =sen (cosz) 17. y =sen 20 +cos’x 18. y= %
9. y— ez 20, gy S tootz
sec(l —x) 4 tan(1 — x) cscx — cot x

2. Determine constantes A e B de modo que y = A-sen 3x — B - cos 3z, cumpra a igualdade:
Yy + 5y = 18 cos 3.

3. Determine a derivada implicitamente para cada uma das seguintes funcgoes:

1. y=cos(z—vy) . tany = 322 + tan(z + y)

3. cot(zy) +xzy=0 \/7 \/7 =2

5. cos(zy) =y - tan(zy) 6. y=sen’z+cos’y

7. y=sen (cos(z? + y?)) 8. sen(zx+y)+sen(z—y)=1
9. cos(x+y)=y-senx 10. y=sen(z+y)

4. Desenhar o grafico das seguintes fungoes:

1. y=ux- arctanz 2. y=ux—2arctanz 3. y = arcsec (z?)

4. y=arcsen (22 + 3z —10) 5. y=arccos\x 6. y=arccosV1— 22

arcsen xr

V1—22

5. A relagao y = satisfaz a equacdo diferencial : (1 —z?).y —xy—1 = 0?7 Justifique

sua resposta.
2
x°-sen —, se, x#0

6. Calcular f/(x) e seu dominio para a fungao: f(z) = x?’

7. Derivar y = Ln (x) em rela¢ao a u = e*"7*.
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8. Determine a primeira derivada para cada uma das seguintes fungoes:

2
1. y = arctan [\/1?7] 2. y = arctan [1 _xwz}
1
3. y=arcsec |—5—— 4. y=(x+a)-arctan Vel Vvax
222 — 1 a
5 1 " tanx 6 b+ acosx
. = —arctan | — . = arccos | ——
4 V2 V2 Y a+ bcosz
2 x x a? — x?
7. y = arctan |—| + arctan [—} 8. y = arcsen [—} +
z 2 a x
2 StanZ +4 3
9. y = - arctan —2 10. y = arctan _oseny
3 44 5cosx
11. zy = arctan [Q] 12. /22 +y2%=b-arctan [Q}
x x
13. x =arcsen (1 —y) 14. arccos(zy) = arcsen (z + y)

9. Determine expressoes comuns para as derivadas de ordem n das seguintes fungoes:

1
1. y=senax + cosbx 2. y=sen’z 3. y=
ax +b
4 =sen*r + cos* z 5 *; 6 S
- Y= ' y_ac2—3w+2 YT e

1
10. Seja f(z) =2 -sen — se z # 0 e f(0) = 0. Suponhamos que g(x) e h(zx) sejam funcdes
x
tais que: h/(z) = sen ?(sen (z + 1)), h(0) =3, ¢'(x) = f(x + 1) e g(0) = 0. Achar:

a)  (foh)'(0) b)  (gof)'(0) c) K(2?), onde k(x) = h(z?).

d
11. Determine aTy para cada uma das seguintes funcgoes:
x

2Ln 2 3
1. y=+/zarcsen (vx)+ V1 — 22 2. y=1Ln nan:c—k
2Ln“senx — 3
Vvidtanz + 1 —2v/tanx 1—=
3. y=1Ln 4. y = arctan

Vitanz + 1+ 2vtanzx 14+

5. y=Ln[rsenz +cosx + +/(z-senz + cosx)? + 1]

12. Porque, o grafico de y = arcsen (va? — 1) reduz-se a dois pontos ?.

13. Sejam as fungdes y = 2% -Ln (z) e z = Ln(z). Estabeleca uma relagio entre y™ ¢ z(n=3)

para n > 3.

14. Mostre que a funcgio y = z 1 satisfaz a relacdo: 2(y')% = (y — 1)y”.
x
15. Mostre que a funcio y = (22 — 1)" satisfaz a relacio:

(22 — 1)y 4 229+ _p(n 4+ 1)y =0
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Sejam f(x) e g(x) fungoes de x. Considere as seguintes igualdades: y = f(z) —¢/'(z), z =
g(x) + fl(x), Y = f'(z)senz — ¢'(x)cosz e Z = f'(x)cosz + ¢'(x)sen z. Mostre que
verifica-se a identidade:

dy?> dz?  dY? dZ?

PR T R )
Mostre que a fungio y = (z + v/22 + 1)¥ satisfaz a relagao: (22 +1)y" +z-y —k%-y = 0.

Mostre que a fungdo y = A - sen (wt + wp) + B - cos(wt + wp) onde A, B,w e wp sao
d*y

p7e) —I—w2y =0.

constantes; satisfaz a relagao:
Mostre que se ax? + 2bxy + cy? + 2gx + 2fy + h = 0 tem-se:
dy — ax+by+yg
dx br+cy+ f
d%y A

dz® ~ (br+cy+ f)?

1.

onde A é constante que nao depende de = e y.

. . - S . d dy d dz
Sejam u, v, z trés fungoes de variavel x tais que: y = ) e = ue o),
x T T x

d dz dy
M — 2 29 = o0.
ostre que In [u (y In zcdot dx)} 0

Mostre que o determinante nao depende de x:

cos(r+a) sen(zx+a) 1
cos(z+0b) sen(xr+0b) 1
1

cos(x +¢) sen (z+c)

Determine a derivada n-ésima das seguintes fungoes:

1—=x 3xr+2 mx —+p
e 2. = 7.3 =
L YTy L "
Determine as derivadas n-ésima para as fungoes:
1. y=Ln(x+1) 2. y=arctan(x) 3. y=sen3z+cos’x
4. y=sen’x 5. y=sen'r+cos'z 6. y=senx-sen2z-sen 3z

Sey=ua-cosz+b-senz e z=a-senz +b-cosz, mostre que y(™ 2z =y (m),

22 -sen —, se, x#0
x

Prove que a fungao: f(x) = é derivavel em z =0 e f'(0) =0.

0, se, =20

1
~ x-sen—, se, x#0 _ X
Prove que a fungao: f(x) = x nao é derivavel nem a esquerda nem
0, se, =0

a direita no ponto x = 0.

Mostre por recorréncia que a derivada de ordem n de:
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28.

29.

30.

31.

32.

33.
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1. y= 1. \z/é é y(n) — (_1)n \/é

xn+1

T-Ccos

2. y=e cos(z- sen(a)) & yln)=e"% cos[z-sena+n-a

3. y=e.sen(bx+c) & yn)=/(a2+0b2)"-e[sen (bx +c)+n - arctan(g)]

T T 1
Mostre que, quando 6 = 5 arctan(—), a n-ésima derivada de z = —/—— ¢ y") =
a

a? + 22
sen (n + 1)6

a\/(a? + z2)ntl ‘

Mostre que a funcdo y = e + 2e?* satisfaz a equacdo diferencial: 3" — 6y” + 11y’ = 6y.

(—1)" - nl

Mostre que a fungio y = #° satisfaz a equacao diferencial: y(*) 4+y) 4y 44/ 44/ +y =
23 + 322 + 62 + 6.

Um clube universitario levanta fundos vendendo barras de chocolate a R$1,00 cada. O
clube paga R$0, 60 por cada barra e tem um custo anual fixo de R$250,00. Escreva o lucro
L como funcao de x, namero de barras de chocolate vendidas. Mostre que a derivada da

funcao lucro é constante e que ¢é igual ao lucro obtido em cada barra vendida.

A receita R (em milhoes de reais) de uma determinada empresa de 1.989 a 1.993 admite o
modelo R(t) = —5, 13 +25,6t2 — 29,3t +45,2, onde t = 0 representa o tempo em 1.989. a)
Achar a inclinagao do grafico em 1.990 e em 1.989. b) Quais sao as unidades de inclinagao

do grafico?.

A concentragao C' (em miligramas por mililitro) de um remédio na corrente sangiiinea de
uma vaca é monitorada a intervalos de 10 minutos durante 2 horas, com ¢t dado em minutos,
conforme a tabela:
t | 0] 10 | 20| 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100 | 110 | 120
c|o0 2 17 | 37 | 55 | 73 | 89 | 103 | 111 | 113 | 113 | 103 68

Ache a taxa média de variagao nos intervalos: a) [0, 10]; b) [60, 70].
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5.6 Aproximacao Local de uma Funcao.

Seja f uma fungdo derivavel no ponto z = a e consideremos a fungao afim definida por:
Tm(z) = f(a) + m(xz — a) onde m é ntumero real.
Toda funcao afim T,,(z) numa vizinhanca de x = a,

¢ uma aproximagao para a funcdo f(z), no sentido que + ¥ v =
. . N ) ) P s
o erro cometido nessa aproximacao tende a zero quando  flat+ i) _._._._._._.___.___._/]g:._.___._

s

(a + Az) — a ou Az — 0 (Figura (5.5)). De fato, se S i{ﬁ,lEié}:}
expressamos este erro em termos de Az e fazendo F(Ax) o
como E(Az) = f(a+ Az) = T(a + Az) + m(Az). fra) =z

Como f é derivavel em = = a, entao f é continua em

|
| {

|
|
1
£ gthx

x = a o que implica que: T
Alimo[f(cH—Ax) —Tn(a+Az)+m(Azx)] = Alim0 E(Az) = m
T— z—>
0, isto significa que para valores pequenos de Ax tem-se
‘o Figura 5.5:
f(a+ Azx) bastante proximo de T,,(a + Ax)
Propriedade 5.15.
E(Ax

Se f € derivdvel em z = a e E(Azx) = f(a+Ax)—Tp(a+Ax)+m(Ax) entdo lim

Az—0 Az =0

se e somente se m = f'(x).

Demonstracao.

(=) Por hipotese Alim = 0, entao

z—0 Ax

o Jla kA7)~ fla) —mlAr) | flatAn) —fla)
Az—0 Ax N Az—0 Ax Az—0

. Por tanto m = f/(a).

(<) Reciprocamente, por hipotese m = f’(a), da definigdo de derivada num ponto, tem-se
B@r - flatAx) — fla) — f(@)Ar

que o limite : lim

Az—0 Ax _AZHO Ax
i FEIE  tim@) = £@) - 1@ =0 .

Observagao 5.4.

Desta Propriedade (5.15), observamos que existe uma unica fungao afim que aproxima a f(x)

E(A
com a condi¢ao lim (Az)

=0.
Az—0 Az

Esta aproximagao é exatamente a reta tangente a curva f(x) no ponto x = a. Isto significa
que qualquer fungao derivavel no ponto x = a, pode ser aproximada localmente por um polindémio

de grau um.

Exemplo 5.50.
Numa vizinhanga do ponto x = 3, determine o polindmio que aproxima localmente a func¢do
g(x) = vVa? —1.

Solucao.
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x - 3
2 -1 NCX
polinémio que aproxima ¢ P(x) = g(3) + ¢'(3)(z — 3) isto é P(z) = v/8
Observe que P(3, 01) = 2,8391 e g(3) = 2,8285 o erro é minimo.

Para a fungao g(z) = Va2 — 1 tem-se que ¢'(z) =

5.6.1 Funcao Diferenciavel e Diferencial de uma Fungao.

Definicao 5.8.
Seja f : A — R uma funcido e a € A um ponto de acumulacao de A. Se diz que f €

diferencidvel no ponto x = a, se:
fla+ Azx) = f(a) + m(Az) + Az - e(Ax) (5.7)

onde e(Az) — 0 se Az — 0 e ¢(0) =0.

A expressao m(Az) da igualdade (5.7) denomina-se diferencial de f no ponto x = a, cor-
respondente ao incremento Ax e denota-se d(a, Ax) ou simplesmente df (a). Em geral a df(a)

chama-se diferencial de f(z).

Propriedade 5.16.

Se f ¢ diferencidvel no ponto x = a, a constante m que aparece na Defini¢ao (5.8) € inica.

Demonstracao.

Suponhamos que existam m # m; e e1(Ax) tais que:
fla+ Az) = f(a) + mi(Az) + Az - e1(Ax) (5.8)

Com Alimo e1(Az) =0. Subtraindo (5.7) de (5.8) obtém-se : 0 = (m —m1)Azx + [¢(Ax) —
e1(Az)|Az. Para Ax # 0, m — my = (Ax) — £1(Ax), no limite a ambos os membros quando

Ax — 0 obtém-se m = my, isto significa que a constante é tnica. L]

Propriedade 5.17.

A fungao f(x) € diferencidvel no ponto x = a se e somente se f é derivdvel no ponto x = a.

Demonstracao.
(=) Por hipotese, f(z) é diferenciavel no ponto x = a, entdo f(a+ Az) = f(a) + m(Azx) +

Az - e(Az) como m é constante e lim £(Ax) = 0, dividindo por Az # 0 e calculando o limite

r—0

quando Az — 0 obtém-se:

A _
i, FEEZE= L~ i (0] =

entdo m = f’(a); isto é f & derivavel em = = a.

(<) Reciprocamente, é a Propriedade (5.7). O

Exemplo 5.51.
Seja f(x) = x funcgao identidade, calcular o diferencial de f(x).

Solucao.
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df () = f'(x) - Az como f'(z) =1 e f(x) =z, obtém-se dx = Awx.

Isto significa que o “incremento da varidvel independente x(Ax) € igual a seu diferencial dz”.

Exemplo 5.52.
1

Seja f(z) = 1:1:3, calcular o diferencial de f no ponto x = 2; Qual € o diferencial de f(x)?

Solugao.
3

Tem-se que d(2, Azx) = f'(2) - Az, sendo f'(z) = sz, logo f/(2) = 3; assim o diferencial de
femz=2 ¢&d(2Ax) = f'(2) Az = 6Ax.

Por outro lado, o diferencial de f(x) é df (z) = f'(x) - Az = §x2 - Azx.

4
Observagao 5.5.
Considerando os resultados anteriores, se y = f(x) tem-se:
dy
a) df(a) = f'(a)-dx b) dy=df(z) = f'(z)-dx o) - =/

5.6.2 Propriedades do Diferencial de uma Funcao.

Propriedade 5.18.

Sejam u = f(x) e v = g(x) fungoes diferencidveis e ¢ uma constante, entao:

a) d(c)=0. b) d(cu) = cd(u)

c) du+v)=d(u)+d) d) d(u.v)=u.d)+v.d(u)
u ved(u) —u-d(v

o o(p)- gt

A demonstracao desta propriedade é exercicio para o leitor.

Exemplo 5.53.
Seja f(x) = Va2 + 5, determine df .

Solugao.

Do fato df() = '(z) - do temos df(a) = (V&7 45) - do = — -2
X

Exemplo 5.54.
Dado f(x) = 2% + 3, determine Af e df quando x =2 e Az = dx = 0.5. Qual ¢ o erro
e - (Ax) quando utilizamos df para aprozimar Af?

Solugao.
Paraa =2 e Az = 0.5 tem-se:
Af = fla+ Az)— f(a) = /(25) — f(2) = 7,625

df(2.5) = f'(2)dz = 3(2)*- (0,5) = 6

Logo, E(Azx) = Af —df =7.625 — 6 = 1.625.
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5.6.3 Significado Geométrico do Diferencial.

Reescrevendo a definigao de fungao diferenciavel obtemos:
fla+ Ax) = f(a) + f'(a) - Az + Az - e(Ax)

onde: fla+ Ac) - f(a)
a+ Azxr) — fla

e(Ax) = ox ;ose, AFD

0, se, A=0

Isto significa que se f é diferenciavel em = = a, e que f é localmente aproximada por sua

reta tangente:

T(z) = f(a) + f'(a)(z — a)

Sejam P(a, f(a)) e Q(a+ Az, f(a+ Ax)) os

pontos sobre o grafico de f (Figura (5.6)). A reta + % { v =1z
paralela ao eixo y que passa por @) intercepta a reta atpg) F—————" T
X : ¥ ; i}
tangente T'(z) no ponto S e & reta paralela ao eixo T /:/
x que passa por P a intercepta no ponto R. AF /bl -
Tem-se que tan a = @ orém PR = Ax = dx 4 fe) - : C‘“_“('i?
q - LR7 p - - _‘_,,.F""-’:? IR .
e tana = f'(a) onde, RS = f'(a)dx = d(f, Ax). . :
Assim obtém-se que Az — 0 e Ay ~ dy. ?oathz
Portanto, f(a + Az) ~ f(a) + f/(a)dz.
Figura 5.6:

Observagao 5.6.
Sey = f(x), sendo Ay = f(a+ Az) = f(a) e
Ay =~ dy deduz-se que dy € aprorimadamente a variacdo que sofre a funcao f quando x varia de

a até a + Ax.

Exemplo 5.55.
Estima-se em 12c¢m o raio de uma esfera, com um erro mdximo de 0,006cm. Estime o erro
mdzimo no cdlculo do volume da esfera.

Solugao.

Seja r o raio da esfera, seu volume é dado por V(r) = 7r3; denotando dr o diferencial
do raio; tem-se que dV = V'(r)dr, isto ¢ dV = 4mridr, fazendo r = 12, dr = 40,06, assim,
dV = 47(12)%(£0,006) = £10, 857cm3.

O erro maximo na medida do volume, devido ao erro na medida do raio é 10, 857c¢m3.

Exemplo 5.56.
Aproximar mediante diferenciais a raiz quinta de 3127.

Solucao.

Seja f(x) = J/x e a = 3.125, tem-se que f(a) = v/3125 = 5. Se a + Az = 3.127, entdo
Azx =2 =dx.
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Como f(a+ Ax) ~ f(a)+ f'(a)dz entdo, f(3.127) ~ f(3125)+ f/(3125).(2). Isto é v/3.127 ~

1
V3125 + 2(———=) = 5+ 10,0032 = 5,0032.
(5\5/3.1254)
Portanto 1/3.127 ~ 5, 0064.

Definicao 5.9.

Se existe erro na medida de um experimento que descreve uma funcao y = f(x), define-se:

erro na medida  dy

E lativo = =
o o valor médio f(a)

O erro percentual é o erro relativo multiplicado por 100; isto é % -100%.

Por exemplo, se a medida de um comprimento acusa 25¢m. Com um possivel erro de 0, lem,
0,1 . .
entdo o erro relativo é 95 = 0,004. O significado deste niimero é que o erro, é em média de

0,004cm por centimetro.

Exemplo 5.57.
A altura do paralelepipedo de base quadrada é 15cm. Se o lado da base muda de 10 para
10.02cm, usando diferenciais calcular a mudanga aproximada de sue volume.

Solugao.

O volume do paralelepipedo ¢ V = z2h, onde a altura h = 15 é constante e = é variavel;
entdo, V = 1522 e dV = 30z - dx.

Para nosso caso = 10 e dx = £0.02; logo dV = +6¢m3. O volume sofre aproximadamente
av. 30z -dzx

dv
um aumento de 6¢m?3. O erro relativo é — = ———— = 0.004 e o erro percentual é — -100% =
0.4% 1% 1525 V
. 0.

5.7 Teorema Sobre Fungoes Derivaveis.
Seja f : R — R fungao real com dominio D(f), e a € D(f).

Definicao 5.10.

Diz-se que f apresenta um mdzimo absoluto em x = a, se f(x) < f(a) Yz € D(f).
O valor f(a) é chamado maximo absoluto de f.

Definicao 5.11.

Diz-se que f apresenta um minimo absoluto em x = a, se f(a) < f(z) Va € D(f).
O valor f(a) é chamado - minimo absoluto de f.

Definicao 5.12.
Diz-se que [ apresenta um - mdximo relativo - ou - mdzximo local - em T = a, se existe § > 0

tal que f(x) < f(a) Vaz € B(a, §) =(a—9, a+95) CD(f).

O namero f(a) é chamado - méaximo relativo - ou - méximo local de f (Figura (5.7)).
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Figura 5.7: Figura 5.8:

Definigao 5.13.
Diz-se que f apresenta um minimo relativo ou minimo local em x = a, se existe § > 0 tal

que f(a) < f(z) Va € B(a, §) =(a—9, a+9) CD(f).
O namero f(a) é chamado minimo relativo ou minimo local de f. (Figura (5.8))

Exemplo 5.58.
Seja f(x) = V16 — x2, determine seus valores de mdzimo e minimo absolutos.

Solugao.

O Dominio de f(z) é D(f) = [—4, 4] e seu grafico é uma semicircunferéncia de raio 4.
Existe maximo absoluto em x = 0; f(0) = 4 é o méaximo absoluto, e o minimo absoluto em

x=—4 ou x=4; f(4) =0 & o minimo absoluto.

Observagao 5.7.

e Se f(c) é o valor de minimo ou méximo, recebe o nome de extremo de f ou valor extremo
de f, assim poderemos falar de extremos absolutos ou extremos relativos. O ponto x = ¢

é chamado de ponto de extremo.

e Se f(c) é um extremo relativo, entdo x = ¢ é um ponto do interior do D(f) isto é existe
0 > 0 tal que B(c, §) C D(f). Esta condigao verifica-se necessariamente se f(c) é um
extremo absoluto, ji4 que o extremo absoluto pode ocorrer num ponto que nao é ponto

interior do dominio.

Exemplo 5.59.

| 3z |

2+ 22

Seja a fungao f(x) = seu grdfico mostra-se na Figura (5.9).

Observe que f(—1) = f(1) = 1 é méaximo local e absoluto, f(0) = 0 é o minimo local e
absoluto.

Considerando a defini¢ao de extremo, se tem-se a fun¢ao constante f(z) = k para todo z € R,
entdo = é um ponto de extremo absoluto e relativo, k é seu maximo absoluto, maximo relativo,

minimo absoluto e minimo relativo.
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Figura 5.9: Figura 5.10:
Exemplo 5.60.
22
ER se, —2<z<0
—x, se, 0<z<1
Seja f(z) = -
1, se, =1
2
x 3
— — =, se, 1l<x<3
\ 2 2
Pelo grafico desta fungao (Figura (5.10)), tem-se:
e f(—2) = —2 ¢ o minimo absoluto; ndo tem méximo absoluto.

e f(0)=0 e f(1) =2 sado maximos relativos.

Propriedade 5.19.
Seja f : R — R funcdo real tal que:

a)  f(c) é um extremo relativo de f.
b)  f tem derivada em x = c.
Entao f'(c) = 0.

Demonstracao.

241

Podemos supor f(c) seja maximo local. Neste caso existe uma vizinhanca B(c, 6) C D(f),

tal que f(z) < f(¢), Vaz € B(c, 0). Entao:

Se xz<c e z€B(c,d) = flx)<flc) e M>O

Se x<c e z€B(c,d) = flx)<flc) e WSO
De (5.9) tem-se f'(¢”) = lim @) = Jc) >0

T—c~ r —cC

(5.9)

(5.10)
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De (5.10) tem-se f'(c¢T) = lim @) = /e) <0
x—ct xr—c
Do fato f(z) ter derivada em x = ¢, estes limites sao iguais, entao f'(c7) = 0= f/(¢"); isto
é f'(c) =0.
De modo analogo mostra-se quando f(c) seja minimo local. O

Observacgao 5.8.

a) A Propriedade (5.19) afirma que, se f(c) ¢ um extremo relativo de f, e se f tem derivada
em x = ¢, necessariamente f’(c) = 0; isto significa que a reta tangente a curva y = f(x) é

horizontal no ponto P(c, f(c)).

b) O fato f’(¢) = 0 nao implica que & = ¢ seja necessariamente um ponto de extremo.

Exemplo 5.61.
Seja f(x) = (x —2) V €R; entio f'(x) =3(x —2)? e f'(2)=0.

Nao obstante, © = 2 nao é ponto de extremo relativo como mostra a Figura (5.11).

Figura 5.11:

Definigao 5.14. Ponto critico.
Seja f: R — R fungao real de dominio D(f) e a € D(f); o ponto x = a é chamado ponto

critico ou ponto singular de f se; f'(a) =0 ou, se ndao existe f'(a).

Observacao 5.9.
Da Observagao (5.8), uma fungao f pode ter extremos relativos nos pontos criticos; e, para
calcular estes pontos € suficiente resolver a equagao f'(x) = 0 o a que resulta considerar que

f'(x) nao exista.

Exemplo 5.62.

Determine os pontos criticos para cada uma as sequintes funcoes:

T D 3 | @ |
a) f(x)—gﬂL; b) g(f)—1+x2
c) h(x)=9Vad +12¥x d) flz)= i(2x3+3m2—36x+6)

12
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e) g(x)=senx

Solugao. a)
5 1 5 225
Tem-se f(z) = g + = entdo f'(x) = =T quando f’(z) = 0 tem-se $7 = 0, logo
sao pontos criticos: x =5 e x = —5.

Quando z = 0 o namero f’(0) nao existe, porém x = 0 ndo é ponto critico por nao pertencer

ao dominio de f.

Solugao. b)
3 3 1— a2
g(x) = . —‘i—i"? entdo ¢'(z) = % [(14_;2)2] quando ¢'(x) =0 = x=+1 e, quando
nao exista ¢'(z) tem-se x = 0.
Sao pontos criticos para a fun¢ao g(x), os nimeros z =1, x = -1 ¢ x =0.

Solugao. c)
Para a fungdo h(x) = 9v/25 + 12z tem-se que

W(x) =15Va? + 4Vz=2

15Vt +4

3
.’L'2

isto & h'(x)

Observe que h/(xz) # 0 e h'(x) ndo existe quando & = 0; logo o tinico ponto critico é x = 0.
Solugao. d)
1
f(x) = —= (223 4 32% — 362 + 6) entdo

12
! 1 2 1
fi(x) = 5(1’ +x—6)= §(a:—2)(x+3):0
implica que os tnicos pontos criticos sao © = -3 e = = 2.
Solugao. e)
2k+1
g(x) = sen z tem-se ¢'(z) = cosz; quando ¢'(x) = 0 tem-se que x = (—;)W para todo
k€ Z. okt 1
Sao pontos criticos de g(x) os nimeros x = <—;)7T para todo k € Z.

Propriedade 5.20. Teorema de Rolle. (1652 —1719).

Seja f : [a, b — R uma fungao que satisfaz:
a) f continua em [a, b].

b) f tem derivada em (a, b).

Entao existe ¢ € (a, b) tal que f'(c) = 0.

Demonstracao.
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Da continuidade da fungao em [a, b], segue que a func¢ao tem pelo menos um minimo e um

méaximo absoluto em [a, b]; isto é existem ¢; e ¢z em [a, b] tais que

fle1)=m= min .f(x) e f(c2) =M = max .f(z)
z€la, b] xz€la, b
Se ¢; € (a, b), pela hipotese b) e da Propriedade (5.19) tem-se que f'(c1) = 0 e esta
propriedade estaria mostrada sendo ¢ = ¢1; de modo anélogo se c2 € (a, b).

Resta mostrar o caso que ¢; e ¢p sejam os extremos do intervalo [a, b].

Suponhamos que ¢; = a e ¢ = b (oucy = b e cg = a), a hipétese ¢) indica que
f(a) = f(b) =0, isto significaquem = M =0e f(x) =0 Vx € [a,b];logo f'(x) =0 Vz € [a, b
e, esta propriedade é verdadeira. O

Observagao 5.10.
A Propriedade (5.20) seque sendo vdlida se a hipdtese c) € substituida por f(a) = f(b).

5.7.1 Interpretacao Geométrica do Teorema de Rolle.

O teorema de Rolle tem significado geométrico imediato.

As hipoteses dizem que o grafico de f é continuo no intervalo [a, b] e tem retas tangente
em todo os pontos com abscissas em (a, b) e, se A(a, f(a)) e B(b, f(b)) sdo os pontos com,
f(a) = f(b), entao existe pelo menos um ponto P(c, f(c)) com P diferente de A e B no qual a

reta tangente é paralela ao eixo 0z como mostra a F igura (5.12).

-
w -

e
o
| \ - Eic, i)
[ e i
: o 1
AI __-.:--f-ltfq ----------- E f,f"i i
i | o ‘2 ? * A 5 =
i (1S = " a 0 c ke .

—_

Figura 5.12:

Exemplo 5.63.

2 _
Dada a fungao f(x) = x x verificar se satisfaz o teorema de Rolle.

Solugao.

Observe que f(0) = f(9) = 0, porém a fungao f nao é continua em = = 3; logo, ndo podemos
aplicar o teorema de Rolle, isto nao significa que nao exista um valor dentro do intervalo para o

qual sua derivada seja igual a zero.
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Exemplo 5.64.
Dada a fungio f(x) = Va* — 3z, verificar se satisfaz o teorema de Rolle no intervalo [0, 3].

Solugao.

i)  f é continua no intervalo [0, 3].
0 ) = ryro L
R
i) 7(0) = £(3) = 0.

; isto é, f tem derivada no intervalo (0, 3).

4 1
Entao, pelo teorema de Rolle, existe ¢ € (0, 3) tal que f'(¢) = 0, isto é f'(c) = g\?f— 5 =
c
3
0 onde c = -
onde ¢ = -

Exemplo 5.65.

O custo C(x) de pedido de uma mercadoria € dada pela fun¢ao:

10(z% + z + 3)

Clo) = z(z+3)

onde C(z) € medido em milhares de reais e x é o tamanho do pedido medido em centenas. (a)
Verifique que C(3) = C(6). (b) Segundo o teorema de Rolle, a taxa variagao de custo deve ser
zero para algum pedido no intervalo [3, 6]. Determine o tamanho desse pedido.

Solugao.

1032 +3+3 150 50 10(6%2 +6 +3 450 50
a) Observe que 0(3)_(3(34-3))_18_3 e 0(6)_(6(6—1—3))_54_3’
logo C(3) = C(6).

b) A funcao custo C(z) é continua em todo seu dominio ( x > 0), em particular no intervalo
222 — 62 — 9

[3, 6], sua derivada & C’'(x) = 10 [532(33"‘3)2

} existe no intervalo (3, 6); logo existe

c € (3, 6) tal que C'(c) =0.
2¢* — 6c — 9]

o 6+ \/108.
2(c+3)?

=0 = 2-6c-9=0 = 1

Isto & 100 [

64+ +v108 6+ 10,4
C = 4 = 4

Quando o pedido for aproximadamente maior que 4,1 centenas (410 unidades), a taxa de

= 4,1 aproximadamente.

Comoce€ (3,6) =

variagao de custo deve ser zero.

Propriedade 5.21. Teorema do Valor Médio T.V.M. (ou de Lagrange)

Seja f : [a, b] — R uma funcao que satisfaz:
a) [ continua em |a, b].
b)  f tem derivada em (a, b).

Entao existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) =

Demonstracao.
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Seja m o coeficiente angular da reta que passa pelos
pontos A(a, f(a)) e B(b, f(b)) e g(z) a reta que

b) —
passa pelos pontos A e B, entdo m = f(l))f(a), e b
—a

9(x) = fla) +m - (z —a).

Considere a fungao auxiliar F'(z) = f(x)—g(x), isto fa) :
¢ F(z) = f(z) — f(a) —m(z —a) Y€ a,b]. il x

Observe que F'(x) satisfaz as condi¢oes do Teorema 3 o a ¢ t T
de Rolle no intervalo [a, b], pois F' é continua em [a, b], y =flz)
é derivavel em (a, b) e F(a) = F(b) = 0.

Entao existe ¢ € (a, b) tal que F'(c) = 0, isto é Figura 5.13:
F/(C):f,(c):m:f(bl))_f(a). 0

—a

5.7.2 Interpretacao Geométrica do Teorema do Valor Médio.

O grafico de f(x) no intervalo [a, b], tem a propriedade de ser continua em [a, b] e possui
retas tangentes em todos seus pontos de abscissas em (a, b) entdo o T.V.M. afirma que existe
pelo menos um ponto P(c, f(c)) com P diferente de A(a, f(a)) e B(b, f(b)) na qual a reta
tangente é paralela a corda (Figura (5.13)).

Propriedade 5.22.

Seja f : [a, b] — R uma fungao que satisfaz:

a) f continua em |a, b].

b)  f tem derivada em (a, b) e f'(x)=0 Vaz € (a,b).
Entao f € constante em [a, b], isto é f(x) =k VY € [a, b].

Demonstracao.

Seja = € (a, b) um elemento arbitrario e k uma constante.

As condigoes do T.V.M. sao verificadas, pois [a, x] C [a,b], logo existe ¢ € (a, ) tal que
f@) - fa) = (O —a).

Da hipotese b) segue f'(c) = 0, logo f(xz) — f(a) = 0 isto é f(x) = f(a) = k, pois = &
arbitrario em (a, b) assim f(z) = k Va € [a,b). Da continuidade de f em, [a, b] segue que
flz)=Fk Yz ¢€la,bl. O

Propriedade 5.23.
Se a fungao f com derivada em (a,b) e f'(x) =0 Vaz € (a,b), entio f(x) =k V€ (a,b)

onde k € constante.
A demonstracao desta propriedade é exercicio para o leitor.

Observagao 5.11.
Se o intervalo nao é aberto, a Propriedade (5.23) nem sempre € verdadeira. Por exemplo

para a fungao f(z) =|| z ||, entio f'(x) =0 Vaz € (R—1Z). O exemplo mostra que se a
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derivada € zero num determinado conjunto, entdo a fung¢do nao necessariamente € constante em

tal conjunto.
Propriedade 5.24.
Sejam f e g:la, b — R fungdes que satisfazem:
a) f e g continuas em [a, b].
b) f e g derivdveis em (a, b) e f'(z) =4 () V€ (a,b).
Entao f(z) =g(x)+k Va€la, b onde k é uma constante.
Demonstracao.
Considere a funcao h(x) = f(x)—g(x), Vx € [a,b] entao h é continua em [a, b] e tem derivada
em (a,b) e (z) = f'(x)—¢ () =0 Vz € (a,b) e pela Propriedade (5.23) h(z) =k Vz € [a, b]
onde k é constante.

Portanto f(z) =g(z)+k Yz € [a, b]. O

Observagao 5.12.
A Propriedade (5.23) indica que se f e g sao fungoes derivdveis no intervalo aberto I C R

e f'(x) =¢'(xz) em I, entao seus grificos sao curvas paralelas como mostra a Figura (5.14).

Exemplo 5.66.
Seja f(x) = a3 — 22, x € [-1, 3], determinar o valor que satisfaz o T.V.M.

Solugao.

A fungao f(z) é um polinémio, logo ela é continua em [—1, 3]

e com derivada em (-1, 3) e f'(z) = 3z% — 2. ¥+
Em virtude do T.V.M. existe ¢ € (-1, 3) t%1 que f'(c) = y=fz) =gz +k
32 —2conde 3c2 —2c=5 = c=-1 ec=g. {/‘f&&&&
5 . - "
Portanto, o valor que satisfaz o T.V.M. é ¢ = 3 k { f,/"' “‘mx T
' T } ;
EXemplO 5.67. F:g(x: H\""-\— .
Verificar se o T.V.M. podemos aplicar & fun¢ao f(x) no f 0 b 4
intervalo [0, 2] onde:
Figura 5.14:

6 — 322, se, <1
-]

3z72, se,x > 1

Solugao.

Se [0, 1] a fungao é polindmica, e no intervalo (1, 2] a fungao esta bem definida assim, para
determinar a continuidade de f(x) no intervalo [0, 2] é importante determinar a continuidade
em x = 1. Observe que f(17) = f(17) =3 e i:rrﬁ f(z) = 3, logo f & continua em x = 1,
conseqiientemente em [0, 2].

Por outro lado,

Fla) = { —61‘,_3 se, =<1
—6x7°, se,x > 1
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e f/(11) = f(17) = —6, entao f é derivavel em (0, 2).

2) — f(0 7
Como f satisfaz as condig¢oes do T.V.M. | existe ¢ € [o, 2| tal que f'(c) = f(;g() =—3
Observe que f'(1) = —6 entdo ¢ < 1 ou ¢ > 1, mais, f'(x) = —6z para x < 1 entdo
7 7
!/
f(e) 6c 5 = ¢ 12E(O7 )
/ -3 ~ / _3 7 n 12

Por outro lado, f/(z) = =627 para x > 1, entao f'(c) = —6¢ > = 13 = c= - €

. .7 5/12

(0, 2). Portanto, os valores que verificam o T.V.M. sdo — e {/ —.

12 7
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Exercicios 5-3

1. Para os seguintes exercicios, determine se cumpre o teorema de Rolle para as fungoes dadas

no intervalo indicado, se for assim, determine os valores que o satisfazem.

1. f(zx)=2*—42 em [0, 4] 2. flx)=2>—4x+3 em [1,3]
3. fla)=1-Vat em [-1,1] 4. flz)=z'-522+4 em [-2, 2]

5 flr)=24+4r em [-4,0] 6. f(zr)=423+2>—42—-1 em [--, 1]

2. Pode-se aplicar o teorema de Rolle para as seguintes fungoes 7

22 — 4z 22 — 4
L fa) = 2 fw) ="
3, f(x):zi em [2, 4] 4 f@)=22+20—5
5. f(x)=Ln(senz) em [%, 5%] 6. f(r)=2"—3z
7. glz)=24+422 - Tr —11 em [-1, 2| 8. f(ac):3%2%__29;4_4

9. g(z)=+Va2-3x+2 em [I,2] 10. g(z) =4°"" em [0, 7

5 1
a:3—§a:2—6:1:+§, se, < -—1
11.  f(z) = |22 — 4], se, |xz|<1 em [—2, 2].

zt — 23 — 32 +6, se, x>1

3. Mostre a seguinte propriedade: Se a equacio agz™ + a1z™ ' + agx™ 2 4+ -+ ap,_12 =0
tem wma raiz positiva x = xg, entio a equacio nagxr™ — 14 (n—1)a1x" 2+ (n—2)agx™ >+

<o+ ap—1 = 0 também tem uma raiz positiva, sendo esta menor que xg.

2
tem valores iguais nos extremos do intervalo [—1, 1]. Mostre que

4. A funcdo f(x) = 2 _4
x

a derivada f’(x) ndo se reduz a zero em [—1, 1] e explicar por que nao satisfaz do teorema

de Rolle.

5. A fungao g(z) =| = | tem valores iguais nos extremos do intervalo [—a, a]. Mostre que a

¢'(z) ndo se reduz a zero em [—a, a] e explicar por que nao satisfaz do teorema de Rolle.

6. Seja a funcao f(z) = 14+ 2™ (x — 1)" onde m e n sdo inteiros positivos. Sem calcular a

derivada, mostre que a equacao f’(x) = 0 tem pelo menos uma raiz no intervalo (0, 1).

7. Para o seguintes exercicios determinar se o T.V.M. é aplicavel no intervalo dado; caso
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10.

11.

12.

afirmativo verificam.

1. f(z)=2>+2z em [-2,0]

Christian Quintana Pinedo

fl@)=vVa24+9 em [0,4]

3. f(z)=22%—2* em [2, 2] 4. f(x)=|4—2*| em [-2,2]
3 3
5 f(x)=|9—42*| em [—57 5] 6. f(z)=Lnz em [I, €
3 z+1
7. f(x):x4_4 em [—9, —4] 8. f(:n):x_l em [2, 4]
0 fa) = - 1,2 0. f@)= a2
: x) = em [— . x) = em [—
44 | | ’ 1+ a5 ’
11. f(z)=2" em [0,a] n>0 a>0
4 < -1
— se, x<—
12, f(z) =< 2%’ T [—2, 0]
8 —4a?, sex > —1
3 — a2
, se, x<l1
13 flx)=14 |2 [0, 2]
-, se,r > 1
x
20+ 3, se, x<3
14. T) = -1, 5
/(@) { 15 -2z, sex >3 [ )
|22 -9, se, <2
15, f(x)=< 5+2vVx—2, se, 2<x <11 em [—4, 12]
11+ (11)%,  se, z>11
22 +4, se, —2<z<0
16.  f(z) =1 4 —6003, se, 0<z<1 em [-2, 2]
—, se, 1<x<2
22 +1

Determine os pontos criticos das fungoes do exercicio anterior.

Mostre que a equagdo x> — 3z + ¢ = 0 nao pode ter raizes diferentes no intervalo (0, 1).

Sem calcular a derivada da funcao f(z) = (x — 1)(z — 2)(z — 3)(z — 4), estabelecer quantas

raizes tem a equagao f/(z) = 0 e indicar em que intervalos se encontram.

Mostre que a que a equagao f(z) = z" + px + ¢ nao pode ter mais de dois raizes reais

quando n é par; e mais de trés raizes quando n é fmpar.

Para as seguintes fungoes, determine o polinémio 7'(x) de grau um que aproxime localmente

a f(z) no ponto indicado e obter valores que se indicam:

1. f(z)=V16+22+ Yz em z=064, [f(67), T(67).
T

2. f(.’E) = 1.27_” em r = 2,

3. fx)=2*+4x+5 em x=75,

£(1.68),
f(5.8),

T(1.68).

T(5.8).
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13. Para os fungoes seguintes. Achar Az, dz, e E(x) = Ax — dz para os valores indicados:
1. f(z)=22+5z, z=-1, Azx=0.02
2. f(x)=22+522-3x+2, =2, Azxr=0.0l.

3. f(:r:):‘r_i_1 r=0, Axr=0.1.
1
4. f(z) = Vi1 x=05, Ax=0.0L
22

14. Para os seguintes exercicios achar o diferencial da funcao:

1. f(z) =323+ 522+ 2 2. flx)=2*+2Vr -1
5. @)= 4 fH =/t
5. )= 3kx 6. flr)= 4-sgn(x —1)

Vr+1 2?2 —1

15. Usando diferenciais determine o valor indicado.

1. fle)=at+2:2—3,  f(=2.97). 2. fla)= V;’iff” £(2.024).
s/ +1 _ Vaxr+1
3. f(a) = \/: £(0.1), 4 f@ =Y .

5. f(x)=2%+52> —x+1, £(0.003).

16. O diametro de uma esfera é 9cm ao médio introduz-se um possivel erro de +0.05cm. Qual

é o erro percentual possivel no céilculo do volume?.

17. Calcular o valor aproximado para as seguintes expressoes:

1. /37,5 2. /9,12

1
3. {/(8,01)4 +(8,01)? — - o 4. 82+ V82
1
5. 3V63+ —— 6. V1020
2/63

18. Usando diferenciais determine o valor de x para os quais:

1. Vz+1-+x <0.01. 2. Vr+1- z<0.002.

19. Para a > b mediante o Teorema do Valor Médio, mostre validade das desigualdade:

nb" (b —a) <a” —b" <na""'(a—b) se n>1;e as desigualdades opostas se n < 1.

20. Mostre que se uma fungao é diferenciavel em R e f'(z) <1 Va € R, entdo f tem no

méaximo um ponto fixo.

21. Mediante o Teorema do Valor Médio, mostre as desigualdades:
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22.

23.

24.

25.

26.

27.
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1. a_bgLn [g}ga_b sendo 0 < b <a.
a b
—-b —-b
(b) a 5 Stana—tanbga 5 sendo 0<b§a<z.
cos cos® a 2

Seja f : R — R uma fungao. Se diz que x = ¢ é um ponto fixo de f, se f(c) = c.

1. Determine os pontos fixos de f(r) = 2% — 8.
2. Verificar se f(z) = 2? + 2 + 1 tem pontos fixos.
3. Suponha y = f(z) Vz € R tenha derivada f'(z) #1 Vaz €R.

Mostre que f admite no méximo um ponto fixo.
x
Um ponto movimenta-se na metade superior da curva y> = x + 1, de modo que i
d
v2x + 1. Determine d—‘z quando x = 4.

As variaveis z, y, z sdo todas funcdes de t e satisfazem a relacdo: z3 — 2zy + y? + 2z2 +
2x22 +3 =0.

d d d
Achard—jquandox:17 yzQsed—f:3 ed—Z:4paratodot.
Uma empresa introduz um novo produto no mercado cujas vendas sdo dadas por: S(t) =
200(2t + 1)

t+2
a taxa de variacdo média de S(t) ao longo do primeiro ano. (b) Em que més S'(t) é igual

onde S(t) é a quantidade vendida durante os ¢ primeiros meses. (a) Encontre

a taxa de variagao média durante o primeiro ano?

Estima-se em um metro o lado de um quadrado, com um erro maximo de 0,005¢m. Usando
diferenciais estime o erro maximo no calculo da area. Quais sao o erro relativo e percentual

aproximado?

A 4rea lateral de um cone reto circular e altura h e raio da base r é dada por A; =
mrv/r2 + h?. Para determinado cone, r = 6cm e a medida da altura h acusa 8cm com um
erro méximo de 0,01cm; determine o erro maximo na medida da area lateral. Qual o erro

percentual aproximado?.
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Miscelanea 5-1

2?2 — (a+3)z— P 43
1. A fungao definida por f(z) = x—3 ) quagse @ é derivavel em toda a
1 se =3
reta real.
1. Qual o valor de a?
2. Qual o valor de f/(3)?
f(z) = F(2)

2. Suponha que f é uma funcdo para o qual lim

= 0. Quais das seguintes
T—2 T —2

proposigoes sao verdadeiras, quais podem ser verdadeiras e quais necessariamente sao fal-

sas?

1. f(2)=2 2. £(2)=0 3. lim f(z) = /(2)
r—

4. fescontinuaen z =0 5. f es continua em x = 2.

3. Suponha que f e g sejam funcgoes diferencidveis para as quais verificam-se as seguintes

condigoes: a) f(0)=0 e ¢g(0)=1 b) fl(z)=g(z) e ¢(x) = f(z).

1. Seja h(z) = f%(z) + g*(z). Calcular W'(z) e utilizar este resultado para mostrar que
f?(x) + g*(x) = 1 para todo .

2. Suponha que F' e G sao outro par de fungdes que satisfazem as condigoes a) e b) e
seja k(r) = [F(z) — f(2)]? + [G(x) — g(x)]?. Calcular k'(z) e utilizar este resultado
para deduzir qual é a relagao entre f(x) e F(x) e entre g(z) e G(z):

3. Mostre um par de fungoes que satisfazem as condigdes a) e b). Pode existir outras.

Justificar sua resposta.

4. Determine todas as funcdes f da forma f(x) = az® + bx? 4 cx +d com a # 0 que verificam
f'(=1) = f(1) = 0. Alguma das fungdes determinadas anteriormente verifica f(0) = f(1)?

Justificar sua resposta.

5. Seja f : R — R fungao derivavel; e sejam a e b duas raizes da derivada f/(z) de modo que
entre elas ndo exista outra rafz de f’(x). Determine se pode ocorrer alguma das seguintes

possibilidades:

1. Entre a e b nao existe nenhuma raiz de f(x).
2. Entre a e b existe s6 uma raiz de f(z).

3. Entre a e b existem dois ou mais raizes de f(z).
6. Mostre que a equacio = + xsen x — 22 = 0 tem exatamente duas raizes reais

t

d
cost, W el cost — elsent, = —2elsent para substituir em:

7. U =
sar que y = e 7

d*y dy
29 0% g
a2 “at

@y
dt?
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8.

10.

11.

12.

13.

14.
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Determine:
d3y "
1. = sendo y = sen (3x) 2. f"(0) sendo f(z)=senxzcosx
x
d2y 2 " x+x?
3. o3 sendo y = Ln (z* — 3x) 4. f"(z) sendo f(x)=e
5. Todas as derivadas da fungdo f definida por f(x) = 8z* + 5a% — 22 + 7
d3
chzé sendo y = 2senx + 3cosz — 2°

Supondo que as fungoes abaixo definem implicitamente y como uma fungao de x, determine

a primeira derivada 7/

1. zt+2° —day=0 2. (x+y?—(z—y?t=a3—y>
3. 2P +8r=y—1 4. 2’y+sen2y=n
5. y> +cos(2zy) =y 6. y +22=uy
Dada a funcao g(x) = p—] mostre que nao existe nenhum nimero real ¢ no intervalo
9(6) —9(2)

(2, 6) tal que ¢'(c) =

resposta.

1 . Determine se isso contradiz o T.V.M. justifique sua

Ao esquentar um disco de metal, seu didmetro varia a razao de 0.0lem/min. Quando o

didmetro estd com 5 metros, com que razao estd variando a area de uma de suas fases?.

Uma frente fria aproxima-se da UFT. A temperatura é z graus t horas a meia noite e
z =0,1(400 — 40t +t2) 0 <t <12. (a) Ache a taxa de variagio média de z em relagio a
t entre 5 e 6 horas da manha; (b) Ache a taxa de variagdo de z em relagao a t as 5 horas

da manha.

Se A cm? é a area de um quadrado e s cm é o comprimento de seu lado, ache a taxa de
variacao meédia de A em relacdo a s quando s muda de: (a) 4,00 a 4,60; (b) 4,00 a
4,30; (c) 4,00 a 4,10 ; (d) Qual a taxa de variacdo instantdnea de A em relacdo a s
quando s = 4,007

Um tanque de dgua tem a forma de um cone circular reto invertido, de altura 12 pés e raio
da base 6 pés. Bombeia-se 4gua a razao de 10gal por minuto. Determinar aproximadamente
a razao com a qual o nivel de 4gua sobe ao tanque quando a profundidade é 3 pés (1 gal ~

0.1337pés3)



Capitulo 6

APLICACOES DAS DERIVADAS

Gottfried Wilhelm Leibnitz nasceu no 1 de julho de 1646 em
Leipzig (Alemanha) e morrew em 14 de novembro de 1716. Passou a
maior parte da sua vida na corte de Handver, ao servigo dos duques,
um dos quais se tornou rei de Inglaterra, sob o nome de Jorge I.

Em 1661 comegou seus estudos de filosofia na universidade de
Leipzig onde se graduou em 1663. A sua filosofia abrangia a historia,
a teologia, a lingliistica, a biologia, a geologia, a matemdtica, a diplo-
macia e a arte de inventar. Foi um dos primeiros, depois de Pascal,

a inventar uma mdquina de calcular. Imaginou mdquinas de vapor,

[

G. Leibnitz

estudou filosofia chinesa e tentou promover a unidade da Alemanha.
A procura de um método universal através do qual pudesse obter
conhecimentos, fazer invencgoes e compreender a unidade essencial do
universo foi o principal objetivo da sua vida. A “scientia generalis” que queria construir tinha muitos
aspectos e varios deles levaram Leibnitz a descobertas na matemdtica. A procura de uma “characteristica
generalis” levou-o a permutagoes, combinagoes e & logica simbdlica; a procura de uma “lingua universalis”,
na qual todos os erros de raciocinio pudessem aparecer como erros computacionais, levou nao so a logica
simbdlica, mas também a muitas inovagoes na notacdo matemdtica. Leibniz foi um dos maiores inventores

de stmbolos matemdticos, entre eles a notacao /f(x)dac

Foi eleito membro da Real Sociedade de Londres em 1673; a partir de 1673 comego a desenvolver os
conceitos basicos do Cadlculo Diferencial.

6.1 Velocidade Instantanea. Aceleracao Instantanea.

Uma das utilidades da taxa de variagdo é a descrigdo de movimento de um objeto ao longo
de uma reta; tal movimento e chamado movimento retilineo. Se utilizamos um sistema de
coordenadas cartesianas, convencionalmente se o objeto se movimenta para a direita (ou para
cima) sua dire¢@o é positiva; enquanto se o movimento é para a esquerda (ou para baixo) sua
direcao é negativa.

A fungao S(t) que da a posicao (relativa a origem) de um objeto como fungao do tempo é

chamada fung¢do posicao . Se durante um periodo At de tempo, o objeto se desloca : AS(t) =

AS(t)

S(t+ At) — S(t) isto é a variagdo da distancia, entao a taxa de variagdo média é: ; esta

taxa de variacao média é chamada de wvelocidade média.

255
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Definicao 6.1.
Se S(t) dd a posi¢ao no instante t de um objeto se movendo em linha reta, entao a velocidade

média do objeto no intervalo de tempo [t, t + At] € dado por:

Velocidade média = AS() — S(t+ At) — S(t)
At At

Exemplo 6.1.

Um objeto cai de uma altura de 40m, sua altura h no instante t € dada é dada pela funcgao
S(t) = —4,9t% + 40, onde S(t) ¢ medido em metros e t em sequndos. Determine a taza de
variagao média nos intervalos: a) [1, 1.1]; b) [1, 1.5]; ¢) [1, 2].

Solugao.

Tem-se que a altura h = S(t). Usando a equagdo S(t) podemos calcular as alturas nos

instantes: t =1, t=1.4 e t =2 segundos na tabela:

t 1 1,1 1,5 2
S(t) 35,1 34,1 29 20, 4

a) Para o intervalo [1, 1.1] o objeto cai de uma altura de 35, Im para 34, 1m ¢ a taxa de variagao

média & AS(t)  S(t+At) —S(t) 34,1 35,1
+ - y - ’
= = = —1
At At L1-1 Om/s

b) Para o intervalo [1, 1.5] o objeto cai de uma altura de 35, 1m para 29m e a taxa de variagao

media ¢ AS(H)  S(t+6t)—S(t) 29— 35,1
+ 6t) — ~351
At At = q5oq - B

c) Para o intervalo [1, 2] o objeto cai de uma altura de 35, 1m para 20,4m e a taxa de variagao

média & AS(t)  S(t+6t)—S(t) 20,4 —35,1
+ - )y £ ) _
At At =Ty T /s

Observe que as velocidades média neste exemplo sao negativas, logo o objeto esta se movi-

mentando para baixo.

6.1.1 Velocidade Instantanea.

Definigao 6.2. Velocidade instantdnea.
Se S(t) determina a posicao no instante t de um objeto se movendo em linha reta, entio a

velocidade do objeto no instante t € dada por:

Vi) =t SEHE) = SO)

1
At—0 At (6 )

Exemplo 6.2.
Determine a velocidade instantinea quando t = 2, de um objeto em queda livre cuja fungdo
de posicdo é dada por S(t) = 200 — 32t> onde t ¢ dado em sequndos e S(t) em metros.

Solucao.
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Pela expressao (6.1) tem-se que V'(t) = —64t; logo V'(2) = —(64)(2) = —128m/s.

Exemplo 6.3.

A um tanque, entra dgua a razio de 5m>/min. O tanque tem a forma de um cone (Figura
(6.1) ) invertido de altura 20m e raio da base 10m. Com que velocidade sobe o nivel da dgua no
instante em que a profundidade da dgua é de 8m.

Solucgao.

Sejam h a profundidade, r o raio da base do cone e V o

dh
volume da dgua no instante t; queremos achar — sabendo
dt r--10m---

d
que dit/ & 5m3/s.

1
O volume da agua é dado por V = §7T7“2h onde to-

das as medidas dependem do tempo ¢; por semelhanca de 2 0m

tritngulos - = 0 h, 1 |
ridngulos — = — ou r = —h, logo:

SHOS 3 7 90 20" %8 i

oo Lol L derencia |

1— gﬂ(i)r = 37h” e, utilizando diferenciais |

dv = thth.

Esta ultima igualdade dividimos por dt, e tem- Figura 6.1:

av 1 h o
se - Z”hzﬁ entéodhquan(; h = 87751 tem-se

3 = — 2 _— = — = — =
5m?°/s = 47r(8m) o 647Tm/s o/
0,0995m/s.

Portanto, sobe o nivel da dgua no instante em que a profundidade da agua é de 8m. com
uma velocidade de 0,0995m /s

Exemplo 6.4.

Uma particula se movimenta em linha reta horizontal (positiva para a direita) sequndo a
relagio s = t3 — 3t2 — 9t + 5. Em que intervalos de tempo a particula movimenta-se para a
direita; e em quais para a esquerda ?

Solugao.

A particula movimenta-se para a direita quando a velocidade é positiva; e para a esquerda
quando a velocidade é negativa.
A velocidade é dada pela fungao s'(t) = v(t) = 3t — 6t — 9. construimos a seguinte tabela

para a funcao v(t):

t -2 -1 1 3 4
v(t) + 0 — 0 +

Se t < 1, v é positiva e o movimento é para a direita; se —1 < t < 3, v é negativa e o
movimento é para a esquerda; se t > 3, v é positiva e o movimento é para a direita.
O movimento para a direita e o movimento para a esquerda entao separados por instantes de

velocidade nula.
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6.1.2 Aceleragao Instantanea.

A aceleracao é uma medida da variacao da velocidade. Quando uma particula tem movimento
retilineo com velocidade constante, a aceleragao é nula (zero). Por exemplo, em uma competigao
da Fdormula 1, os veiculos passam pelo ponto de partida com velocidade uniforme, digamos
200km/h. Oito segundos ap6s um de eles esté correndo com velocidade de 300km /h, a aceleragao
média desse auto é:

300 =200 _ 12,5 (km/h)/seg

As unidades parecem bastante extranhas desde que a velocidade esta expressado em km/h

e o tempo em segundos, transformando km/h para m/seg, temos que a aceleragao média desse

auto é:

300 — 200
—5 = 12,5 (km/h)/s = 12,5 (1000m/3600seq) /seg = 3,472 m/seg?

Definicao 6.3. Aceleracao instantdinea.
Se S(t) dd a posi¢ao no instante t de um objeto se movendo em linha reta, entao a aceleragao
instantdnea ou simplesmente a aceleragao a(t) do objeto no instante t é dada por: a(t) = v'(t),

onde v(t) € a velocidade no instante t.

Exemplo 6.5.
Dois carros partem ao mesmo tempo de um ponto A, um para o oeste a 80km/h e o outro

para o norte a 45km/h. Com que velocidade aumenta a distincia entre ambos 3hs depois da

saida ?

Solugao. 8ot
Suponha tenham percorrido ¢ horas, segundo a Figura

(6.2) e aplicando o teorema de Pitagoras, temos que a dis-

tancia entre eles é: d(t) = /(80t)% 4 (45t)? = 5t/337. d(t)

A velocidade com que aumenta a disténcia entre eles é

d'(t) = 5v/33Tkm/h = 91, 78km /. ot

Exemplo 6.6. Figura 6.2:
Determine a aceleracdo de um objeto em queda livre

cuja fungdo posigio é: S(t) = —4,9t% + 40.

Solugao.
Pela defini¢ao de velocidade instantanea sabe-se que v(t) = —9, 8¢; portanto a aceleracao é

a(t) = —9,8m/s>.

Esta aceleracao denotada por g é devida & gravidade; seu valor exato dependo do lugar
da posigdo do experimento. Em geral a posi¢ao de um objeto em queda livre (desprezando a
resisténcia do ar) sob a influencia da gravidade ¢ S(t) = gt? + vot + sp onde g é a gravidade da

terra, vy € a velocidade inicial e sg é a altura inicial.
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Exercicios 6-1

1. A altura de uma bola t segundos depois seu lan¢amento vertical é dada pela funcao: h(z) =
—16t2448t+32. (a) Verifique que h(1) = h(2). (b) Segundo o teorema de Rolle, determine

a velocidade instantanea no intervalo [1, 2].

10(22 2
(‘22—"3”_) onde C é

medido em milhares de reais e x é o tamanho do pedido medido em centenas. (a) Verifique

2. O custo C(z) de pedido de uma mercadoria é dada por : C'(x) =

que C(4) = C(6). (b) Segundo o teorema de Rolle, a taxa variacdo de custo deve ser zero

para algum pedido no intervalo [4, 6]. Determine o tamanho desse pedido.

3. Seja a fungao real:

22 +r+1

_ se, r<1
T +a 3
f@)=19 23 +ba?2—5x+3, se, 1<z<=
2

T+ 2 >3

se, x> —

2 -9’ ’ 2

3
1. Suponha f seja diferenciavel no intervalo (—oo, 5), determine a e b.

2. Achar a n-ésima derivada da fungéo f em x = 3.

5 . L. x
4. Escrever as equagoes da reta tangente e normal & catenaria y = cosh [5}, no ponto r =
2Ln 2.

5. Um avido a uma altura de 3000m esta voando horizontalmente a 500km/h, e passa dire-
tamente sobre um observador. Determine a velocidade que se aproxima do observador no

instante em que esta a 5.000m do dele.

6. Um projétil é lancado para cima, a partir da superficie da terra, a uma velocidade inicial

de 80m/s. Qual ¢ a velocidade apds de 5 segundos?. E apos 10 segundos?.

7. Uma bola é langada para baixo do topo de um edificio de 60m de altura a uma velocidade
inicial de 6m/s. Qual é a velocidade apos 3 segundos?. Qual é a velocidade depois da bola

ter caido 22 metros?.

8. Num instante dado, os catetos de um tridngulo reto sao 8cm e 6cm respectivamente. O
primeiro cateto decresce a razao de 1lem por minuto e o segundo cresce a razao de 2cm por

minuto. Com que velocidade cresce a area depois de dois minutos?.

9. Uma bola enche-se de ar a razdo de 15cm?/seg. Com que velocidade esta crescendo o

didmetro depois de 5 segundos?. Supor que o didmetro é zero no instante zero.

d d
10. Um ponto se move ao longo de uma curva y = v/1 + 22 de modo que d—f = 4. Achar dfgtl

quando x = 3.
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11. Um corpo em queda livre percorre uma distancia S que varia com o tempo segundo a
equacao: S(t) = 4,9¢? (distancia em metros e t em segundos). a) Calcular a taxa de vari-
acao de d (distancia) em relacdo a t entre ¢; e t2 nos seguintes intervalos: (15,1.55), (15,1.35).

b) Calcular a velocidade instantanea no instante t = 15.

12. Acumula-se areia em forma conica a razao de 10dm?/min. Se a altura do cone é sempre
igual a dos vezes o raio de sua base, a que razao cresce a altura do cone quando esta é igual
a 8dm?

13. Uma escada de 5m de comprimento esta apoiada em uma parede vertical. Se a base da
escada se desliza horizontalmente separando-se da parede a 1,2m/s. A que velocidade esta

deslizando-se o extremo superior da escada, quando a base estd a 2m da parede?.

14. A altura de um objeto t segundos apos de ser largado a 150m do solo é dada pela fungao:
f(t) = 150 — 4,9¢. (a) Encontre a velocidade média do objeto durante os trés primeiros
segundos. (b) Mediante o T.V.M. verificar que em algum instante durante os trés primeiros
segundos de queda, a velocidade instanténea é igual & velocidade média. Encontre esse

instante.

15. Uma bola de bilhar é atingida e move-se em linha reta. Se Sem é a distancia da bola de
sua posicao inicial em ¢ segundos, onde S = 100t2 + 100t. Se vem/s é a velocidade da bola
, entdo v é a taxa de variacdo de s com relagdo a t. Se a bola bate na tabela a 39cm da

posicao inicial ,com que velocidade ela bate na tabela?

16. Um foguete é langado verticalmente para cima, e esta S metros acima do solo, t segundos
ap6s o lancamento, onde S = 560t — 16t> ¢ a direcio positiva para cima. Se v m/s é
a velocidade do foguete, entdo v é a taxa de variagdo de s em relagdo a ¢t . (a) Ache a
velocidade do foguete 2seg. apds o lancamento; (b) Se a altura méaxima é atingida quando

a velocidade é zero, ache quanto demora para o foguete atingir sua altura méxima.

17. Uma particula movimenta-se em linha reta segundo a relacio: s — 3t3 — 16¢% + 108t + 132,
onde s é a distancia, em metros e t é o tempo em segundos. Qual é a velocidade quando

t =27 equal éa aceleragdo quando t =3 ?
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6.2 Estudo do Grafico de Funcoes.

Estudaremos aplicacoes sobre propriedades de derivagao, obtendo novas propriedades que
nos permitiram estudar a variacao de uma funcao determinando intervalos de crescimento o

decrescimento, pontos de extremo, intervalos de concavidade e pontos de inflexao.

6.2.1 Funcao: Crescente ou Decrescente.

Definicao 6.4.
Seja f: R — R uma funcao, e I CD(f).

a) Diz-se que f(z) é nao decrescente em I, quando VY z1, zo € I com z < x2 tem-se que

f(x1) < f(z2).

b) Diz-se que f(z) é nao crescente em I, quando ¥V x1, x9 € I com 1z < x2 tem-se que

f(z1) > f(x2).

c) Diz-se que f(x) é crescente em I, quando V x1, x2 € I com x1 < xy tem-se que

f(x1) < f(z2).

d) Diz-se que f(x) é decrescente em I, quando VY x1, x2 € I com xz; < xy tem-se que

f(x1) > f(z2).

Propriedade 6.1.

Suponha f : [a, b] — R seja uma fungao continua em [a, b] e com derivada em (a, b); tem-se:
a) Se f'(x) >0, Vax € (a,d);entdo, f é crescente em [a, b].

b) Se f'(x) <0, Vz € (a, b); entdo, f é decrescente em [a, b].

Demonstragao. (a)

Sejam x1, 2 € [a, b] com x1 < x9. As condigdes a) e b) da Propriedade (5.21) s@o verificadas
no subintervalo [z1, z2] de [a, b]; logo, pelo T.V.M. Existe ¢ € (x1, x2) tal que f(xz2) — f(x1) =
(x2 — 1) - f'(0).

Como ¢ € (x1, x2), entdo ¢ € (a, b); logo, pela hipotese f'(¢) > 0, e como z1 — z9 > 0, segue
que f(z2) — f(z1) = (x2 —21) - f'(c) > 0.

Logo, V1, z2 € [a, b] com z1 < zg tem-se f(x1) < f(z2) e f é crescente em [a, b]. O

Demonstragao. (b)

Exercicio para o leitor. ]

Propriedade 6.2. Condicao suficiente de extremo com a derivada 1°.
Seja y = f(x) uma fungao definida numa vizinhang¢a B(c, 0) do ponto x = ¢, continua em

B(c, 6) e com derivada em B(c, §), exceto possivelmente em x = ¢ entdo:

a) Se f'(z) >0,Vz e (c—96,¢) e fl(x) <0,Vz e (e, c+9),entdo f(c) é ponto de maximo
local de f.
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b) Se f/(x) <0,Vz e (c—9,¢) e f(x)>0,Vze (¢, c+9), entdo f(c) é ponto de minimo
local de f.

Demonstragao. (a)

Das hipoteses e da Propriedade (6.1), segue que f é crescente em (¢ — 4§, ¢) e decrescente em
(¢, c+0); logo f(x) < f(c) Va € B(e, ) e deduz-se da Definicao (5.12) que f(c) é um méximo
local de f. O

Demonstragao.(b)

Exercicio para o leitor. O

Propriedade 6.3. Condicao suficiente de extremo com a derivada 2%
Seja y = f(x) uma fun¢ao com derivada de sequnda ordem continua em uma vizinhanga
B(e, 6) de x = ¢, de modo que f'(¢) =0 e f'(c) # 0 entao:

a) Se f"(c) > 0, entdo f(c) é ponto de minimo local de f.

b) Se f”(c) < 0, entdao f(c) é ponto de méximo local de f.

Demonstragao. (a)
Da defini¢ao de derivada,
/ o /
00 = iy LRIy, e

h—0 h—0 h

pois f'(¢) = 0.

Por hipétese f”(x) é continua em z = ¢ e f”(c) > 0, entao %in%

f'c+h)

N > 0, logo tem-se

para h > 0 (suficientemente pequeno) que, f'(z) >0, Vz € (¢, c+9).
De modo analogo, para h < 0 (suficientemente pequeno) temos f’(¢+ h) < 0 o que implica
f'(x) <0, Vaze(c—24, c);aplicando a Propriedade (6.2) para a fun¢ao f’(z) resulta que f(c)

¢ um minimo local de f. (]

Demonstragao. (b)

Exercicio para o leitor. L]

Observagao 6.1. Critério da derivada 1¢.
A Propriedade (6.1) permite estabelecer o sequinte critério para determinar os mdzximos ou

minimos relativos de uma fungao continua.

1° Determinar os pontos criticos de f.

2° Se ¢ € um ponto critico, deve-se determinar o sinal de f/(x), primeiro para valores proximos

a esquerda de ¢ e logo para valores proximos depois de c.

3° Se o sinal muda de + para — , entdao f(c) é minimo relativo; e se o sinal muda de — para

+ ; entdo f(c) é ponto de maximo relativo.
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4° Se nao existe mudanca de sinal, entao nao existe nem maximo nem minimo relativo em

T = C.

Observacao 6.2. Critério da derivada 2%.
A Propriedade (6.2) permite estabelecer o sequinte critério para determinar os mdzximos ou

minimos relativos de uma fungao continua.

1?2 Determinar os pontos criticos de f.

2° Determinar a derivada segunda de f. ¥

3° Para cada ponto z = ¢ critico determinar f”(c). (

4° Se f"(c) é positivo, entdao f(c) é ponto de maximo e ! 5 / - b
relativo. /2

52 Se f”(c¢) é negativo, entdo f(c) é ponto de minimo \

relativo. 4

6° Se f”(c) é zero ou nao existe, o critério ¢ inconsistente.
Figura 6.3:

Exemplo 6.7.
Determine os intervalos de crescimento e os extremos rel-
ativos da fungio f(z) = x3 — 3a2.

Solugao.

Tem-se que f'(x) = 3z(z — 2); quando f'(x) = 0 resulta x = 0 e x = 2 assim, 0 e 2 sdo

pontos criticos. Aplicando a Propriedade (6.1) construimos a seguinte tabela.

Intervalos Sinal de f'(z) Comportamento Extremos
(—o0, 0) + crescente
f(0) = 0 méax. relat.
(0, 2) - decrescente
f(2) = —4 min. relat.
(2, +00) + crescente

O grafico da fungao ¢ mostrada na Figura (6.3).

Exemplo 6.8.
Determine os intervalos de crescimento e os extremos relativos da funcio f(x) = 2% — 322 —
9z + 2.

Solucgao.

Observe que f/(x) = 322 —62—9 = 3(z—3)(x+1), em virtude da Propriedade (6.1) f'(z) =0

implica x =3 e x = —1, e segundo a seguinte tabela:
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Intervalos Sinal de f'(z) Comportamento Extremos
(—o0, —1) + crescente
f(=1) =7 max. relat.
(—1, 3) - decrescente
3) = —25 min. relat.
(3, +0) + crescente 1)
Exemplo 6.9.
Determine os intervalos de crescimento e os extremos relativos da fungao g(x) = — + %
x
Solugao.
z—6)(x+6
Tem-se que o D(g) = R — {0}, ¢'(z) = (6)(2—” quando ¢'(z) = 0 obtém-se os pontos
x
criticos t =6 e & = —6; o ponto = 0 ndo é ponto critico por nao pertencer ao dominio D(g);

porém deve-se considerar este ponto por ser ponto de descontinuidade. Considere-se a seguinte

tabela:
Intervalos Sinal de f'(z) Comportamento Extremos
(—o0, —6) + crescente
f(—6) = —2 max. relat.
(—6, 0) - decrescente
(0, 6) — decrescente
f(6) = 2 min. relat.

(0, +00) + crescente

Exemplo 6.10.
Seja a fungao f(x) = /x2(x + 3), determine os pontos de extremos relativos.

Solugao.

2
O dominio D(f) =R, e f'(z) = vt s, quando f'(x) = 0 temos que os pontos criticos

Vx(z +3)
sao: 0, —2 e —3.

Observe que em z = —3 e = = 0 a derivada nao existe (¢ infinita). Aplicando a Propriedade

(6.1), para o calculo dos intervalos de crescimento ou decrescimento, segundo a seguinte tabela,

tem-se:
Intervalos Sinal de f'(z) Comportamento Extremos
(—o0, —3) + crescente
(-3, —2) + decrescente

f(—2) = V4 max. relat.

(=2, 0) - crescente
f(0) = 0 min. relat.

(0, +00) + crescente




Calculo Diferencial em R 265

Exemplo 6.11.

Uma empresa apurou que sua receita total (em reais) com a venda de um produto admite
como modelo R = —x3 + 45022 4+ 52.5002, onde = € o nimero de unidades produzidas. Qual o
nivel de producdo que gera a receita maxima ?

Solucao.

Temos que R = —2° + 45022 + 52.500x, logo R’ = —3x? + 900x + 52500; resolvendo R'(z) =
302 4900z + 52500 = 0 =  —3(x% — 300z — 17500) = 0 =  —3(z — 350)(z + 50) =
0 = 2=350 ou z=-50.

Observe que R"(z) = —6z +900 = R"(350) < 0, assim quando z = 350 o nivel de

producao gera a receita méaxima.

Exemplo 6.12.

2
Seja a fungao f(x) = (3:72)2 determine os extremos relativos.
:L' J—
Solugao.
, —4x L. L,
Tem-se que D(f) =R - {2}, f'(z) = w22 o0 tnico ponto critico é x = 2. Logo:
$ [R—
Intervalos Sinal de f’(z) Comportamento Extremos
(—o0, 0) - decrescente
f(0) = 0 min. relat.
(0, 2) + decrescente
(2, +00) - crescente
A reta x = 2 é assintota vertical da curva como
mostra a Figura (6.4). Ty IH
Sy
Exemplo 6.13. i f: L
1k
Seja a > 0, mostre que o mdrimo absoluto da I ! k
|
~ I
fungao: ] J} : | -
_ I v
‘o) 1 1 244 : S 10
x) = — é I
I+ x| 1+|z—a| 1+a 5422
Solucao.
Figura 6.4:
Lembre, se g(x) =| z |, entao:
, x , 1 (x —a) 1 x
g (x) = —; logo tem-se que f'(z) = . - . , 0 que
|z | Atlz—al)? [z—al (A+|z])* |z
implica que a derivada nao existe em x = 0 e em x = a.
1 (x —a) 1 x a
uando f’(z) = 0 entao . = . onde r = —; assim os
Quando J'(2) (re—al? Te—al (@ aD? Tz] 2

pontos criticos sao 0, 5 e a
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Intervalos Sinal de f’(z) Comportamento Extremos
(=00, 0) + crescente
= max. local em f(0)
0, =) — decrescente a
a 2 min. local em f(=)
(=, a) + crescente 2
2 max. local em f(a)
(a, +00) - decrescente
1 2 4 2
Tem-se que f(0) = 1+ T5a - 112; f(g) =51a © fla) = 112, considerando que
f & continua e do fato f (5) < f(0) = f(a) concluimos que o maximo absoluto de f(x) é
24a

Exemplo 6.14.
Determine os valores de a, b e ¢ de modo que a fungio f(x) = azx* 4+ bx? + ¢ tenha extremo
1
relativo em x = 5 € quea equagao da tangente no ponto de abscissa x = —1 seja 2x —y+4 = 0.

Solucgao.

1 1 1 1
A derivada f'(z) = 4ax®+2bz como x = 5 é ponto critico tem-se f/(i) = 4a(§)3+2b(§) =0
assim — +b=0.
Por outro lado, m = 2 é o coeficiente angular da reta tangente quando z = —1, entao
f'(=1) = —4a—2b=2.
Na reta tangente, quando z = —1 tem-se y = 2 e na fungao, f(—1) =a+b+c=2.

Resolvendo as trés igualdades:

a+b:O, —4a—2b=2 e a+b+c=2

2
2 b 1 7
segue que a = ——, b=—- e c= —.
o s 23 1 g 7
Portant = oty a4 o
ortanto, f(x) 3% + 3% + 3
Observagao 6.3. Critério para os extremos absolutos de uma func¢ao continua num intervalo

fechado.

Se f € uma fungao continua no intervalo [a, b], pela Propriedade (4.6) (Teorema de Weier-
strass), f apresenta extremos absolutos. Para o cdlculo de seus extremos, considerando que estes
podem estar nos extremos do intervalo, € suficiente adicionar os pontos a e b aos pontos criticos
de f, logo comparar os valores que f assume em cada um destes postos criticos, o maior € o

mdzximo absoluto e o menor o minimo absoluto.

Exemplo 6.15.
Determine os valores mdrimos e minimos absolutos da funcio f(x) = x3 + 322 — 242 — 10
em [0, 4].

Solucao.
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Observe que f(x) é continua no intervalo [0, 4], e f'(x) = 3(x — 2)(z + 4); logo seus pontos
criticos sao 0, 2 e 4. Por outro lado, f(0) = —10, f(2) = —32 e f(4) = 6.

Portanto, f(4) =6 e f(2) = —32 sdo maximo é e o minimo absoluto respectivamente.

Exemplo 6.16.

4
Se g(x) = — 1 _”_:U ’2, determine os valores mdximos e minimos absolutos
x
Solugao.
T () conti 4,9 o gf(x) = L2l —1) tos criticos sio —4, 1,0, 1
em-se g(x) continua em [— e ¢'(r) = —————= os pontos criticos sao —4, —
g ) g ’ T ’ (1 _"_ x2)2 p Y Y Y

e 2.
16 8
Por outro lado, f(—4) = —10, f(~1) = -2, f(0) =0, (1) =2 ¢ f(2) =~
Portanto, o valor méximo absoluto é 0 = f(0), e o valor minimo absoluto é —2 = f(—1) =

f(1).

Exemplo 6.17.
Determine o valor mdzimo da fun¢do y = sen x sen 2x.

Solucao.

Desde que sen 2z = 2sen x cos z, temos que y = sen & sen 2z = 2 cos & sen >

cos?x). Considere z = cosx, logo —1 < z < 1. A fungdo g(z) = z — 2® = 2(1 — 2?) assume

x = 2cosxz(l —

valores negativos no intervalo —1 < z < 0, é igual a zero se z = 0, e assume valores positivos no
intervalo 0 < z < 1.
Quando g(z) = z(z — 2%) entdo ¢'(z) = 1 — 322, fazendo ¢'(z) = 0 segue que z = :I:\lf sa0
) 3
%.

Logo a fungao y = sen xsen 2x alcanca seu valor maximo nos pontos nos quais z = cosx =

pontos criticos; g(z) tem valor maximo relativo em z =

4l

4
este valor acontece quando x = —— =~ 0, 777.

3V3

Exemplo 6.18.

a «
Mostre que a fungao f(z) = x® — ax alcanga seu valor minimo igual a (1 — ) “7y/ [—} , no
a

e
ponto x = > [—} , sempre que a >0, v > 1, x > 0.
Q

Solugao.

Da funcdo f(x) = 2%—ax segue que f’(x) = axo‘_l—a, quando f’(x) =0, entaox = a—1 [E]
Q

Por outro lado, a derivada segunda de f(z) ¢ f”(z) = a(a — 1)2*~2 > 0 pela hipétese de a.

O critério da derivada segunda permite afirmar que f(x) atinge seu valor minimo igual a

(1—a) Y/ [gr, no ponto x = *7 [Z]

Propriedade 6.4. Desigualdade de Holder.
1 1 P q
Sep>1, —+-=1, >0 e y>0, tem-se que xy§$7+y7.
b q D q
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Demonstracao.

Pelo Exemplo (6.18),se « > 1, a > 0 e x > 0, para a fungao f(x) = z“ — ax temos que

f(z) > f< “‘{/@), isto é

¥ —ax > (1—a) 7y [g}a (6.2)

«

Considerando nesta desigualdade & = p e a = py, encontramos em (6.2) zP — (py)z >

a-p[2] = a-prvr

1 1 1 1 -1
Comof—&—f:lresultaf:l—f:pi = q:L,p—lzg,entéoxp—pyxZ
P ) . p D p—1 q
—Byq de onde zy < x— + m—. O
q p q
Exemplo 6.19.
1
Seja a > 0, mostre que o valor mdzrimo da funcdo f(x) = + atinge
] q fungao f(x) 2] T iraza) WM
d 24+a
wando T = .
1 14+a
Solugao.
1 1
+ , se, <0
l—-2z 14a—=x
1 1
Temos f(z) = + , se, O<z<a
lTx l+ag—2
1
+ , se, a<x
1+ l1—a+=x
de onde
1 + 1 <0
se, x
-2 " Ota-ap ™
~1 1
"(z) = , se, 0<z<
fi(x) (1+1ar:)2+(1+a1—x)2 se r<a

- 9 €, <
(1 +$)2 (1 — a—|—1;)2 se a x

Observe que f(z) cresce no intervalo (—oo, 0) e decresce no intervalo [a, +00), logo 0 méximo
de f(x) acontece no intervalo [0, a].
Quando f'(z) =0, para z € (0, a) entdo (1+2)> - (1 -2 +a)> =0 = x = %. Como
a 4 2+a 24a
—-)=—X< = f(0) = Axi é .
Q) =514 <14a=f0)=f(a), omaximo & -——
Exemplo 6.20.

Um comerciante vende 2.000 unidades por més ao preco de R$10 cada. Ele pode vender mais

250 unidades por més para cada R$0,25 da reducao no preco. Que preco unitdrio mazximizard a
receita?.

Solucgao.

Seja ¢ o nimero de unidades vendidas em um més, consideremos p o preco unitério, e R a
receita mensal, supondo em condicoes de livre concorréncia a receita é dada por R = gp; quando
p prego p = 10 temos que ¢ = 2.000; e, quando p = 10,0, —0,25 = 9,75 temos que g = 2.250.

Com esta informacao podemos obter o coel%ciente ari%ulag (% reta que passa pelos pontos

p— -

10, 2.000 9,75; 2250) onde m — - 1 — —0,001q + 12;
(10, ) e (9,75; 2250) onde m = “Tos = S G005 o5g) 1080 P R
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considerando esta ultima igualdade na equagao da receita obtemos R = ¢(—0,00¢+12) V R/ =
12 -0,002¢ V ¢ = 6.000; observe que R” = —0,002 < 0.

Quando g = 6.000 o nivel de producao proporciona receita maxima; neste caso p = 12 —
0.001(6.000) = 6 reais.

6.2.2 Assintotas.

Consideremos uma curva qualquer y = f(z) e

um ponto A que se movimenta ao longo dessa curva. e

Definicao 6.5.
Dizemos que o ponto A tende (converge) ao in-
finito se, a distancia entre o ponto A e a origem de

coordenadas (0, 0) tende ao infinito (a distdncia

cresce indefinidamente) :
Definicao 6.6. H?
Seja A um ponto que se movimenta ao longo de . Zia |
uma curvay = f(x) e d a distdncia entre A e uma
reta L. Se acontece que o ponto A tende ao infinito Figura 6.5:
e, a distdncia d tende a zero, dizemos que a reta L
€ uma de assintota da curva y = f(x); isto é AEIBOO d(A, L) =0. (Figura (6.6))
Propriedade 6.5.
A reta x = a € uma assintota vertical da curva y = f(x) se cumpre um dos sequintes

enunciados:
1°  lim .f(z) = £oo (Figura (6.5))

2°  lim .f(z) = £oo (Figura (6.7))

z—a™t

3°  lim .f(z) = £oo (Figura (6.8))

r—a~

A demonstracao obtém-se facilmente da defini¢do de assintota.

\ﬂ.:ﬁ'

=

Figura 6.6:
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: : '
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l !
| = i
i » i
a 2 i a i - i
| |
lim .f(z) =400 lim .f(z) = —o0
z—at T—a~
Figura 6.7: Figura 6.8:

Propriedade 6.6.
A reta y = k é uma assintota horizontal da curva y = f(x) se cumpre um dos sequintes

enunciados:

1° lim .f(z)=k

T—+00

2°0 lim .f(z) =k (Figura (6.9))
T——00

1° 1ir41_1 f(x) =k (Figura (6.10))

A demonstracao é obvia.

JL'EI;I'
JL'EI;I'
2--
2“ -\-\_\—\_\_\_\_\_\_\_\_\_\_
__________________________________________ _ e
—Srmzzmrmimmemrmem e N
& —1 -2 ~J0 Tk o
T [0 2 1 3 e
_2“
lim .f(x)=k lim .f(x)=k
T——00 T—+00
Figura 6.9: Figura 6.10:

Propriedade 6.7.
A retay = mx+b, m #0 € uma assintota obliqua da curva y = f(x) se e somente se

cumpre uma das sequintes condigoes:
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1° lim [f(x)] =m e lim [f(x) —mx] =0 (Figura (6.11))

T—+00 €T T—+00

r——00 X T——00

20 lim [f(x)] =m e lim [f(x) —mx] =0 (Figura (6.12))

Demonstragao. 1)

Suponhamos que a curva y = f(z) tenha uma assintota obliqua de equagao y = mx + b.

Seja A(x, f(z)) o ponto que se movimenta ao longo da curva y = f(z); e C(z, mx +b) o
ponto da assintota de abscissa .

Da defini¢ao de assintota temos que lim AB = 0; porém

T——+00

AB = AC -cosa e AC=| f(z) — (mzx +b) |

onde cos« é uma constante diferente de zero.
Logo, lim AB=0 < lim AB=0 < lim [f(z)— (mz+b)]=0.
xr——+00 r——+00 r——+00
Portanto, temos lim [f(z) — ma] = b.
r——+00

Reciprocamente (<)

Se ligl_l [f(z) — (mz + b)] =0 é obvio que a reta y = ma + b é uma assintota.
T— 100

Por outro lado, determinemos m e b.

lim [f(z)— (mz+b)]=0 < lim

r—-+00 r—-+00

[f(x) _ (ma + b)}

x x

1) e ev)] g

entao deve acontecer que lim = 0 pois x — +o0 de onde,

Tr——+00 €T

M1Vw—4:1m[ﬂ:0

T——+00 €T T——+00

assim, liril []‘i@] = m. Sendo m conhecido e considerando liril [f(x) = (mx+0)] =0
obtemos que lirJ]rn [f(z) —mz] =0.
1
vy=mx +hb

Figura 6.11: Figura 6.12:

w
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Por outro lado, se m e b sao ntimeros que satisfazem as condicoes

Tr—-+00 €T Tr—-400

lim [f(“")]:m e lim [f(z) —ma]=b

entao lirf [f(x) — (mz +b)] = 0 o que implica que a reta y = max + b é uma assintota de
r— 100

y = f(x).

Observagao 6.4.

Respeito a Propriedade (6.7) € necessdrio o sequinte:

i) Se ao calcular os valores m e b (quando z — +o00) um dos limites ndo existe, a curva nao

apresenta assintota obliqua & direita. Resultado similar obtém-se quando x — —oo.

ii) Se m =0 e b ¢ infinito, a assintota é horizontal.

Exemplo 6.21.

Determine as assintotas da curva determinada pelas equagoes:

z? +4 _ ba? —8r+3

a) f0) =2+ b) gla) =2

Solugado.a)

O dominio D(f) =R —{2}.

2
4
O céalculo do limite lin% {x +2 + \3/5] = to00, logo x = 2 é assintota vertical.
xr— Xr —
2 +4

Observe que, lirf [ + %} = #+00, logo nao tem assintota horizontal.
T—T00

x—2
Para o céalculo de assintota obliqua :

lim @ lim [M e/ﬂzlzm

z—+o0 T z—too (X —2) =z
z?+4
lim [f(z) —mz] = lim + {/x — x| = 400, logo nao existe assintota obliqua.
T—+00 z—+too | T — 2

De modo anélogo, nao existe assintota obliqua quando z — —ooc.

b) O dominio D(g) =R — {—5}.

52 — 8 3
Possivel assintota vertical, = —5; o céalculo do limite limS% = =oo0, logo
r—— T
x = —b é assintota vertical.

52 — 8z + 3

Observe que, lim S . +00, logo nao tem assintota horizontal.
z—-+o00 r+5
52 — 8z + 3
Por outro lado, lim M = lim S 5 além disso,
z—+4o00 X z—+oo  x(x +5)
52 — 8z + 3
lim [g(x) —bxr = lim ST E s bxr| = —33

T——+00 T——+00 r+5

Assim y = bx — 33 é assintota obliqua.
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522 — 8z + 3
Para o caso x — —oo, temos que, lim M = lim ot STt =5 também
z to—co I T——00 x(:c + 5)
_ _ 522 — 8x + 3
wgr_noo[g(x) —br = wgr_noo —T5 Sx| = —33

Portanto, y = bx — 33 é a tinica assintota obliqu

Exemplo 6.22.

Determine as assintotas da curva y = 5
:'E —_—

Solugao.

O dominio D(f) =R — {2}.

Interseccoes com 0s eizos.

x =0 entao f(0) =

2
7+ V41

a) Com o eixo-y:

22 —Tr+1

; € o ponto A(0, —

a.

, e tracar os respectivos graficos.

1
5)

b) Com o eixo-z: y =0 entao x = ; sao os pontos de coordenadas B( 1 0) e
7T — /41
C(———0)
4
Cdlculo de assintotas:
a) Verticais: v T
202 — Tz +1 -5
1' . = 1. —_— e — =
@)= ey T =
222 — 1 -
lim .f(z) = lim L —00
T—2- T—2— x—2 0~ 0 X
Logo x = 2 ¢é assintota vertical. / / :
b) Horizontais:
Temos que  lim .f(x) = +oo.
z—=+00 !
Logo nao tem assintotas horizontais. )
c) Obliquas: 4 y=ixt3
202 — Tz + 1
fim L8 gy, Tl
godoo T z—too z(z — 2) ) Figura 6.13:
. . 20 —Tx +1
b= lim [flw) —ma]= lim [———— —2]=
L 3ol _

Por tanto a reta y = 2x — 3 é uma assintota a direita e esquerda da curva y = f(x). O gréfico

mostra-se na Figura (6.13).

Exemplo 6.23.

Determine as assintotas da curva dada pela equagio g(x) = Va3 — 322 — 9x + 27. Mostre

seu respectivo grdfico.

Solucao.
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O dominio da funcao é D(g) = R.
Observe que nao temos assintotas verticais; pois nao existe nimero a tal que o limite

lim .g(z) =c.

lim .g(x) = £o0 isto é ndo existe valor real que faz zero o denominador.
Tr—a
x—300

Nao temos assintotas horizontais; nao existe ntmero c tal que o limite

Célculo de assintotas obliquas:

() \3/903—3952—996—1—27_1

T g .
m= lim .=— = lim .
r—+o00 x r—+o00 xT

b= lim [V23 —322—92+27—1 2] =

T—Fo00
, —32% — 9z 4 27
lim 5 5 =-1
w—Foo | (Va3 — 322 — 9z + 27)2 + x(Va3 — 322 — 9z + 27) + 22
A reta y = x — 1 é assintota direita e esquerda.
Calculo de extremos relativos:
1 3

@+ D@+3) entao r = —1, z =3 e xz = —3 sao pontos criticos.

/
9'(z) = —
(¥/(z = 3)%(z + 3))2
Observe que, para h positivo suficientemente pequeno temos que ¢'(—1+h) < 0e ¢'(—1—h) >

0, logo temos maximo relativo no ponto A(—1, v/32); por outro lado, ¢'(3—h) < 0 e ¢'(3+h) > 0,

logo em B(3, 0) temos minimo relativo.

O grafico mostra-se na Figura (6.14).

Exemplo 6.24.
Tragar o grifico da fungio f(x) = va* — 523 — 422 + 202 mostrando as assintotas.

Solucao.
O dominio de defini¢io é, D(f) = {z € R /. 2% —52® — 42?2 +20x > 0}, isto ¢ D(f) =

(—o0, —2] U [0,2] U [5, +00).
Intersecgoes com eixos de coordenadas sao os pontos (—2, 0), (0, 0), (2, 0) e (5, 0).

Nao tem assintotas verticais nem horizontais.

.il'?'
- o
. 3 gty
ST g .
~ \x\\ s "_.- J_.f
o y=1 L
R 4.7 7
L - r
\.\ . o g/
" .
PR B A e
L
e | /
A s
= E] [IE = i
-
Figura 6.15:

Figura 6.14:
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Calculo de assintotas obliquas:

) (x . Va2t —bad — 422 + 202
m= lim —= = lim =
r—+o00 I T——+00 x
: . 4 5
b= lim [f(z)—1-z= lim [va!— 523 — 422+ 20z —a] = —°
r—+00 r—+00 4
5o, S
A reta y = x — — é assintota obliqua a direita.
9 4 20
Por outro lado: m = lim @ = lim i' </1——+ =—1.
z—>—c0 T z——00 T x 2?2 a3
. . 4 5
b= lim [f(z)—1-2]= lim [V/a!—523 — 422 + 202 — (—1)z] = =
r——00 T——00 4

5
Aretay=—x+ 1 é assintota obliqua a esquerda.

O grafico mostra-se na Figura (6.15).

Exemplo 6.25.

Construir o grifico da curva y = g(x), mostrando suas assintotas.

3
x+’ se, x>0
4
g(x) = -z se, —3<z<0

(x+1)(x+4)

—V1+ 22, se, =< -3

Solugao.

O dominio da fungao D(g) = R — {—1}.

Calculo de assintotas horizontais:

lim .g(z) = lim v 1 e lim .g(z) = lim (—V142?) = -0

A tnica assintota horizontal é y = 1.
Calculo de assintotas verticais:

As possiveis assintotas verticais sao os valores de x para os quais o denominador é zero e

estes valores sdo: x =0, x = -1, e x =4.
T +3 23— 2
O limite lim R 4o00; e lim ———— = —, em x = —4 nao tem sentido
z—0+ x a——1(zx+1)(x+4) 3
calcular pelo fato estar definida g(x) no intervalo real (—3, 0]. Logo a tnica assintota vertical é

z=0.
Assintotas obliquas:

Nao existe assintota obliqua & direita, pois ja existe uma assintota horizontal.
9(x)

. . —V1+2a? .
m= lim = = lim — = lim

T——00 I T——00 T T——00 x

1
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-1
- _ — i [ 2_gl= lim — =
b= lim lg(z) —ma] = lm [-V1+a2—a] = lim e =0

A tnica assintota obliqua é y = .

O grafico mostra-se na Figura (6.16)

Bz, 120 TV
: ¥ =gy
I
I
=-1
I
! ¥ =g
y=1
=3 —L-0 3 ’
J‘_ -
Er = x L - ! 2
o 10 ACL 2)
- | :
e I
' I
Figura 6.16:

Observagao 6.5.
Se a equagao de uma curva escreve-se na forma x = g(y), para obter assintotas utilizamos 0s

resultados das Propriedades (6.5) - (6.7) modificando as varidveis correspondentes. Deste modo:

i) Se lim .¢g(y) =k ouse lim .¢g(y) =k entdo a reta x = k é uma assintota vertical.
Yy—+00 Yy——00

ii) Se existe a € R tal que lim .g(y) = oo, lim+ .g(y) = oo ou lim .g(y) = +oo = +oo,
Yy—a y—a

y—a~
entao a reta y = a é uma assintota horizontal.

iii) A reta z = ky + b é uma assintota obliqua se:

- 9() .
MBSy =k e lm o) kil =t ou

lim ) =k e lim [g(y) —ky]=0b
y——oo Yy y——00
Exemplo 6.26.
Tragar o grdfico da curva y® — y*x + y? + x = 0, mostrando suas assintotas.

Solucao.

y(y+1)
+Dy—-1)
A variavel y (imagem da funcio y = f~'(x)) pertence ao conjunto de ntimeros reais R —
{ _17 1 }

Assintotas verticais:

Da equagao a curva temos que, z = f(y) =

Observe o limite, lim .f(y) = £oo; logo nao existe assintotas verticais.
y——00
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Assintotas horizontais:
Sao possiveis assintotas horizontais y = —1 e y = 1.
2(y+1) 1
Y2 (y _

yinfll (y+1)(y—1) 2

i vy+1) Y2y +1)

T ey Yo7 R e L cyoray T py

entao a Unica assintota horizontal é y = 1.

Assintotas obliquas:

2
ke i YW _ gy YW+

y—too Yy  y—roy(y+1)(y—1)

=1

b= lim [g(y) —ky] = lim vly+1)

e e R

logo a tnica assintota é x =y + 1.

O grafico mostra-se na Figura (6.17)

Figura 6.17:

Exemplo 6.27.

Determine o grifico da curva y3z? —y*> +y + 2 = 0, mostrando suas assintotas.
Solucao.

2 _ 2 2 _qy—2
Observe que, 2 = % ,de onde x =+ %
Y Y
Ao substituir  por —z na equacgao original, a mesma nao véria, logo é simétrica respeito do
2—y—2
eixo-y; entao é suficiente analisar x = %
Y
: : ‘o 2.2, 3 / / / 2y =
Derivando implicitamente, 3y“zy’ + 2y°z — 2yy +y = 0, logo y = ——————5— entao
1+ 2y — 3y“x
x = 0 é um ponto.
Quando x = 0, y = 2 ou y = —1; em (0, 2) temos méaximo relativo e, em (0, —1) temos

minimo relativo.
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[y2 —y — 2 -2 2
Considerando que z = % = ugw entao a imagem ¥y pertence ao inter-
Yy Yy

valo [—1, 0) J[2, +00).

Y-y —2

O limite lim 3

! = +00; logo y = 0 é assintota horizontal.
Yy— y

2—y—2
Por outro lado, lim y-—y-—<

3 =0 entao x = 0 é a Unica assintota horizontal.
y—+oo y

Nao tem assintotas obliquas, seu grafico mostra-se na Figura (6.18).
Observagao 6.6.

Para o grdfico de curvas podemos utilizar recursos adicionais de pontos criticos e, ou critérios

da derivadas.

2
i
_\_\__IL_\_\_:;E_‘_“—\D//IE/_—.A’,—r

-1

Figura 6.18:
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Exercicios 6-2

1. Determinar os intervalos de crescimento, os extremos relativos e esbocar o gréifico das

seguintes fungoes.

1. f(z)=a3+22% —dax+2 2. f(z)=at—142% — 24z +1

3. f(z)=5Va?2— Vad 4. f(z)=|2>—-9|
T z+1

5. == 6. __rTe

fl@)= 57 J@) = i

2 +2 2 -5z +6

7. =2 = 8. _ L Torwo

9(x) x? — Az f(@) 22 —4x -5

9. g(z) = 32" — 1252 + 2160z 10. g(z) = (z — 1)Va?
f 3
11. h(z) = (z+2)2 - J(x-2)2 12, gx)=a3+>
X

% 4 2z — 33 22+z+1

13. S 14. L

f() —— 1 f(@) T —

1—x+4 22 1—z+2a?

15. =__-T= 16. - rTe

f(=) I f(@) e

2. Para os seguintes exercicios determine os pontos de maximo ou minimo, caso existir.

1. f(z)=(a—2)?>+ (b—x)? para a # b.

~

z) = (a1 —z)*+ (a2 — 2)? + (a3 — 2)* + - + (an, — 2)?

~

2. flz)=(
3. (z) = (a1 — 22%)% + (ag — 202)% + (a3 — 22%)% + - - + (a, — 222)°.
4. flz)=(

x ar—x)" 4+ (ag —x)" + (as — )"+ -+ (ap, — )"

3. Determine os intervalos de, crescimento e decrescimento para as fungoes:
1. y=z(1+x) 2. y=x—2senx,se 0 <z <27
4. Analisar os extremos das seguintes fungoes:
1. y=(z—-5)e" 2. y=av1l-—a?
3. y=(r—1)>* 4. y=1-3/(x—-2)4
5. Determinar os valores a, b e c se:
1.  f(z) =223 + ax?® + b tem extremo relativo em (—1, 2).
2. g(x) = ax? + bx + ¢ tem extremo relativo em (1, 7) e o grifico passa pelo ponto

(2, —2).

6. Para cada uma das seguintes fungoes, determine o determine o méximo ou minimo absoluto

nos intervalos indicados.

1. f(z) =32* — 823 4 622 em [—%, %] 2. f(x):% em [_%7 1]
1 1 1
8. fla)= 5 em [0, 4. f(z)= 7;”211 em -1, 5]
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7. Para as seguintes fungoes, determine os extremos relativos:

0, se, z€Q
fla)y=9 1 p

=, se, -

p q

1

1, se, =z=—
flx) =

0, se,

é fragao irredutivel

para algum n €N

nos demais casos

8. Determine o raio da base e a altura h de um cilindro reto com volume constante V', de

modo que sua area total seja minima.

9. Achar os lados do retangulo, de maior area possivel, inscrito na elipse:

10.

b o +a%y? = a?b?.

Sejam os pontos A(1, 4) e B(3, 0) da elipse 222 + y? = 18. Achar um terceiro ponto C

tal que, a area do tridangulo ABC seja a maior possivel.

11. Entre os retangulos de perimetro 10, qual deles é aquele que tem maior area ?

12.

totas.

13

13.

15.

17.

19.

flx)=V1+22+ 2z

r—5
@)= a1
22 +9
= a=ap
fl@)=Vaz+a?2—=z
fa) = zd — 522 +4
Va2 24
2
x4+ 2x+1
Sy = T2
_4f21 44z — 22
@)= 22+ T —8
912 — 6x — 8
flz) = 1622 +4x — 6
1622 + 4z — 6
1@ =\ 9z —6s _3

flx)=9>—622+23=0

se,

Para os seguintes exercicios, tragar o grafico da curva correspondente indicando suas assin-

1 — 2
2. .
Tx2 —x3 4+ -7
4. =
f(@) \/x3—9x2—9x+81
6. f(x)= Va3 — 522 —250+125
8. f(z)=vat— 23— 922+ 9z
32 + 3z +1
10. =4 24 = = -
f(z) + 22 4+ P p—
5+ 4zt — 62°
12. =/3624+5
/(@) VOt S 6 —dn
2® —bhrt+1 3
14. i NS 7 (= J |
Ho) = a0 V& H
22— 41
16. f(l‘) = \/4+l‘2+x27+1
26 — 924 — 22 +9
18. =\
8. f(x) \/ T +x
20 x_</x6—9x4—x2—|—9
x2 — 25
|z |< 1
)21
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5 — 17
, se, < -3
T+ 3
2
22. f(a)={ 1021|4502 19 X
(x —2)(22 +42+3) "’ 5 ses
V8x — 826 — 522, se, w>1
2
’2—1—, se, < -3
x
2 2
23.  f(x)= 8/ 22+ , se, —3<zx<l1
(z —1)
1) se, z>1
24z
z-1/3 , se, |x|<2
— —x
24. f(z) = 929
2 ) se, |$|22
T+

13. Construir o grafico das seguintes curvas, mostrando suas assintotas.

1. Y*=@-az—-c), a>0, ¢>0 2. oy} (x—2a)=2°—a

3. -2 —y3=0 4. zi+yr®=d®, a>0
5. 42° = (a+32)(2* +v%), a>0 6. 2%(z—y)?=d*(2® +4?)
7. -yl =y'-1

14. Determine as constantes m e n que satisfaz a condic¢ao:

. _332—3\3/x2+1—|—3
1. lim —mx—n| =0
T—+00 r—3
2243145
2. lim —mx—n| =0
r——+00 xr+3
R (7 /2 Sy W/ g |
3 lim 5 —mx—n| =0
x—+00 x4 —4
- [5e? VB 1+ VB 1145
4 lim —mx—n| =0
T——+00 24+ 4
. _6x4—|—4\4/:v12—|—1—x3—\3/1‘9—1—14—7
5 lim 3 —3mx —2n| =0
T——+00 0 — 8
. _61:4+5\4/x12+ — T =29 +1-9
6. lim 3 —2mx —3n| =0
z—+00 0 —8
(1523 4+ Tz + 4
7. lim w—\/&??—l—élx—\3/8w3+12x2+1+2mm—3n =0
z—too | 3x244
2023 + 1522 + 6 825 + 3z + 1
8. lim |22 DT A0 e s /S5O e v 17n| = 0
T——+00 32 4+4 2 +1

15. Para cada um dos seguintes exercicios, desenhar a regiao A:

281
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1. A={(z,y)eR?/. y=cosz, mz—%,xz%,yzO}
2. A={(x,y)eR?/. y=2?+22-3, 2=-2,2=0,y=0}
3. A={(r,y)eR?/. y=9-2% y=22+1}

-z
4. A={(x,y) €R?/. V=1 y=0,z=-1,z=2}
5. A={(r,y)eR?/. y=3z—-22 y=a22-2}
6. A={(z,y)€R?/. y=tanuz, x:(),yzgcosx}
7. A={(v,y)eR?/). y=a3+2, 2=0,y=2,y=0}
8. A={(zr,y) €R?/. y=arctanux, y:arccos%r?y:()}
9. A={(z,y)€R?/. y=arcsenx, y=arccosz, =1}
10, A={(v,y)€R?/. y=a3-322+22+2, y=222—-4z+2}
11. A={(z,y)eR?/. y=4—-In(z+1), y=In(z+1),z=0}
12 A={(v,9)€R?/. 4> —2=0, y—2°=0,2+y—2=0}
13. A={(z,y)eR?/. y@@®+4)=42-2),y=0,2=0}
14. A={(z,y)eR?/. y=2>+2—-4, y=z,y=8—-x}
15. A={(x,y)€R?/. y=¢" y=e % =1}
16. A={(v,y)eR?/). y=22+2, z=y*+1,2=0,y=0,2=2}
17 A={(z,y) €R?®/. y=lz-2|, y+2°=0,z=1,2=3}
18. A={(z,y)€R?/. y=vVa2 -3, y=lz—1|,y=0}
19. A={(x,y)€R?/. y=|senx| para x€|0,2n], y=—-x, =27}
20. A={(z,y) eR?/. y:af:é, r=-3,z=3,y=0}
21. A={(z,y)€R?/. y=arcsenx, y=arccosz, z=0}

22. A={(z,y) €R?/. y=tan’z, y:O,x:g,x:O}
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6.3 Formas Indeterminadas.

Trataremos das regras de L’Hospital que permitem calcular limites da forma:

0

0’ , 0-00, oc0—o00, 0 oo™, 1%

818

Propriedade 6.8. Teorema de Cauchy.

Sejam as fungoes reais f(x) e g(x), tais que:
a) Sejam continuas no intervalo [a, b].
b) Sejam derivdveis em (a, b).

c) J(x)#0 Vze€(a b)

entao, existe pelo menos um ponto ¢ € (a, b) tal que: 1 =

Demonstracao.
Observe que g(a) # g(b) para o caso g(a) = g(b) cumpriria as condi¢oes do teorema de Rolle

(Propriedade (5.20)); isto implicaria que existe ¢ € (a, b) tal que ¢’(¢) = 0 contrario a hipotese.
b) —
i 10— F@)
9(b) = g(a)

entao

f(b) = f(a) = k(g(b) — g(a)) (6.3)

Considere-se a fungao auxiliar F'(z) = f(x)— f(a) —k(g(x) — g(a)) para todo = € [a, b]; entao
F é continua em |[a, b], F é derivavel em (a, b) e F(b) = F(a ) 0; logo F' satisfaz as condigoes
do Teorema de Rolle, portanto existe ¢ € (a, b) tal que F'(c) =
Sendo F'(z) = f'(z) — kg'(x), entdo F'(c) = f'(¢) — kg'(c ) =0 ecomo g'(c) #0 Vce
f'(¢)
a, b), k= .
(@ 0) g'(c)

Portanto, em (6.3) tem-se

f) = fla) _ f'(c)
g9(b) —gla)  g'(c)’

Propriedade 6.9. Primeira regra de L’Hospital.

Se as fungoes f, g : R — R sao:
a) Continuas no intervalo [a, a + k], h > 0;
b) derivaveis em (a, a + h);
c) ¢ (x)#0 Vze (a, at+h);
d) f(a)=g(a) =0;
@ _ i @) _

li =
° @ 2 @)
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/
entao lim @ = lim f/(m) =1L ou +o0.
z—a't g(:v) z—at g (l‘)

Demonstracao.

Observe que ¢'(z) # 0 Yz € (a, a+ h). Aplicando o T.V.M. a fungdo g no intervalo
[a, a + h] tem-se que existe onde ¢ € (a, z) tal que g(z) — g(a) = (x — a)g’(c); as hipdteses c) e
d) implicam g(z) = (z — a)g'(c) # 0.

Para z € (a, a + h) considere o quociente /(@)

g()

teorema de Cauchy (Propriedade (6.7)) permite escrever

e como por hipotese f(a) = g(a) = 0, o

f@) _ fl@)=fla) _ [f(z)
g(x)  g(z)—gla)  g(z)

para

a<d<cw.
Observando que, quando z — a™, entao d — a™, da hipotese e) segue:

f@) _ o @ -f@  f@) F@)

lim —% = lim —4+—"2 = lim
r—at g(ﬂf) rz—at g(fE) — g(a) d—a™T gl(.’E) z—at gl(CC)

=L ou £+

Observagao 6.7.

Se as condigoes da Propriedade (6.8) sao verificadas num intervalo [a—h, a] ou [a—h, a+h],
a Propriedade (6.8) € verdadeira quando x — a~ ou = — a
Propriedade 6.10.

1
Se as condigoes a), b) e c) da Propriedade (6.8) sao verificadas num intervalo [E’ +00)

1
ou (—oo,—ﬁ] e lir}ra Slx) = lir+n g(x) =0 ou lim .f(z) = lim .g(z) = 0, entao
/! /
im M = i fl(x) ou lim @ = i fl(x) sempre que o limite do sequndo
v—too g(x)  w—doo g'(x) v——o0 g(x)  w——o0 g'(x)

membro exista.

Demonstracao.

Se x — +o00, considerando x = % as duas fungoes f(%) e g(%) tem limite zero quando
t—0t.

Definindo f (%) = g(%) = 0 para t = 0, obtém-se duas fungdes continuas no intervalo [0, h]
que verificam as condigdes da Propriedade (6.8).

Aplicando esta Propriedade (6.8):
F0) o SO UOT E P PG T
t

lim —=~ = = im = —
e—too g(z) =0+ g(3) =0+ [g(3)] =0t =55 - g/(F)  t—0t g/(F)  w—too ¢'(2)

De modo similar mostra-se quando t — —oo. ]

Propriedade 6.11.
Se f'(a) =¢'(a) =0 e [ e ¢ satisfazem as condi¢oes da Propriedade (6.8), entdo:
/ "
o) @)

lim 7 = 1 -
ot g(x) ot g ()  z—at g"(x)

Demonstragao.

Exercicio para o leitor.
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Observagao 6.8.

/
x
Se nao existe o limite de f,g ; quando x toa, entao nao podemos concluir que nao existe o
g (x
limite de f(@)
9(z)

Exemplo 6.28.

Sejam as fungdes g(z) =senz e f(z) =

0, se, x =
2 1
z“-sen (= 1
Calculando o limite: lim 1) = lim 7(’”) = lim [ T _ . z.sen ] =0.
z—0 g(r) -0 senw z—0 | sen x
/ 25 1y _ 1
Por outro lado, lim f(z) = lim zsen () = os(y) ndo existe.
z—0 g’(x) z—0 cosS T
Propriedade 6.12. Segunda regra de L’Hospital.
Se as fungoes f, g: R — R sao:
a) Continuas no intervalo (a, a + h], h > 0;
b) derivaveis em (a, a + h);
c) ¢J(x)#£0 Vaze((a,a+h);
d) lim .f(z)= lim .g(z)= oo;
z—at z—at
e) f(a)=g(a) =0;
/
) tim 2% o te
A ()
/
entao lim M = lim (@) = ou Zoo
z—at g(x) z—at g’(x)
Demonstracao.
Exercicio para o leitor.
Exemplo 6.29.
Calcular os seguintes limites:
1
) ox 4 b) i %
a im im ——&——
z—0+ Lnx z—0 % + sen (%)
Solugao. a)
00 —i —lx_% 1 21
E da forma —, logo lim = lim 44— = lim |—-z1| = -
o0 z—0+ Ln x e—0+ a1 z—07t 4
Solugao. b)
. 00 1 —p2 1
E da forma —, logo lim ——%—— = lim = lim ————— este ultimo
e sen (1) ~ a=022(1+cos(2))  =—01 + cos(L)
= 1
limite ndo existe, porém lim —&——— = lim ———— = 1.

@—0 1 4 sen (L) =01+ zsen (L)
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Observagao 6.9.

i) Aplicando o T.V.M. mostra-se que, se lim .f(z) = oo e lim .g(z) = oo, entdo lim .f'(x) = co
r—a Tr—a r—a

e lim .¢'(x) = oo, isto significa que num certo subconjunto de D(f) ¢ indeterminado = @
r—a g x

f'(x)
g ()

quando x — a. Nao obstante o quociente pode permitir simplificagoes que

permite (Ezemplo (6.29) a))

o0 0
ii) Para a forma — verificam-se as propriedades anélogas aos da forma o
00
f'(z)
g'(x)

podemos concluir que /(@) nao tenha limite (Ezemplo (6.29) b))

g9(z)

o, L. . ~ .. ~
iii) Na forma — ¢é necessario considerar que, se nao tem limite quando z — a, nao
00

Exemplo 6.30.

r—3 3—x

. — e
C’alculm“ :}711% m

Solugao.

0
Quando & — 3, o limite tende para 0 como as condigoes da regra de L’Hospital (Propriedade

z—3 3—x z—3 3—x
- 141
(6.8)) sao satisfeitas, entdo: lim C T im© te _ it 2.
z—3 sen (z —3)  z—3 cos(x — 3) 1
em73 _ 6371
Portanto, lim ——— = 2.

z—3 sen (r — 3)

Exemplo 6.31.

x—2 2—x
-2
Calcular lim € te .
a—2 1 — cos(z — 2)

Solugao.

0 ex—2 4 eQ—m
O limite é da forma —, aplicando a regra de L’Hospital tem-se: lim ——— =
0 x—2 1 — cos(z — 2)

ecc—Z o eQ—a: —9

I
s S— (x—2)

0
Este dltimo limite novamente é da forma 0’ aplicando novamente a Propriedade (6.8) tem-se:

T—2 2—zx
im &t " o
z—2 cos(x — 2)

r—2 2—x
-2
Portanto, lim ¢ te = 2.
a—2 1 — cos(z — 2)

Exemplo 6.32.

1 —cosx — %xz

Calcular lim 7}
x—0 X

Solugao.

0
Este limite é da forma 0’ aplicando duas vezes a regra de L’Hospital tem-se:

. 1—cosac—%ac2 . osenx —x . cosx—1 1
lim =lim —— = m ———5— = ——.
x—0 x4 x—0 4$3 z—0 122 24
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. 1—cosx — %x2 1
Portanto, lim 7} -
xr— X 24
Exemplo 6.33.
1
. e =
Calcular lim
5 z—0 X
Solugao.
0 e “2.e7% v
Se x — 0T, este limite é da forma —, entdo lim = lim = lim —-, observe
0 rz—0+t T x—0T 1 z—0t T
que se continuamos com o processo nao poderemos evitar a indeterminagao.
_1 1
Por outro lado escrevendo, lim —— = lim -%- este dltimo limite é da forma —. Aplicando
r—0t & z—0t e
e 1 2
a regra de L'Hospital, lim — = lim % = lim - =0.
r—0t X z—0t e z—0t _ 1267
1
e = 1
Se x — 07, tem-se lim = lim —-e = = (—00)(+00) = -0
r—0- T z—0~ T
1
.. .e = .
Portanto o limite lim nao existe.
z—0 X
Exemplo 6.34.
1
e =2 —1
Calcular lim T )
r——400 i
xT
Solugao.
0 % 1 % 23 %
. e = . e =z xr . e =z
E da forma —, entdao lim T = lim T = lim =—1.
z—+00 =z rz—+oo  —2x~ z—+oo0 —1
1
e =2 —1
Portanto lim T =—1.
T——+00 -
x
Exemplo 6.35.
Ln (sen x
Calcular lim ¥
a—0+ Ln (tan x)
Solugao.
00 . ILn(senx cotx .
O limite é da forma —, logo lim ¥ =l — = lim cos? .
00 a—0+ Ln (tanx)  z—o0t €2z 5 o+
L ( ) tanz
n (sen x
Portanto lim =

e—0+ Ln (tanzx)
Exemplo 6.36.

t
Calcular lim an

e—7 tan(3z)
Solugao.

. tanx .
lim ——— = lim
e—T tan(3z) o1

2

sen x - cos 3x
sen 3x - cosx

lim
z—Z

2

|

sen 3x

O limite é da forma —, das identidades trigonométricas segue-se :
00

sen xr

111

] T cos 3x
a—% | cosT

o
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A aplicando a regra de L’Hospital a o altimo limite:

lim |:COS3$:| ~ lim {—3sen 33:] __3

x—>% COST z—Z —Sen r

2

tanx
Portanto lim —— = (—-1)(-3) = 3.
oranto ximg tan(3z) (=1(=3)

Exemplo 6.37.

n

.x
Calcular lim —, mnéeN.
rz—-+oo el

Solugao.

Como n € N e o limite é da forma —, aplicando a regra de L’Hospital sucessivamente n
00

n

. T . n!
vezes, tem-se : lim — = lim — =0.
x—+o00 ¥ x—-+oo ¥
zﬂ"L
Portanto, lim — =0.
r—+oo e¥
Exemplo 6.38.
x'f’
Determine o sequinte limite : lim —, r€Q—-N, r>0.
z—+o00 et

Solugao.

O limite é da forma —, como 7 é um nimero real positivo, existe n € Ntal quen—1 < r < n.

00
Aplicando a regra de L’Hospital sucessivamente n vezes tem-se:
x" r(r—=1)(r—-2)(r=3)---(r—=(n—-1))z™™"
im o gy TV =2)=3)(r—(n—1)) _o,
z——4o00 et T—~400 e’
pois, (r —n) < 0. Este resultado mostra que, quando x — +o00 o limite da exponencial e* ¢

infinito de "ordem maior que qualquer poténcia de x”.
T

) x
Portanto, lim — =0.
r—+o00 el

Exemplo 6.39.
L
Calcular lim g, reN, r>0.

5 r—4oco I
Solucao.

00
O limite é da forma —, aplicando a regra de LL’Hospital tem-se:
00

. Lnuz . -1 .
lim — = lim ——— = lim =0
z—+oo I z—toor - g™l zStoo g
O resultado mostra que, quando z — +o0 a fungao Ln x ¢é infinito de “ordem inferior de x™”,
para r > 0.
. Inz
Portanto, lim =0.
z—+oo I
: PN 0 00
6.3.1 Formas Indeterminadas Redutiveis & Forma — ou —.
(0.8}

: : 0 00 : :
As regras de L’Hospital aplicam-se & forma — ou —; porém as formas indeterminadas:
00

0 o0
0-00, oo—o0, 0° oo e 1%°; podem ser transformadas para forma 0 ou —.
00
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6.3.1.1 A forma indeterminada 0 - co.

Quando por exemplo lim.f(z) =0 e lim .g(z) = oo (pode ser £00), tem-se: [lim .f(x)] -
Toa r—a T—a
[lim .g(z)] = lim.f(z)g(x) = 0-oco. Este limite pode ser calculado utilizando a regra de
r—a r—a

L’Hospital, segundo uma das seguintes transformacoes:

0
1 f.g= 4 e resulta da forma o
9

00
e resulta da forma —.
00

)
2
~
N}
Il
~l=|

Observagao 6.10.

i)) Quando um dos fatores ¢ uma fungao transcendente com derivadas algébricas, convém con-

siderar este fator como o numerador antes de utilizar a regra de L’Hospital.

ii) Nao confundir com a Propriedade 3.10 b)(Vol. 1) o valor de um dos limites ndo é um nimero

real.

Exemplo 6.40.
Calcular lin%[tanx - Ln (sen )]
T—

Solugao.

Observe que o limite é da forma 0 - co, aplicando a regra precedente e da Observagio (6.10)

L
tem-se: lim[tanx - Ln (sen z)] = lim Ln (sen z) ¢ da forma .
x—0 z—0 cotx o0
L t
Logo, lim[tanz - Ln (sen z)] = lim Ln(senz) _ lim % = — lim (cosx)(sen z) = 0.
z—0 z—0 cotx z—0 —CSc* x z—0

Portanto, lin})[tanx -Ln (senz)] = 0.

6.3.1.2 A forma indeterminada oco — .

Por exemplo, se lim .f(x) = oo e lim .g(z) == oo, tem-se: lim .f(z) — lim .g(z) = 0o — 0.
Tr—a r—a r—a r—a
Este limite pode ser calculado utilizando a regra de L’Hospital, segundo a transformacao:
1 1
fog=fgls--)
fg

Exemplo 6.41.

1
Calcular lim [— — cscz].

z—0t T
Solugao.
. . CcsC X 1 1 . —(x —senx
Tem-se lim [— —cscz] = lim | — 1] = lim —(z—senz) =
z—0t T -0t x escx o0 a—0t T -senw
cosx — 1 . —sen & 0

:720

lim
r—0+ COST + CcoST — T -senx 2

im
z—0t senx + x - Ccosx

1
Portanto, lim [— —cscz] = 0.
z—0t T
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6.3.1.3 A formas indeterminadas 0°, oo e 1.

Todas estas formas sao redutiveis a forma 0-00, se ao calcular o limite utilizamos a propriedade
de logaritmo que diz: f(z)9(®*) = e9(@)Ln[f(2)],

Exemplo 6.42.

Calcular h%l+ [z + sen z]

tanx

Solucao.

Observe que:
lim tanz-Ln (z+sen x)

lim [z + sen z]*"* = ex—o+ (6.4)
z—0t
l4cosx
Ln (x +senz
Por outro lado, lim tanz-Ln (z 4+ senx) = lim Ln (@ +sen ) = lim Mi; =
z—0+ z—0+ cotx z—0+t —CsC* X
2
sen “x 2sen rcosw
lim (1+4cosz)- lim ——— = (-2) lim —— = (—-2)(0) = 0.
z—0F z—0+ T + sen x z—0t 14 cosx
B . : lim tanz-Ln (z+sen ) 0
Na expressao (6.4) tem-se hlfn+ [z + sen z]"*"* = ea—0t =e =1
z—0
Portanto, lim [z + sen ]®"* = 1.
z—0t+
Exemplo 6.43.
Calcular lim [tan ]2~
T—
Solugao.
Tem-se :
. lim (5 —)Ln [tan z]
lim [tanz]2 7% =" 2 (6.5)
T—3
Ln (tanx sec” I —x)?
Por outro lado, lim (I —z)Ln [tanz] = lim ¥ = lim I — lim Goo =
T =% T e=f (zogp 973 SenT - CosT
—2(% -z 0
a—Z cos®x —sen“x  —1
. lim (5 —)Ln (tanz)
Em (6.5) segue-se que, lim [tanz]2 ™" = e"72 =l =1
z—I

2
Portanto, lim [tan 2]27% = 1.

r—7

Exemplo 6.44.

Calcular im[1 + x ]x sen:v_

r—0

Solucao.

2
L. lim Ln (1+42“)
Este limite é da forma 1°°, e tem-se: hm[ +x ]r senw — er—0 @senT

Para o calculo do limite do expoente de e segue-se:

2z
. Ln(1+ x2 . 3
lim ¥ = lim 1tz =
z—0 I -senx z—0senx + T - cosx

. 2x . 2
lim - lim =1)lim — =1.
01422 250senx + - cosx z—0 2cosx — sen x

Portanto, hm[ +x ]zscnz —el =e.
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Exemplo 6.45.

Calcular lim z*.
z—0t

Solugao.

O limite podemos escrever na forma:

lim z-Lnx
lim 2% = ex—of (6.6)
xz—07F
1
. N * .
Tem-se: lim z-Lnz = lim —— = lim —%- = lim (-2) = 0.
z—0t z—0t = z—07t -2 x—07F

Portanto, em (6.6) lim 2% = e’ = 1.
z—07t

Exemplo 6.46.

. T —senx ) . “ L L. . s :

Mostre que lim ———— existe, porém nao € necessdrio aplicar a regra de L’Hospital.
T—+o00 T + sen x

Solugao.

1
Quando x — oo, temos que y = — — 0, logo
T

1 1 1
.z —senx .y sen . 1—ysen§
lim — =lm{+—F =lim ———%
r—+oo T 4 sen T y—>0§+sen§ y—>01+ysen§

1
Como cumpre-se a desigualdade | sen — |< 1 ( ¢ limitada), entao lin}) Y- sen% = 0, conse-
Y Y=

1—ysenl T —senx
qientemente lim 731/ = 1. Portanto lim —— =
y—0 1 4 ysen y z—+oo T 4 sen x

Nao podemos aplicar a regra de L’Hospital, observe que é da forma

r—senx P

lim —— ==
z—+00 T + sen x 39

Exemplo 6.47.
a) Dar um exemplo de uma fungéo f(z) para o qual existe lim .f(x), porém nao existe lim .f’(x)
T—00 T—00
b) Mostre que, se existem lim .f(z) e lim .f'(z), entdo lim .f/'(z) = 0.
rT— 00 rT—00 T—00

c) Mostre que se existe lim .f(x) e existe lim .f”(x) e também lim .f"(z) = 0.

r—00 Tr—00 Tr—00
Solugao. a)
2
- : : . sen x
E suficiente considerar a fungao f(x) =
2
: . senzw .
Observe que lim .f(z) = lim =0 porém,;
Tr—00 Tr—00
, 222 cos x? — sen z* 5 senx?
filz) = 5 =2cosz” — —
x x
o , ) 5 senx?
No limite lim .f'(x) = lim |2cosa” — — =h-1=7
T—00 T—00 €T

Solugao. b)
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L
Suponhamos que lim .f'(z) = L > 0. Entdo existe algum N tal que | f'(z) — L |< 5 para
T— 00

L
x > N, isto implica que f'(x) > 3

Porém segundo o teorema do valor médio isto também implica que

x—N|L|

5 para x> N

flz) > f(N) +

o que significa que lim .f(x) nao existe. De modo anélogo mostra-se que nao pode acontecer
Tr—00

lim .f'(z) =L <0.
Tr—00

Portanto lim .f'(z) =0

Tr— 00

Solugao. c)

Seja lim .f"(z) = L > 0, entdo o mesmo que na parte a) terfamos que 1itm Slx) =

T— 00 xr 1Tooo
oo. Aplicando novamente o teorema do valor médio mostra-se que lim .f(x) = oo, isto é
rT—00
contradicdo com a hipétese. De modo anélogo nao pode acontecer lim .f”(x) = L < 0. Portanto
r—00

lim .f"(x) = 0.
Tr—00

Em geral, se existem lim .f(z)e lim .f*)(z), entdo lim .f'(z) = lim .f"(z) = lim .f"(z) =

T—00 T—00 T—00 L—00

o= lim . f®@)=0 keN
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Exercicios 6-3

1. Calcular os seguintes limites:

er —1 . r—tanx . x+sen (mx)
1. lm——— 2. lim—— 3. lim —+—=
z—0 Ln (x + 1) z—0 r — sen z—0 x — sen (7x)
e’ —1 a® — (a+1)*
4. lim — 5.  lim v/e* 6. lim ————
7. Gim ¢ | P2 8 fim | " 9. lim L T
z—0t+ x z—1 |Inx z—1 z—0 x
o amr g . 1 . a®—z-Lnx —coszx
10. lim — 11. lim Lnx + —] 12. lim
z—1 Lnx z—0t x2 z—0 sen 2z
13. lim {/secx 14. lim =277 15. lim — cot x]
a—0 z—0 1 — cos(nx) z—0 T - COS T
2. 2
16. lim sen“z 17. lim 0 T RT 48 lim — o - tan ]
z—0 z—0 T-Ccosx z—Z 2cosw
5
L 1 1 14+2Ln =
19.  lim o 20. lim| ) 21 i |Ryfsenw
z—+too /T z—0'sen2x 2 z—0 | sen y — sen T
t
22.  lim —2 23. lim VI+a 24. lim (1 — ¢")Ln (sen z)
z—0t X z—0 z—0+
/1 2 t 2(,.—1
25. lim " 26, lima-(Ln|z))? 27. lim #‘E)
T—+00 x z—0 z—-+oo Lin (1 + 45(}_1)
,, 1 .
28, lm Valta® 29. lim|—"— — 1] 30, pm LoSCnGCRD)
200 a—1l'z—1 Lnz z—0 1 — cos(sen x)
5 1 1 24+3r+5 5
31. lim o72nr 32, lim[- — | 33 qim | T orF 2
z—0+ z—0x e’ —1 z—0 sen x T

. Verificar a validade das seguintes igualdades:

VO Yoo 1) /e T +2) 1o

1. im = .

e——1 [5V2H] . tan3(Yz + 1) - arcsen ¢/(z + 1)1  Lnb

0 y R/ (a — x)13[cos /a — x — cos(sen 3/a — x)|sen (2{/(a — z)?) 1
. im ——

z——1 [e — 1] - sen 3¢/ (a — x)2[1 — cos(sen 4/ (a — x)?)] 6

. Onde encontra-se o erro na aplicagdo da regra de L’Hospital?

. > 4+r—2 32241 . bx
lim ————— = lim =
a—1 22 -3¢+ 2 z—1 20— 3 x—1 22
Na verdade o limite é —4.

. Determine os seguintes limites:

cos?zx —1 T

a lim ——— b lim
) 2—0 xr2 ) z—1 tanx

. Determine f(0) se: f(z) = g(xa:) sex#0, f(0)=0, g¢g(0)=g(0)=0eg"(0)=17.
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Mostre as seguintes regras de L’Hospital:

!

1. Se lim .f(z) = lim .g(x) =0 e lim ) = L, entao lim /@) =1L,

z—at z—a’t z—a’t g’(w) z—a’t g(x)

(analogo para limites & esquerda).

/

2. Se lim .f(x) = lim .g(x) = 00 e lim f/(:c) =0, entao lim @) = 00,

T—a T—a z—a g (CC) z—at g(ZL‘)

(anélogo para —oco ou se ¥ — at oux — a”)

. . . f'(2) - fo)

3. Se lim .f(x) = lim .g(z) =0 e lim =L, entao lim —= =

T—00 ( ) T—00 ( ) T—00 g/( ) x tooo g(,l‘)

/
4. Se lim .f(z) = lim .g(z) =0 e lim f/(:v) = 00, entdao lim )
o 2%.sen i . ) .

Mostre que lim ———%£ = 0, porém nao podemos calcular aplicando a regra de L’Hospital.

z—0 sen r

Determine os limites das seguintes fungoes:

1 1
1. limsen®z 2. limz?-Inz 3. lim |- — ]
z—0 z—0 x—0 K4 et —1
L — [ L —
4 lm(@+)" 5 fm [2EZ9 6. lim | 2@
z—0 a—1| cotmx z—a | Ln (e® — e?)

©

7. lim Yz+2¢ 8. lim[ 1 —1] . lim |2 g ]

z—00 a—l|z—1 Lnz z—1 |1 —aP 1-—21

ta — 2arcta
10. lim “{/——% 11, lim (7 — 22)°5® 12, lim | 22T
z—0 X T tog T—00 \z/ e3—1

Verificar o calculo dos seguintes limites:

. 1 ) 1 )
1. limz-cotmx = — 2 lim — —cot?x| ==
x—0 T 20 | 3
z2 . 2 _ T —x 1
3. lim \/m = 6_6 4. lim |: (6 "’j )COS:L‘:| _1
x—0 70 z 3

Qual dos triangulos retangulos de perimetro dado 2p, tem maior area ?

De uma folha circular, temos que cortar um setor de modo que podamos construir um funil

de maior capacidade possivel. Determine o dngulo « central do setor.
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6.4 Aplicacoes Diversas.

Apresenta-se a seguir problemas aplicados a diversos ramos das ciéncias exatas, tais como

problemas de fisica, quimica, biologia, etc.

Exemplo 6.48.
Determine dois mimeros inteiros positivos de modo que sua soma seja 60 e seu produto o
maior possivel.

Solugao.

Sejam os niimeros = e 60— x, entdao o produto P(z) = x(60—x), logo P'(z) = 60— 2z quando
P'(z) = 0 segue que z = 30 (& ponto critico de P(x)); também P"(z) = -2 ¢ P"(30) = -2 < 0.
Pelo critério da derivada segunda de P(z), em z = 30 tem-se maximo para P(x).

Logo os ntimeros sao 30 e 30.

Exemplo 6.49.

Dada uma folha de papelao quadrada de lado a, deseja-se construir uma caiza de base quadrada
sem tampa cortando em suas esquinas quadrados iguais e dobrando convenientemente a parte
restante. Determinar o lados dos quadrados que devem ser cortados de modo que o volume da
catxa seja mdzximo possivel.

Solugao.

Sendo = o lado do quadrado a ser cortado em cada esquina, o volume da caixa é V(z) =
z(a —2x)? onde 0 < z < g. Derivando tem-se V'(z) = a? — 8ax + 1222, quando V'(z) = 0
tem-se que o tinico ponto critico que satisfaz a condigao é %; por outro lado, V" (z) = —8a+24x
e V”(%) = —4a < 0.

Portanto, o volume serd maximo quando os cortes dos quadrados nas esquinas sejam iguais

& sexta parte do comprimento do lado a.

Exemplo 6.50.

Deseja-se construir um cilindro circular reto com tampa de base uma circunferéncia, de modo
a gastar o menor quantidade de material. Qual € a relacao entre a altura e o raio da base para
isto acontecer ?

Solucao.
De um ponto de vista mateméatico, o problema apresenta dois aspectos.

a) De todos os cilindros que possuem area total igual, terd menor gasto de material aquele que

tenha maior volume.

b) De todos os cilindros que possuem o mesmo volume, tera menor gasto de material aquele que

sua area seja minima.

Consideremos o caso da parte a). Suponha um cilindro de altura h e raio da base r; entao

sua area total é A = 2772 + 2prh (A é constante) e seu volume V = 7r2h.
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A — 27r?

5 , substituindo este valor em V' tem-se V (r) =
o

Do dado da area total, vem que h =

2 A— 27'('7'2 3 .. ~ A 4 it1
T (27) = —ur°, otimizando esta funcao encontra-se que g = 6 € ponto critico, e
mr us
V' (rg) = —67r < 0, assim o volume é maximo.
: A 9 o
Considere r = rg = = = A = 6nr“, substituindo na altura h temos que h =
us

A — 27r? 6mr2 — 272
= = 2r.
2rr 2rr

Logo arelagao h : 7 € 2 : 1; a altura é o dobro do raio da base.

Exemplo 6.51.

Um arame de 80cm de comprimento deve ser cortado em dois pedagos. Com um deles deve-se
construir uma circunferéncia, e com o outro um quadrado. Quais sdo as dimensées dos arames
de modo que a soma das dreas do circulo e quadrado sejam: a) minima; b) mdzima.

Solucao.

Supunha a raio da circunferéncia seja r, e o lado do quadrado m; e sejam os comprimentos do

arame zcm e (80 —x)cm; entdo 27 = = e 4m = 80 — x. A soma das areas é: S = 72+ m? =
[ T ]2 n 80 — z1?

T — .
27 4

80 — 1 1 4
Logo, S'(z) = % - (8:6) =z {27r + 8] -10=2 { ;W] — 10; o tnico ponto critico

acontece quando z = 10 [ ST } ~ 35, 20.
447
) o 1 1
A derivada segunda de S(z) é: S"(z) = 7 + 3| > 0.
i

Como a fungao S(z) somente tem minimo relativo em = ~ 35, 20, a drea minima é S(35,20) =

‘35,2OFJr {80 — 35,20

2
5 1 ] = 224cm2, pelo fato ndo possuir mais pontos criticos, a drea maxima
T

deve ocorrer em um dos pontos do extremo. Se z = 0, S(0) = 400cm? e, se x = 80, S(80) =
(4072

T ] = 127.2em?.

| 2m

Exemplo 6.52.

Gerador € um aparelho que transforma qualquer tipo de energia em energia elétrica. Se a

poténcia P, em watts, que um certo gerador langa num circuito elétrico é dado por: P(i) =
20.i — 51i% onde i é a intensidade da corrente elétrica, que atravessa o gerador, em amperes
(amp), pede-se: a) Para que intensidade da corrente elétrica, este gerador langa no circuito
poténcia mdxima ¢ b) Para que intensidade da corrente elétrica, este gerador lan¢a no circuito

uma poténcia maior que 15W 2

Solugao.
A poténcia é maxima quando existe i de modo que seja a fungdo P(i) maxima.
De P(i) = 20.i — 512 temos que P'(i) = 20 — 102i onde i = 106 é o valor critico; observe

20
que P”(i) = —102 < 0, logo em i = 106 = 0.196amp.
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Por outro lado, pede-se o valor de i quando P(i) = 15; isto é 15 = 20.i — 51i% logo 51i* —

. . 204 ,/202 — 4(51)(15)
20.i + 15 = =
0i+15=0 = 1 2051)

sendo o interior da parte radical negativa, nao
existe 1.

Portanto a resposta para a parte a) é i = 0.196amp e para a parte b) no existe solugao.

Exemplo 6.53.

Dois postes verticais de 6 e 8 metros estio plantados num terreno plano, a una distdncia de
10m entre suas bases. Calcular aproximadamente o comprimento minimo de um fio que partindo
do topo de um destes postes, toque o solo na reta que une as bases e, logo o topo do outro poste.

Solucao.
L D
Na seguinte Figura (6.19), seja AC =

10, AB = 6 e CD = 8, entdo a hipotenusa
BM =36 +22 e MD = /64 + (10 — z)2.

A funcao comprimento do fio que modela o

8m

problema, é:
C 10—z M T A
f(z) = V36 + 22 + /64 + (10 — x)2 7
Lembre que x > 0; logo no calculo dos pontos — 50m —

criticos de f(x) tem-se que: Figura 6.19:

fla) = x _ 10—
O VB6+a2 64+ (10— x)?

quando f’(x) = 0, temos que = = = é ponto

critico.
36 64 30
A derivada segunda de f(z) é, f(x) = 36+ CL‘2+64 0= 2)2 >0e f”(7) > 0, logo temos

2 2
comprimento minimo quando x = 3—70 ; assim f(?) = \/36 + [30] + \/64+ [10 — 370] =

7
17.20m.

Exemplo 6.54.
Um automovel desce um plano inclinado segundo a equacio s(t) = 12t> + 6t. a) Achar a
velocidade 3 sequndos depois da partida; b) determine a velocidade inicial.

Solugao.

O automoével que estava em repouso, descreve um movimento em relagdo ao tempo mediante
a equacdo s(t) = 12t? + 6t; sua velocidade instantanea em qualquer ponto da trajetoria é v(t) =
s'(t) = 24t + 6.

a) v(3) =24(3) + 6 = 78m/sg.

b) A velocidade inicial quando t = 0, foi v(0) = 6m/sg.

Exemplo 6.55.
FEspera-se que a populacio de uma certa cidade t anos apds 1° de janeiro de 1.994 seja
f(t) =10.000 — m (a) Use a derivada para estimar a mudanga esperada na populagio de 1°

de janeiro de 1998 a 1° de janeiro de 1999; (b) Ache a mudanca exata esperada na populagao
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19 de janeiro de 1998 a 1° de janeiro de 1999.
Solugao.a)

Temos que o 1° de janeiro t =0 e f(0) = 6.000 habitantes. Como ¢ é dado em anos, em 1°

de janeiro de 1.998 temos que t = 4.

fE+1) = f(£) fA+1) - f(4)
(t+1)—t

logo f/(4) = == = £6) — (1)
4.000 4.000

assim f'(4) = (10.000 — T) —(10.000 — T) = 200 a mudanga esperada ¢ de 200 habitantes
a mais.

Solugao. b)

Q

Por outro lado, em geral f’(t)

4.000

= 160.
ar1e 100

Lembre que f'(z) =, logo a mudanca esperada exata ¢ f(4) =

Exemplo 6.56.

Duas linhas férreas se cruzam em dngulo reto. Duas locomotivas de 20m cada uma, em
grande velocidade, aproximam-se do cruzamento. Uma delas de certa estacao situada a 40km do
encontro; o outro de uma localizada a 65km. A primeira corre a uma velocidade de 800m/min,
enquanto o outra vai a 600m/min. Quantos minutos terao transcorridos desde a partia até o

instante em que a distdncia entre as duas locomotivas € minima; e qual € essa distdncia?

Solucao.
Suponhamos terao transcorridos = min; e B
seja a velocidade da primeira 800m/min = I
0.8km/min e da segunda 0.6km/min. Segundo o / (40, 8z)2 + (65 — 0, 6x)2
grafico da Figura (6.20) Temos que AO = 65km 40 k|40 — 0, 8%
e OB = 40km; apo6s transcorridos x min temos 65— 0, 6z
as distancias: 9] C A
OC = (65— 0.62), —16, 8k
OD = (40 — 0.87) B
CD = /(65 — 0.6x)2 + (40 — 0.8x7)2
A funcdo que descreve a distancia CD é: Figura 6.20:
f(z) = /(65 — 0.67)2 + (40 — 0.8z)2
Calculemos o minimo relativo da fungao f(z):
() __0,8(40—0,8:U):O,6(65—0,6:1c) _ -z .
/(65 — 0.62)2 + (40 — 0.8x)2 /(65 —0.62)% + (40 — 0.82)2

quando f'(z) = 0 temos que z = 71; se zy > 71, f'(z1) > 0 ese zo < 71, f'(x2) < 0, logo
em z = 71 temos minimo relativo. Observe que: 40 — 0.8(71) = —16.8 = OF, 65— 0.6(71) =
224 =0C e f(71) = 28.

Portanto, terao transcorridos 71 minutos e a distdncia minima entre elas é de 28km.

Exemplo 6.57.
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Achar os valores de x e y, a fim de que a expressao x™y™ seja mdxima, sendo r +y = a
onde a € constante.

Solugao.

Temos que y = a — x, por outro lado da expressao z"y™ podemos obter a funcao f(z) =
z"(a —xz)™.

Temos que f'(z) = 2"(a — 2)™[na — x(n + m)]; sdo pontos criticos © = a e = = an

m-4+n
Quando z = a temos que y = 0 e z"y™ nado é uma expressao maxima (¢ constante). Seja

an . an _ . .
x> , entao f'(x1) < 0; e se x9 < entao f'(z2) > 0; assim f(z) tem méaximo
m+n m+n

quando x = .
m-+n

N n(x + - .
Como x4+ y = a entao z = (—Fy) = x.m = n.y logo a expressao z"y™ serd maxima
. P ~ l'm nn
quando é satisfeita a relagdo : — : —.
y m

Exemplo 6.58.
2

5
Se enche um baldo esférico de tal modo que seu volume estd crescendo a razdo de cm . Em
min.
que razdo o didmetro cresce quando o didmetro € 12 cm ?
Solucao.
T )
O volume de uma esfera de raio r é V = T; sendo seu didmetro x = 2r, temos que
A3 127a?
V(z) = 372; . O diferencial do volume em relacao ao diametro x é, d(V') = 27255 dx; segundo
5 cm? 5em?  127(12 ¢m)? 10
os dados, d(V') = cm e x = 12¢cm, logo cm = m(12 cm) dz entao dxr = i or
min. min. 24 1447 min
‘A - 10 em
tanto o diAmetro cresce na razao de ———
1441 min

Exemplo 6.59.

Uma pedra é lan¢ada para arriba verticalmente; suponha que sua altura seja h(t) em metros
depois de t sequndos do langamento. Que altura mdrima atingira a pedra ?; quantos sequndos
apds ter sido lancada ?

Solugao.

E um problema de méaximo relativo, por hipétese h(t) = —5t2 + 10t, entdo h'(t) = —10t +
10 =t =1 é ponto critico; h”(t) = —10 < 0 assim em ¢ = 1 temos maximo relativo
(também absoluto) onde h(1) = —5(1)2 + 10(1) = 5 m ela atinge o ponto mais alto 1 segundo

ap6s de langada para arriba.

Exemplo 6.60.

Num circuito elétrico, se E volts é a forca eletromotriz, R ohns € a resisténcia I amperes é
a corrente, a lei de Ohm estabelece que I- R = E. Suponha que E seja constante, mostre que R
decresce a uma taza proporcional ao inverso do quadrado de I.

Solucao.

. E
E imediato, pelos dados do problema temos que, sendo E constante, entdo R([) = 7; a taxa

E7 E
de variacao de R é dada pela expressao dR = L_] dI isto é, dR = —ﬁdl.
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Portanto, R ¢é decrescente (dR < 0); decresce a uma taxa proporcional ao inverso do quadrado

da corrente I.

Exemplo 6.61.
Determine as dimensoes do cilindro circular reto de volume mdximo que pode ser inscrito em
uma esfera de raio R = 12 m Figura (6.21)

Solugao.
11— ——
Observe a Figura (6.21), sabemos que R =12 = iAB = 0B = AO.

Seja r o raio da base do cilindro, entdao AC' = 2r e a altura do cilindro ¢ BC = 1/ AB° ~AC” =

21/122 — r2; o volume do cilindro é dado pela fungao V (r) = 2mr2/122 — 12
27 (288 — 3r?)

DI quando V'(r) =) entdo r = +4v/6 e r = 0 sdo
—r

Temos a derivada V'(r)

pontos criticos.
Somente temos volume maximo quando r = 4v/6 ¢ BC = 8V/3.
Portanto, o raio da base do cilindro é r = 44/6 e sua altura BC = 8V/3.

Ve
o 4 km
x km (4 —x) km
b \_/ C o ¢ B
Figura 6.21: Figura 6.22:

Exemplo 6.62.

Um farol encontra-se num ponto A, a 4 km do ponto mais perto O de uma costa reta; no
ponto B também da costa e a 4 km de O existe uma tenda. Se o guarda do farol pode remar a
4 km/hora e caminhar 5 km/hora. Que caminho deve sequir para chegar do farol & tenda no
menor tempo possivel ?.

Solucao.

Suponhamos aconteca o desenho da Figura (6.22), isto é, deve remar até o ponto C' situado
entre O e B logo caminhar o resto do caminho.
Seja T' o tempo utilizado desde o ponto A até chegar ao ponto B.
Entao, como o tempo é a relagao do espago dividido entre velocidade, temos que o tempo
| AC| |CB|
4 5

T

- __ \/42 2 4 —
Observe que | AC |= V42422 ¢ | CB |=4— 2, logo T(z) = 4+ac + 5 T de onde
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0<x<A4.

1
Derivando T'(z) obtemos T'(z) = ° —, quando T'(z) = 0 e considerando o

Wi6+a2 5
dominio de definicao da func¢éo, obtemos o ponto critico x = :l:? que nao pertence ao dominio.
A conclusao é que ndo existe maximo ou minimo relativo quando 0 < x < 4.

Por outro lado, T(0) = g e T(4) =V2< % =T(0). Como T(4) = V2 < g = T(0), é mais

rapido remar diretamente até B e nao caminhar.

Exemplo 6.63.

As margens superior e inferior de uma pdgina sao 3 cm cada uma e as margens laterais de
2,5 cm cada uma. Se a drea do material impresso deve ser fiza e igual a 623,7 cm?. Quais sio
as dimensoes da pdgina da drea minima?.

Solucgao.

Suponhamos temos a pagina como na Figura (6.23).

A 4rea da mesma é

623, 7
A(z) = (z+5) [ + 6] cm?
x
Para o céalculo de pontos criticos temos que 623 (@ +6)em
X X
3.118,6
A’ =6 — ) —
(@) =
T cm
entdo x = 22,80 (aproximadamente). Sendo a derivada
segunda positiva, em x = 22.8 temos minimo relativo. (z+5) cm
P i .
ortanto a pagina deve ter 27,80 cm por 33,32 cm Figura 6.23:

Exemplo 6.64.

Suponha que uma pessoa posa aprender f(t) palavras
sem sentido em t horas e f(t) = 25v/12, onde 0 < t < 9. Ache a taza de aprendizado da pessoa
apos: (a) 1 hora; (b) 8 horas .

Solugao. a)
1) — f(0
A taxa de aprendizado depois da primeira hora é f(;g() = f(1) = 25 palavras.
Solugao. b)
Depois das 8 primeiras horas é = 25(\/5 972 — \787) = 8,167 palavras ap6s de 8 horas. A
2 25
taxa de aprendizado exato ¢ f'(t) = 25 [3 Vv t‘l] , quando t = 8 temos que f'(8) = 3= 8.333

Exemplo 6.65.

Quando tossimos o raio de nossa traquéia diminui, afetando a velocidade do ar que passa
nesse orgao. Sendo roy e 1 respectivamente o raio da traquéia na situagao normal e no momento
da tosse, a relagio entre a velocidade Ve r é dada por uma fungdo da forma V(r) = ar®(ro—r),
onde a € uma constante positiva. Calcule o raio r que permite a maior velocidade do ar.

Solucao.
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Teremos que calcular o valor de r que maximiza a fungao V (r); com efeito V' (r) = 3a7“(§7“0 -
2 2 2
r) o valor critico acontece quando r = gro. Seja r; > grg, entdo V'(r1) < 0; e se x5 < gro entao

V’'(rg) > 0; assim V (r) tem méaximo quando z = 370 O raio r que permite a maior velocidade
2

ér=—ro.
3

Exemplo 6.66.

A soma de trés numeros inteiros positivos € 40, o primeiro mais o triplo do sequndo mais o
quddruplo do terceiro somam 80. Determine os numeros de modo que seu produto seja 0 maior
possivel.

Solugao.
Sejam os numeros a, b, ¢ (nessa ordem) e suponhamos que a =40 — (b + ¢), logo [40 — (b +

40 — 40 —
)] +3b+4c=80 = 2b=40—3c. O produto é P = abc = [40 — ( 023C+C)]( 02 3c)c

1
1(40 + ¢)(40 — 3¢)ec.

1
Derivando a fungao P obtemos P’'(c) = —1(962 + 160c — 1600) onde ¢ = 6,22 ¢é ponto de
méximo relativo. O nimero procurado préximo de 6,22 é 6. Portanto os nimeros que satisfazem

o problema sao 23, 11 e 6.
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Exercicios 6-4

1. Uma pessoa atira verticalmente para o céu uma bola do topo de um edificio. Depois de 2

segundos, a bola passa por ele, chegando ao solo 2 segundos depois.

a) Qual era a velocidade inicial da bola ?

b) Qual é a altura do edificio ?

c) Com que velocidade a bola passou pela pessoa, quando caia em diregdo ao solo ?

d) Com que velocidade a bola chegaré ao solo ?

2. A 20 km da estrada de ferro, cuja linha é reta se encontra um povoado. Onde construir
o posto C' de tal modo que a viagem de A para B por via férrea AC e por estrada de
rodagem CB se gaste o minimo de tempo; a velocidade por trem é de 0.8 km/min e, pela
estrada de rodagem é de 0.2 km/min Resposta: Aproximadamente a 5km de um ponto D

(perpendicular a B).

3. A lei de Boyle para a expansdo de um gés é PV = (', onde P é o nimero de quilos por
unidade quadrada de pressao, V é o ntmero de unidades ctibicas no volume do gas e C é
uma constante . Ache a taxa de varia¢ao instantanea de V' em relagdo a P quando P = 4
e V=_8.

4. Esta sendo drenado dgua de uma piscina, e V' é o volume de dgua t minutos ap6s o comego
da drenagem, onde V = 250(1.600 — 80t + t2), ache: (a) A taxa média segundo a qual a
agua deixa a piscina durante os 5 primeiros minutos. (b) A velocidade a qual a agua esta

fluindo da piscina 5 minutos apés o comego da drenagem .

5. Suponha que um cilindro circular reto tenha uma altura constante de 10,00 cm. Se V em?
foi o volume do cilindro e r o raio de sua base, ache a taxa de variacado média de V em
relagdo a r quando r varia de: (a) 5,00 a 5,40; (b) 5,00 a 5,10; (c¢) 5,00 a 5,01;
(d) ache a taxa de variagao instantanea de V' em relac¢ao a r quando r é 5,00. Sugestao:
A féormula para encontrar o volume de um cilindro circular reto é V = 7r2h, onde h em é

altura do cilindro .

6. Um tronco de arvore mede 20 m, tem a forma de um cone truncado. Os didmetros de suas
bases medem 2m e 1 m, respectivamente. Deve-se cortar uma viga de secao transversal
quadrada cujo eixo coincida com a do tronco e cujo volume seja o maior possivel. Que

dimensoes deve ter a viga?.

7. Quando duas resisténcias elétricas R; e Ry estao unidas em paralelo, a resisténcia total
1 1 1

R estd dada por = = — + —.
PY"R TR TRy

e 0.02 ohms/sg, respectivamente, Qual é a taxa de variacdo de R no instante em que

R =300hms ¢ Ry =900hms ?

Se R1 e Ry aumentam a razao de 0.01 ohms/sg
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Um foguete ¢ lancado verticalmente e sua trajetoria tem equacdo horaria s = 160t — 5t2,
o sentido positivo para o céu. Determine: a) A velocidade do foguete 2 s depois do

langamento. b) O tempo que leva o foguete para alcancar sua altura méxima.

Um tanque tem a forma de um cone com o vértice para abaixo e mede 12 m de altura e
12 m de diametro. Bombeia-se dgua a razdo de 4 m3/min. Calcular a raziao com que o
nivel de 4gua sobe: a) Quando a agua tem 2 m de profundidade. b) Quando a dgua tem

8 m de profundidade

Uma pedra é lancada a uma lagoa e produz uma serie de ondulagoes concéntricas. Se o
raio r da onda exterior cresce uniformemente a razao de 1.8 m/s, determine a taxa com a

que a agua perturbada esta crescendo a) Quando r = 3 m. b) Quando r = 6 m.

Uma pedra se deixa cair (com velocidade inicial zero) do topo de um edificio de 144 metros
de altura. a) Em que momento a pedra chegara ao solo 7 b) Qual sera a velocidade ao
chegar ao solo 7. Sugestao: Para um objeto que se atira ou cai verticalmente, a altura que
recorre depois de ¢ segundos é: A(t) = —16t% 4+ Vy + Ag, onde V; ¢ a velocidade inicial do

objeto e Ay é a altura inicial.

Suponhamos que um cilindro circular reto e fechado tenha uma area de 100 cm?. Que

valores devem ter o raio e sua altura para que seu volume seja méximo 7

. . . . 4
Mostre que o cilindro reto de maior volume que pode ser inscrito em um cone, é 9 do

volume do cone.

Um cone circular reto tem um volume de 120 cm? Que dimensodes deve ter para eu sua area

lateral seja minima?

Num triangulo is6sceles ABC o lado desigual AC' mede 2a e a altura correspondente a
esse lado mede h. Determine os pontos P sobre a altura mencionada para que a soma das

distancias de P até os trés vértices sea: a) minima; b) méaxima.

Calcule as dimensoes do trapézio de perimetro maximo que pode-se inscrever em uma
semicircunferéncia de raio r se uma base do trapézio ocupa todo o didmetro de la semicir-

cunferéncia. (Utilizar fungoes trigonométricas). tangéncia.

Um comerciante produz certo produto ao custo unitario de R$5 e calcula que, se vendé-
los a x reais a unidade, os clientes comprarao (20 — x) unidades por dia. A que prego o

fabricante deve vender seu produto para que seja maximo o lucro obtido ?

Mostre que a reta normal a pardbola em qualquer ponto que pertenca a esta, desempenha
a funcao de bissetriz do angulo formado entre o raio focal do ponto e a reta paralela ao

eixo da parabola e que passa pelo ponto dado.



Calculo Diferencial em R 305
Miscelanea 6-1

1
2
z°-sen—, se, x=#*0
1. Estudemos a seguinte fungao: f(z) = x 7 )
0, se, =20

Pelo T.V.M no intervalo [0, 2| tem-se: f(x) — f(0) =z - f’(§) quando (0 < £ < z).
1 1 1 1 1 1
sen — = x(2€ - sen — — cos =), onde cosg = 2¢sen — — z - sen =

§ §

Quando z tende para zero, £ também tende para zero; deste modo concluimos que:

Isto é: z2

1
lim cosg = 0. Explicar este resultado paradoxal.

£
2. Para uma constante a > 0, determine a diferenca entre o valor méximo e minimo relativo
1
da funcéo g(z) = (a — = — z)(4 — 3z?).
a
3. Sejam f e g fungoes diferenciaveis em (a, b) tais que f'(x) > ¢'(z) Vz € (a, b). Se existe
¢ € (a, b) tal que f(c) = g(c), mostre que f(z) < g(z) V€ (a,c) e g(z) < f(x) Vxe
(c, ).
f(@)

4. Seja f derivavel em R e g(z) = —=, = # 0. Se ¢ é um ponto de maximo local de g,
x

mostre que:

1. ¢ fl(e)— f(e)=0.

2. A reta tangente ao grafico de f no ponto (¢, f(c)) passa pela origem.

5. Determine os intervalos de crescimento ou decrescimento das seguintes fungoes:

y=2-3z+2° 2. y=x.e” 3. y=+/(z2-1)3

4. y=2-z)(z+1)?* 5 y=221—-2Vx) 6. y=Ln(z*+1)

7. y:Li 8 y=02z—-1)V(x—3)2 9. y=21x—2sen’x
nzx

10 y = el,5senz
6. Determine um ponto no eixo-y desde o qual o segmento AB seja observado com um angulo
maximo.
7. Determine o cilindro de superficie total S, tal que seu volume seja maximo.

8. Para os seguintes exercicios, tragar o grafico da curva correspondente indicando suas assin-

totas.
Va2 +xz—z, se, |x[>9
1. f(z)= 2 — 81
m, se, |3§"<9
T 2 |2 |< 2
—_— se T
_27 9y
2. fla)=4 Vi-=

+6x, se, |z|<2
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( 842 1
,Ww’ se, x<—1
3 + 8
3 flz) = _rtl , se, —l<ax<l1
T+ 3 -
V612 — 3, se, x>1
3x+37 se, < -3
x—3
3 3
4. f(x) = ’;_:2—1’, se, —3<x<2
‘54— , se, x>2
\ €T

Uma escada com 6m de comprimento esta apoiada em uma parede vertical. Se a base da
escada comega a deslizar horizontalmente, & razao de 0,6m/s, com que velocidade o topo

da escada percorre a parede, quando esta a 4m do solo?

Um homem de 1,80m, caminhando a velocidade de 1,5m/s , afasta-se de uma lampada
situada a 5m acima do chao. Calcule a velocidade com que se move a sombra do homem

e a velocidade com que se move a extremidade dela.

O gas de um baldo esférico escapa a razdo de 2dm?/min. Encontre a razio com que diminui

a superficie do balao quando o raio é de 12dm.

Um balao esférico esta sendo inflado e seu raio é R no fim de ¢ segundos. Encontre o raio

no instante em que as taxas de variacdo da superficie e do raio s@o numéricamente iguais.

Mostre que a subtangente correspondente a qualquer ponto da parabola y = az? é igual a

metade da abscissa do ponto de tangencia.
O numero de bactérias de certo cultivo num instante ¢ é dado pela formula N = 1000(25 +
tet/QO)paraO < t < 100.

1. Em que instante desse intervalo, 0 <t < 100, existe um ntimero maximo e um numero

minimo de bactérias?

2. Em que instante é mais lento o crescimento ou decrescimento do ntimero de bactérias?

15. A velocidade de um moévil que parte da origem

esta dada em m/s e pelo grafico:
1. Calcular a funcao “espaco percorrido”.
2. Graficar a fungao espago percorrido-tempo.

3. Prove que a area sob a curva que da a veloci-

dade coincide com o espago total percor- 0 1 2 3 4 5 6

rido.



Indice Remissivo

Aceleragao instantanea, 258
Adigao, 4
Assintota
horizontal, 270
obliqua, 270
vertical, 265
Axioma
de existéncia, 11

do supremo, 4, 37

Bhaskara, 142

Carl F. Gauss (1777 — 1855), 2

Catenaria , 259
Cauchy, 2, 49, 201
Cilindro, 7
Coeficiente angular, 74, 206
Combinagao

linear, 101
Composigao de fungoes, 85
Comprimento da

normal, 204

tangente, 204
Conjunto

imagem, 61

de chegada, 52

de ntimeros positivos, 11

de partida, 52

indutivo, 38

numeérico, 3

solugao, 21
Conservagao do sinal, 137
Continua pela

direita, 187

esquerda, 187

Continuidade

em intervalos, 187
Contradominio, 53, 61
Cortes, 2

Custo
médio, 81
total, 81

Dedekind R., 2
Demanda, 81
Dependéncia funcional, 68
Derivada
& esquerda, 206
a direita, 206
da funcgao inversa, 215
de ordem superior, 214
implicita, 218
Descartes, 52
Descontinuidade
essencial, 178
evitavel, 178, 185
removivel, 178
Desigualdade, 21
de Holder, 267
triangular, 31
Diferencial de
uma funcao, 236
Divisibilidade, 41
Divisor comum, 42
Dominio
de uma fungao, 60

de uma relagao, 53

Equacao, 13
da reta, 74
de demanda, 80
diferencial, 231

307



308

Equilibrio de mercado, 82
Erro
percentual, 239
relativo, 239
Euler, 39

Foérmula
de Bhaskara, 13
de Leibnitz, 214
Fermat, 39, 52
Formas
indeterminadas, 141
Funcao, 59
afim, 73
algébrica, 102
arco cosecante, 120
arco coseno, 119
arco cotangente, 120
arco secante, 120
arco seno, 119
arco tangente, 119
bijetiva, 68
biunivoca, 67
colchete, 77
constante, 73
continua, 176
coseno, 115
cotangente, 116
crescente, 261
custo médio, 81
de custo total, 80
de demanda, 80
de lucro total, 80
de oferta, 80
de receita total, 80
decrescente, 261
derivavel, 201
derivada, 201
descontinua, 176
exponencial, 107
homografica, 91, 95
identidade, 73, 89

Christian Quintana Pinedo

impar, 98
implicita, 97
injetora, 68
inversa, 89
limitada, 100, 190
linear, 74
logaritmica, 108
lucro, 94
maximo inteiro, 77
mantiza, 97
monotonica, 99
nao crescente, 261
nao decrescente, 261
nao limitada, 101
par, 98
periédica, 97
polinomial, 180
posicao, 255
quadratica, 78
racional, 78
raiz quadrada, 77
receita média, 81
secante, 117
seno, 114
sobrejetiva, 67
tangente, 115
um a um, 68
valor absoluto, 77
Funcoes
elementares., 101
hiperbdlicas, 122
iguais, 85
polinomiais, 24

transcendentes, 107

Gay-Lussac, 72
Goldbach, 39
Grafico

de uma fungao, 61

Imagem

de uma fungao, 60



Calculo Diferencial em R

de uma relagao, 53
Inducao matematica, 40
Inequacao, 21
Infimo, 37

de uma fungao, 101

Intervalos, 22
John Venn, 3

Loégica matematica, 1
Laplace, 199
Lei
de Boyle, 303
de Ohm, 299
horaria, 200
Leibnitz, 200
Lema
de Euclides, 42
Limitagao
global, 190
Limite da funcao
exponencial, 162
logaritmica, 162
Limite de uma funcao, 131
Limites
ao infinito, 147
infinitos, 155
laterais, 145
Limites das fungoes

trigonométricas, 159

trigonométricas inversas, 160

Lucro médio, 94

Méximo, 34
absoluto, 239
de uma fungao, 101
divisor comum, 42
local, 239
relativo, 239
Média
aritmética, 18, 19
geométrica, 18, 19
Minimo, 34

absoluto, 239

de uma fungao, 101

local, 240

relativo, 240
Menor que, 4

Namero
composto, 42
irracional, 9
par, 9
primo, 42
racional, 9

Ntumeros
primos, 40

Newton, 200

Oferta, 81
Operagoes com fungoes, 85

Ordem maior, 288

Parametro, 28, 89, 200
Parte inteira, 14
Pierre Fermat, 200
Pitagoricos, 51
Ponto
critico, 24, 242
de acumulagao, 206, 236
de equilibrio, 82
de extremo, 240
de inflexao, 261
fixo, 252
singular, 242
Positividade, 11
Primeira derivada, 202
Principio
da boa ordem, 38
de Arquimedes, 15
Produto, 4
Propriedades
dos limites, 137

Quantidade
de demanda, 80

309



310

de equilibrio, 82

Raiz quadrada, 13

Receita
média, 81
total, 81

Regra

da cadeia, 216

de L’Hospital, 283
Regras de

derivacao, 209
Relagao, 52

de ordem, 11

nula, 52
Resolver uma equagao, 13
Restrigao principal, 118
Reta

ampliada, 22

normal, 204

numérica, 4

tangente, 200, 204

Secao transversal, 185
Sistema numérico, 2
Subnormal, 204
Subtangente, 204
Subtragao, 4
Supremo, 37

de uma fungao, 101

Taxa
de variacao, 198, 252
média, 201
postal, 177

Teorema
de Bolzano’s, 189
de Cauchy, 283
de Pitagoras, 16, 68
de Rolle, 243, 283
de Weierstrass, 191, 266
do confronto, 138
do sanduiche, 138

dos valores intermédios, 192

Christian Quintana Pinedo

fundamental da aritmética, 43
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