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RESUMEN

Mediante el presente estudio se propugna la introduccion de nuevas herramientas
matematicas, basadas fundamentalmente en la Teoria de Sistemas y en la
Investigacién Operativa, que puedan resultar de utilidad para el estudio de la conducta
humana, habida cuenta del aporte de instrumentos que suponen, al tiempo que se
enriquece el estudio de la Psicologia mediante una concepcion mas profunda y amplia
de su campo de accién. La eficacia que aquellas técnicas matematicas han venido
demostrando en su aplicacion al enfoque y resolucion de cuestiones cientificas de
diversa indole, induce claramente a pensar en el porvenir provechoso que, con la
sistematizacion de su contexto, aguarda a la Psicologia, abriendo nuevos y
esperanzadores horizontes de investigacion.

Se realiza un repaso histérico a la evolucion que la aplicacion de las Mateméticas ha
experimentado a lo largo de la existencia de la Psicologia como ciencia social. Mas
adelante también se recrea un recorrido histérico por los albores de la Psicologia
experimental. Se define posteriormente el concepto y clases de los modelos
psicolégicos, asi como las variables, grados de indeterminaciéon y estabilidad de los
mismos, haciéndose especial mencion del concepto de “probabilidad subjetiva” y de
sus aplicaciones.

Se conceptualizan y formalizan los sistemas psicolégicos a partir de sus elementos y
estructura, estudiandose las conexiones asi como las transformaciones y modalidades
de acoplamientos, analizandose los diversos tipos de problemas que pueden
presentarse asi como sus niveles de resolucién. Un enfoque interesante y novedoso
de muchos problemas psicoldgicos reside en su tratamiento a base de la aplicacion de
diversas técnicas de la Investigacion Operativa: la Teoria de la Programacion
Dinamica y de los Procesos Estocasticos, la Teoria de Grafos, la Teoria de la gestion
de Stocks y la Teoria de Colas o de los Fendmenos de Espera, asi como la Teoria de
Probabilidades y la Estadistica, esta ultima de aplicaciones psicométricas mas
antiguas y bien conocidas.

Por dltimo se insertan sendos anexos referentes a restantes especificaciones
metodoldgicas de interés para la resolucion de las cuestiones planteadas a lo largo del
trabajo, asi como a la contemplacién de diversos ejemplos practicos de utilidad para el
psicologo experimentador.

Palabras clave: Sistema, estimulo, variables psicolégicas, conductismo, modelo,
probabilidad, entropia, conexiones, cibernética, aprendizaje, recuerdo, comunicacion,
eleccion, valoracion, pilotaje, uniformidad.




RESUM

Mitjancant el present estudi es propugna la introduccié de noves eines matematiques,
basades fonamentalment en la Teoria de Sistemes i en la Investigacié Operativa, que
puguin resultar d'utilitat per al estudi de la conducta humana, tot tenint en compte
I'aportacié d'instruments que suposen, mentre s’enriqueix I'estudi de la Psicologia
mitjancant una concepcié més profunda i extensa del seu camp d’accid. L'eficacia que
les esmentades técniques matematiques han demostrat en la seva aplicacié per a
I'enfocament i resolucioé de questions cientifiques de diversa indole, indueix clarament
a pensar en l'avenir profitds que, amb la sistematitzacio del seu context, espera a la
Psicologia, obrint nous i esperancadors horitzons de recerca.

Es fa un repas historic a I'evolucio que I'aplicacié de les Matematiques ha sofert al llarg
de I'existéncia de la Psicologia como a ciéncia social. Més endavant també es porta a
terme un recorregut historic pels inicis de la Psicologia experimental. Es defineix
posteriorment el concepte i les classes de models psicologics, aixi como les variables,
graus d’indeterminacio i estabilitat dels models, fent especial referencia al concepte de
“probabilitat subjectiva” i a les seves aplicacions.

Es conceptualitzen i formalitzen els sistemes psicologics a partir de llurs elements i
estructura, estudiant-se les connexions aixi com les transformacions i modalitats
d’acoblaments, analitzant els diversos tipus de problemes que poden presentar-se aixi
com els seus nivells de resolucid6. Un enfocament interessant i novenca de molts
problemes psicologics es troba en el seu tractament a base de I'aplicacié de diverses
técniques de la Investigacié Operativa: la Teoria de la Programacié Dinamica i dels
Processos Estocastics, la Teoria de Grafos, la Teoria de la gesti6 de Stocks i la Teoria
de Coles o dels Fenomens d’Espera, aixi como la Teoria de Probabilitats i la
Estadistica, aquesta darrera d’aplicacions psicométriques anteriors i prou conegudes.

A la fi s’afegeixen sengles annexos referents a restants especificacions
metodologiques d’interés per a la resolucié de les questions plantejades al treball, aixi
como es procedeix a la contemplacié de diversos exemples practics d'utilitat per al
psicoleg experimentador.

Paraules clau: Sistema, estimul, variables psicologiques, conductisme, model,
probabilitat, entropia, connexions, cibernética, aprenentatge, record, comunicacio,
eleccio, valoracio, pilotatge, uniformitat.




SUMMARY / ABSTRACT

The present study proposes the introduction of new mathematical tools, based mainly
on the Theory of Systems and on Operational Research, which may be of use in the
study of the human behaviour, taking into consideration the great amount of tools that it
represents, at the same time as it enriches the study of Psychology through a deeper
and wider conception of its field of action. The efficiency that those mathematical
techniques have shown, when being applied to the focusing and solving of scientific
matters of different kinds, leads us to believe in a profitable future for Psychology, by
means of the systematisation of its context, opening new and hopeful horizons in this
field of research.

A historic review of the evolution of the application of Mathematics has been carried out
all along the existence of Psychology as a social science. Further on, the beginnings of
Experimental Psychology will also be the object of a historical analysis. After that, the
concept and kinds of the psychological models have been defined, as well as the
variables, rates of in-determination and stability, especially mentioning the concept of
“subjective probability” and its applications.

The psychological systems have been conceptualised and formalised, going out from
its elements and structure, studying the connections as well as the transformations and
types of connections. The different kinds of problems that may emerge have been
analysed and so have the possibilities of solution. An interesting and innovating
focusing of various psychological problems consists in a treatment based on the
application of different techniques of the Operational Research: the Theory of Dynamic
Programming and the Stochastic Processes, the Graphs Theory, the Theory of the
Stocks management and the Theory of Colas or of the Waiting Phenomena, as well as
the Theory of Probabilities and Statistics, being the last mentioned one of the oldest
and best-known psychometric applications.

Finally, the corresponding annexes have been inserted, referring to the additional
methodological specifications, which could help to solve the subjects exposed
throughout this work. Furthermore, several practical examples have been added which
may be of use for experimenting psychologists.

Key words: System, stimulus, psychological variables, behaviour, model, probability,
entropy, connections, cybernetics, learning, memory, communication, election,
evaluation, driving, uniformity.




RESUME

Moyennant cette étude on plaide pour [lintroduction de nouveaux outils
mathématiques, fondés essentiellement sur la théorie de systéemes et l'investigation
opérationnelle, qui puissent étre utiles a I'étude de la conduite humaine, étant donné
I'apport d’'instruments gqu’ils supposent en enrichissant, au méme temps, I'étude de la
Psychologie a travers d’'une conception beaucoup plus profonde et étendue de son
champ d’action. L’efficacité que ces techniques mathématiques-la ont démontré dans
leur application a la mise au point et résolution de questions scientifiques de
caractéristiques diverses, nous méne carrément a penser au riche avenir que la
Psychologie aura, avec la systématisation de son contexte, an ouvrant de nouveaux et
encourageants horizons d’investigation.

On fait d’abord, une révision historique a [I'évolution que I'application des
mathématiques a expérimenté tant au long de l'existence de la Psychologie comme
science sociale.

Ensuite, on récrée aussi un parcours historique des débuts de la Psychologie
expérimentale. On détermine, par la suite, le concept et classes des modéles
psychologiques, et aussi les variables, les degrés d’indétermination et stabilité des
mémes, en faisant une mention spéciale du concept de «Probabilité subjective» et ses
applications.

On conceptualise et formalise les systemes psychologiques a partir de leurs éléments
et structure, en étudiant les connexions et les transformations et types d’assemblage,
en analysant les différents types de problemes qu’on puisse trouver ainsi que leurs
niveaux de résolution. Une facon intéressant et nouvelle d’envisager beaucoup de
probléemes psychologiques réside dons leur traitement, grace a [I'application de
techniques diverses de la recherche opérationnelle: la théorie de la Programmation
dynamique et des Proces stochastiques, la théorie des Graphes, la théorie de la
gestion de Stocks et la théorie des Queues ou des phénomeénes d’attente, de méme
que la théorie de probabilités et la statistique, celle-ci d’applications psychométriques
plus anciennes et bien connues.

Enfin, on introduit deux annexes concernant d’autres spécifications méthodologiques
dignes d'intérét pour la résolution des questions posées tant au long du travail, ainsi
gue la contemplation de différents exemples pratiques d'utilité pour le psychologue
expérimentateur.

Mots clés: Systeme, stimulation, variables psychologiques, conduite, modéle,
probabilité, entropie, connexions, cybernétique, apprentissage, mémoire,
communication, élection, valorisation, pilotage, uniformité.




PROLOGO

A menudo resulta problematico aventurarse en introducciones que
no pretendan reflejar ni una nerviosa sintesis del trabajo al que preceden,
ni una alevosa mencién a posibles predecesores, ni siquiera una leve
apologia de la exposicién posterior. Sin embargo, si voy a tratar de definir
mi postura acerca de la utilidad y eficacia que, desde un punto de vista
orgullosamente cientifico, adorna el movil principal de esta humilde obra.

Aungue el titulo puede inducir a error, cuando nos referimos a la
disciplina denominada “Psicologia matematica” debemos tener en cuenta
gque no se trata de un saber sobre la mente y la conducta; es
simplemente el conjunto de conocimientos matematicos, principalmente
estadisticos, como tendremos ocasion de comprobar, que el psicoélogo
utiliza para construir una psicologia cientifica; o también, la aplicacion de
los modelos mateméticos para el estudio de la conducta humana. La
psicologia diferencial, la experimental, la psicometria y la psicofisiologia
son las disciplinas psicolégicas que mas utilizan los recursos de la
matematica para sus investigaciones sobre la mente y el
comportamiento. Ahora bien, mediante nuestro estudio pretendemos la
introduccion de nuevas herramientas matematicas, basadas
fundamentalmente en la Teoria General de Sistemas y en la
Investigacion Operativa, que puedan resultar de utilidad para la
consecucion de los mismos o parecidos fines.

La aplicacion de la Teoria de Sistemas y de la Investigacion
Operativa al estudio de la Psicologia, constituye, probablemente, uno de
los recursos intelectuales ciertamente inexplorados -por su novedad- y
mas prometedores -por el ingente aporte de instrumentos operativos que
representa- de entre los que la ciencia psicoldgica podria jamas hacerse
apropiacion, al tiempo que la enriguece mediante una concepcion mas
profunda y amplia de su campo de accion. La eficacia intachable que
aguellas técnicas matematicas han venido demostrando en su aplicacion
al enfoque y resolucién de cuestiones cientificas de diversa indole,
induce claramente a pensar -sin excesivo optimismo- en el magnifico
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porvenir que, con la sistematizacion de su contexto, aguarda a la ciencia
social que es objeto de nuestro estudio, abriendo nuevos caminos y
descubriendo prometedores horizontes en un futuro no mas lejano que el
mismo comienzo de su aplicacién.

De la concepcion anteriormente expresada surge la genuina
intencién que mueve nuestro &nimo en estos comienzos: la colaboracion
en el avance y profundizacién de la Psicologia experimental mediante el
suministro de un material de trabajo eminentemente metodolégico y que
conduzca, en consecuencia, a una nueva concepcion de dicha ciencia
en la cual, la claridad y la eficiencia sean las caracteristicas mas
sobresalientes y, sin duda alguna, también las mas meritorias.

Es por esta razon, y pretendo con ello justificar los recursos
empleados, que consideramos preferible subordinar un tratamiento
integral y excesivamente tedrico de la problematica planteada a un
desarrollo escueto y transparente de los temas psicoldgicos
contemplados. Y es por ello, también, que el nivel matematico que se
maneja viene a ser solo el indispensable para justificar una exposicion
acorde de la doctrinologia psicolégica empleada por la Teoria de
Sistemas. Por otra parte, ya en la segunda parte de nuestro trabajo se
hace hincapié sobre la aplicacion de otras diversas técnicas cientificas al
estudio de la Psicologia, y se proyecta esgrimir una instrumentacion que
exija mayor base matematica, mucho mas por perentoria necesidad que
por banal ostentacion cientifica. De este modo, pretendemos justificar el
hecho de la inclusion del primer epigrafe del Capitulo 1, dado que, ya
desde un principio, se pensara en la conjuncion de los dos trabajos en
uno solo, a pesar de las innegables diferencias teméticas vy
metodologicas existentes entre ambos. En el anexo 2 se presentan, en
fin, algunos ejercicios completos de aplicacion de la Estadistica
descriptiva (deductiva) y de la Estadistica inferencial (inductiva) a los
variados problemas que plantea la Psicologia aplicada.

De todo lo dicho, puede deducirse facilmente que casi todas las
aspiraciones que conmueven a este modesto autor -cuya formacion
psicologica es mas bien escasa- se concretan en la vision (mas o0 menos
alejada en el tiempo) de una critica-reforma racional y constructiva de su
trabajo, efectuada por profesionales de la Psicologia que, como resulta
evidente, son los unicos capaces de complementar el instrumental
operativo que sSe propone con unos conocimientos especificos de la
ciencia social que nos ocupa.

Ciféndonos, concretamente, a la realidad tangible que el aspecto
formal del trabajo nos deja entrever, es conveniente hacer notar que la
terminologia empleada en algunos casos puede parecer extrafia y
abstracta. En efecto: a fin de dotar a las ideas que se intentan inculcar de
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una propiedad insoslayable, hemos optado por la no trascripcion al
lenguaje vulgar de multitud de conceptos que vienen revestidos, en la
matematica moderna, de una simbologia original y caracteristica. En todo
caso, el desconocimiento de esta Ultima, por parte del lector, puede ser
rapidamente paliado con la consulta apropiada a los numerosos libros y
publicaciones existentes al respecto.

A lo largo de cualquier investigacion, como la que ahora
presentamos, se acumula toda una serie de deébitos intelectuales y
profesionales que resulta harto dificil describir en toda su extension; pese
a ello, algunos nos parecen especialmente relevantes. Tampoco olvida,
quien esto escribe, la formidable deuda de gratitud contraida con los que
fueron sus guias y maestros, algunos de ellos ya desaparecidos. Mi
reconocimiento, en fin, a la Universidad Nacional de Educacién a
Distancia (UNED) a través del Patronato de nuestro Centro Asociado de
Tortosa, que ha posibilitado la publicacion del libro, a las profesoras Cinta
Alegria, Raquel Revuelta y Ann Thorson, competentes comparieras en
las tareas docentes universitarias, por sus orientaciones y ayuda y, en
general, a todos cuantos se han interesado por la elaboracién de la
presente obra, aportando sugerencias y valiosos consejos dirigidos a la
mejor consecucion de nuestro empefio. Muy particularmente, quisiera
agradecer a mi hijo José Maria (jcuantas horas!) su cuidadoso esmero
puesto en la composicion y tratamiento del texto, e incluso sus acertadas
observaciones en relacién a aspectos diversos de la obra, bien propias
de un experto profesional.

Y por dultimo, ya una vez hecha nuestra aquella antigua
observacion de que “si mucho tienes, mas habras de menester”, quisiera
hacer hincapié en la especial relevancia que poseen los gréficos,
ejemplos y esquemas que -a modo de paradigma- tienen como mision
proporcionar una perfecta comprension de los problemas psicoldgicos
sistémicamente tratados. La finalidad de su inclusion, amén de la
elegancia y claridad que aspiran poseer los conceptos en ellos
expresados, no es otra que la esperanza de que confieran a nuestra obra
un caracter mucho mas ilustrativo y exacto.

Tortosa, enero de 2008

EL AUTOR
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CAPITULO 1

CAPITULO 1
Disquisiciones generales

1. Justificacion de la aplicacion de las matematicas al presente estudio

Resulta un hecho indudable que, precisamente, una de las causas que mas
contribuyen al enriquecimiento y rigurosidad de todas las ciencias y, en general,
de multitud de disciplinas, podemos encontrarla en la aplicacion de las
Matematicas a su contexto. A casi nadie puede escapar, hoy en dia, por otra
parte, la perentoria necesidad de dejar a un lado las formas substanciales y las
cualidades ocultas, para referir o precisar los hechos naturales a leyes
matematicas.

(No es bien cierto, para todo aquél que haya profundizado -aunque sélo sea
ligeramente- en el estudio de las ciencias exactas, que no puede resultarle dificil
reconocer el hecho de que las matematicas posean, no sélo la genuina verdad,
sino la suprema belleza: una belleza fria y tremendamente austera, como una
tumba de marmol?

Procuremos, no obstante, dar un breve repaso histdrico a la evolucion que la
aplicacion de las Matematicas ha experimentado a lo largo de la existencia de
esta importantisima ciencia social que es hoy objeto de nuestro estudio: la
Psicologia.

Observemos, de este modo, como Fechner, sucesor inmediato de Weber
(que publico en 1840 unos famosos trabajos sobre las relaciones existentes entre
los estimulos y las sensaciones) fue quien planted en primer lugar el problema de
si las ciencias objetivas podrian aportar a los problemas del conocimiento del
hombre un enfoque verdaderamente util. Partiendo de esta nueva orientacion,
llegé a establecer una serie de leyes matematicas relacionando la intensidad de
los estimulos con las respuestas sensoriales (dichas relaciones seran
oportunamente contempladas en posteriores epigrafes del presente estudio), con
lo que el problema derivado de la necesidad de obtener mensuraciones del
comportamiento humano pasa a ser el nicleo de los métodos de la psicologia
experimental. Mdas adelante, en este mismo capitulo, tendremos ocasion de
ocuparnos de la ley de Weber-Fechner.

La aplicacion de ciertas técnicas matematicas a los estudios psicologicos
fue continuada posteriormente por Wundt, Cattell, Bessel (“ecuacion personal’)
y Galton' (que fue el primero en crear procedimientos matematicos sencillos

! Sir Francis Galton (16 de febrero de 1822 — 17 de enero de 1911), explorador y cientifico britdnico, con
un amplio espectro de intereses. No tuvo catedras universitarias y realizd la mayoria de sus
investigaciones por su cuenta. Sus multiples contribuciones recibieron reconocimiento formal cuando, a

17



DISQUISICIONES GENERALES

para aplicarlos a los resultados de sus trabajos experimentales; sus mas
importantes contribuciones fueron: a) la de la curva de distribucion normal que
lleva su nombre, y b) sus trabajos dedicados al estudio de las correlaciones).

De hecho, a Galton se le puede considerar como el «padre» de la psicologia
diferencial, al aplicar los principios de su primo, Darwin, al estudio de las
diferencias individuales. Esto se oponia a las ideas psicoldgicas que mas difusion
tenian en su época: las de Wilhelm Wundt.

Para algunos, las ideas que propuso Galton supusieron un cisma dentro de
la psicologia, que obliga a ver las dos corrientes que nacieron como enfrentadas.
Otros psicologos, sin embargo, ven ambas como subdisciplinas integrables.
Centro su interés en el estudio de las diferencias individuales de las capacidades
humanas, siempre desde una perspectiva adaptativa y bioldgica. Para ello, se
centr6 en el estudio de los procesos mentales simples.

Las investigaciones de Galton fueron fundamentales, sin duda alguna, para
la constitucion de la ciencia de la estadistica. En este sentido:

e Inventé el uso de la linea de regresion, siendo el primero en explicar el
fenomeno de la regresion a la media.

e En los afios setenta y ochenta del siglo XIX fue pionero en el uso de la
distribucion normal.

e Invent6 la maquina Quincunx, un instrumento para demostrar la ley del
error y la distribucién normal.

e Descubri¢ las propiedades de la distribuciéon normal bivariada y su
relacion con el andlisis de regresion.

e En 1888 introdujo el concepto de “correlaciéon”, concepto éste de
singular importancia al que nos referiremos, con mayor especificidad,
en el capitulo 9 de nuestro libro.

Inaugurado durante la Exhibicion Internacional sobre Salud del afio 1884
(International Health Exhibition) y mantenido en funcionamiento durante seis
anos en Londres, el laboratorio antropométrico le permiti6 a Galton no sélo
recoger una inmensa cantidad de datos, sino ademas llevar a efecto una practica
profesional bien comun en nuestros dias: cobrar por los informes que realizaba,
siendo el unico psicologo de la €época que pudo percibir emolumentos de sus
sujetos experimentales en vez de pagarles por acudir a las pruebas. Ademas,
elabor6 de esta manera los primeros andlisis estadisticos, necesarios para la
evaluacion de los datos recogidos en su investigacion.

la edad avanzada de 87 afios, se le concedié el titulo de Sir o caballero del Reino. De intereses muy
variados, Galton contribuy¢ a diferentes areas de la ciencia como la psicologia, la biologia, la tecnologia,
la geografia, la estadistica o la meteorologia. A menudo, sus investigaciones fueron continuadas dando
lugar a nuevas disciplinas. Primo de Charles Darwin, aplicd sus principios a numerosos campos,
principalmente al estudio del ser humano y de las diferencias individuales.
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CAPITULO 1

Galton penso en aplicar la seleccion artificial al ser humano para mejorar
la raza, formalizdndose asi, por primera vez, la teoria de la eugenesia. Las
repercusiones del movimiento eugenésico no tardaron en llegar. Estas y otras
teorias similares sirvieron de base a los ideales de superioridad de raza, como los
del nazismo aleméan, pero también tuvieron gran aceptacion en el resto de Europa
y en los Estados Unidos. La practica de la eugenesia se reflejo en la limpieza
étnica, asi como en la esterilizacion de personas con discapacidad intelectual,
delincuentes, pobres o enfermos mentales.

La dicotomia clésica existente entre herencia y medio ambiente, o entre
Innatismo y Aprendizaje, fue enunciada por primera vez por Galton en la forma
Nature/Nurture. A menudo se ha visto esta idea como generadora de polos
enfrentados entre los que no cabian posiciones intermedias. Hoy se visiona mas
como una gradacion de elementos influyentes. Galton subrayaba que la propia
naturaleza o conjunto de dotaciones innatas del individuo era un factor
determinante del éxito en la vida. Para demostrarlo, estudié a una serie de
hombres eminentes. Comprobd que los padres que presentaban caracteristicas
sobresalientes tendian a tener hijos con iguales caracteristicas, y pensd que esto
debia explicarse fundamentalmente en funcion de la naturaleza (cualidades
congénitas) y no de la crianza (cualidades adquiridas). Con el objeto de someter a
un andlisis riguroso los datos por ¢l recogidos, contratdé al matematico Karl
Pearson, inventor de un procedimiento de analisis estadistico descriptivo
denominado «coeficiente de correlacion», muy empleado en una variedad de
situaciones de investigacion.

A Galton le preocupaba, ademads, la medicién de la inteligencia, y propuso
una técnica conocida como el «Método biométrico», que consiste en evaluar
ciertas caracteristicas fisicas, como la fuerza con que se aprieta el pufio, la
circunferencia del craneo y el tiempo de reaccion refleja. Si bien hoy el método
biométrico ha perdido crédito, aun tiene cabida en la biologia, las investigaciones
sobre ejercitacion fisica y la psicologia fisiologica.

Puede decirse que el eje en torno del cual gird toda la obra de Galton fue
su aseveracion de que la herencia o genotipo importa més que el medio. Aunque
esta concepcion general fue perdiendo popularidad entre los cientificos de la
conducta a lo largo del siglo XX, en los ultimos tiempos ha recobrado alguna
vigencia.

Sin embargo, fue Karl Pearson’, gran matematico inglés, discipulo de
Galton, quien acab6 de establecer la formula para la obtencion de un coeficiente

? Karl Pearson (27 de marzo de 1857- 27 de abril de 1936) fue un prominente matematico britanico, que
establecio la disciplina de la estadistica matematica. Desarrolld una intensa investigacion sobre la
aplicacion de los métodos estadisticos en la biologia y fue el fundador de la bioestadistica. Fue un
positivista radical, en la tradicion de Berkeley y Ernst Mach. Era partidario de la eugenesia y un protegido
y bidgrafo de Sir Francis Galton. En 1911 fundo el primer departamento de estadistica en la Universidad
de Londres, donde fue profesor y donde dirigié el Laboratorio Francis Carltons. Fundé en 1902 la revista
Biometrika, desde entonces una de las mas importantes en el campo de la estadistica.
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DISQUISICIONES GENERALES

de correlacion que permitiera medir el grado de concordancia o discordancia
entre dos fendémenos, o de dependencia o independencia entre dos variables
aleatorias estadisticas. Pearson fue quien desarrolld y sistematizd gran parte de
los métodos estadisticos cuya utilizacion fue exclusiva durante un considerable
nimero de afios.

Un nuevo avance en este dominio fue aportado por Fischer, estadistico
britdnico que abrid nuevas posibilidades al analisis de los datos experimentales,
poniendo a punto la técnica del andlisis de la varianza o variancia y covarianza,
que permite la investigacion simultanea de los efectos de varias variables sobre
un unico dato experimental. Dichos derroteros esperanzadores fueron seguidos
por Spearman’, Burt, Thurstone, Stouffer y Guttman (estos tltimos elaboraron
modelos matematicos de psicologia social), que utilizaron numerosos disefios
experimentales. De hecho, Charles Spearman realiz6 importantes aportaciones a
la psicologia y a la estadistica, desarrollando el Andlisis Factorial al que nos
referiremos posteriormente, con mayor especificidad, en el capitulo 9 de nuestro
trabajo. Gracias a ¢l propuso la existencia de un factor general de la inteligencia,
que subyace a las habilidades para la ejecucion de las tareas intelectuales. A esta
teoria de la inteligencia la denomin6 “Teoria Bifactorial”, ya que la inteligencia
se compondria tanto del 1) factor general (g), que seria hereditario o congénito,
e intent6 comprobar que correspondia a una propiedad especifica del cerebro, una
suerte de energia mental a nivel de la corteza cerebral, que varia de un individuo
a otro, pero se mantiene estable a través del tiempo; asi como del 2) factor
especifico (S), que representa la habilidad especifica de un sujeto frente a
determinada tarea, que también tendria una localizacion especifica en el cerebro.
Por lo tanto, si bien la inteligencia es hereditaria en cuanto a su Factor g, es
posible que la educacion o aprendizaje tengan importante incidencia en el Factor
S.

De hecho, una de las técnicas mds Ttiles para aumentar la sensibilidad de
un experimento es programarlo de tal forma que la variacion total de la variable
en estudio pueda separarse en componentes que sean de interés o importancia
experimental. Descomponiendo la variacion total de esta manera, el investigador
puede utilizar métodos estadisticos para suprimir los efectos de ciertas variables
que interfieren y aumentar asi la sensibilidad de su experimento. El anélisis de la
variancia es una técnica utilisima para llevar a cabo el analisis de un experimento
programado desde este punto de vista.

Al programar un experimento, el psicélogo investigador, por lo general,
piensa en la verificacion de una hipotesis o en la estimacion de algunos
parametros. Aunque el andlisis de la técnica de la variancia permite al

? Psicologo inglés, n. y m. en Londres. Estudi6 en las universidades de Leipzig, Wurzburgo y Gotinga y
enseflo e investigoé en la Universidad de Londres (1907-31). Formuld la teoria de que la inteligencia se
compone de un factor general y otros especificos. Crey6 en la existencia de un factor general que
interviene en todas las fases de la conducta humana y atribuy6 a las capacidades especificas un papel
determinante en cada actividad. Escribi6é The Abilities of Man (1927), Creative Mind (1930) y Psychology
Down the Ages (1937).
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CAPITULO 1

experimentador programar experimentos sensibles para uno u otro de estos
problemas basicos, la explicacion de la técnica se hace mayormente desde el
punto de vista de la verificacion de hipotesis.

Hoy en dia, la Estadistica se aplica en Psicologia en el estudio objetivo del
comportamiento, de la inteligencia, de las opiniones, ... Por otra parte, no
solamente se emplea para la comprension correcta de los diversos problemas que
plantea la psicometria, sino incluso para poder entender los mas sencillos
resultados de las exploraciones psicométricas e interpretarlos correctamente.
Resulta, pues, indispensable un conocimiento -por somero que éste sea- de los
conceptos estadisticos mas fundamentales.

Veamos, en fin, que el empleo de las Matematicas y de la Estadistica en
Psicologia es muy ventajoso, puesto que constituye un medio de expresion
riguroso y de claridad excepcional, maxime en aquellos casos en que el lenguaje
ordinario resulta impotente para describir la compleja trabazén fenomenoldgica,
no existiendo equivalentes verbales manejables.

Por doquier puede observarse que el poder del nUmero se respeta tanto
mas cuanto menos se comprende. Pero ocurre también, en ocasiones, que el
empleo de la alta matemadtica resulta un refinamiento inutil y superfluo, complejo
y dispersivo, algo asi como “cazar perdices a cafionazos”. Por ello, la utilizacion
del método matematico en Psicologia constituye un poderoso instrumento
analitico -de lo que debe ser consciente el psicologo- que debe aplicarse en todos
aquellos casos en que resulte conveniente, pero sin olvidar, al respecto, aquella
famosa frase de Fournier que reza asi: Las matematicas carecen de simbolos
para las ideas confusas.

2. Breve recorrido histérico sobre los inicios de la psicologia aplicada

Siguiendo el excelente trabajo de E. Cerda, veamos que el nacimiento y
desarrollo de la psicologia aplicada se hallan estrechamente ligados al desarrollo
de la psicologia experimental y al de la psicologia diferencial. De hecho, la
psicologia aplicada aun no es centenaria, puesto que sus antecedentes mas
remotos pueden fijarse en 1840, afio en el que se publican los trabajos de Weber
sobre las relaciones entre los estimulos y las sensaciones. Fechner, sucesor
inmediato de Weber, fue quien primero se plante6 el tema de si las ciencias
objetivas podrian aportar a los problemas del conocimiento del hombre un
enfoque verdaderamente util.

Fechner’, partiendo de esta nueva orientacion, llego a establecer una serie
de leyes matematicas relacionando la intensidad de los estimulos con las
respuestas sensoriales, con lo que el problema derivado de la necesidad de
obtener mensuraciones del comportamiento humano pasa a constituir el ntcleo

* Vide Handwérterbuch Physiologie, 3 (2) (1846), pp. 481-588.
> Vide Elemente der Psychophysik, 1860.

21



DISQUISICIONES GENERALES

fundamental de los métodos de la psicologia experimental. A ellas nos hemos
referido en otros apartados de nuestro trabajo.

En 1879, Wundt montd en Leipzig el primer laboratorio de psicologia
experimental, sosteniendo que el estudio de ciertos procesos fisiologicos
asequibles a la mensuracion debian hacerse emparejados con el estudio de los
procesos mentales que les acompafiaban. Wundt® establece asi un puente entre la
psicologia introspectiva y la psicofisiologia, realizando experiencias encaminadas
a averiguar las formas en que tienen lugar los procesos de las sensaciones y las
percepciones, y sobre las modalidades de relacion entre las palabras y las ideas.
Comenz6 a medir los tiempos de reaccion en pruebas de complejidad variable,
donde intentaba identificar los componentes psiquicos internos y también
descubrir las leyes que regian la dindmica de la psique. Wundt y sus ideas de la
psicologia dominaron en el &mbito académico, hasta los inicios del 1900, cuando
los métodos introspectivos, y el concepto de estudiar la psique de manera
cientifica, fueron hechos a un lado por ser incapaces de aclarar fendmenos como
el del pensamiento sin imagenes. La psicologia experimental recibe, de tal suerte,
un vigoroso impulso a través de la obra de Wilhelm Wundt.

En esta época comenzamos a ver maneras diferentes del pensamiento con el
aleman Hermann Ebbinghaus’ quien dirigié una monumental investigacion sobre
la memoria que implicaba el aprendizaje de largas series de silabas sin sentido, lo
cual sentd un precedente para las generaciones futuras de psicologos
especializados en el aprendizaje. Sin embargo, se comenzaron a hacer
experimentos de laboratorio con animales, para intentar dotar a la psicologia de
un rigor cientifico.

Su més grande continuador fue J. McK. Cattell®, profesor de la Universidad
de Pensilvania, que estudi6 de modo particular los mecanismos de la atencion y
de la asociacion de palabras. Fue quien invent6 el taquistoscopio y quien estudio
asimismo las asociaciones de palabras, preparando tablas de frecuencia para
todas las respuestas dadas. Es también Cattell quien por primera vez, en 1890,
usa el término “test mental™ y asimismo a quien se deben los primeros trabajos
cientificos sobre las diferencias individuales que, como es sabido, se pusieron de
manifiesto, por primera vez, no precisamente en el campo de la psicologia, sino
en el mucho mas antiguo de la astronomia.

% Vide Grundziige der physiologischen Psychologie, 1874.

7 (1850-1909) Psicologo experimental aleméan, uno de los primeros exploradores del campo de la
memoria, n. en Barmen y m. en Halle. Fue profesor de psicologia de las universidades de Berlin, Breslau
y Halle. En 1885 terminé su famosa monografia Uber das Gedéchtnis (Sobre la memoria), fruto de cinco
afios de una original experimentacion consigo mismo, que abri6 el camino a ulteriores investigaciones. En
ella aborda problemas de significacion, aprendizaje espaciado y superaprendizaje memoristico. Hizo
asimismo notables aportaciones al campo de la psicologia social y a la sistematizacion de la ciencia.

% Vide Physical and mental measurements of the students of Columbia University, en “Psicol. Rev.” 3
(1986), pp. 618-648.

? Vide Mental tests and measuraments, “Mind”, 15, (1890), pp. 373-380.
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CAPITULO 1

En el afio 1869, Francis Galton, uno de los mas eminentes discipulos de
Darwin, publica Hereditary Genius'®, en el que, mediante la aplicacion del
método de las historias familiares, intentd demostrar que la inteligencia se
transmite por via hereditaria, como ya hemos tenido ocasion de comentar. En
conexion con estos estudios de la herencia humana, Galton, adquiriendo plena
conciencia de que para describir los grados de semejanza entre los individuos era
necesario establecer algunos métodos mensurativos, concibe varios tests e
instrumentos de medida y, en 1882, inaugura su famoso laboratorio
antropométrico en el South Kensington Museum de Londres, en el que sometia a
los individuos a pruebas de discriminacion sensorial, y capacidades motrices y a
otras mensuraciones de procesos elementales. Galton fue asimismo uno de los
primeros en crear procedimientos matematicos sencillos para aplicarlos a los
resultados de sus trabajos experimentales. Fueron sus mdés importantes
contribuciones la de la curva de distribucion normal que lleva su nombre y los
trabajos que dedico al estudio de las correlaciones.

En abril de 1904 el psicologo inglés Charles Spearman'' publica en el
“Americal Journal of Psychology” un trabajo, ya cldsico en la historia de la
psicologia, titulado La inteligencia general, determinada y medida
objetivamente, en el que, aplicando el método del coeficiente de correlacion de
Karl Pearson, estudia los factores comunes a varias pruebas, sentando asi las
bases del andlisis factorial, al que nos referiremos con mayor extension en el
capitulo 9 del presente libro, método con el que posteriormente harian nuevas
aportaciones a la psicologia figuras de la talla de C. Burt, L. L. Thurstone o R. B.
Cattell.

Al mismo tiempo, en 1905 aparecen en Francia los trabajos de Binet y
Simon'” sobre el estudio experimental de la inteligencia que debian de abocar a
la elaboracion de los primeros tests de desarrollo. Y un afio mas tarde, con los
estudios de J. M. Lahy" sobre las aptitudes para el aprendizaje de la
mecanografia, nacen los primeros tests de aptitudes.

Es también en esta época cuando comienzan las experiencias sobre
procesos de adquisicion y de aprendizaje, y cuando Frank B. Gilbreth',
transfiriéndolos al sector del trabajo industrial, emprende en 1911 el estudio
sistematico de los movimientos, siguiendo los trabajos que al respecto habia
previamente desarrollado F. W. Taylor. Este ingeniero mecénico y economista
estadounidense fue el promotor de la organizacion cientifica del trabajo,
habiendo efectuado sus primeras observaciones en la industria del acero, a las

!9 Vide Hereditary genius: an inquiry into its laws and consequences. Ed.: Macmillan. London, 1896.
"'Vide General intelligence objetively determined and measured, en “Amer. J. Psychology”, 15, (1904).
2 Vide Méthodes nouvelles pour le diagnostic du niveau intellectuel des anormaux, « Année Psychol.»,
11, (1905), pp. 191-244.

1 Vide Les conditions psychophysiologiques de I’aptitude au travail dactylographique, en « J. de Physiol.
et de Path.», 1913, pp. 826-835.

' Vide Motion study, Van Nostrand, 1911.
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que siguieron una serie de estudios analiticos sobre tiempos de ejecucion y
remuneracion del trabajo.

También en 1911, Miinstelrberg15 , profesor de la Universidad de Harvard,
da un impulso importante a las aplicaciones de la psicologia a la esfera del
trabajo y define la psicotecnia como “la ciencia de la aplicacion practica de la
psicologia”. Thorndike'®, a la vez, traslada al campo de la pedagogia ciertos
descubrimientos que ¢l habia hecho en el estudio de la conducta de ciertos
animales, elaborando asi sus tres leyes del aprendizaje: ley del ejercitamiento, ley
de la conexidn asociativa y ley del efecto. Se comprueba entonces que la relacion
estimulo — respuesta tiene lugar a diferentes niveles del sistema nervioso.

Segun E. Cerda, es, sin embargo, al filésofo ruso Pavlov'’ a quien
corresponde el mérito de haber reconocido la intervencion del cerebro en la
ejecucion de ciertos comportamientos necesarios para la conservacion de la vida.
Esta actividad nerviosa superior se ejerce también sobre el modelo de los “actos
reflejos”, a los cuales dio Pavlov el nombre de “reflejos condicionados”. Esta
nueva concepcion abrid el camino a gran nimero de investigaciones en el campo
de la psico-biologia.

Puede verse, a través de los hechos hasta aqui expuestos, que los psicologos
que habian permanecido durante siglos interesados exclusivamente en los datos
que les suministraba la introspeccion, fueron abandonando progresivamente esta
actitud, cambiando desde la perspectiva filos6fica —en cuya atmosfera quedan
todavia psicologos que se empefian en seguir intelectualmente viviendo— a la
perspectiva objetiva y experimental.

Y si bien es cierto que en su vertiente constructiva la psicologia aplicada ha
abordado el estudio del psiquismo generalmente mediante los procesos de
analisis y métodos de comparacion que le han brindado la psicologia
experimental y la psicologia diferencial, con la finalidad de registrar y controlar
las manifestaciones y el determinismo de los fendmenos psiquicos, en cambio, en
su faceta aplicada propiamente dicha hemos de considerarla como una actividad
cientifica orientada al estudio de un individuo (sistema individual) o un grupo
(sistema colectivo) en particular abstrayendo de ellos unos resultados sintéticos e
individuales en consonancia con la unidad fundamental que constituye cada
individuo o cada grupo.

Con posterioridad, la importancia y la relevancia adquirida en nuestros
dias por la Psicologia experimental queda fuera de toda duda. De hecho, es en
este campo o rama de la Psicologia en el que creemos que las propuestas
contenidas en nuestro libro pueden revestir mayor interés y utilidad.

' Vide Psychology and industrial efficiency, Houghton Mifflin Company, Cambridge Riverside, 1913.

' Vide Measurament and evaluation in Psychlogy and Education, Bureau of Publications, New York,
1927.

'7 Vide Lectures on condicional Reflexes, Livenight, New York, 1928.
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3. La Psicologia como ciencia

En definitiva, definimos la Psicologia como la ciencia cuyo objeto es
estudiar los fenomenos conductuales de los organismos y determinar las
condiciones materiales de su apariciéon. Un enfoque de la Psicologia supone:

1°. Ocuparse exclusivamente de fenomenos que tienen lugar en el mundo
fisico, rechazando cualquier tipo de dualismo ‘“‘cuerpo — mente”. Para que un
fenomeno conductual concreto pueda estudiarse debe:

a) Poder definirse operacionalmente.
b) Disponerse de técnicas e instrumentos que permitan observarlo,
registrarlo o medirlo de forma fiable.

2° Aceptar el determinismo. La principal mision de la Psicologia
consistira en encontrar las leyes que rigen los fenomenos conductuales. Estas
leyes:
a) Son posiblemente las mismas para el hombre que para las otras
especies.
b) Explican tanto los fendémenos conductuales “normales” como los
“patoldgicos”.

3°. Aceptar la necesidad de disociar los fenomenos para proceder a su
estudio.

4°, Aceptar el procedimiento experimental como técnica de eleccion para
el estudio de los fendmenos conductuales.

Esta aceptacion comporta dar prioridad a:

a) La elaboracion de técnicas e instrumentos que permitan observar,
medir y registrar los fenomenos conductuales de forma fiable.
b) La elaboracion de técnicas de control que permitan:
- Alterar la variable ambiental elegida, de la forma deseada.
- Neutralizar las demas variables ambientales que podrian afectar,
paralelamente, a la conducta, obscureciendo la relacion funcional
entre ésta y la variable ambiental elegida.

5°. Rechazar que pueda proporcionar argumentos de caracter teleoldgico.

6°. Reprimir la tendencia existente a “interpretar” los datos, generalizando
abusivamente.

7°. Dar gran importancia a la investigacion pura.
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Desde luego, todas las ciencias tratan de sistematizar sus descubrimientos.
En Astronomia fue posible construir un conocimiento acumulativo a través de los
siglos debido a que, ya a partir de los antiguos astronomos babilonios y egipcios,
se dio importancia especial a un aspecto: la posicion relativa de los astros en
funcion del tiempo -observemos que este tipo de dato es aplicable a cualquier
cuerpo celeste de cualquier tamafno y caracteristicas, conocido o por descubrir-.
Para Newton, las variables de la fisica fueron el espacio, el tiempo y la masa,
siendo todas ellas mensurables y susceptibles de tratamiento matematico.
Guerlac'®, al efectuar un repaso histérico de la Quimica, sefiala que las
diferencias en apariencia, olor, gusto, densidad, etc., servian principalmente para
distinguir substancias que pertenecian a la misma clase general, pero que existia
la necesidad de encontrar un indice cuantitativo del comportamiento quimico que
pudiera usarse con toda clase de substancias. Este indice es el peso y su
importancia fue puesta de relieve por Dalton, en 1803, en su famosa ley de las
proporciones multiples, inmediatamente seguida por la aparicion de una Tabla de
pesos atdomicos que se viene ampliando y perfeccionando hasta nuestros dias.
Guerlac (1961) no vacila en considerar esta variable como ‘“el concepto
cuantitativo mas fundamental de la Quimica”. De hecho, la Quimica so6lo realizod
avances importantes a partir del momento en el que el peso fue aceptado como
variable critica fundamental.

Si contemplamos, desde este punto de vista, el panorama que ofrece la
llamada Psicologia Experimental, el mismo no puede considerarse especialmente
satisfactorio. Disponemos ya de bastantes datos cuya fiabilidad ofrece pocas
dudas procedentes de campos que ostentan rotulos tan atractivos como
“Percepcion”, “Aprendizaje”, ‘“Personalidad”, “Motivacion”, “Dindmica de
Grupos”, etc. Pero, ;como integrarlos? ;jAcaso es posible? ;Coémo puede
relacionarse, por ejemplo, el tiempo que tarda una rata en recorrer un laberinto
concreto con las puntuaciones obtenidas por un sujeto humano en un test de
personalidad, o el numero de silabas sin sentido que es capaz de recordar el
mismo sujeto en otras circunstancias? Quizas el problema esté mal planteado en
estos términos, pero, en cualquier caso, si el objetivo basico de la Psicologia es
descubrir las leyes que rigen la conducta, ;cual o cudles son las variables criticas
que pueden desempefiar en nuestra ciencia un papel similar al del espacio, la
masa y el tiempo en Fisica o al del peso atobmico en Quimica?

Tal como ya hemos dicho, aunque es imprescindible definir
operacionalmente nuestras variables, el hecho de que lo consigamos no debe
tranquilizarnos excesivamente, ya que no nos asegura que dichas variables
posean una utilidad real. Los limites del operacionismo han sido establecidos, de
forma inequivoca, por Skinner', cuando lo define “como una forma de hablar
acerca de: 1) las propias observaciones; 2) los procedimientos manipulativos y de

'8 Vide Quantification in chemistry. En H. Woolf (Ed.). Quantification. Indianapolis: Bobbs-Merrill 1961,
pp. 64-84.

' Vide The operational analysis of psychological terms. Psychological Review, 1945, 52, pp. 270-277.
Reproducido en B. F. Skinner, Cumulative record (3* edicion). New York: Appleton-Century-Crofts,
1972.
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calculo implicados en su elaboracion; 3) los pasos logicos y matematicos que
median entre las primeras proposiciones y las ultimas, y 4) nada mas”. En otras
palabras: un concepto puede encontrarse definido operacionalmente y carecer de
relevancia.

Las mediciones cuidadosas tampoco son, por si solas (per se et
essentialiter, como dirian los te6logos), indicadoras de que nos encontramos en
el buen camino. Wundt y sus discipulos mostraban a sus sujetos experimentales
el grabado de un perro; a continuacion les preguntaban “;qué es esto? y entonces
median, con la méxima precision posible, el tiempo que tardaban en responder
“un perro”. Es extrafio tener que decir —comenta Russell’— que, a pesar de tanto
aparato para las medidas, resultaba que no habia nada que hacer con esas valiosas
informaciones salvo olvidarlas ... No cabe duda de que la medicidn es la marca
de contraste de la ciencia exacta; por eso, los psicélogos de orientacion cientifica
buscan a su alrededor algo mensurable ligado con el objeto de sus
investigaciones. Se equivocaron, no obstante, al pensar que los intervalos de
tiempo eran el objeto adecuado para recibir la medicion.

4. El conductismo y la Teoria de Sistemas

El “conductismo” o “behaviorismo” es una doctrina psicologica iniciada y
propugnada por los fisidlogos rusos Pavlov’' y Betcherew, quienes protestaron
contra la insana costumbre de confiar exclusivamente en la introspeccion como
método cientifico y, en general, contra la opinidon -extendida en su época- que
hacia de la Psicologia filosofica el tratado de la conciencia y no el estudio del
comportamiento humano. La Psicologia, segun dichos autores, debe limitarse a lo
que pueden observar y medir igualmente bien distintos observadores, libres de
apreciaciones subjetivas y condicionamientos aprioristicos. Lo importante es el
estudio de la extrospeccion. La introspeccion deberia evitarse, limitando los
experimentos al estudio de animales o muchachos.

En nuestra opinion, la exclusiva aceptacion de esta teoria supone el
derrumbamiento del formidable edificio psicolégico, en su principal aspecto
filosofico, al negarse la validez de la introspeccion, limitando la investigacion al
conocimiento externo; algo parecido a lo que sucede con la Fisica: la aceptacion
de las revolucionarias teorias relativistas supone, a comienzos del siglo XX, la
desintegracion de las viejas concepciones de Newton y Galileo y, con ellas, el
hundimiento del grandioso edificio de la Fisica cldsica. Algo que tampoco se
desea.

*% Vide The scientific Outlook. London: George Allen and Urwin, 1949. Existe traduccion castellana en
La perspectiva cientifica. Esplugues de Llobregat, Barcelona. Ed.: Ariel, 1969.

I Sobre todo Pavlov es conocido por formular la “ley del reflejo condicionado”, que desarrollé entre
1890 y 1900 después de que su ayudante E.B. Twimyer observara que la salivaciéon de los perros que
utilizaban en sus experimentos se producia ante la presencia de comida o de los propios
experimentadores, y luego determiné que podia ser resultado de una actividad psiquica. Realizo el
conocido experimento consistente en hacer sonar una campana justo antes de dar alimento a un perro,
llegando a la conclusion de que, cuando el perro tenia hambre, comenzaba a salivar nada mas oir el
sonido de la campana.
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Imagino que, en Psicologia, ambas teorias pueden no ser necesariamente
incompatibles o excluyentes. En todo caso, los antiguos fundamentos de la
Mecénica pueden plantearse como una particularizacion del caso general
relativista en que vV << C. No obstante, ¢sucede lo mismo con las doctrinas
psicoldgicas en litigio?

Las observaciones basicas de Pavlov eran simples. Si se ponen alimentos o
ciertos acidos diluidos en la boca de un perro hambriento, éste empieza a
segregar un flujo de saliva procedente de determinadas glandulas. Este es el
reflejo de salivacion; pero eso no es todo. Pavlov observo que el animal también
salivaba cuando la comida todavia no habia llegado a la boca: la comida
simplemente vista u olida provocaba la misma respuesta. Ademads, el perro
salivaba igualmente ante la mera presencia de la persona que, por lo general, le
acercaba la comida. Esto llevd a Pavlov a desarrollar un método experimental
para estudiar la adquisicion de nuevas conexiones de estimulo-respuesta.
Indudablemente, las que habia observado en sus perros no podian ser innatas o
connaturales de esta clase de animal.

Pero, a diferencia de los behavioristas o conductistas clasicos, Pavlov tiene
mas agudeza en cuanto a las "conductas" humanas; lejos estd de considerarlas un
sistema de reflejos condicionados, no al menos del esquemdtico modelo
"estimulo/respuesta”". En el Homo sapiens sapiens, certeramente, Pavlov
considera que se produce un salto cualitativo respecto al primer sistema de
senales; en el humano la cuestién ya no se restringe a reflejos condicionados o a
estimulos substitutivos. La complejidad del cerebro humano facilita un segundo
sistema de sefiales que es el lenguaje verbal o simbolico; en éste, las
substituciones a partir de los estimulos parecen ser infinitas y sin embargo
altamente ordenadas (l6gicas). Pues bien, ;por qué entiende Pavlov tal capacidad
del segundo sistema de sefiales?: en gran medida porque considera que en el ser
humano existe una capacidad de autocondicionamiento que, aunque parezca
contradictorio, le resulta liberador: el ser humano puede reaccionar ante
estimulos que ¢l mismo va generando... y que puede transmitir. La psicologia
(preeminentemente experimental) de Pavlov y sus epigonos se denomina
reflexologia (conviene no confundir esta reflexologia con la forma de terapia
conocida como reflexogenoterapia, vulgarmente llamada también "reflexologia").
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J. B. Watson (Behaviorism)®, el fundador de la escuela conductista o
behaviorista, fue uno de los primeros en propugnar que el contenido consciente
del pensamiento no puede ser suficiente para la creacion de una ciencia, mientras
que la “observacion del comportamiento en todo lo que tiene de mensurable”
puede servir de base para la construccion de un sistema verdaderamente
cientifico. Sin embargo, Watson y sus seguidores llevaron esta nueva y sana
orientacion hasta limites mucho mas alla de lo razonable, y si bien es cierto que
han aportado una enorme cantidad de datos experimentales de incuestionable
interés, hay que reconocer también que llegaron a perder de vista que su
orientacion era incapaz de dar respuestas adecuadas a todos los problemas que
plantea la Psicologia.

Los behavioristas tienen tendencia a considerar la personalidad como un
fenomeno en constante evolucidn, segun el cual, la personalidad del individuo es
“la totalidad de un organismo en accién”. A este grupo pertenecen las
definiciones de Watson, Bowder y Kempf (The automatic functions and the
Personality). Para este ultimo, en esencia, personalidad, es la integracion de los
sistemas de habitos que representan las caracteristicas de ajuste de un individuo
a su medio.

En 1913 Watson publica el que, a menudo, ha sido considerado su trabajo
mas importante, el articulo: ““La psicologia desde el punto de vista conductista™
y que dara punto de partida al Conductismo. En él, Watson describe las lineas
generales de la que serd su nueva filosofia. El conductismo pone el énfasis sobre
la conducta observable (tanto humana como animal), que considera que ha de ser
el objeto de estudio de la Psicologia, y las relaciones entre estimulo y respuesta,
mas que en el estado mental interno de la gente (aunque Watson nunca nego la
existencia del mundo privado o intimo). En su opinion, el analisis de la conducta
y las relaciones era el inico método objetivo para conseguir la penetracion en las
acciones humanas y extrapolar el método propio de las Ciencias Naturales (el
método cientifico) a la Psicologia.

22 John Broadus Watson naci6 en Greenville (Carolina del Sur) el 9 de enero de 1878 y muri6 en Nueva
York el 25 de septiembre de 1958. Se gradu6 en la Universidad de Chicago en 1903. Su disertacion
“Animal education: an experimental study on the psychical development of the white rat, correlated with
the growth of its nervous system™, es el primer documento moderno cientifico acerca del comportamiento
de la rata blanca. En el documento, Watson describe la relacion entre la mielinizacion cerebral y la
capacidad de aprendizaje en ratas a lo largo de su desarrollo bioldgico. Watson permanecié en la
Universidad de Chicago varios afios realizando investigaciones acerca de la relacion existente entre inputs
sensoriales y aprendizaje y comportamiento de las aves. En octubre de 1920 Watson fue invitado a
abandonar su catedra en la Universidad John Hopkins debido a los rumores que corrian acerca de la
relacion que mantenia con su asistente Rosalie Rayner (la cual seria su colaboradora en el famoso
experimento acerca del condicionamiento del miedo con el pequefio Albert), pasando a trabajar
posteriormente como psicologo para la empresa Thompson (hecho por el cual fue ampliamente criticado
por sus colegas de la época).
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En 1920-1930, Clark Hull® cree que el aprendizaje solo se produce si su
fruto le es agradable al individuo (fondo hedonista: no hay nada nuevo), como
consta en sus “Essentials of Behaviour System” (1952).

Hull aclara que su concepciéon de la teoria toma como ejemplo a los
principios y corolarios de la geometria euclidiana que se derivan de unas cuantas
definiciones, hipdtesis y axiomas; también sirve de ejemplo Newton con su
sistema deductivo referente a la mecanica celeste. De esta manera, formula
postulados que se llevan a experimentacion para la comprobacion o invalidacion.
Sus variables participantes, o mejor llamadas “variables intervinientes”, son las
inferencias que hacia Hull acerca de los sucesos que acaecian dentro del
organismo. En la férmula paradigmatica del reflejo existen s6lo dos elementos, E
(estimulo) y R (respuesta) E - R, pero en el paradigma de Hull existen tres
elementos: E - O — R, donde O es el organismo que se ve afectado por E y
determina R. Cuando tratamos de explicar el funcionamiento de O (al cual no
tenemos acceso interno, modelo de la “caja negra”) postulamos las mencionadas
variables y si anclamos estas inferencias con lo que si podemos observar, que es
la entrada (input) y la salida (output), el resultado de nuestra investigacion podra
ser explicado por (O) . Marx y Hillix (1976) lo resumen de la siguiente manera:
“Las variables de 'entrada' o de estimulo, son factores objetivos tales como el
numero de ensayos reforzados, la privacion del incentivo, la intensidad del
estimulo condicionado o la cantidad de la recompensa. Estos factores se asocian
directamente con los procesos resultantes, que hipotéticamente funcionan en el
organismo: las variables intervinientes de primer orden. Ejemplos de éstas, son:
la fuerza del habito (E HR), que es una funcidon del nimero de ensayos (N); el
impulso (IM), como funciéon de condiciones impulsivas (CIM) tales como la
privacion del incentivo; el dinamismo de la intensidad del estimulo (V), como
funcion de la intensidad del estimulo (E); y el refuerzo del incentivo (K), como
funcion de la cantidad de recompensa (W)”.

Hull inicié con la definicion de términos seguido de cierto numero de
postulados principales, los cuales podrian ser hallazgos empiricos,
consiguientemente verificables por separado, o bien, hallazgos no directamente
comprobables pero si factibles de ser verificados indirectamente, con el fin de
que, por medio de una légica estricta y ecuaciones matemadticas, de los
postulados se derivasen corolarios y teoremas del sistema, esto es, deducciones y
predicciones, los cuales podrian ser comprobados.

» Hull desarrollé un sistema hipotético-deductivo en la psicologia; consistia éste en la postulacién de
variables participantes, términos definidos de manera precisa que permitieran ser utilizados en simbologia
matematica. Se trataba de desarrollar un sistema tan cientifico como cualquier ciencia natural o formal y
se vio influenciado, para esto, por las lecturas de Newton, Euclides (Marx y Hillix, 1976). La otra gran
influencia en Hull fue la de Pavlov, de quien tomd los principios del condicionamiento y también de
Thorndike con la ley del efecto. Con estas dos aportaciones tedricas, Hull trata de integrar un nuevo
sistema. Sus principales publicaciones son: "Mathematical-deductive Theory of rote learning" por Hull y
otros, publicada en 1940, "Principles of behavior" en 1943, "Essentials of Behaviour System" en 1952,
que fue publicado en forma pdstuma.
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En general, son tres las criticas principales que pueden hacerse a dicho
autor, a saber:

1.- La ignorancia de que, ain sin esperanza alguna de recompensa, puede
existir un aprendizaje “latente” (comprobado experimentalmente).

2.- Da por supuesto que la fuerza de un habito aumenta en igual proporcion
que cada recompensa subsiguiente al esfuerzo (hecho no confirmado
experimentalmente).

3.- Considera la excitacion de los receptores sensoriales como rasgo
esencial de un estado de necesidad producido al faltar algin articulo
indispensable para la supervivencia, sin describir ni justificar este mecanismo.

Sin embargo, Hull y sus colaboradores merecen buen crédito por haber
hecho un gran numero de cuidadosos experimentos con miras a fijar en detalle
las condiciones en que las ratas adquieren o pierden determinados habitos, asi
como por lo que han insistido en exigir una evidencia indiscutible. jEs una pena
que las evidencias que aduce el propio Hull para probar sus tesis sean tan
deficientes en este aspecto!

De la misma forma que los fisicos utilizan los electrones y los protones
como variables intermedias, deben usarse las actitudes y motivaciones para
explicar la conducta humana. Dada la enorme cantidad y complejidad de
variables que se deben manejar, es muy posible que, como indica B. F. Skinner?*,
la prediccion y control de la conducta humana se parezca mads, en cuanto a
exactitud, a la meteorologia que a la fisica. De este modo, se contrapone a la
psicologia “popularmente comprensible, psicoanalitica, artistico-literaria” una
psicologia auténticamente cientifica que se caracterizaria por “la estructuracion
de hipotesis, la deduccion y puesta a punto de conclusiones comprobables, el
control cuidadoso de numerosas variables relevantes, la comprobacion rigurosa y
el manejo matematico de los datos, peculiaridades todas ellas de la metodologia
cientifica que no participa del atractivo de las especulaciones a rienda suelta, de
la esperanza de las panaceas y del sobresalto producido por teorias
omnicomprensivas”.

Llegados a este punto, quisiera contrastar dos procedimientos diferentes
que se emplean en Psicologia para el estudio de los problemas mentales
superiores. El primero es el método tradicional de examinar el resultado ultimo
como un concepto o generalizacion. El segundo, es el método, mas nuevo, de
tratar de descubrir como se llega al resultado final mientras se estd yendo hacia
¢l. En uno se toma como modelo la respuesta o “producto”; en el otro, un
“proceso”.

** Burrhus Frederic Skinner (20 de marzo de 1904 - 18 de agosto de 1990). Psicologo y autor
norteamericano. Condujo un trabajo pionero en psicologia experimental y defendio el conductismo, que
considera el comportamiento como una funcion de las historias ambientales de refuerzo. Escribio trabajos
controvertidos en los cuales propuso el uso extendido de técnicas psicologicas de modificacion del
comportamiento, principalmente el condicionamiento operante para mejorar la sociedad e incrementar la
felicidad humana, como una forma de ingenieria social.
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Siguiendo con la exposicion anterior, veamos que en el primer
procedimiento, se tiende a identificar el pensar con el resolver un problema, y a
restringirse problemas cuyas soluciones las tienen ya los experimentadores; pero
también se propende a buscar las diferencias formales existentes entre los
problemas y los resultados ultimos de la actividad mental, segiin las revela el
analisis logico o matematico. Me pregunto si es éste el caso del conductismo.

Sin embargo, el segundo procedimiento parece conducirnos al problema
de la “caja negra” (black box), enjuiciable, por tanto, en el contexto de la Teoria
de Sistemas, y resoluble por dos métodos distintos: a) A base de un analisis
retrospectivo (situacion presente — situacion origen). b) Observando el curso
del desarrollo (estimulo — acciébn — respuesta). Por cada uno de ambos
procedimientos se pueden obtener grandes provechos, a mi juicio, y no hay razon
alguna para insistir en uno de ellos con exclusion sectaria del otro.

Por ultimo, quisiera referirme a la extraordinaria importancia que, segun
creo, reviste el hecho de la concepcion conductista de la Psicologia cara a la
aplicacion de la Teoria de Sistemas a la susodicha ciencia social. En efecto, el
estudio del comportamiento del individuo y las diversas mensuraciones que
ello puede comportar, encuentran un marco adecuado y propicio para su
enfoque a través de la concepcion del individuo como “sistema psicolégico”,
con un “vector estimulo” o “de entrada” significado por sus coordenadas o
componentes, un ‘“vector respuesta” o “de salida” que también debe ser
interpretado a través de sus componentes (en ellas podra leerse el “mensaje” de
su significado), y una cierta ley de transformacion (podria ser una matriz de
cambio, o bien una matriz asociada a una aplicacién lineal u homomorfismo) del
primer vector en el segundo vector, que parece venir implicita al sistema, y que
constituye un enigma que solo el psicologo puede descifrar.

De este modo, y a lo largo del presente estudio, podra deducirse claramente
que las principales conclusiones que de ¢l puedan extraerse alcanzan todo su
valor y significacion desde el punto de vista conductista, pudiendo parecer en
consecuencia —y equivocadamente—, que los moviles inspiradores de este trabajo
son de raigambre decididamente behaviorista. Sin embargo no es asi, sino,
precisamente, es a través de una objetiva toma de conciencia de la multiplicidad
de aplicaciones cientificas que reviste el estudio del individuo como sistema,
cuando el interesado en esta obra —y conste que no es €ste nuestro objetivo—
pueda (si ha el caso) declararse apodstata de ideologias psicoanaliticas o
estrictamente filosoficas, proclamandose, simultdneamente, neo6fito prosélito de
una concepcion empirica, sistematica y altamente cientifica de la Psicologia.

5. Estudio de los efectos de los estimulos sobre el sistema psicologico
Se denomina “excitabilidad” o “irritabilidad” a la capacidad de todo

organismo viviente para responder con determinadas manifestaciones vitales,
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denominadas “reacciones” o “respuestas”, a ciertas acciones energéticas que
sobre ¢l actian a través del “vector estimulo”.

En general, los vectores-estimulo pueden, por su propia naturaleza, ser de
tipo mecanico, quimico, osmotico, térmico, eléctrico, luminico, radiologico,
sonoro y otros. Se sabe que aplicando a un musculo estimulos eléctricos de
intensidad progresivamente creciente (choques de induccion), y midiendo la
intensidad de la excitacion, obtenida en cada caso por la altura de la contraccién
correspondiente, se observan los siguientes hechos:

Los estimulos, para obtener una respuesta, deben poseer una intensidad
0 grado minimo indispensable denominado “umbral” o “minimal”; si es
inferior a este valor, el estimulo es “subminimal”. Al estimulo que
produce el mayor efecto posible se le denomina “maximal’;
“submaximal” si el efecto obtenido es menor, y “supramaximo” cuando
la magnitud del estimulo supera a la necesaria para provocar la respuesta
maxima.

La duracion del excitante en el nivel o por encima del nivel de la
intensidad umbral, tiene influencia en la eficacia del estimulo y en la
persistencia del efecto. Se denomina “cronaxia” a la relacion entre la
intensidad y el tiempo que debe durar el estimulo.

En algunos casos, la aplicacion del vector estimulo sélo es efectiva
cuando su intensidad aumenta o0 disminuye, pero no mientras
permanezca constante (caso de una corriente galvéanica). Por otra parte,
las variaciones bruscas en la intensidad del estimulo son mas eficaces
que las establecidas gradualmente.

El periodo de tiempo comprendido entre la aplicacion del vector
estimulo (siempre que sea eficaz) y la salida del sistema del vector
respuesta se denomina “tiempo perdido” o “‘excitacion latente”.
Utilizando estimulos subminimales, la respuesta no se obtiene, pero si
estos estimulos se repiten, se obtendra una reaccion o fendémeno llamado
“adicion latente” o “sumacion de las excitaciones”. El efecto de cada
uno de los estimulos subminimales se ha ido acumulando
progresivamente en el sistema, hasta llegar a producir un estado limite
de excitacion que si alcanza el umbral. Es menester, para conseguir la
“adicion latente”, que un estimulo suceda a otro antes de que se disipe el
estado de excitacion creado en el sistema por el primero de dichos
inputs. Aun con estimulos de cierta magnitud, tanto en intensidad como
en duracion, se registran fenomenos parecidos; es decir: que un estimulo
aislado puede no ir seguido de respuesta, o bien ser ésta insignificante.
Las reacciones completas requieren estimulos reiterados en forma mas o
menos rapida o prolongada (“excitabilidad reiterativa™).

Los sistemas psicologicos excitables que, en principio, identificaremos con
los individuos o personas humanas, se dividen en dos categorias: “sistemas
isobolicos y sistemas heterobolicos”. En los primeros no existen, en absoluto,
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estimulos submaximales, siendo, a la vez, el estimulo umbralico y maximal. El
campo de excitabilidad de los sistemas isobolicos esta dividido en dos zonas: a)
la “sub-umbrélica”, en la cual la excitacion es nula, y b) la “supra-umbralica”,
en la cual la excitacion es maxima. Se dice que obedecen a la ley del “todo o
nada”, y en ellos, los estimulos 0 no producen efecto alguno o bien producen un
efecto maximo. Puede tratarse de individuos poco dotados o bien con
deficiencias psicosomaticas, raros en la especie humana.

Por otra parte, en los sistemas heterobdlicos, el estimulo umbralico y el
maximal son diferentes, existiendo entre ellos toda una serie gradual de estimulos
submaximales que determinan efectos de intensidades crecientes (excitaciones,
contracciones musculares, sensaciones). A este tipo de sistemas, en definitiva,
pertenecen los sistemas psicoldgicos que son objeto de nuestro estudio.

Para ciertos sistemas heterobolicos y, consecuentemente, en potencia para
los psicologicos, se ha observado que la relacion entre las intensidades de los
estimulos y las intensidades de los efectos provocados responden a una conocida
ley de valor limitado denominada “Ley de Weber-Fechner”, a la que ya nos
hemos referido anteriormente, que puede tener la siguiente expresion: “La
intensidad de la sensacion crece proporcionalmente al logaritmo de la intensidad
del estimulo”.

La mencionada ley de Weber-Fechner establece una relacion cuantitativa
entre la magnitud de un cierto estimulo fisico y como éste es percibido. Fue
propuesta en primer lugar por Ernst Heinrich Weber (1795-1878), y elaborada
hasta su forma actual por Gustav Theodor Fechner (1801-1887). Ernst Heinrich
Weber” establecié su ley de la sensacion (o Ley de Weber) en la que formulaba
la relacion matemadtica que existia entre la intensidad de un estimulo y la
sensacion producida por éste. Estos y otros descubrimientos llevaron a la
conviccion de que era posible explicar, mediante principios fisico-quimicos,
todos los actos humanos.

Fechner siguio los estudios empezados por Weber, que habia concluido que
existen tres tipos de umbrales en la percepcion de las sensaciones: un umbral
maximo, que es la magnitud a partir de la cual no percibimos ninglin cambio en
la sensacion; un umbral minimo, que es la minima magnitud o cantidad de
estimulo necesaria para captar una sensacion; y finalmente, un umbral
diferencial, que es la cantidad de estimulo que hay que afiadir para que el S.
psicologico pueda captar un cambio en una sensacion.

* Weber fue hijo del famoso tedlogo Michael Weber criandose en un entorno cientifico. La familia tenia
relaciones con el fisico famoso (experto en acustica) E. F. F. Chladni. Estudi6 en las ciudades de
Wittemberg y Leipzig, llegando en 1818 a ser profesor de anatomia comparativa en Halle, y en 1840 de
Psicologia. Investigd sobre las sensaciones; los sentidos tactiles de la piel le llevaron a la denominada ley
de Weber (que viene a decir que cuando se comparan dos objetos y se tiene que observar la distincion
entre ellos, no percibimos la diferencia entre los objetos, sino la razon de esta diferencia a la magnitud de
los objetos comparados). Colabord con Gauss en el estudio del geomagnetismo. Llego a ser rector de la
Alma mater de Leipzig, muriendo en esta ciudad el 26 de enero de 1878.
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Las investigaciones de Weber fueron en todo momento dirigidas a
comparar sus observaciones anatémicas con las observaciones realizadas al
microscopio. Se dedico, sobre todo, a la observacion del movimiento y
percepcion de los animales, comparando y explicando en todo momento con
leyes fisicas (en el campo de la Mecanica y de la Termodinamica) las
observaciones realizadas.

Es muy conocido el estudio acerca del corazon humano, en el que
descubrid que era estimulado por dos tipos de nervios: los que activan los latidos
del corazén y los que los inhiben. Weber fue uno de los primeros cientificos en
percibir que el sistema nervioso autdonomo esta constituido por dos sistemas
nerviosos diferentes. Weber investigd también la mecanica de la percepcion.
Estuvo tan dedicado a este estudio que poco a poco fue creando una nueva
disciplina que unia las dos ciencias: la fisica y la psicologia (psicofisica). Hizo
aportaciones dentro de este novedoso campo indagando, por ejemplo la relacién
existente entre el par sensacion-estimulo viendo la existencia de relaciones entre
ellos y comprobando que, para que la sensacion aumente en progresion
aritmética, debe producirse un aumento del estimulo en progresion geométrica.

Se concluye, pues, que el menor cambio discernible en la magnitud de un
estimulo es proporcional a la magnitud del estimulo. Es facil de entender con un
ejemplo. Si estamos sosteniendo en nuestra mano un peso de 100 gramos, tal vez
no lo podamos distinguir de otro peso de 105 gramos, pero si de uno de 110
gramos. En este caso, el umbral para discernir el cambio de peso es de 10
gramos. Pero en el caso de sostener un peso de 1.000 gramos, 10 gramos no
seran suficientes para que notemos la diferencia, al ser el umbral proporcional a
la magnitud del estimulo. En su lugar, nos haréd falta afiadir 100 gramos para
notar la diferencia.

O sea, sabiendo que:

E(sy—s1)=Q (E,—E;) ;estoes:

E-As=Q - AE ;pasando al limite:

ds =(Q - dE)/ E ; e integrando:
s=Q-J(E/E)=Q-InE+C=23-Q-logE+C=K-logE +G

de lo que se infiere que => V E =1 — s = G (lo que constituye un dato
interesante para la construccion de la tabla correspondiente).

La ley anterior también puede establecerse matematicamente del siguiente
modo:

dE
ds=Qx—
Q E
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donde 'ds' corresponde al cambio percibido en el estimulo, 'dE' corresponde a

cambio de magnitud del estimulo y E corresponde a la magnitud del mismo.

Integrando la ecuacion diferencial anterior de variables separadas, se tiene:
s=Q-ImE+C

donde C es la constante de integracion, y In es el logaritmo natural o neperiano.

Para determinar el valor de C mediante una integral particular, se asigna a
s =0, es decir no hay percepcidn o sensacion; y entonces:

C:_Q'lnEo

en que E; es el nivel o umbral de estimulo por debajo del cual no se percibe
sensacion. Por lo tanto la ecuacidn anterior resulta del siguiente modo:

E
= xl B —
s=Q nE

0

Siendo, en la formulacion anterior:

s = intensidad de la sensacion.

E = intensidad o magnitud del
estimulo.

Ey = nivel de estimulo sin
sensacion.

K = cte. especifica.

G = umbral diferencial.

Q = cte. experimental.

C = cte. de integracion.

Asi pues, la relacion existente entre el estimulo y la percepcion corresponde
a una escala logaritmica. Esta relacion logaritmica nos hace comprender que si
un estimulo crece como una progresion geométrica (es decir multiplicada por un
factor constante), la percepcion evolucionard como una progresion aritmética (es
decir con cantidades constantes afiadidas), como ya se ha dicho antes.

Esta ley se denomina también “ley de psicofisica”, puesto que Fechner
creyd haber logrado relacionar matematicamente lo fisico, ponderable, con lo
psiquico, imponderable; es decir: el cuerpo con el alma.

%% Gustav Theodor Fechner (1801-1887) fue miisico y matematico; en 1860 cre6 la ecuacion que cuenta
exactamente la relacion entre el estimulo fisico y la sensacion (relacion entre alma y materia). Pensé que
cada materia estaba dotada de un cierto espiritu, por lo que buscé una féormula, con la que tuvo éxito, para
poner en relacion el mundo del espiritu con el de la materia.
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Inmediatamente después de provocada la reaccion, se muestra ineficaz un
nuevo estimulo, analogo al primero, y ain de magnitud superior. Ello es debido a
que, una vez producida la respuesta, el sistema pasa por un “periodo refractario
absoluto”, generalmente muy breve, al que sigue un “periodo refractario
relativo”, durante el cual se recupera la excitabilidad, si bien para ponerla de
manifiesto se requieren estimulos de magnitud superior al inicial, reapareciendo
poco después la excitabilidad primitiva.

Las excitaciones continuadas agotan la excitabilidad celular,
denominéandose a tal estado “fatiga”, que desaparece con el reposo.

La “adaptacion” consiste en una habituacion al estimulo, con lo cual éste
pierde la efectividad, a no ser que aumente su intensidad. Y en general, los
sistemas psicologicos estan dispuestos para reaccionar a un estimulo, o a un
conjunto de estimulos, con mayor facilidad que otros (estimulos adecuados), los
cuales, a pesar de su poca magnitud, provocan respuesta imposible de obtener
utilizando otras formas de energia (estimulos inadecuados).

6. La frecuencia de respuesta como variable independiente: las
aportaciones de Skinner

Sefiala R. Bayés que para Pavlov, las variables criticas fueron la latencia —
medida en segundos— y la intensidad de la respuesta medida en gotas de saliva.
Estas variables (proporcionando, en cada caso, un indicador de intensidad
adecuado al reflejo estudiado), han demostrado sobradamente su valor para el
analisis de toda la conducta refleja, tanto incondicionada como condicionada, en
un gran nimero de especies, entre ellas el hombre. Sin embargo, la mayor parte
de nuestra conducta es dudosamente analizable tomando como unidades de
medida la magnitud y la latencia de la respuesta, y fue necesario esperar a que
otro cientifico de la talla de Skinner”’ (al que ya nos hemos referido en este
mismo capitulo), en otro momento de serendipity, segiin nos contara en un
instructivo relato, encontrara la variable adecuada y los procedimientos para
controlarla y medirla de forma eficaz.

En definitiva, se deben a Skinner:

a) La introduccion de la frecuencia de respuesta como sensible variable
dependiente.

b) Las técnicas que poseen tal grado de control que hacen posible obtener
de cualquier organismo individual de especies distintas frecuencias de
respuesta que sean predecibles, minuto a minuto, a lo largo de
investigaciones de duracion considerable.

27 Vide A case history in scientific method. American Psychologist, 1956, 11, pp. 221-233. Reproducido
en Cumulative record (3* edicion). New York: Appleton-Century-Crofts, 1972.
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c) Las técnicas que permiten registrar directamente estas frecuencias, de
forma continua y con un elevado grado de fiabilidad, durante toda la
investigacion, haciendo posible la replicacion de experimentos.

Gracias a estos elementos se ha podido abordar con éxito el anélisis de los

factores que gobiernan la probabilidad de ocurrencia de una respuesta dada en un
momento determinado, atacando a fondo el reducto de la variabilidad individual.
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CAPITULO 2
Los modelos psicoldgicos

1. Definicidén y conceptos previos
1.1. Sintesis historica del concepto de **modelo**

Seria conveniente comenzar nuestra exposicion definiendo particularmente
lo que pudiera ser el concepto de "modelo psicolégico” y, con mayor
generalidad, el propio de "modelo".

Se habra notado la aparicidn, en varias ocasiones, de la nocion de "modelo”
0 de "interpretacion” de una teoria matematica por medio de otra. No se trata, en
absoluto, de una idea reciente o novedosa y, sin duda, puede verse en ella una
manifestacion permanente del sentimiento profundo de la unidad de las distintas
“ciencias matematicas". Respecto a ello, decia Descartes™ que "no por ello dejan
de acordarse en tanto que no tienen en cuenta otra cosa que las relaciones o
proporciones que se encuentran en dichas ciencias".

Precisando el "acuerdo” del que hablaba Descartes, parece entreverse, por
vez primera, la nocién general de isomorfismo (que él Ilamaba "semejanza™) y la
posibilidad de "identificar" relaciones u operaciones isomorfas, dando, como
ejemplos de ello, el de la adicion y el de la multiplicacién. No obstante, tan
audaces ideas no tuvieron ningln eco entre sus contemporaneos, y habra que
esperar hasta el gran desarrollo del algebra de mediados del siglo XIX para
vislumbrar siquiera el comienzo de la materializacion de los suefios leibnizianos
(Franquet, 1990/91).

Es, precisamente, en este momento historico, cuando los modelos se
multiplican y se acostumbra a pasar de una teoria a otra mediante un simple
cambio de lenguaje; el ejemplo mas claro de lo que antecede es, seguramente, el
de la dualidad en geometria proyectiva, donde la costumbre, muy frecuente en la
época, de escribir en columnas contiguas los teoremas "duales”, tuvo mucho que
ver con la toma de conciencia de la nocion de isomorfia. Por otra parte, mediante
el descubrimiento de las coordenadas homogéneas -junto con Feuerbach vy
Plucker- A. F. Mobius no so6lo pudo entender, en términos puramente

! Como cientifico, R. Descartes produjo al menos dos importantes revoluciones. En matematicas
simplifico la notacion algebraica y cred la geometria analitica. Fue el creador del sistema de coordenadas
cartesianas rectangulares, lo cual abrié el camino al desarrollo del calculo infinitesimal (diferencial e
integral) por parte del matematico y fisico inglés Isaac Newton y el filésofo y matematico aleman
Gottfried Leibniz, con curiosa simultaneidad. Invent6 la regla del paralelogramo, que permitié combinar,
por primera vez, fuerzas no paralelas. En quimica, el sistema propuesto por Descartes consigui6 desplazar
al aristotélico, al proporcionar una explicacién unificada de innumerables fenémenos de tipo magnético y
optico, en astronomia y en fisiologia organica. De este modo, sent6 los principios del determinismo fisico
y bioldgico, asi como de la psicologia fisiologica.

39



LOS MODELOS PSICOLOGICOS

algebraicos, las nociones fundamentales de puntos impropios y de puntos
imaginarios introducidos por Poncelet (1788-1867)% y apreciar en todo su valor
(junto con Poncelet, Gergonne®, Pliicker* y Chasles®) el principio de dualidad,
sino que pudo dar un tratamiento completo y moderno del invariante fundamental
de la geometria proyectiva: la "razén doble" de cuatro puntos alineados.

El empleo, cada vez mas extendido, de la nocion de "modelo”, permitiria
también al siglo X1X llevar a cabo la unificacion de las Matematicas sofiada por
los pitagoricos. A principios del siglo, los nameros enteros y las magnitudes
continuadas parecian tan incompatibles entre si como en la antigliedad; los
nameros reales continuaban estando ligados a la nocion de magnitud geométrica
(longitud, superficie, volumen), a la que se habia recurrido para obtener
"modelos"” de los nimeros negativos e imaginarios puros y mixtos. Incluso, los
nameros racionales estaban tradicionalmente relacionados con la idea de la
division de una magnitud en partes iguales. S6lo quedaban aparte los nameros
enteros, como "productos exclusivos de nuestro espiritu”, tal como decia Gauss
en 1832, oponiéndolos a la nocidn de espacio.

Los primeros esfuerzos para aproximar la Aritmética y el Analisis
Matematico se refirieron a los nimeros racionales, positivos y negativos, y
fueron debidos a Martin Ohm en 1822, siendo continuados hacia 1860 por varios
autores, fundamentalmente Grassmann®, Hankel” y Weierstrass® (en sus cursos

2 Matematico francés nacido en Moselle y fallecido en Parfs. Participé en el intento de invasién de Rusia
por parte de Napoledn, donde fue abandonado por muerto en el campo de batalla. Durante su afio y medio
de prisién, ya en Francia, meditd sobre geometria. Sus pensamientos vieron la luz en 1822 cuando publicé
su libro sobre geometria proyectiva, de forma que una serie de problemas dificilmente resolubles por
procedimientos de la antigua geometria de las formas eran ahora facilmente resueltos aplicando los
nuevos métodos.

* Joseph Diaz Gergonne (19 de junio de 1771 en Nancy, Francia - 4 de mayo de 1859, Montpellier,
Francia) fue un matematico y logico francés. En 1791, Gergonne fue capitan del ejército francés.
Participo en la Batalla de Valmy el 20 de septiembre de 1792. Mas adelante, se reintegré al ejército para
participar en 1794 en la invasion francesa de Espafia. Al pasar a la vida civil fue profesor en la recién
creada Ecole Centrale como profesor de "matematicas trascendentales”. En 1810, Gergonne funda la
revista Annales de mathématiques pures et appliquées que en la época fue conocida como los Annales de
Gergonne la publicacién se mantuvo por 22 afios hasta su retiro. Fue también profesor y mas tarde rector
de la Universidad de Montpellier. Gergonne introdujo la terminologia de las coordenadas polares.
Descubri6 el principio de dualidad en Geometria proyectiva, cuando not6 que cada teorema en el plano
conectando puntos y lineas tenia un correspondiente con puntos y lineas intercambiados, siempre que el
teorema no hiciera intervenir nociones métricas. En 1816, encontré una solucién elegante al problema
clasico de Apolonio consistente en hallar una circunferencia que toque otras tres circunferencias dadas.

* Julius Pliicker (1801-1868), natural de Elberfeld, estudi6 fisica y matematicas en varias universidades
alemanas, y desde 1836 fue profesor de la de Bonn. Sus primeros trabajos matematicos fueron de
geometria sintética, pero en cuanto entré de lleno en la famosa polémica que enfrentaba a los gedmetras
analiticos con los sintéticos, se decantd por los primeros. En 1846, quizas harto de tanta controversia,
abandon6 las matematicas para volver a la fisica, en la que hizo notables descubrimientos. En contra de lo
que hubiera podido esperarse de él, se interes6 mas por la fisica experimental que por la fisica
matematica. Segun Clebsch, la contradiccion expresada es sélo aparente: Pliicker tendia mas a crear que a
analizar, y esta tendencia era la fuente comun de sus descubrimientos en fisica y en geometria.

> (Epernon, 1793-Paris, 1880). Matematico francés. Profesor en la Universidad de Parfs, sus trabajos
versaron sobre temas de geometria proyectiva y descriptiva; en especial sobre las secciones cénicas.

® Hermann Grassmann fue un matematico brillante cuyas creaciones en el analisis vectorial sélo pueden
compararse con las de Hamilton. Grassmann presentd su sistema en numerosas formas diferentes; de
hecho escribiod cuatro libros en los que presentd su sistema y los cuatro difieren substancialmente entre
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no publicados). A este ultimo, parece deberse la idea de obtener un "modelo” de
los numeros racionales positivos y de los enteros negativos considerando clases
de pares de numeros naturales o enteros positivos. Pero faltaba realizar, sin duda,
la tarea méas importante: la de obtener un modelo de los nimeros irracionales o
inconmensurables dentro de la teoria de los nimeros racionales; hacia el afio
1870, la solucion de este problema era realmente urgente a la vista de la
perentoriedad -surgida después de la aparicién de fendmenos "patoldgicos” en
Analisis- de prescindir del uso de cualquier intuiciobn geomeétrica vaga de
"magnitud” para definir el cuerpo de los nimeros reales. Como sabemos, este
problema fue resuelto en esta época, y casi simultaneamente, por Cantor’,

ellos. Hermann Grassmann nacié en Stettin, cerca del Baltico. Su padre Justus Giinther Grassmann, a
pesar de ser un tedlogo y estudioso en las ciencias fisicas y matematicas, insistia en que él seria feliz si
Hermann se convirtiera en jardinero o en carpintero. A pesar de esto, Grassmann ingresa en 1827 en la
Universidad de Berlin donde por seis semestres estudid principalmente filologia y teologia, pero de
manera auténoma, ley6 algunos escritos matematicos de su padre. A su regreso a Stettin, inicié sus
estudios en matematicas, fisica, historia natural, teologia y filologia, preparandose solo para presentar el
examen estatal requerido para ser maestro. En 1839 escribi6é al comité examinador cientifico de Berlin
sobre su deseo de escribir un trabajo que probara su competencia. Entonces, él inicia su trabajo en el
estudio de la marea titulandolo Theorie der Ebbe und Flut. Este estudio lo completé en 1840 y es
importante porque contenia la presentacion de un sistema de analisis espacial basado en vectores. La
informacion concerniente al origen de este trabajo puede encontrarse en una carta escrita por Grassmann
en 1847 a Saint-Venant acerca del documento publicado a finales de 1845, en el cual Saint-Venant
comunico resultados idénticos a los resultados descubiertos con anterioridad por Grassmann. Grassmann
presentd en este trabajo una parte sorprendente del andlisis vectorial: adicion y sustraccion de vectores,
las dos principales formas de producto vectorial, la diferencial en vectores y los elementos de la funcion
vectorial lineal, todo ello presentado de manera equivalente con sus homélogos modernos. Este trabajo
fue algo mas que el primer sistema importante del andlisis vectorial; fue también el mas grande trabajo en
la nueva algebra de su tiempo que puede compararse con la geometria no-euclidiana. Para el otofio de
1843, Grassmann habia terminado de escribir otra de sus grandes obras; su Ausdehnungslehre, que se
convirtio en un clasico. Es un libro dificil de leer y contiene una gran parte del analisis vectorial moderno
y hecho de tal forma que dificilmente puede resumirse. En el periodo de 1844 a 1861, Grassmann publico
17 documentos cientificos en los que se incluyen importantes documentos de fisica, varios sobre lenguas
y libros de texto matematicos. Edit6 un documento sobre politica y también materiales sobre la
evangelizacion de China. Este periodo de su vida termind con su segundo Ausdehnungslehre. Después de
1862, Grassmann publico un libro de texto en aleméan y en latin sobre matematicas, ademas de varios
escritos sobre religion y sobre musica asi como un libro sobre terminologia botanica alemana. También
inventd el “Heliostat” de Grassmann. Esta combinacién de actividades se debid a su creciente desacuerdo
con la poca atencién que recibian sus creaciones matematicas.

" (Halle, 1839-Schramberg, 1873). Matemético aleman. Sus trabajos versaron sobre geometria proyectiva
y sobre la teoria de funciones de variable compleja. Establecié una representacion de la funciéon gamma
por medio de una integral compleja y obtuvo soluciones a la ecuacion diferencial de Bessel.

® Las ideas de Riemann (1826-1866) concernientes a la geometria del espacio tuvieron profundos efectos
en el desarrollo de la teoria fisica moderna. Los escritos de Riemann de 1854 llegaron a ser un clasico en
las mateméticas y estos resultados fueron incorporados dentro de la teoria de la relatividad y gravitacion
de Einstein. Influy6 notablemente en el desarrollo de la teoria fisica moderna y proveia los conceptos y
métodos usados después en la Teoria de la Relatividad. Era un original pensador y un anfitrién de
numerosos métodos, teoremas y conceptos que llevan su nombre.

® Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor, nacido en Mar. 3, 1845, muerto en Ene. 6, 1918, era un
matematico ruso-aleman mejor conocido como el creador de la TEORIA CONJUNTISTA y por su
descubrimiento de los nimeros transfinitos. También adelantd el estudio de las series trigonométricas, fue
el primero en probar la no numerabilidad de los niameros reales e hizo contribuciones significantes a la
teoria de la dimension. Cantor recibi6 su doctorado en 1867 y acept6 una posicion en la Universidad de
Halle en 1869, donde permanecié. Estrechamente relacionado al trabajo de Cantor en la teoria de los
conjuntos transfinitos estuvo su definicion del continuo como un conexo, conjunto perfecto. Nunca dudo
de su absoluta confianza en su trabajo, pero seguidamente del descubrimiento de las paradojas de la teoria

41



LOS MODELOS PSICOLOGICOS

Dedekind'®, Méray™ y Weierstrass, siguiendo, por cierto, métodos bastante
diferentes.

A partir de este momento, los nimeros enteros pasan a ser el fundamento
de todas las matematicas clasicas. Ademas, los "modelos” basados en la
Aritmética van adquiriendo cada vez mas importancia con la extension del
método axiomatico y la concepcion de los objetos matematicos como creaciones
libres, prodigiosas y admirables del espiritu humano.

1.2. Definicién y clases de modelos

Realizada una pequefia sintesis histdrica del problema, veamos que en toda
aplicacion de la Matematica a los estudios de los fendomenos reales, como los
psicoldgicos, se presenta un triple proceso, a saber:

a) Conceptualizacion.
b) Razonamiento ldgico.
c) Desconceptualizacion.

, y debemos advertir, y lo haremos con palabras del profesor Richardson'?, que:
"matematizar la teoria de un fenébmeno no consiste simplemente en introducir
ecuaciones y formulas en él, sino en moldearlo y fundirlo en un todo coherente,
con sus postulados claramente enunciados, sus definiciones establecidas, sin
fallos y con sus conclusiones rigurosamente obtenidas".

de conjuntos, dejé la teoria de los conjuntos transfinitos a matematicos mas jovenes tales como David
Hilbert, Bertrand Russell y Ernst Zermelo.

1% (Brunswick, actual Alemania, 1831-id., 1916). Matemético alemén. Estudi6 en la Universidad de
Gotinga, donde tuvo como profesor a Gauss. Mientras trabajaba como privatdozent en dicha institucion
(1854-1858), entro en contacto con la obra de Dirichlet y se percatd de la necesidad de abordar una
redefinicién de la teoria de los nimeros irracionales en términos de sus propiedades aritméticas. En 1872
desarrolld el método denominado “corte de Dedekind”, mediante el cual definié un ndmero irracional en
funcion de las propiedades relativas de las dos particiones de elementos en que éste dividia el continuo de
los nimeros reales. Siete afios mas tarde propuso el concepto de «ideal», un conjunto de enteros
algebraicos que satisfacen ecuaciones polindmicas que tienen como coeficientes nimeros enteros
ordinarios; asi, el ideal principal de un entero «a» es el conjunto de multiplos de dicho entero. Esta teoria
posibilité la aplicacién de métodos de factorizacién a muchas estructuras algebraicas anteriormente
descuidadas por el analisis matematico.

1 Charles Méray naci6 el 12 de noviembre de 1835 en Chalon-sur-Sadne, Francia. Inicié sus estudios en
la Escuela Normal Superior en Paris en 1854, a la edad de dieciocho afios y se gradud en 1857. Luego de
su graduacion, comenzo a ensefiar en el Liceo de St. Quentin, durante dos afios, después de los cuales
dejé la ensefianza durante siete. Posteriormente, regresa a dar lecciones en 1856, en la Universidad de
Lyon, para ser mas tarde nombrado, en 1867, Profesor de Matematicas en la Universidad de Dijon, en
donde trabaj6 por el resto de su vida. Méray pudo haber sido un reconocido matematico alrededor del
mundo por sus ideas, pero la suerte no estuvo de su lado. En 1869, publico el primer estudio de teoria
aritmética acerca de los nimeros irracionales; su base fue el trabajo de Lagrange. Esta fue la primera
teoria coherente y rigurosa sobre nimeros irracionales que se vio impresa. Muri6 el 2 de febrero de 1911
en Dijon, Francia.

12 Vide H.W. RICHARDSON en Economia regional, Ed. Vicens-Vives, Barcelona, 1973, citado en la
bibliografia.
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De este modo, podriamos definir el "modelo” como una representacion
objetiva de algin aspecto de un problema por medio de una estructura,
facilitando el tratamiento tedrico y subjetivo, dirigido a resolver algunas
cuestiones del problema.

Por tanto, cuando se van a aplicar las Matematicas o la Investigacion
Operativa a una situacion real, una labor previa que debe realizar el investigador
es la recogida de datos mediante observaciones y medidas, por lo que induce
relaciones y, a través de un proceso mas o menos complejo de abstraccion,
construye un modelo o teoria. En esto consiste precisamente la fase de
"conceptualizacion™.

Sobre estos modelos, el investigador trabaja obteniendo teoremas y
consecuencias; es la fase conocida como "razonamiento logico™ y puesta en
marcha del modelo. Por dltimo, mediante la fase de "desconceptualizacion”, se
interpretan estos resultados y se aplican a la situacion real.

De un modo muy general, podemos clasificar los modelos utilizados en tres
grandes tipos:

a) Modelos pictéricos o iconicos:

Son representaciones de estados, objetos o sucesos. En ellos, se
representan las propiedades mas interesantes de la situacion real por medio de
una transformacion de escala. Por ejemplo, un mapa de carreteras representa la
posicion relativa de las distintas ciudades y las carreteras que las unen. En este
ultimo caso, se habra recalcado la anchura de la via de comunicacion a una escala
grafica improcedente, dotandola, incluso, de un atractivo colorido.

b) Modelos analdgicos:

Consisten en hacer una substitucion adecuada de una propiedad de la
situacion real por otra en el modelo asociado, de acuerdo con ciertas reglas. Por
ejemplo, las distintas alturas de una cadena montafiosa quedan delimitadas por
las curvas de nivel que, como es sabido, constituyen el lugar geométrico de los
puntos del terreno que tienen idéntica altitud o cota taquimétrica con respecto al
nivel medio del mar o a cualquier otro plano relativo de comparacion. Y sin
embargo, es obvio que en la realidad del terreno no aparecen las curvas de nivel
surcando valles y montafias o serpenteando por las llanuras a la vista arrobada del
observador.

c¢) Modelos simbolicos:

Consisten en expresar las magnitudes que intervienen en el problema de
un modo abstracto (Franquet, 2003). A este ultimo grupo pertenecen los modelos
matematicos. Generalmente, en su formulacion, se siguen las siguientes etapas:

1.2 Se definen las variables que se consideran como mas importantes en la
explicacion del proceso considerado.
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22 Se establecen relaciones analiticas entre estas variables, como
consecuencia de relaciones logicas plausibles entre las mismas.

3.2 Se estudia la bondad del ajuste del modelo a los datos u observaciones
realizados mediante la experimentacion.

4.2 En caso de ser aceptado el modelo, se resuelve.

5.2 Se interpretan los resultados y se estudia su relacion con la realidad.

6.2 Se hacen previsiones y proyecciones, que constituyen, en definitiva, el
objetivo final de la formulacion y estudio del modelo.

Respecto de la aplicabilidad de la metodologia de los modelos matematicos
en el campo psicolégico, podemos sefialar tres modalidades principales:

1.2 Se relacionan magnitudes psicolégicas mediante el empleo de
ecuaciones en diferencias finitas y sistemas de las mismas.

2.2 Se relacionan los flujos de entradas y salidas de un sistema psicologico
a través de matrices y determinantes.

3.2 Se construyen simulaciones de las unidades mas elementales de la
Psicologia que van integrandose en niveles mas altos con sus iteraciones
reciprocas, hasta llegar a la simulacion global.

2. Modelos para el conocimiento cientifico

Siguiendo a Angel Alcaide’®, veamos que el método cientifico se basa
muchas veces, en la utilizacion de modelos que, mediante un proceso de
abstraccion, simplifican la realidad que se quiere estudiar. Cuando en la
Geometria elemental se establece el concepto de "linea", se debe pensar en una
figura con una sola dimension (la longitud), sin que pueda encontrarse en la
realidad una linea -por fina que sea- que carezca de anchura e, incluso de altura o
"grosor*'.

Aunqgue la creacion de los modelos supone, en general, un meritorio trabajo
cientifico, la tarea no se concluye hasta contrastar el modelo con la realidad y
ello exige disponer de los datos adecuados. Bross™, en su libro sobre La decision
estadistica apunta que el empleo de los modelos presenta las siguientes ventajas:

a) Es el procedimiento seguido en los sistemas de prediccion que ha tenido
mas éxito.

b) El modelo proporciona una estructura de referencia para la
consideracion del problema: los "fallos” del modelo sefialan a veces una pista
sobre las deficiencias de aquél; estos "fracasos” en el modelo del éter hicieron
posible el formidable trabajo de A. Einstein.

3 Vide ALCAIDE INCHAUSTI, Angel: Lecciones de Econometria y Métodos estadisticos. Citado en la
bibliografia.
1 Vide BROSS, Irwin D.J.: La decision estadistica. Ed. Aguilar. Madrid, 1958.
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c) El modelo pone de manifiesto el problema de la abstraccion,
decidiendo su elaborador qué atributos del mundo real tienen que incorporarse al
propio modelo.

d) Al expresar un problema en lenguaje simbolico se tiene la ventaja de la
facilidad de manipulacién de dicho lenguaje.

e) Los modelos matematicos, proporcionan el medio mas barato para
realizar la prediccion.

Pero frente a estas ventajas sefiala también Bross algunas desventajas, a
saber:

A) Un modelo mateméaticamente factible puede exigir grandes
simplificaciones, lo que puede restarle exactitud.

B) El lenguaje simbdlico esta sujeto también a limitaciones.

C) Un cientifico puede aficionarse tanto a su modelo que, incluso podria
llegar a insistir en que dicho modelo es el mundo real, perdiendo, precisamente,
la nocién de la realidad.

3. Modelos de simulacién

Veamos ahora, dado que le hemos mencionado, unas ideas aclaratorias
sobre el concepto de SIMULACION.

Hasta hace relativamente pocos afios, la Psicologia no se ha prestado a un
desarrollo cientifico experimental. Faltaba el equivalente a los laboratorios donde
se pueden hacer repetidas pruebas y comprobar hipotesis cientificas (como, por
ejemplo, el sometimiento de un circuito electronico, de un metal, de un &cido, ...
a diversos estimulos o "inputs" y posterior observacion de sus reacciones).

De forma muy general, entendemos por SIMULACION la creacion de un
modelo que reproduce fielmente una estructura psicoldgica, sus relaciones con el
mundo circundante y la forma de reaccionar ante ciertos estimulos o "inputs".
Una vez construido el Modelo, se pretende medir la eficacia de diversos
estimulos, sin necesidad de recurrir a experiencias reales, sino basandose en
experiencias "simuladas".

Las politicas a las que someteremos nuestro modelo estan representadas por
los "inputs™ de la figura siguiente, mientras que su eficacia podra ser evaluada a
través de los correspondientes "outputs".

Fijémonos en que esta forma de proceder ha sido ya utilizada en diversos
campos de la ciencia y de la ingenieria. Por ejemplo, la industria aeronautica,
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antes de lanzar un nuevo avion al mercado, construye un Modelo o prototipo que
se somete en un tanel de viento a distintas condiciones simuladas de presion,
turbulencias, temperatura, etc. Lo mismo sucede con la fabricacion de
automoviles de turismo o de microaspersores para riego localizado de alta
frecuencia. Observando las reacciones del modelo a estos "inputs” se obtienen
conclusiones acerca de su futuro comportamiento en condiciones reales de
trabajo (vuelo, conduccién, irrigacion). De esta forma se determina si el modelo
es satisfactorio y cuéles son las condiciones que ofrecen mejor rendimiento. De
la misma manera, se pretende que el psicologo experimentador llegue a
conclusiones fidedignas sobre la eficacia de las distintas terapias a aplicar.

Al simular el individuo o alguna de sus partes, es preciso llegar a un
compromiso entre Realidad y Simplicidad. En general, el estudio de nuestro
universo o de cualquier fendmeno muy complejo con el relacionado requiere
cierta labor de simplificacion por parte del investigador, labor consistente en
trasladar un fenomeno real a un Modelo de Estructura mas simple, pero que
ponga de relieve sus aspectos mas importantes.

Suponiendo que fuera posible construir un modelo tan complicado como el
mismo fendmeno que se pretender analizar, nada se habria adelantado, ya que
seria dificil de manipular y comprender como la propia realidad.

La simulacién se puede aplicar, en principio, a todo problema relativo a un
sistema psicologico. Ahora bien, para poder simular correctamente el
comportamiento de dicho sistema, sera necesario:

a) Precisar unos objetivos que exijan acrecentamiento del conocimiento.

b) Establecer una maqueta con flujos fisicos o informaticos.

c) Definir las transformaciones de cada blogue o subsistema fisico.

d) Disponer de series fiables de valores para actuar como VE ("Variables
de entrada") en el sistema contemplado.

La simulacion exige, pues, partir de un pre-modelo con el triple objetivo
de:
1) Contribuir a la elaboracion de un modelo.

2) Validar las hipdtesis de trabajo.

3) Medir las consecuencias de ciertas acciones correctoras del sistema y
buscar -por acrecentamiento del conocimiento- su transformacion en modelo.
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Para simular el sistema psicoldgico es preciso expresar la transformacion
que se opera en cada uno de sus blogues. Veamos, como caracteristicas mas
importantes de este proceso, las siguientes:

a) Se observa como la simulacion de un gran sistema puede apoyarse en
investigaciones de optimizacion local, que "ponen en cuestion” las practicas
actuales. La utilidad de la simulacion es muy grande, en este caso, puesto que de
otra forma resulta imposible prever las consecuencias, sobre el sistema global, de
la combinacion de un conjunto de acciones modificadora de diversos bloques.

b) Permite una vision dinamica de la evolucion de un sistema, al reproducir
ficticiamente el recorrido de varias trayectorias: en pocos minutos, con
ordenadores suficientemente potentes, se pueden simular varios meses o afios de
funcionamiento de un sistema en condiciones diversas. No hay, por tanto,
dificultad alguna en introducir transformaciones aleatorias complejas que, de otro
modo, seria practicamente imposible calcular.

c) Montar una gran simulacion resulta caro en estudios, en programacién y
en duracion de paso por ordenador; ademas, la interpretacion de los resultados es
delicada. Sin embargo, la simulacion es un instrumento potente y util, que
permite "empujar" la modelizacion lo mas lejos posible hasta la consecucion de
condiciones simples, sintéticas y generales, pudiéndose llegar al establecimiento
de un blogue unico, el MODELO, que recubre al sistema global cuya maqueta se
ha expuesto, expresando las relaciones existentes entre las VE, VS, VA y VES
(respectivamente, las variables de entrada, salida, de accion y esenciales).

d) Veamos, en fin, que la simulacién constituye una técnica didactica
excelente, que permite visualizar el comportamiento de un sistema psicolégico y
controlar hipétesis sobre datos ya conocidos. Con ello, se facilita grandemente la
comunicacién entre los "especialistas”" y los "practicos".

INPUT Modelo del sistema que OUTPUT

1 se pretende estudiar . -

FIG. 2.1. Modelo del sistema psicoldgico.

La diferencia entre un modelo estatico y un modelo dinamico se encuentra
en la presencia de “variables con retardos” (“lags”, en inglés), o que vienen
referidas a distintos momentos del tiempo, en alguna o algunas de las ecuaciones
que constituyen el modelo dinamico. Algunos modelos econdmicos son un buen
ejemplo de ello. Como estas variables con “lags” (retrasos, demoras, retardos o
desplazamientos en el tiempo) son endogenas, aplicando el principio locacional,
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pero se comportan como exogenas, los miembros de la Cowles Commission han
optado por denominarlas predeterminadas, e incluyen en este término tanto a las
variables endogenas “desplazadas” como a las exdgenas, desplazadas o no. De
hecho, pueden considerarse como “variables explicativas” al conjunto de las
exogenas y las predeterminadas.

Tanto los modelos estaticos como los dinamicos pueden ser “historicos”,
siempre y cuando en sus ecuaciones figure explicita la variable independiente
“tiempo”.

El ejemplo del modelo economico causal de la “telarafia” (R. Risco: “Curso
elemental de Econometria”) permite aclarar la terminologia empleada por Ragnar
Risco™ en su definicién del sistema dindmico. En efecto, las ecuaciones que
definen el modelo son *“ecuaciones funcionales”, al ser del tipo de los
denominados “ecuaciones en diferencias o recurrentes” en la terminologia clasica
del Analisis Matematico, y su solucion no es un valor determinado, Sino un
conjunto de ellos.

La presencia de variables origina las ecuaciones funcionales y a ellas se
refiere Risco cuando dice que “las variables en diferentes momentos del tiempo
se incluyen de una manera esencial”. Si en lugar de variables con retardos a
desplazamientos finitos de tiempo figuran, en el modelo, variables con
desplazamientos infinitesimales (esto es, si en lugar de diferencias finitas
figuraran derivadas), las ecuaciones funcionales o recurrentes antedichas se
convertirian en *“ecuaciones diferenciales”, pasando del campo discreto al
continuo.

16 «

A los modelos estaticos no historicos los denomina Samuelson™ “modelos

estacionarios” y a los dindmicos no histéricos “modelos causales”.

> Economista noruego (1895-1973). Obtuvo el primer Premio Nobel de Economia que se concedid, en
1969, compartido con Jan Tinbergen, por haber desarrollado y aplicado modelos dindmicos al analisis de
los procesos econdmicos. Estudié y ensefié en la Universidad de Oslo. Fue un miembro destacado de la
llamada Escuela Sueca, fundada por K. Wicksell. El puso nombre a la "Econometria” la rama que atna el
andlisis estadistico y el aparato matematico con la economia. En 1930 fundé la Econometric Society
junto con Irving Fisher y otros. Fue director de la prestigiosa revista Econometrica de 1933 a 1935.

18 paul Anthony Samuelson es un economista estadounidense, nacido en Gary, Indiana, de ascendencia
judia, el 15 de mayo de 1915. Obtuvo el Premio Nobel de Economia en 1970, por el trabajo cientifico a
través del cual ha desarrollado la teoria econdmica estatica y dinamica y haber contribuido activamente a
elevar el nivel del analisis en la ciencia econémica. Es autor del manual "Curso de economia moderna”,
publicado por vez primera en 1945 y que es el libro de texto de Economia para estudiantes universitarios
mas vendido de la historia. En dicho manual, Samuelson sefiala las tres preguntas basicas que tiene que
responder todo sistema econdmico: qué bienes y servicios (y en qué cantidad) se van a producir; cdmo se
van a producir esos bienes (utilizando los factores clasicos de produccidn: tierra, trabajo y capital); y para
quién son dichos bienes y servicios. Ademas de pedagogo y divulgador, tiene muchas aportaciones
originales. Esté especialmente interesado en los aspectos dinamicos de la economia. Entre sus principales
méritos figuran el desarrollo de las curvas de indiferencia, que permitieron evaluar la utilidad marginal
decreciente de un bien sin recurrir a su cuantificacion y el haber realizado aportaciones, entre otros
economistas reconocidos, a la llamada "sintesis neoclésica", es decir, la fusion en un conjunto coherente
de la economia de Keynes con la de sus predecesores.
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4. Los modelos y la teoria de sistemas
4.1. La modelizacion

El profesor Lorenzo Ferrer Figueras, catedratico de Matematicas de la
Universidad de Valencia, desarrolla una interesante teoria acerca de las
posibilidades del conocimiento y de la accion, donde se pone de manifiesto la
importancia de la modelizacion y de la posterior experimentacién sobre la
realidad o sobre el propio modelo (simulacién).

Una magueta es una representacion estatica del individuo F observado, que
no explica como éste funciona o evoluciona. Sin embargo, la modelizacion es
una representacion dinamica, en cuanto explica como funciona y/o evoluciona
dicho sistema psicoldgico. Por ello, la explicacion puede tener diversos niveles,
de los que consideramos los tres siguientes:

1. Anélisis de los factores del Sistema.
2. Conocimiento del funcionamiento de un blogue o subsistema.
3. Estudio del comportamiento dindmico de un gran sistema.

El modelo, entendido como una estructura explicativa de un fenémeno,
tiene las siguientes caracteristicas: A) Constituye una representacion simplificada
de la realidad. B) Es prospectivo, en tanto que explica el comportamiento futuro
del Sistema (Ferrer, 1972).

Segin Minsky'’, “para un operador O, un objeto M es un modelo de un
objeto A, en la medida en que O puede utilizar a M para responder a las
cuestiones que le interesen respecto a A”. De acuerdo con esta definicién,
cualquier razonamiento o decision estan basados en modelos; a veces explicitos
y, otras veces, implicitos (Ferrer, 1972).

El modelo es un sistema homomorfo del sistema que representa. Por tanto,
modelo y sistema tienen el mismo comportamiento. EI modelo en fin, serd util y
eficaz en la medida que sea:

- simple y elegante  (facilita la comprension).

- general —— (suscitara asociaciones, analogias).

- formalizado (facilita la simplicidad y posibilita la aplicacion de
técnicas de resolucion).

" Hyman Philip Minsky, uno de los més destacados "post-keynesianos americanos", nacié en Chicago y
estudié en la George Washington High School de New York. Se licencié en matemaéticas por la
University of Chicago en 1941, pero se interesé posteriormente por la Economia y obtuvo el doctorado en
Harvard en 1954, especializandose en finanzas.
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4.2. Los modelos matematicos
4.2.1. Variables exdgenas y enddgenas

En los anélisis para la elaboracion de teorias, muchos casos pueden ser
cuantificados y expresados en el lenguaje formalizado de las matemaéticas. La
razon de ello es doble: de un lado, se debe al hecho de que gran parte de las
magnitudes socioecondmicas son susceptibles de cuantificacion, pudiendo ser
expresadas como variables que toman valores dentro del conjunto (cuerpo o
campo) de los numeros reales. De otro lado, las variables estan interrelacionadas,
pudiendo ser expresadas estas relaciones mediante funciones matemaéticas
adecuadas. Pues bien, las teorias, expresadas en lenguaje matematico, reciben la
denominacion de “modelos matematicos”.

Para poder profundizar més en la idea de “modelo matematico” es
necesario no perder de vista que al ser el modelo la expresion formal de un
analisis (o bien de una teoria) de caracter deductivista y que en dicho analisis se
cumplen unos supuestos de partida, el modelo matematico consiste en la
expresion de tales supuestos en lenguaje matematico a través de un conjunto de
ecuaciones (a veces también de inecuaciones).

El conjunto de estas ecuaciones constituyen la “formulacion” del
modelo. Estas ecuaciones son las relaciones que, segun los supuestos de partida,
se dan entre las variables socioecondémicas. De estas variables, unas se suponen
conocidas (variables exdgenas o datos), y las demas son las incognitas (variables
enddgenas) cuyos valores han de ser calculados en funcion de las exdgenas.

Dicho lo anterior, veamos qué problemas se nos plantean al utilizar el
modelo matematico y qué recursos matematicos seran necesarios para
resolverlos.

4.2.2. Problemas que se plantean
A) Primer problema
El primer problema con que nos enfrentamos es el de expresar los
conceptos, y los supuestos de la respectiva teoria, en lenguaje matematico. En las
teorias socioecondmicas de enfoque marginalista, la resolucion de un problema
viene facilitada porque en dicho enfoque se admiten los siguientes extremos:
a) Que las variables socioecondmicas son susceptibles de ser

expresadas por numeros reales y que admiten variaciones infinitamente
pequefias. Es decir, son variables reales continuas.
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b)  Que las relaciones existentes entre las variables socioecondémicas
pueden ser expresadas por funciones reales de diversos tipos, que suelen ser
continuas y derivables repetida o iterativamente.

De hecho, la expresion de los conceptos en forma matematica esta
posibilitada por las dos caracteristicas anteriores. Pero las dos caracteristicas que
admite el enfoque marginalista no solamente posibilitan la expresion de los
conceptos en términos matematicos sino que, ademas, permiten expresar los
supuestos de la teoria en forma de ecuaciones (0 inecuaciones) que forman el
modelo matematico. Los supuestos de la teoria especifican cuéles son las
relaciones que existen entre las variables socioecondmicas, y al ser estas
relaciones expresables por medio de funciones reales, basta con utilizar el gran
arsenal de funciones reales de que dispone la Matematica para poder expresar los
supuestos de la teoria en forma de ecuaciones o inecuaciones. De este modo,
queda la teoria expresada como un sistema de ecuaciones que constituyen la
formulacion del modelo matematico de la teoria en cuestion. Ademas, en muchos
casos puede hacerse una representacion grafica del modelo, lo que le hace mucho
mas intuitivo.

B) Segundo problema

El segundo problema que se nos plantea, una vez ya formulado el
modelo, es el de deducir las variables enddgenas en funcion de las exégenas y de
los pardmetros que pueden figurar en las relaciones que forman el modelo.

Si se tiene en cuenta que un modelo matematico no es otra cosa que un
sistema de ecuaciones en el que las incdgnitas son las variables enddgenas, se
comprende facilmente que el problema de deducir los valores de las variables
enddgenas en funcion de las exdgenas y de los parametros, requiere la utilizacion
de “técnicas matematicas” para resolver sistemas de ecuaciones. Estas técnicas
son muy variables dependiendo de la naturaleza de las ecuaciones que forman el
modelo.

Las mas usuales, en cualquier caso, son las siguientes:

- Cuando el modelo consiste en un sistema de ecuaciones lineales, ha
de recurrirse a las “técnicas de resolucion de sistemas lineales”, donde la
discusion del conocido teorema de Rouché-Frobenius-Kronecker adquiere
singular relevancia. Si el numero de ecuaciones es elevado, resulta preciso
recurrir a los Métodos Matriciales, que presentan la gran ventaja de ser resueltos
con el auxilio del ordenador y el software adecuado.
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- Cuando el modelo consista en optimizar (maximizar o minimizar)
una funcion cuyas variables estén sometidas a restricciones dadas por igualdades,
la resolucién del modelo requiere el empleo de las técnicas matematicas propias
del “Calculo de Extremos Relativos” (méaximos y minimos locales) propias del
Célculo Infinitesimal clasico, como el método de los multiplicadores u
operadores de Lagrange.

- Cuando el modelo consiste en optimizar (maximizar o minimizar)
una funcion lineal cuyas variables estén sometidas a restricciones dadas por
desigualdades lineales, ha de recurrirse a las técnicas de la “Programacion
lineal”, que es una parte de la Investigacion Operativa.

- Cuando el modelo consiste en optimizar una funcion no lineal cuyas
variables estan sometidas a restricciones dadas por desigualdades lineales o no
lineales, la resolucion del modelo ha de hacerse a través de las técnicas
matematicas de la “Programacion no lineal”, también propias de la Investigacion
de Operaciones.

Mediante el empleo de las técnicas anteriores, o bien de otras varias no
mencionadas, se resuelve el problema de deducir los valores de las variables
endogenas en funcion de las exdgenas y de los parametros. Es precisamente en
esta fase deductiva donde las Matematicas colaboran en forma esencial con el
analisis psicologico. La deduccion matematica presenta la ventaja de su rapidez y
de llegar alli donde la deduccion verbal le es a veces imposible, como ya hemos
sefialado en la Introduccion al presente libro. EI dominio de las mencionadas
técnicas matematicas resulta de vital importancia si se quiere llegar a emplear el
lenguaje matematico en los analisis psicologicos. Dicho dominio exige que,
previamente, se conozcan las propiedades esenciales de las funciones reales,
tanto de una variable como de varias.

C) Tercer problema

El tercero y ultimo de los problemas que presenta un modelo matematico
es el de deducir las conclusiones del modelo. Estas conclusiones suelen
expresarse analizando cémo se ven afectados los valores de las variables
endogenas, antes calculados, al producirse una alteracion en una de las variables
exogenas 0 en uno de los parametros. Las variaciones que experimentan las
variables enddgenas ante una alteracion en una de las variables exdgenas o
parametros constituyen las “Predicciones del Modelo”. Estas predicciones son las
que deben servir de base a la hora de tomar decisiones terapéuticas o bien por
parte del psicologo experimentador.

La deduccion de las conclusiones del modelo suele requerir el uso de las
derivadas parciales. Para analizar como se ve afectado el valor de una de las
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variables enddgenas ante una alteracion en una de las variables exdgenas, basta
con calcular la derivada parcial de la variable enddgena respecto a la exdgena.

La exposicién efectuada hasta aqui ha pretendido resaltar dos cuestiones,
sin &nimo de dejarlas resueltas:

- La primera de ellas es un intento de clarificar de qué manera las
Matematicas van a servir a las teorias psicologicas.

- La segunda de las cuestiones es la de anticipar cuales van a ser las
necesidades matematicas, o parte de dichas necesidades, que demandan
los andlisis de enfoque marginalista.

Resumiendo todo lo expuesto hasta ahora, cabe destacar lo siguiente:

- Que muchas de las teorias psicologicas, de caracter deductivista, pueden
ser expuestas en forma matematica a traves de los modelos matematicos.

- Que el manejo de un modelo matematico presenta tres problematicas
diferenciadas temporalmente, a saber:

1. Formulacién del modelo.

2. Deduccion de los valores de las variables enddgenas en funcion de las
exogenas y de los pardmetros.

3. Deduccidn de las conclusiones del modelo, analizando como se ven
afectados los valores de las variables enddgenas ante una alteracion en una de las
variables exdgenas o parametros.

- Que la resolucion de las anteriores disyuntivas requiere, desde el lado
matematico, conocer las siguientes cuestiones:

a) Las propiedades generales de las funciones reales, tanto de una como
de varias variables reales, asi como los conceptos matemaéticos de las mismas,
orientado este estudio a exponer los conceptos en forma matematica y a expresar
los supuestos de la teoria en la forma de un sistema de ecuaciones o inecuaciones
que constituyen la formulacion del modelo.

b) El desarrollo de técnicas matematicas diversas (resolucion de
sistemas lineales, célculo de extremos relativos, programacion lineal y lineal
paramétrica, programacién no lineal, cuadratica, dindmica, en nimeros enteros,
hiperbdlica, etc.) con las que se haga posible deducir los valores de las variables
endogenas en funcion de las exdgenas y de los parametros.

c) El célculo de derivadas parciales, tanto de funciones simples o
explicitas como de funciones compuestas o implicitas, con las que se haga
posible la deduccion de las conclusiones del modelo cuando se analicen como se
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ven afectados los valores de las variables endogenas ante una alteracion de una
de las variables exdgenas o pardmetros.

4.2.3. Formulacion de los modelos matematicos

Una vez resuelto el problema de saber expresar matematicamente las
relaciones de los modelos especificados en la teoria, estamos en condiciones de
abordar la “formulacion de los modelos”. No obstante creemos necesario hacer
antes algunas puntualizaciones en forma de preguntas, a saber:

a) ¢ Cuales son las variaciones endogenas y exdgenas?

En primer lugar, para formular el modelo matematico de una cierta teoria
psicologica, es necesario conocer qué es lo que trata de determinar dicha teoria.
O dicho en otros términos: conocer cuales son las variables endoégenas y cuéles
las exdgenas. Las primeras son las que la teoria trata de determinar en términos
de las exdgenas.

b) ¢ Aparecen explicitadas todas las relaciones?

Una vez aclarado este punto, es necesario fijarse en las especificaciones
contenidas en los supuestos de la teoria e ir expresandolas en términos
matematicos. Ahora bien, ocurre que las Relaciones de Definicion y de
Condicién no suelen venir explicitadas, y sin embargo han de aparecer en la
formulacion del modelo. Por ello, al formular un modelo debe tenerse sumo
cuidado con las Relaciones de Definicion y de Condicion. Las Relaciones de
Comportamiento siempre vienen especificadas en los supuestos de la teoria.

c) ¢Es el modelo completo?

Despues de haber expresado en forma matematica las Relaciones que
forman el modelo, debe procederse, a modo de comprobacién, a observar si el
modelo es completo. Para ello, ha de suceder que el niUmero de ecuaciones sea
igual al nimero de variables enddgenas (incdognitas). De lo contrario, 1o mas
probable es que falten ecuaciones (tal vez alguna de las Relaciones de Definicion
0 de Condicién no explicitadas) aunque también puede ser que se trate de un
sistema compatible indeterminado en los términos definidos por el teorema de
Rouché-Frobenius-Kronecker, es decir un modelo en el que haya mas variables
enddgenas que ecuaciones y por tanto con infinitas soluciones para las variables
endogenas. También podriamos encontrarnos con sistemas incompatibles (sin
solucion).
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Veamos, en fin, que una de las caracteristicas fundamentales de los
modelos de anélisis psicolégico puede ser la aparicién de la variable temporal
que, segun su presencia o no, se clasifican en dindmicos (no inerciales o
inerciales) y estaticos. No nos extenderemos mas en este tipo de modelos, cuyo
estudio seria mas propio de otra investigacion.

4.3. Otra clasificacion de los modelos
Pueden esquematizarse del siguiente modo:
Modelo de informacidn creciente
MODELO DE REFERENCIA<
Modelo de andlisis
Modelo de Modelo funcional

conocimiento | Modelo de comportamiento
dinamico del sistema

, cuyas definiciones respectivas son las siguientes:

- Modelos de referencia: son estructuras l6gicas, proyectadas sobre la
maqueta de un F (individuo observado o sujeto a experimentacion) real, que
permiten ampliar el proceso de acrecentamiento del conocimiento. Enriquecen y
desarrollan los modelos implicitos a través de los cuales se ordenan y estructuran
nuestras percepciones; para ello, explicitan las hipdétesis de base o de partida, los
objetivos finales, los factores en juego y sus interacciones.

- Modelo de informacion creciente: es una estructura de acogida e
interpretacion progresiva de la informacion. Debe tener las propiedades de un
sistema: ser adaptativo y ser capaz de aprender.

- Modelo de conocimiento: reducen la indeterminacion y explican las
transformaciones.

- Modelo de analisis: reduce la variedad de un conjunto de elementos
(serie de observaciones estadisticas sobre los factores) y halla clasificaciones
explicativas (modelos de segmentacion con técnicas matematicas, estadisticas e
informaticas).

- Modelo funcional: explica satisfactoriamente el comportamiento de las
estructuras funcionales, define la naturaleza de las variables en juego (VE, VS,
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VI, VES, VA), asi como su articulacion légica. Por ultimo, permite comprender
el funcionamiento de los bloques o subsistemas. Desde luego, la elaboracién de
estos modelos sera necesaria para preparar la accién sobre el sistema.

- Modelo de comportamiento dinamico de un sistema: con gran
frecuencia, el sistema aparece en régimen transitorio. Forrester*® ha presentado
un modelo de dindmica, basado en el mecanismo de “feedback” o
retroalimentacion industrial, que permite explorar los regimenes transitorios de
un gran sistema y el establecimiento de curvas de respuesta de las VES (variables
esenciales) para ciertas categorias de perturbaciones en las VE (variables de
entrada). EI modelo tiene en cuenta las interacciones entre los flujos que circulan.
En cada red se tienen en cuenta los siguientes conceptos: los niveles, las tasas de
flujos, las funciones de decisiones y los canales de informacion.

Con relacion a esto dltimo, conviene aclarar que los niveles son los
puntos de acumulacion de los flujos y resultan de la diferencia entre los flujos de
entrada y de salida. Las tasas definen el flujo instantaneo entre los niveles, y
corresponden a la actividad. Los niveles miden el estado que llega del sistema, a
causa de la actividad. La fijacion de las tasas, que corresponde al Sistema Gestor,
viene dada por las VA (variables de accion), resultando funciones de decision
que representan elecciones 0 acciones programadas basadas en el valor de los
niveles (Ferrer, 1972).

En particular, la dindmica de un bloque de un sistema vendra dada por la
siguiente formulacion:

E >/ ¢|> S

¥ En la década de los afios 70, hubo un avance decisivo en el campo de la computacién y, como
consecuencia, se desarrollaron programas para realizar simulaciones por ordenador. También se
propusieron modelos con la intencion de prever la evolucién de la economia mundial. En el afio 1972, se
presentd el Primer Informe del Club de Roma titulado The Limits to Growth. Fue obra de Jay Forrester y
Dennis Meadow, del MIT y en él, los autores desarrollaron el modelo World2 formulado desde la
perspectiva de la Dindmica de Sistemas. Este modelo fue uno de los primeros Modelos Globales que se
han utilizado y también, junto con sus revisiones, uno de los mas importantes. EI modelo atrajo la
atencion de la comunidad dedicada a realizar prospecciones del futuro e impulsé el desarrollo de muchos
modelos posteriores. Su caracteristica principal era la habilidad para unir y combinar elementos, como la
produccion industrial, la poblacién, cuestiones medioambientales, la alimentacion y la energia en un
mundo a escala aunque de forma agregada, es decir, sin considerar diferencias de desarrollo entre las
distintas zonas geograficas. Mesarovic y Pestel desarrollaron el modelo World Interdependence Model
(WIM), que considera el mundo divido en regiones y con el que se prepar6 el Segundo Informe del Club
de Roma en el afio 1974 bajo el titulo Mankind at the Turning Point. Este tipo de modelos se denominan
Modelos Globales y estan caracterizados por los siguientes puntos:

- El modelo pretende hacer prospecciones del futuro.

- El modelo abarca todo el mundo o, al menos, las influencias reciprocas entre zonas amplias del planeta.
- EI modelo intenta unir areas diferentes pero relacionadas como la economia, la alimentacion, el medio
ambiente, ...
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4 _ S — E, de donde:
dt
¢ = j(S— E)dt =S-T,y: $= S; siendo:

(¢ = nivel de flujo (corresponde al estado del sistema).

S = tasa de flujo de salida = flujo instantaneo (corresponde a la
< actividad).

E = tasa flujo de entrada = idem anterior.

T = demora (constante).

De las expresiones anteriores, se deduce que:

do _  dS .

dt dt

de donde, sustituyendo en la ecuacion inicial, se tiene:

s_TI _g,
dt

0 lo que es lo mismo, se llega a la denominada “ecuacion de transferencia”:

d
1-T—)S=E
( dt)

El modelo psicolégico o de dindmica industrial esta constituido, en

definitiva, por el conjunto de todas las ecuaciones que ligan las tasas y los niveles
de flujo de los diferentes bloques del sistema. Asi:

A

Fendmeno — Descripcion|—| Maqueta |—{Modelizacionj— Modelo
- l -

Experimentacion
(simulacion)

FIG. 2.2. Diagrama funcional de un modelo.
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CAPITULO 3
La Psicologia como Sistema

1. Introduccién

Siguiendo el excelente trabajo de Mariano Yela titulado “Teoria general de
sistemas y Psicologia” (véase “Teoria general de sistemas”. Revista de la
Universidad Complutense de Madrid. Vol. XXIII, n°: 89, Enero-Marzo 1974),
citado en la bibliografia, veamos que los psicologos han estudiado los sistemas
desde diversos puntos de vista. Algunos han tratado de analizar empiricamente
los factores que intervienen en la plasmacion de decisiones en casos
relativamente simples en las que las variables son controlables. Otros han
examinado los efectos sobre el funcionamiento de pequefios grupos de diferentes
esquemas de comunicacidn, de variables psicologicas, del ambiente social, con la
idea de que tal estudio de pequefios grupos pueda sugerir métodos de estudio de
sistemas mas complejos.

A menudo se presentan entre dos psicélogos divergencias en lo que se
refiere a la metodologia del examen de sistemas desde su punto de vista. Muchos
prefieren sacrificar rigor y precision en aras de la profundidad, considerando
tales aspectos como las motivaciones inconscientes, las modas colectivas que
operan en lo profundo del espiritu de una sociedad, etc. Otros, en cambio, ante la
imposibilidad de obtener datos cuantitativos precisos en ciertas areas, prefieren
dedicarse a otras de cuantificaciéon mas sencilla y de contrastar en ellas hipotesis
que se espera puedan conducir a resultados validos en otras zonas mas profundas.

La Teoria General de Sistemas (TGS) ofrece perspectivas e instrumentos
conceptuales que permiten abordar numerosos fenomenos psicoldgicos de forma
mas fiel, comprensiva y fecunda y, a veces, mas rigurosa, de lo que era usual en
la psicologia anterior. Es dificil, sin embargo, aquilatar su influjo en la psicologia
contemporanea; creemos que, al menos de modo directo, ha sido mas bien
escaso. Ninguna de las grandes corrientes de la psicologia tedrica se basa en la
TGS ni ha utilizado explicitamente sus principios. La razén reside, tal vez, en
que no ha habido tiempo para ello ni el ambiente tampoco ha sido propicio. Las
ideas organicistas tuvieron en su momento, en los primeros decenios de nuestro
siglo, un eco importante en la psicologia alemana, sensibilizada a favor de los
conceptos “holistas” por la reaccion general que, contra el asociacionismo
mecanicista, promovieron la Denkpsychologie, la psicologia fenomenologica y
comprensiva, la escuela de las “cualidades formales” y, sobre todo, la psicologia
de la Forma, cuyo concepto central -la Gestalt- es justamente un sistema unitario
irreductible a la suma de sus componentes. La naciente psicologia genética y
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evolutiva -Werner, Piagetl, Biihler’- inicid, asimismo, una trayectoria
conceptualmente similar.

Pero el desarrollo de estas ideas quedd en buena parte interrumpido en
Europa con los sucesos previos a la Segunda Guerra Mundial. Sus principales
representantes, incluido el propio Ludwig von Bertalanffy’, emigraron a
Norteamérica. La psicologia cientifica adquirid6 un sesgo norteamericano,
caracteristicamente conductista y hostil al movimiento que estudiamos.

A propésito de este ultimo investigador, veamos que fue pionero en la
concepcidn "organicista" de la biologia, concepcion que trascendio la dicotomia
"mecanicista vs. vitalista" en la explicacion de la vida, a través de la
consideracion del organismo como un sistema abierto, dotado de propiedades
especificas capaces de ser investigadas por la ciencia. La concepcion conjunta
entre los conceptos de niveles de organizacion y del activo como opuesto al
organismo pasivo (o reactivo), constituyd una declaracion temprana de una teoria
holistica de la vida y la naturaleza. Este concepto encontrd resistencia general en
los bidlogos experimentales que pretendian explicar los procesos de la vida
mediante la investigacion fisica y quimica de las leyes a niveles subcelulares. El

! (Neuchatel, Suiza, 1896-Ginebra, 1980). Psicologo suizo. Jean Piaget se licencié y doctord (1918) en
biologia por la Universidad de su ciudad natal. A partir de 1919 inicid su trabajo en instituciones
psicologicas de Zurich y Paris, donde desarrolld su teoria sobre la naturaleza del conocimiento. Publico
varios estudios sobre psicologia infantil y, basdndose fundamentalmente en el crecimiento de sus hijos,
elabord una teoria de la inteligencia sensoriomotriz que describia el desarrollo espontaneo de una
inteligencia practica, basada en la accion, que se forma a partir de los conceptos incipientes que tiene el
nifio de los objetos permanentes del espacio, del tiempo y de la causa.

% Karl Biihler (Meckesheim, Baden, 27 de mayo de 1879 - Los Angeles, 24 de octubre de 1963),
pedagogo, psicologo, lingiiista y filésofo aleman. En 1899 empez6 a estudiar medicina en Friburgo y alli
se doctord en esa materia, pero curs6 estudios paralelos de Psicologia y Filosofia en Estrasburgo. Amplié
los de Psicologia en la Universidad de Berlin y en la de Bonn. Aunque se formé en la Psicologia de la
Gestalt, desarroll6 su propia teoria, el Funcionalismo, para explicar los procesos cognoscitivos. De 1918 a
1922 fue profesor de Filosofia y de Pedagogia en Dresde; alli se casd en 1916 con Bertha Charlotte
Biihler (1893—-1974), otra importante psicologa, fundadora de la psicologia del desarrollo. Entre 1922 y
1938 fue profesor de Psicologia en la Universidad de Viena y en su Instituto Pedagdgico, formando parte
del Circulo de Viena. Sus teorias sobre la evolucion intelectiva del nifio inspiraron la reforma educativa
en Austria. Los progresos de los nacionalsocialistas y el hostigamiento hacia €l y su mujer les impulsaron
a abandonar el pais en 1938; estuvieron en Oslo, en Londres y finalmente marcharon en 1939 a los
Estados Unidos, donde se establecieron definitivamente. Hasta 1945 Karl Biihler fue profesor en
Minnesota, y después, hasta su jubilacion en 1955, lo fue de Psiquiatria en la Universidad del Sur de
California, en Los Angeles, donde falleci6 el 24 de octubre de 1963. Tuvo importantes discipulos, entre
ellos los filosofos Ludwig Wittgenstein y Karl Popper, el historiador del arte Ernst Gombrich y el
antropologo y etélogo Konrad Lorenz.

3 Naci6 el 19 de septiembre de 1901, en Atzgersdorf una pequefia villa cerca de Viena y fallecio el 12 de
junio de 1972 en Bufalo, Nueva York. Fue educado por tutores privados en su casa hasta los 10 afios,
edad en la que comenzod a recibir educacion formal. Quizas en parte debido a este hecho, el pequefio
Ludwig comenzd la escuela con muchas ventajas académicas. Esas ventajas fueron tales que pudo
aprobar sus examenes con honores a pesar de una pobre atencion a sus clases. Sus registros de atencion
reflejan deseos de continuar sus estudios en casa en lugar de gastar tiempo en ir a tomarlas. De todos
modos, su continuo estudio en casa tendié a perpetuar su superioridad intelectual. Sus intereses se
desarrollaron tempranamente y siempre fueron amplios. Ellos abarcaron desde experimentos hasta
biologia tedrica, pasando por filosofia de las ciencias y del hombre, psicologia y psiquiatria, teoria del
simbolismo, historia y una gran variedad de problemas sociales. También un topico arcano como el
origen del servicio postal en la edad media. En la mayoria de los campos encarados fue un verdadero
pionero, con ideas que se adelantaban a las visiones dominantes de sus tiempos.
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tema resurgio en los afios sesenta en los debates sobre si la vida fue finalmente
explicada en los términos de las propiedades del ADN y de las leyes de la
biofisica y bioquimica.

Aunque tomé parte activa en los debates sobre reduccionismo, su
concepcion organicista fue ampliamente ignorada. El concepto organicista de la
vida elaborado por Bertalanffy dentro de una Teoria General de la Biologia, mas
tarde lleg6 a ser el fundamento para la Teoria General de los Sistemas. El
desarrollo fue logico: la concepcion organicista se refiri6 al organismo como un
sistema organizado y definido por leyes fundamentales de sistemas bioldgicos a
todos los niveles de organizacion. La tarea fue tomada por Bertalanffy quien,
interesado en las amplias implicaciones de su concepcion, fue mas alla de la
biologia para considerar la psicologia y los niveles de organizacion sociales e
historicos.

Concibio una teoria general capaz de elaborar principios y modelos que
fueran aplicables a todos los sistemas, cualquiera sea la naturaleza de sus partes y
el nivel de organizacion. Bosquejo el armazon para tal teoria en un seminario de
Charles Morris en la Universidad de Chicago en 1937 y mas tarde en lecturas en
Viena. La publicacién del manuscrito en el cual la teoria fuera descrita por
primera vez, fue impedida por la agitacion general al final de la Segunda Guerra
Mundial. Von Bertalanffy primero publico un "paper" sobre la misma titulado
"Zu einer allgemeinen Systemlehre" en 1949, seguido al afio siguiente por la
"Teoria de los sistemas abiertos en Fisica y Biologia" y un "Bosquejo de la
Teoria General de Sistemas". La formulacion clésica de los principios, alcances y
objetivos de la teoria fueron dados en "La Teoria General de Sistemas" y
desarrollados con gran detalle en 1969 en el libro del mismo titulo. Von
Bertalanfty utilizo estos principios para explorar y explicar temas cientificos y
filosoficos, incluyendo una concepciéon humanista de la naturaleza humana,
opuesta a la concepcidn mecanicista y robdtica.

Segin M. Yela, la TGS so6lo empieza a difundirse en los ambientes
psicolégicos a partir de la segunda mitad del siglo XX. Crecen entonces las
alusiones y las citas, se escriben ensayos y se aprovechan sus conceptos, se
emprenden algunas investigaciones empiricas y se formalizan modelos
inspirados en sus principios o en otros similares y, finalmente, se provoca un
cambio fundamental en la psicologia aplicada. Con todo, el influjo sigue siendo
mas bien incipiente e indirecto en el campo de la psicologia. Los principios y
problemas de la TGS son mdas bien programaticos, descriptivos y heuristicos.
Abren vias de extraordinario interés, pero no suelen ofrecer nuevos métodos
precisos. Es mas facil utilizar cualitativamente sus conceptos que fundamentar en
ellos estudios experimentales. Y eso es, en buena parte, lo que se hace. Para
alcanzar una mayor precision se requiere una formalizacion matematica y una
cuantificacion de las variables no siempre facil de conseguir en psicologia. Més
hacedero resulta el empefio en las cuestiones tecnologicas de la psicologia
industrial y de la ingenieria humana o en la elaboracion de micromodelos para el
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estudio de tal o cual campo limitado, y, efectivamente, son éstos los modos
concretos segin los cuales la TGS estd ejerciendo su influjo mas senalado y
profundo en la psicologia.

En el campo de la psicologia general, la TGS ha influido mas bien
indirectamente, como una corriente del pensamiento contemporaneo que ha
contribuido a formar una actitud, junto a otras varias tendencias parcialmente
convergentes: la cibernética, las teorias de la informacion, la decision, el riesgo y
los juegos, la psicometria multidimensional, la psicotematica enfocada cada vez
mas al andlisis de multiples variables interdependientes, el empleo en psicologia
de modelos matematicos no métricos, como los topologicos, etc. En el mismo
sentido “sistemdtico” han ejercido su influjo numerosas corrientes funcionalistas,
estructuralistas, generativas y personalistas, de importancia creciente durante los
ultimos decenios en psicologia y en las ciencias humanas.

Como resultado de todo ello existe en la psicologia actual, segiin M. Yela,
una tendencia, no unanime ni generalizada, pero patente y progresiva, a superar
el esquema estimulo - reaccion, realmente dificil de mantener frente a las criticas,
las nuevas observaciones empiricas y los abundantes resultados experimentales
procedentes de la psicologia de la personalidad, la psicologia social, la psicologia
cognoscitiva, el psicoanalisis estructural, la psicolingliistica, la teoria
psicogenética de la inteligencia e incluso las teorias de la motivacion y del
aprendizaje del neobehaviorismo y de las nuevas corrientes interpersonales,
sociales y culturales del psicoanalisis.

Como queda dicho, el influjo més decisivo de la TGS acontece en la
psicologia aplicada y, especialmente, en la psicologia industrial y del trabajo. En
este campo, la bibliografia directamente inspirada en la TGS es muy copiosa.
Baste sefialar que son cada vez mas numerosos los textos e investigaciones que
aparecen bajo el titulo de Psicologia de las Organizaciones y, mas
explicitamente, Psicologia de los Sistemas.

M. Yela se extiende ligeramente también sobre los modelos parciales que
han aparecido en psicologia bajo el influjo de la actitud general antes
mencionada. Son, dice, muy numerosos. Entre los mas formalizados figuran la
psicofisica de la deteccion de sefiales, los modelos perceptivos y
psicolingiiisticos basados en la teoria de la informacion y en principios
estructurales, los modelos cibernéticos para el estudio de varios aspectos de la
memoria, del aprendizaje y de la motivacion, los usados en investigaciones sobre
inteligencia simulada y artificial mediante computadores electronicos, la teoria
del comportamiento como conjunto de estructuras y planes, la teoria
psicogenética de la inteligencia, el analisis factorial de las interdependencias
multivariables, etc.

Como ejemplo de estos modelos, y enlazando con los conceptos expuestos
en el capitulo anterior, resumiremos sumariamente algunos de ellos.

62



CAPITULO 3

La psicofisica clasica solia limitarse a estudiar funciones en que el
estimulo era la tnica variable independiente y la sensacion, la dependiente. Por
ejemplo, el umbral absoluto se definia como la minima cantidad del estimulo que
producia una sensacion. La psicofisica actual considera la deteccion de los
estimulos como un sistema de decisiones en funcién de una multiplicidad de
variables fisicas, fisioldgicas, psicologicas y sociales. El mismo umbral, llamado
clasicamente absoluto, es solo relativo respecto de una compleja interaccion de
todas estas variables.

El modelo, simplificado al méximo, es como sigue (Swets, Tanner y
Birdsall, 1961). El sujeto tiene que decidir en un gran niamero de ocasiones si hay
solo “ruido” o hay, ademas “sefial”. Los resultados posibles son cuatro: dos tipos
de acierto (deteccion correcta de la sefial o de su ausencia) y dos tipos de error
(falsa alarma o inadvertencia). Sea un continuo de observacion “x”. En cada caso
“x” puede ser debido al ruido “R” o a la sefial “RS”, segin las funciones de
probabilidad fr(x) y frs(x). Cada valor “x” implica una razén de probabilidad:

AM(x) = —ffRS((:))

que puede suponerse sometida a una transformacion monoténica para que las
distribuciones sean normales. Suponiendo, ademas, que ambas tengan la misma
varianza, tenemos la figura siguiente:

A

< 1 D
5| e e 6)
:
Q,
— X g
o X

i

CONTINYO SUBTETIVO DE 0BSERVACION X

FIG. 3.1. Funciones normales de probabilidad de “ruido” y “sefal”.
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La distancia expresada por:

X frs (X) - X (X)
S (X)

nan _

constituye el denominado “indice de detectabilidad”.

29

El problema del sujeto es elegir un criterio “x.” tal que, para cada
observacion “x;”, decida que hay sefial si x; > X, y que no la hay si x; < x.. Cada

“x;” determina dos regiones “D” e “I” y los cuatro resultados posibles:

CGI”

(RS.D): ocurrencia conjunta de sefial y region D, deteccion correcta;
(RS.I): inadvertencia; (R.D): falsa alarma, y (R.I): negativa correcta.

Cada criterio define cuatro probabilidades condicionales, de las que las dos
importantes y suficientes son la de deteccion correcta y la de falsa alarma:

b (D)_P(RS.D)

AT PRS)

p. (D):P;R.D)
(R)

donde P(RS) es la probabilidad a priori de presentacion de la sefial, conocida por
el sujeto, y su complementario: P(R) = 1- P(RS), la de solo ruido.

Si cada acierto y error se sancionan de cierta manera, cabe estimar el valor
esperado de las decisiones del sujeto en funcion de las probabilidades a priori y
la valoracion de los resultados.

Fijado el modelo, la magnitud de la sefial y del ruido, las probabilidades a
priori y la matriz de valoracion, se pueden calcular, para cada criterio “x.”, los
valores Pr(D) y Prs(D), que, representados a medida que el criterio se desplaza a

lo largo de “x”, definen una curva llamada “caracteristica operativa del receptor”
(COR). En un experimento concreto se puede calcular:

1) La detectabilidad “d”, que indica la fuerza efectiva de la sefial y la
capacidad sensorial del sujeto, y determina una curva COR;

frs (D)

fr (D)

que identifica un punto en esa curva e indica el criterio efectivamente seguido

por el sujeto y la manera como en su decision han influido sus expectativas (las

probabilidades a priori) y su motivacion (la matriz de consecuencias).

2) La razon

Los experimentos prueban que, en general, las COR halladas
empiricamente responden al modelo de la teoria de la decision y no a la teoria
clasica del umbral absoluto. La deteccion depende, ciertamente, de la intensidad
del estimulo, pero también de factores cognoscitivos (aqui hemos mencionado
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solo las expectativas) y motivacionales (preferencias, temores, valoraciones,
etc.).

Menos formalizado matematicamente, pero de gran coherencia logica y
enorme caudal de observaciones empiricas, es el modelo psicogenético de la
inteligencia ofrecido por Piaget. Segiin éste, la inteligencia es una estructura, no
un agregado de conexiones adquiridas por aprendizaje. Pero esta estructura no es
automatica, ni congénita, ni esta preformada desde el nacimiento. Es la forma
final de un proceso. Cada etapa tiene una peculiar estructura que, en su
interaccidon con el medio y regida por leyes de organizacion interna, se modifica
y origina otra estructura mas compleja. El proceso fundamental es la
equilibracion adaptativa de dos funciones basicas, la asimilacion (incorporacién
del medio al organismo) y la acomodacién (modificacion del organismo para
ajustarse al medio). El final del proceso es la inteligencia formal, que supone un
equilibrio dindmico entre la asimilacion intencional, que no deforma lo
asimilado, y la acomodacion simbolica, que no altera mecanicamente al sujeto.
El conjunto de operaciones del pensamiento formal revela una estructura de
grupo multiplicativo o abeliano, universal y reversible.

2. El sistema de gestidn

En general, en todo proceso bien definido de gestion se puede distinguir
entre quien gestiona en sentido propio (psicologo experimentador, en nuestro
caso), que dirige y “pilota” el sistema, y quien es gestionado, dirigido y
“pilotado” (sistema psicologico o individuo). Esta dualidad se puede exponer a
partir de las frases “Sistema de pilotaje, direccion o gestion” (“Sistema gestor”) y
“Sistema fisico”, y usaremos ambas terminologias para expresar sus conceptos.

Llamaremos “sistema de gestion”, pues, a un psicologo que posee un
conjunto de reglas, procedimientos y medios que permiten aplicar métodos a un
organismo (Sistema fisico o psicol0gico) para realizar ciertos objetivos y obtener
informacion por observacion de la conducta de dicho sistema.

(NOTA: Para el logro de una mayor brevedad, nos serviremos
frecuentemente del simbolo “S.” para expresar la palabra “sistema” o
“sistemas”).

Asi, por ejemplo, un S. de gestion de personal en una empresa, aplica al S.
psicologico “personal” (obreros y directivos) métodos de avance, evaluacion y
seleccion.

El sistema de gestion se superpone al sistema fisico psicolégico: es una red
de percepciodn, control y regulacidon, destinada a pilotar los procesos psicologicos
en cuestion. Congruentemente, en este sentido también podriamos denominarlos
“S. operador” y “S. operado”.
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Los “medios” de los que dispone un S. de gestion son los “Organos”
utilizados para efectuar operaciones acerca de la informacion (control,
transmision, stockage, calculo, ...), pudiendo ser un individuo (psicologo
experimentador), soportes (materiales e inmateriales: experiencia humana,
software, ...), maquinas (que detectan, captan, transmiten informacion, calculan,
imprimen: desde el cronometro al ordenador). Los “procedimientos” de un S. de
gestion comprenden todas las operaciones necesarias para tratar la informaciéon y
las reglas, a través de los medios del sistema.

3. Variables de un sistema psicoldgico
Son de diversas clases, a saber:

- Variables de entrada o estimulos (V.E.): son variables cuyos
valores son impuestos al S., ya sea por el universo exterior al mismo,
o bien sea por un operador o gestor (psicologo).

- Variables de salida o respuestas (V.S.): son variables que actian
sobre el exterior, esto es, sobre otros sistemas (resto del mundo o
sistema complementario).

- Variables de accion (V.A.): son las entradas procedentes del S.
Gestor (6rdenes o instrucciones).

- Variables esenciales o criterios (V.C. o bien V.ES.): son aquellas
cuyo valor informa acerca de la salud o eficacia del S. psicologico,
pudiendo ser “internas” o “intermedias”. Son de gran importancia, y
es el psicologo quien las elige. Han de ser significantes y
significativas. La consecucion de objetivos supone que dichas
variables alcancen valores deseables, determinados a priori.

Veamos, por ejemplo, un S. psicologico: el “personal de la produccion de
un pueblo”, cuyos elementos son “individuos” y cuyo “estado” viene dado en
funcion de su edad, salario y antigiiedad. Las diversas variables actuantes serdn:

e V.E.:

- del exterior — (sistema de produccion): necesidades por cada
funcion.
- del exterior — (mercado de trabajo): oferta.

o VA
Mutaciones, avance, contrato, descontratacion, nivel de salarios (en este
caso, el psicologo esta representado por los empresarios contratantes).

e VS.:
- hacia “S. produccion”: nimero de horas productivas por funcion.
- hacia “S. mercado de trabajo”: incidencia sobre el mercado de
trabajo.
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e V.C.: Efectivo por funcion, masa salarial, tasa de rotacion del personal.

Veamos, ahora, la representacion grafica de un S. psicologico (en el
sentido cibernético o melesiano del término):

EXTERIOR

Entradas Entradas

Psicologo]—{V.A |— |
SISTEMA
Gestor

|Sa|ida | | Salida|

EXTERIOR

FIG. 3.2. Representacion grafica de un sistema psicoldgico.

4. El concepto de “probabilidad subjetiva”

Con independencia de que en el capitulo 9 de este libro trataremos de los
diferentes conceptos de probabilidad de aplicacién a la Psicologia, veamos que la
obra del gran economista inglés John Maynard Keynes® (1921) expone una teoria
de la probabilidad que pertenece también a los sistemas logicos (como la
axiomatica de Jeffreys), y la define estableciendo unos ciertos ‘“grados de
creencia racional” entre dos proposiciones. Sostiene que la relacion usada en la
deduccion “p implica q” es la forma extrema de una relacion que puede ser
llamada “p aproximadamente implica q”, y de aqui que “si un conocimiento de h

* Nace en Cambridge, en 1883. Hijo de John Neville Keynes, estudia en Eton y en el King’s College de
Cambridge. Se gradia en matematicas y se especializa en economia estudiando con A. Marshall y A.
Pigou. Entra como funcionario del India Office en 1906. Permanece dos afios en Asia hasta que en 1908
entra como profesor de Economia en Cambridge, puesto que mantiene hasta 1915. En 1916 ingresa en el
Tesoro britanico donde ocupa cargos importantes. Representa a este organismo en la Conferencia de Paz
de Paris, puesto del que dimite en 1919 por estar en contra del régimen de reparaciones que se estaba
imponiendo a Alemania. Vuelve a Cambridge como profesor, simultaneando su trabajo docente con
actividades privadas en empresas de seguros e inversiones lo que le proporciona importantes ingresos. En
la década de los afos treinta los paises de occidente sufrieron la mas grave crisis econdomica conocida
hasta la fecha: la Gran Depresién que siguié a la caida de la bolsa de Wall Street en 1929. El
marginalismo no estaba capacitado para explicar ese fenomeno. En 1936 J.M. Keynes publica su “Teoria
General de la Ocupacion, el Interés y el Dinero”, el libro que, sin duda alguna, ha influido de forma mas
profunda en la forma de vida de las sociedades industriales tras la segunda Guerra Mundial (1939-45).
Las decisiones de ahorro las toman unos individuos en funciéon de sus ingresos mientras que las
decisiones de inversion las toman los empresarios en funcion de sus expectativas. No hay ninguna razon
por la que ahorro e inversion deban coincidir. Cuando las expectativas de los empresarios son favorables,
grandes volimenes de inversion provocan una fase expansiva. Cuando las expectativas son desfavorables
la contraccion de la demanda puede provocar una depresion. El Estado puede impedir la caida de la
demanda aumentando sus propios gastos. Durante la segunda guerra mundial Keynes se reincorpora al
Tesoro. En 1944 encabeza la delegacion britanica en la Conferencia de Bretton Woods de la que surgiran
el Banco Mundial y el Fondo Monetario Internacional. Muere dos afios después, en 1946, en Sussex.
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justifica una creencia racional en a de grado P, decimos que hay una relacién de
probabilidad de grado P entre a y h”, y se escribe del siguiente modo:

a’h="P

Para Keynes, la creencia racional se deriva del conocimiento, es decir,
cuando tenemos un grado de creencia racional en a es porque conocemos alguna
proposicion h y también conocemos que a/h = P. Por tanto, algunas
proposiciones de la forma a/h = P deben estar en nuestra premisas, pudiendo ser
obtenidas o bien por conocimiento directo o bien por razonamiento de otras
premisas.

Las probabilidades, segun Keynes, en general, no son mensurables
numéricamente; las que lo son forman una clase muy especial, y sostiene que
algunas no pueden compararse entre si. He aqui una diferencia importante con la
obra de Jeffreys.

Caracteriza esta relacion l6gica mediante un sistema de axiomas tras una
serie de definiciones preliminares. Se observa en su axiomatica que si
mantenemos una proposicion condicionadora h, fija, entonces las relaciones de
probabilidad que se obtengan, supuesto que se puede asociar un numero del
intervalo (0,1), se podran sumar y multiplicar entre si, resultando equivalente a la
teoria elemental de Kolmogoroff’.

Ese nuevo concepto de probabilidad surge cuando los tradicionales
conceptos de “probabilidad frecuencialista” (Von Mises, 1920)°, basados en la

> Andrei Nikolaevich Kolmogoroff (1903-1987) completé sus estudios en la Universidad Estatal de
Moscu en 1925 donde llegd a ser profesor en 1930. En 1935 recibi6 el grado doctoral en Fisica y
Matematicas; y desde 1938 hasta su muerte mantuvo la Catedra en el Departamento de Logica
Matematica. Fue miembro de la Academia de Ciencias y Ciencias Pedagogicas de la Uniéon Soviética.
Mas aun, fue miembro de la Academia de Ciencias de USA, del Instituto Francés, de la Royal Society en
Londres. Fue miembro honorifico ademas de en las anteriores, de la Academia Internacional de Historia y
Ciencias, y recibi6é premios nacionales e internacionales. Escribié muchos libros y mas de 200 articulos
sobre Teoria de Funciones, Logica Matematica, Teoria de las Probabilidades y aplicaciones, Problemas
de Estacionalidad, Educacion e Historia de las matematicas. En 1985, 1986 y 1987 Nauka publica tres
volumenes de los trabajos de Kolmogoroff (en ruso) con comentarios de ¢él y de sus alumnos. En estos
libros se tratan temas tan diversos como teoria de las series trigonométricas, teoria de la medida y
conjuntos, teoria de la integracion, teoria de la aproximacion, construcciones logicas, topologia, teoria de
la superposicion de funciones, temas de mecanica clasica, teoria ergoddica, teoria de la turbulencia,
difusion y modelos en la dindmica de la poblacion, articulos sobre la fundamentacion de la teoria de la
probabilidad, teoremas limites, teoria de procesos estocasticos, estadistica matematica, teoria de los
algoritmos, teoria de la informacion, ....

% (1883-1953). Matematico y filésofo austriaco, n. en Viena y m. en Nueva York. Realizé estudios de
ingenieria (1906) y tecnologia (1908) y marchd a Alemania para ampliar su formacion académica, pero la
llegada al poder del nazismo le hizo trasladarse a la Universidad de Estambul (1933) y mas tarde a la de
Harvard (1939), en Estados Unidos, donde ensefié matematica aplicada y aerodinamica. Partiendo de un
positivismo moderado, aceptaba la metafisica pero s6lo como un punto de partida de la ciencia, acritico y
primitivo. Su contribuciéon mayor al campo de la logica es, sin embargo, la teoria de la frecuencia en la
que consideraba que la probabilidad era el limite al que se aproximan una serie de frecuencias estadisticas
cuando el nimero de estas mismas frecuencias crece sin limites o tiende hacia infinito. Entre sus obras
mas notables se cuentan Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung (Fundamentos del célculo de
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regularidad estadistica, o los cldsicos implicitos a la equiprobabilidad laplaciana,
no resuelven satisfactoriamente los problemas que no pueden considerarse dentro
del modelo del experimento. Este tipo de cuestiones pueden presentarse a
menudo en el campo de la Psicologia; de ahi el interés que también en nuestro
caso pueden tener las teorias probabilisticas de caracter subjetivo basadas en el
“grado de creencia racional” que puede tener una persona sobre la ocurrencia o
no de un determinado suceso.

De hecho, las teorias subjetivistas y personalistas de la probabilidad se han
desarrollado en los ultimos setenta y cinco afios sin que hayan obtenido un
interés practico hasta la aparicion de los métodos bayesianos de estimacion. La
matematica moderna ha facilitado el desarrollo conjunto de las teorias
frecuencialistas y de las subjetivistas con el estudio del Algebra de Boole de los
sucesos aleatorios 0 estocasticos, que actualmente constituye el camino mas
utilizado para fundamentar el concepto de probabilidad o la denominada
“Estadistica Matematica”.

Otra interpretacion se debe a Carnap, y se conoce con el nombre de
necesaria o “teoria de la confirmacion”, pero la funcion adoptada por Carnap es
sumamente complicada. El propdsito de esta teoria es desarrollar métodos para
codificar informacion “a priori” para determinar una distribucidon, también “a
priori”, sobre los estados de la Naturaleza. La evidencia utilizable es nuestra
informacion “a priori” y el problema fundamental es el siguiente: dada una cierta
informaciéon “a priori”, ;es una distribucion “a priori” tan razonable como
cualquier otra? A esto no responde la teoria subjetiva. Esta teoria ha sido
desarrollada por Carnap, pero su funcion, como hemos mencionado, resulta harto
complicada.

Desde el punto de vista subjetivo, la probabilidad mide la confianza de un
individuo particular que esta en la verdad de una proposicion particular. Es
necesario notar que las magnitudes de las probabilidades no son estimadas por el
individuo, sino que estan sujetas a ciertas reglas de consistencia, establecidas
como axiomas que el individuo esta dispuesto a aceptar.

Este punto de vista tiene sus mayores defensores en Ramsey’, De Finetti®,
Koopman, Good, Savage’ y Anscombe-Aumann.

probabilidades, 1919), Wahrscheinlichkeit, Statistik und Wahreit (Probabilidad, estadistica y verdad,
1928) y Kleines Lehrbuch des Positivismus (Breve tratado de positivismo, 1939).

7 Ramsey también hizo contribuciones fundamentales en economia. Por ejemplo, el concepto de precio de
Ramsey, en el que se precisa la trayectoria 6ptima que debe seguir el precio de un monopolista regulado,
que quiera maximizar el bienestar del consumidor. Ademas, también estableci6 una teoria del
comportamiento optimo de una Hacienda Publica, en torno de como debe ser la imposicion mas
adecuada. Finalmente, el modelo de Ramsey es uno de los mas usados por la Macroeconomia. En él, los
consumidores se presentan como individuos que maximizan su utilidad a lo largo de un horizonte infinito.
Esto es especialmente adecuado para estudiar el crecimiento de las economias, la respuesta 6ptima del
gobierno frente a shocks... Ramsey desarrollé su modelo a finales de los afios 20, pero el uso del calculo
de variaciones, la herramienta matematica que utilizo para resolverlo, hizo que la mayor parte de los
economistas ignoraran su trabajo. No fue hasta 1965 cuando Cass y Koopman desarrollaron
paralelamente un modelo muy similar, aceptado por los economistas. Entonces se comprobd que dicho

69



LA PSICOLOGIA COMO SISTEMA

Se pueden sefialar dos tendencias diferentes dentro de la escuela
subjetivista. Una, orientada desde el punto de vista intuitivo, y otra, en la que la
DECISION juega un papel central.

Dentro de la primera tendencia destacan Koopman y Good. Para Koopman
(1940), la probabilidad es directamente intuible por el individuo y es prioritaria a
la experiencia objetiva. Este punto de vista estd en la linea de Keynes, pero
Koopman es subjetivista debido a que sostiene que la probabilidad difiere de una
persona a otra en instantes diferentes. Después de presentar los axiomas de su
sistema, Koopman obtiene varios teoremas sobre comparacion de probabilidades.
Puede considerarse que su teoria es mas comparativa que cuantitativa. Entonces,
para poder cuantificar la probabilidad, introduce una hipoétesis adicional: “para
cualquier entero N, existe al menos un conjunto de N proposiciones que son
mutuamente excluyentes, tienen una uniéon no nula y pueden considerarse como
equiparables para el individuo, dado que una de ellas sea cierta” con lo cual
obtiene probabilidades numéricas y los usuales teoremas de probabilidad
cuantitativa (como se obtiene de los axiomas de Kolmogoroff). En articulos
posteriores sostiene que toda aplicacion de las probabilidades frecuentistas o
frecuencialistas en las ciencias experimentales presupone implicitamente una
intuitiva concepcién “a priori” de la probabilidad.

Good (1950) también se sitia en la linea de Koopman. Asi en el prefacio de
su libro dice textualmente: “Cuando deseamos decidir si aceptar un particular
curso de accién, nuestra decision depende de los valores que posean para

modelo (una version mejorada del modelo de crecimiento de Solow) era en realidad equivalente al
desarrollado casi 40 afos antes por Ramsey. Ademas, Ramsey fue un buen amigo de John Maynard
Keynes, cuyos trabajos sobre probabilidad le estimularon a desarrollar propuestas sobre la probabilidad
subjetiva (probabilidad Bayesiana). Nuevamente, sus trabajos no llegaron a ser conocidos hasta que se
publicaron desarrollos similares en los afios 50, realizados por Bruno de Finetti.

® Bruno de Finetti (1906-1985) y Frank Plumpton Ramsey (1903-1930) descubrieron
independientemente, poco antes de 1930, el hecho fundamental que sirve de base al llamado
bayesianismo: un agente racional -esto es, un agente que, apostando de acuerdo con sus estimaciones
subjetivas no se exponga a perder, pase lo que pase- tiene que ajustar sus estimaciones subjetivas a las
reglas del célculo de probabilidades. Ramsey explica su descubrimiento en el ensayo "Truth and
probability", redactado en 1926 y publicado pdéstumamente en su libro The Foundations of Mathematics
and other Logical Essays (London: Routledge & Kegan Paul, 1931). De Finetti comunica sus ideas ya al
Congreso Internacional de Matematicos celebrado en Bolonia en 1928 (como consta en las actas de este
congreso, publicadas en 1932), en una ponencia que incluye el célebre “teorema de representacion” que
da lugar a la tesis de los bayesianos, segun la cual las estimaciones subjetivas de los agentes racionales
necesariamente convergen si se basan en la misma experiencia. La demostracion de este teorema es
también el contenido principal del articulo "Funzione caracteristica di un fenomeno aleatorio", aparecido
en 1930 en Memorie della Reale Accademia del Lincei (IV, 5: 86-133). El ensayo publicado en 1931
bajo el titulo "Sul significato soggetivo della probabilita" en la revista polaca Fundamenta Mathematicae
(17: 298-329) expone, desde una perspectiva filosofica, las ideas del autor en forma mas breve y accesible
que su trabajo "La prevision: ses lois logiques, ses sources subjectives", publicado en 1937 en Annales de
I'Institut Henri Poincaré (7: 1-68) y muy difundido en traduccion inglesa (en Henry E. Kyburg Jr. y
Howard E. Smokler, eds., Studies in Subjective Probability, New York, Wiley, 1964, pp. 53-118).

? En 1951, Savage argumenta que al utilizar los valores Xij para realizar la eleccion, el decisor compara el
resultado de una alternativa bajo un estado de la naturaleza con todos los demas resultados,
independientemente del estado de la naturaleza bajo el que ocurran. Sin embargo, el estado de la
naturaleza no es controlable por el decisor, por lo que el resultado de una alternativa solo deberia ser
comparado con los resultados de las demads alternativas bajo el mismo estado de la naturaleza.
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nosotros las posibles consecuencias. Una decision racional dependera también
de nuestros grados de creencia sobre cada una de las alternativas que puedan
ocurrir. La probabilidad como se comprendera en lo que sigue, es la l6gica (mas
que la psicolégica) de los grados de creencia y de su posible MODIFICACION A
LA LUZ DE LA EXPERIENCIA”,

La segunda tendencia arranca en Ramsey (1950), que en su libro “Truth and
Probability” realiza una critica de los puntos de vista frecuentista y keynesiano
comparandola con su propia formulacion, en la que el concepto de decision juega
una importante funcion.

La posicion sostenida por Ramsey es fundamental, pues puede decirse que
la mayoria de los trabajos sobre la Teoria de la Decision moderna emanan con
ciertas modificaciones de su concepcion de probabilidad.

Para Ramsey, los conceptos de probabilidad y utilidad estdn intimamente
ligados y algunas nociones bdsicas son: a) una proposicion éticamente neutra p
de grado de creencia p/2, y b) la nocion de igualdad entre diferencias de utilidad.
En palabras de Ramsey, entendemos por proposicion éticamente neutra, si
siendo x e y dos consecuencias cualesquiera, entonces el individuo es indiferente
a elegir entre (x, p, y) y (v, p, X), en donde (a, p, b) es la opcién que da a si la
proposicion p se obtiene y b si p no se obtiene y, por diferencia en utilidad
(valor) entre a y B, igual a la existente entre y y 9, si siendo p una proposicion
éticamente neutra de grado de creencia 2, el individuo no tiene preferencia entre
las opciones (1) o si p es cierto, 6 st p es falso y (2) B si p es cierto, y si p es
falso.

Estas ideas han servido de base para la axiomatizacion de la utilidad dada
por Suppes y Winet (1955), y para los experimentos sobre medida de la utilidad y
probabilidad subjetiva de Davidson, Suppes y Siegel (1957). Una ampliacion
sobre el concepto de “utilidad” puede verse en el capitulo 5 de nuestro libro.

El punto de vista de L. Savage (1954) es completamente similar al de
Ramsey, pues ¢l mismo lo afirma al decir: «Los conceptos de probabilidad y
utilidad de Ramsey son esencialmente los mismos que exponemos en este libro,
pero el desarrollo 16gico de ellos es distinto al utilizado por €1, las definiciones de
probabilidad y utilidad son simultaneas y dependientes entre si».

Savage considera tres conjuntos primitivos y una relacion binaria, a saber:

a) Un conjunto E de estados de la Naturaleza e, e, ... Y por A, B, C, designa
subconjuntos de E;

b) un espacio C de consecuencias c1, C;,....;

¢) un espacio de actos f, g, ... Un acto es una aplicaciéon de E en C; y

d) una relacion binaria < (es no preferido a).
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Establece un conjunto de cuatro axiomas y cuatro definiciones sobre los
conjuntos primitivos. Los axiomas son relativos a o6rdenes de preferencia en los
conjuntos, teniendo en cuenta una consistencia entre ellos. Hay que notar que los
cinco primeros caracterizan una probabilidad cualitativa, en palabras de Savage:
«La relacidon a cuando se aplica a sucesos de E es una probabilidad cualitativay.
El postulado seis tiene importancia pues de ¢l deriva la existencia de una medida
de probabilidad P, compatible con la relacion < y la existencia de una funcion de
utilidad V, tunica, salvo transformaciones lineales definidas sobre el espacio de
actos.

Es esencial notar que la ley de multiplicacion para sucesos independientes
no es parte de la teoria de Savage; por esta razon, la teoria no tiene validez para
problemas de indole secuencial, salvo que se establezca por separado.

Otro aspecto digno de observar, referente a las dos tendencias de la escuela
subjetiva, es que la ldgica juega una funcion importante, pero los puntos de vista
son diferentes a los de la logica inductiva. Podemos decir que la logica de los
subjetivistas radica en un conjunto de criterios de consistencia y razonabilidad en
nuestras creencias o juicios o comportamientos. Es decir, si un individuo esta de
acuerdo con la teoria y se conforma con los criterios de consistencia, entonces, la
teoria le ofrecerd una base RACIONAL y CONSISTENTE de tomar decisiones.

Otro representante destacado de la escuela subjetiva es Bruno de Finetti
(1937), al que ya nos hemos referido con anterioridad. De Finetti presenta dos
concepciones de la probabilidad, una en términos de la posicion intuitiva y la otra
referente a apuestas (opciones) sobre el comportamiento, que tiene un poco de las
dos tendencias. De Finetti, considerado como subjetivista extremo, niega que en
ningin caso el cuerpo de informacion pueda imponer un valor para la
probabilidad, cuya situacion depende de la arbitrariedad del observador (pero que
estd obligado, sin embargo, a respetar una serie de axiomas). A su teoria se puede
poner una objecion: «En una serie de un nimero grande de pruebas (probabilidad
frecuencialista 0 de Von Mises), se observa que se obtienen cuatro caras por seis
cruces; entonces todos los observadores estan de acuerdo en asignar como
probabilidad de obtener cara el valor 0,4». A esta objecion responde Finetti
diciendo que se parte de una hipotesis arbitraria, pero natural, y es la de la
independencia de las tiradas.

Como se estudia en la teoria relativa a la utilidad, los axiomas de Von
10 11 . : : .,
Newmann ~ y O. Morgenstern = llevan consigo la existencia de una funcion de

' John von Newmann zu Margitta Lajos (28 de diciembre de 1903 - 8 de febrero de 1957) fue un
matematico hungaro-estadounidense, de ascendencia judia, que realiz6 contribuciones importantes en
fisica cuantica, analisis funcional, teoria de conjuntos, informatica, economia, analisis numérico,
hidrodindmica (de explosiones), estadistica y muchos otros campos de las matematicas. Recibid su
doctorado en matematicas de la Universidad de Budapest a los 23 afios. Fue una de las cuatro personas
seleccionadas para la primera facultad del Institute for Advanced Study (Instituto para Estudios
Avanzados). Trabajo en el Proyecto Manhattan. Junto con Edward Teller y Stanislaw Ulam, resolvio
pasos fundamentales de la fisica nuclear involucrada en reacciones termonucleares y la bomba de
hidrogeno. Es considerado el padre de la teoria de juegos y publico el clasico libro Theory of games and
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utilidad unica, salvo para un cambio de escala y de origen, pero ellos se basan en
opciones (o loterias) cuyas probabilidades son conocidas por el individuo.
Entonces, Aumann y Anscombe (1963) presentan una definicién de probabilidad
subjetiva basandose en una aplicacion doble de axiomas de Von Newmann y O.
Morgenstern. Este sistema axiomdtico lo consideraremos de la mayor
importancia para conceptualizar a la utilidad como soporte de la moderna teoria
de la Decision.

Un sistema axiomatico interesante por su simplicidad es el que presenta
Villegas (1964 y 1967) acerca de las probabilidades subjetivas cualitativas (en el
mismo sentido que Savage). Considera Villegas un espacio muestral, una sigma-
algebra de sucesos y una relacion > (al menos tan verosimil que ocurra que
satisface a cinco axiomas). Demuestra que existe una Unica distribucion de
probabilidad que es compatible con la relacion. Para poder considerar relaciones
condicionadas impone otro axioma.

En el libro editado por Kyburg y Smokler (1964) se recogen los articulos
mas notables publicados sobre probabilidad subjetiva. A partir de este afio
destacan los trabajos de Scott (1964) y los comentarios y criticas realizados por
Fishburn en sus dos libros de 1964 y 1970.

Respecto a la comprobacion experimental (asi como su medida) de la
probabilidad subjetiva destaca el trabajo de Luce y Suppes (1965) que presenta
una critica de los pocos trabajos realizados en esta area. Es también digno de
notar el grupo de articulos de Ellsberg (1961), Fellner (1963), Raiffa (1961),
Brewer (1963) y Roberts (1963), relativos a la controversia planteada sobre la
existencia y medida de las probabilidades subjetivas. Mdas recientemente destacan
los trabajos experimentales de Mc Crimonn (1968), referentes al contraste de la
teoria de Savage.

economic behavior ('Teoria de juegos y comportamiento econémico'), junto a Oskar Morgenstern, en
1944. También concibi6 el concepto de "MAD" (Mutually Assured Destruction o 'destrucciéon mutua
asegurada'), concepto que domind la estrategia nuclear estadounidense durante los tiempos de la
postguerra. Fue pionero de la computadora digital moderna y de la aplicacion de la teoria operadora a la
mecanica cudntica. Trabajé con Eckert y Mauchly en la Universidad de Pennsylvania, donde publicé un
articulo acerca del almacenamiento de programas. El concepto de programa almacenado permitio la
lectura de un programa dentro de la memoria de la computadora, y después la ejecucion de las
instrucciones del mismo sin tener que volverlas a escribir. La primera computadora en usar el citado
concepto fue la llamada EDVAC (Electronic Discrete-Variable Automatic Computer, es decir
'computadora automatica electronica de variable discreta'), desarrollada por Von Newmann, Eckert y
Mauchly. Los programas almacenados dieron a las computadoras flexibilidad y confiabilidad, haciéndolas
mas rapidas y menos sujetas a errores que los programas mecanicos. Otra de sus inquietudes fue la
capacidad de las maquinas de autorreplicarse, lo que le llevo al concepto de lo que ahora llamamos
maquinas de Von Newmann o autématas celulares.

' Nacido en Gorlitz, Silesia, en 1902, estudia en las universidades de Viena, Harvard y Nueva York.
Miembro de la Escuela Austriaca y avezado matematico, participa en los famosos "Coloquios de Viena"
organizados por Karl Menger (hijo de Carl Menger) que pusieron en contacto cientificos de diversas
disciplinas, de cuya sinergia se sabe que surgieron multitud de nuevas ideas e incluso nuevos campos
cientificos. Emigra a Estados Unidos durante la segunda guerra mundial, ejerciendo la docencia en
Princeton. Publica en 1944, conjuntamente con John von Newmann, la "Theory of Games and Economic
Behavior". Falleci6 en el afio 1976.
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Exponemos, a continuacion, algunos comentarios acerca de los puntos de
vista en la Inferencia Estadistica estrechamente relacionados con los conceptos
de probabilidad aqui expuestos.

Un concepto que estd presente en los modos de hacer de Fisher, Pearson y
Neyman'? (precursores de los trabajos de A. Wald) es la probabilidad fiducial. En
esencia, este concepto consiste en cambiar los papeles de las proposiciones
condicionadora y condicionada, atribuyendo al nuevo suceso una probabilidad
proporcional a la que tenia el suceso de la partida. Esto viene a ser lo mismo que
el conocido teorema de Bayes'’, que expondremos con amplitud en el capitulo 9,
pero con la fundamental diferencia de que no hay ninguna probabilidad «a
priori» en o para el segundo suceso. Este concepto de probabilidad resulta, en
apariencia, poco admitido.

En muchas cuestiones, nos encontramos con que se manejan probabilidades
«a prioriy; estas probabilidades «a priori» s6lo pueden tener un origen subjetivo
o fiducial, bien entendido que a la famosa regla de la equiprobabilidad de
Laplace (ver capitulo 9) puede calificarsele conceptualmente como “probabilidad
subjetiva”, pues tiene todo el caracter de ésta, por muy evidente que se presente
la situacidon y muy clasico que sea el concepto.

Por otra parte, si la probabilidad «a priori» no tiene su origen en la
probabilidad subjetiva, ha debido de ser inferida de una serie de experimentos;
pero si lanzamos un dado 12.000 veces, y de ellas exactamente 2.000 han dado
un uno por resultado, de este hecho a decir que la probabilidad de obtener uno es
1/6 media una discontinuidad insalvable sin nuevos conceptos. Precisamente, la
probabilidad fiducial es el presente que nos permite pasar de una cosa a otra,
pues con tanta mas conviccion aceptamos que es cierto que la probabilidad de
obtener uno es 1/6 o muy préxima, cuanto mayor es la probabilidad del suceso
que ha resultado, considerando que 1/6 es la probabilidad buscada.

La probabilidad fiducial es aceptada, de hecho, en muchas ocasiones en que
tedricamente no se aceptod. Esto se hace por el simple procedimiento de cambiar

12 Jerzy Neyman (16 de abril, 1894, en Moldavia — 5 de agosto, 1981, California) fue un matematico
polaco. Fue el segundo de cuatro hijos de Czestaw Sptawa-Neyman y Kazimiera Lutostawska. Publico
muchos libros relacionados a experimentos y estadisticas. Neyman ideo la forma en la cual la FDA testea
los medicamentos en la actualidad.

> Thomas Bayes (Londres, Inglaterra, 1702 - Tunbridge Wells, 1761) fue un matematico britanico. Su
padre fue ministro presbiteriano. Posiblemente De Moivre fue su maestro particular, pues se sabe que por
aquel entonces ejercia como profesor en Londres. Estudid el problema de la determinacion de la
probabilidad de las causas a través de los efectos observados. El famoso teorema que lleva su nombre se
refiere a la probabilidad de un suceso condicionado por la ocurrencia de otro suceso. Bayes fue ordenado
ministro presbiteriano. Sus restos descansan en el cementerio londinense de Bunhill Fields. La traduccion
de la inscripcion en su tumba es: “La tumba de Bayes en Bunhill Fields Reverendo Thomas Bayes. Hijo
de los conocidos Joshua y Ann Bayes. 7 de abril de 1761”. En reconocimiento al importante trabajo que
realizd6 Thomas Bayes en materia de probabilidades, su tumba fue restaurada en 1969 con donativos
realizados por estadisticos de todo el mundo. Miembro de la Royal Society desde 1742, Bayes fue uno de
los primeros en utilizar la probabilidad inductivamente y establecer una base matematica para la
inferencia probabilistica.
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la palabra «probabilidad» por «confianzay, pero la cuestion es mas profunda para
que acepte un puro y simple arreglo de lenguaje.

Exponiendo mas convicciones, nos atrevemos a decir que la necesidad de
aceptar los principios que aqui se tratan y otros equivalentes, se impone con una
clara evidencia como la necesidad de aceptar que nuestras percepciones
sensoriales tienen algo que ver con el fondo fisico que nos rodea.

Aun mads, mantenemos la opinion de que la probabilidad fiducial y la
subjetiva tienen una naturaleza intimamente relacionada, pues la diferencia
existente entre ambas estriba en la magnitud del campo de aplicacion. No parece
disparatado suponer que si se dispone de un nimero suficientemente elevado de
datos o pruebas (cuando n — o0), las conclusiones inferidas por un subjetivista y
un frecuentista diferiran muy poco. Si los datos de partida no fueran lo bastante
numerosos, las discrepancias se agrandarian. En el caso de carecer de datos o
estos ser muy escasos, el subjetivista, seguramente, podria obtener algun tipo de
conclusion, pero el frecuentista se abstendria racionalmente de hacerlo.

Fisher, en una ocasion, al analizar probabilidad fiducial y la que se obtiene
aplicando el teorema de Bayes, dice que ambas han de tener diferencias de tipo
logico. Creo, sin embargo, que las diferencias no son otras que la informacién de
partida, pues es totalmente aceptable que en un caso concreto no exista
distribucién «a priori» que diese origen a una distribucion «a posterioriy,
coincidente con la correspondiente fiducial.

Otro problema bien distinto se plantea al considerar el campo de aplicacion
de los distintos conceptos aqui expuestos, pero esto es mas propio de la
Inferencia Estadistica, de aqui que todo concepto de probabilidad lleva consigo
su inferencia. Este aspecto ligado con los distintos conceptos de probabilidad
puede verse en D. J. White (1970), al referirse a las tres formas de inferencia
considerada por G. Tintner.

Digamos, en fin, que las teorias subjetivistas y personalistas de la
probabilidad se han desarrollado en los ultimos cincuenta afios sin que hayan
obtenido un interés practico hasta la reciente aparicion de los métodos bayesianos
de estimacion. La Matematica Moderna ha facilitado el desarrollo conjunto de las
teorias frecuencialistas y subjetivistas con el estudio del Algebra de Boole de los
sucesos aleatorios o estocasticos, que actualmente es el camino mas utilizado
para fundamentar el concepto de probabilidad o la Estadistica Matematica.

5. Determinacion e indeterminacién de un sistema psicologico
Segun su grado de indeterminacion, los sistemas pueden ser: determinados;

determinados en probabilidad; parcialmente determinados; indeterminados. A
saber, veamos respectivamente sus definiciones:
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- S. determinado: es aquel en que se pueden describir todos sus
estados. Muchos sistemas no son determinados, ni importa conocer todas las
variables de un S. psicoldgico. En forma mas operativa, diremos que un S. es
determinado en tanto que se pueda escribir la lista de los estados de las entradas
(exteriores y de accion), y de las salidas y de las variables esenciales o criterios.

Un S. determinado queda definido cuando se conoce la ley de
transformacion de entradas en salidas (la problematica derivada de esta cuestion

se plantea en epigrafes posteriores) para cada instante. Por comodidad, podemos
tomar las V.C. entre las V.S., aunque no sea necesario.

Veamos, a continuacioén, un ejemplo de S. psicoldgico determinado. Los
estados de las entradas exteriores pueden ser, solamente:

Ey, By, E3, Ey
Y los estados de salida correspondientes, son:

S1, S, S5, Ss; Con ello, se tiene:

lE1 lEg l Es l Es

P S R

FIG. 3.3. Entradas y salidas de un sistema psicoldgico.

La descripcion del S. (por ser determinado), seria la siguiente:
El—)Sl ; Ez—)Sz ; E3—)Sg ; E4—)S4 ;

Pero si intervienen variables de accion, como por ejemplo: A, A,, A, decir
que el S. es determinado significa que se sabe que la actuacion simultdnea de A;
con E, origina una salida Ss4, etc. El S. quedara definido entonces por el cuadro o
tabla de doble entrada siguiente (que también podemos expresar en forma

matricial rectangular):

VE
VA E; E, E; E,
A S11 Stz S13 S1s
Az Sa1 S22 Sa3 Sa4
As Sa1 S32 Sas Sas
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Es evidente que el S. gestor (psicologo) puede elegir la variable de accion
precisa con vistas a que las variables esenciales (incluidas en las salidas) tomen
un valor prefijado entre los posibles valores Sj. Asi, en base a la matriz anterior,
se sabe que si el estado del S., a la hora t), sera —E; (ty), y se desea obtener
S15(ty), la variable de accion debera ser A; (to).

Asi mismo, la definicion de S. determinado (informacién total) es valida
para variables continuas y discontinuas o discretas.

- S. determinado en probabilidad: es todo aquél en que se conocen los
estados de entrada y los estados de salida, pero no la correspondencia existente
entre unos y otros. A falta del conocimiento de dicha correspondencia, se conoce
la “probabilidad subjetiva™ p; (“grado de creencia racional”, desde el punto de
vista de la terminologia keynesiana, explicitada en el epigrafe anterior) de que al
estado E; de entrada le corresponde la salida S,.

Veamos, como ejemplo, el S. siguiente:

VE. >x(t) , yt) , z(t) ;

Estados — Ei =& y1, 21)
E> = (X2, y2, 22)
E; = (X3, ¥3, 23)
B4 = (X4, Y4, Z4)

VS. > U(®) , V@) ;

Estados — Si=(U;, Vy)
Sy = (U, V)
S; = (U3, V3)

Probabilidades subjetivas:

Sk
Ei Si S, Ss3
E; P11 P12 P13
E> P21 P22 P23
Es P31 P32 P33
E4 P Pa2 Pas

Como es natural, puesto que el estado E; debe corresponder una de las 3
salidas, debera cumplirse, por el principio de la probabilidad total, que:
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P+ P2+ Pi3=1=2% Py
Pa1 + Py + Pz =1=2 Py
P31+ Pa + P33 =1 =2 Py
Par + Pap + Pyg=1=2 Py

- S. parcialmente determinado: es un caso intermedio en el que se
encuentran la mayoria de los sistemas psicologicos.

Una tarea importante consiste en reducir la indeterminacion del S., es decir,
“comprender lo que pasa”. El mejor medio, para ello, es la “modelizacion”, es
decir: un objeto que contesta a las preguntas que interesan respecto al S.

De hecho, en toda aplicacion matematica a los estudios de los fendmenos
reales se presenta un triple proceso, ya descrito en el anterior capitulo del
presente libro, a saber:

CONCEPTUALIZACION

! !

RAZONAMIENTO LOGICO

Y Yy

DESCONCEPTUALIZACION

FIG. 3.4. Esquema de “modelizacion”.

- S. indeterminado: es aquél en que nada se sabe acerca de la
correspondencia entre los valores de las V.E. y las V.S. (se desconoce la funcién
de transformacion). Es el llamado problema de la “caja negra”, “boite noire” o
“black box”.

Veamos, por ultimo, la definicion de Variedad de un S. Psicolégico, que
es el numero de estados diferentes que puede tener. La variedad de una caja
negra representa la cantidad de informacion necesaria para pasar de un S.
indeterminado a otro determinado.

6. Sistema controlado

Un sistema decimos que “esta bajo control” cuando no se ignora como fijar
sus objetivos y como lograrlos. Mas concretamente, cuando se sabe:

a) Seleccionar las V.C. que representan objetivos (cualitativos vy
cuantitativos).

b) Determinar el intervalo de valores admisibles para estas variables.

c) Seleccionar las variables de accion.

d) Fijar los valores de estas variables que permiten “lograr” y “mantener”
las V.C. en el intervalo admisible.

e) Determinar con precision dicho intervalo admisible.
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Si se trabaja con una perspectiva dindmica, el control debe actuar en
paralelo a la evolucion del sistema.

Veamos, a continuacion, el proceso de control de un S. psicolégico
determinado, siguiendo el esquema clasico de J. Melése:

Intervalo
Admisible

A

CONTROL—» VARIABLES | | SISTEMA »| VARIABLES
DE ACCION ESENCIALES Objetivo

FIG. 3.5. Proceso de control de un S. psicologico determinado.

En un S. determinado, sin entradas exteriores, el control juega directamente
sobre las V.A. Pero como siempre existen perturbaciones emanadas del S.
“exterior” (entradas mas o menos conocidas, con sus correspondientes efectos;
entradas conocidas, pero no sus efectos, etc.) el control es insuficiente, ya que se
desconoce qué V.A. nuevas se necesitan para afrontar con éxito unas entradas
inesperadas y desconocidas.

7. Sistema regulado

La dificultad expresada anteriormente se palia con la introduccion del
elemento denominado “regulador”, que recibe informacion del exterior acerca de
las V.E. Este “regulador”, en nuestro caso, podria estar constituido por un
psicologo especializado en las relaciones del individuo con el exterior. El nuevo
esquema seria el siguiente:

EXTERIOR

v

V.E.

/
INFORMACION SISTEMA Y V.C.

V.A. Objetivo

T

REGULADOR

PARAMETRO<«———| CONTROL

A

FIG. 3.6. Sistema psicologico regulado.
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Se trataria, en definitiva, del control y regulacién de un S. parcialmente
determinado. Cabe, todavia, un peligro: que el “regulador” no supere las
dificultades engendradas por las perturbaciones exteriores, llegandose asi al
esquema del “S. ultra-estable de Ashby'”, que se diferencia del anterior:

a) Esencialmente, en que las V.C. reaccionan sobre el control o psicdlogo
experimentador.

b) Accidentalmente, en que la informacion del exterior llega al regulador a
través del S. o individuo, y en que éste reacciona respecto al exterior.

El esquema pertinente es el siguiente:

EXTERIOR
A A

7

A 4

[ sisTEMA Y |
A Objetivo

| REGULADOR |« CONTROL

FIG. 3.7. Sistema ultraestable de Ashby.
Una variante importante de los S. reguladores son aquellos basados en el

feedback (contra-reaccion o retroalimentacion), y que se expondra con mayor
detenimiento en posteriores epigrafes del presente libro. En este caso, se tiene:

Objetivo
V.A.

FIG. 3.8. Retroalimentacion o “feedback”.

' William Ross Ashby (1903 - 1972) fue un médico y neurdlogo inglés, n. en Londres, que contribuyo
decisivamente a la consolidaciéon de la cibernética moderna y cred el primer homeostato (1951),
dispositivo electronico autorregulado por retroalimentacion. Desde las especialidades de la neurologia y
la psiquiatria, ofrecid la reproduccion de la estructura y mecanismos de funcionamiento del cerebro
humano en sus obras Proyecto para un cerebro (1952) e Introduccién a la cibernética (1956). En su libro
Introduccion a la cibernética, Ashby realiza un acucioso analisis matematico-logico, con muchos
ejercicios resueltos, en los cuales muestra las estructuras basicas de control y retroalimentacion. Para ello
desarrolla conceptos como matrices de representacion de estados, retroalimentacion y transiciones de
estado, entre otros.
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8. Estabilidad de un sistema psicolégico

En el contexto dindmico de la evolucion de un S. psicoldgico, tienen lugar
diversas transformaciones de los elementos que se interaccionan, con cadencias y
ritmos distintos: en un instante dado, un elemento pasa de un estado a otro; ello
induce, simultdineamente o con posterioridad, a modificar aquellos elementos
conectados directamente con él. El S. se transforma entonces siguiendo una
“trayectoria” en la que cada “punto” de la misma representa un estado.

En general, un S. psicolégico puede encontrarse de diversos modos, a
saber:

a) Aislado (caso muy teodrico: isla desierta).

b) Sometido a influencias exteriores regulares: caso en que se estimula a
un individuo de un modo constante.

c) Sometido a influencias exteriores variables con el tiempo: que bien
podran ser provocadas por el psicologo experimentador (estimulos) o
bien, por accidentales o coyunturales, no ser previsibles
(perturbaciones).

Un elemento de un S. psicologico es estable (puede tratarse de una
facultad, de un rasgo o de un factor de la personalidad, ...) cuando no cambia su
estado a lo largo del tiempo. Este concepto resulta poco importante mientras el S.
est¢ inmovil (ninglin elemento cambia de estado), pero resulta de gran interés
cuando existen perturbaciones exteriores (o, de hecho, mientras dure el
experimento psicologico).

Un S. es estable respecto a una categoria de perturbaciones si, después de
¢stas, el S. vuelve al estado inicial. Es. v.gr., el caso de un individuo que, al cabo
de una serie estudiada de estimulos eléctricos que le aumenten, esporadicamente,
su capacidad de trabajo, vuelve a la normalidad del principio.

.Se puede demostrar que, probablemente, todo S. psicolégico aislado
tiende a la estabilidad?. Al parecer, cada uno de sus elementos selecciona una
zona de estabilidad (subconjunto de sus estados posibles). Esto es: el individuo se
adapta a la clase de perturbaciones habituales mediante la “auto-organizacion”,
que podra ser buena o mala segun el criterio psicolégico dilucidador: buena
respecto a la estabilidad emocional; mala respecto a la evolucion de las aptitudes,
etc.

Por otra parte, y a voluntad del psicologo experimentador, pueden
originarse S. psicoldgicos fuertemente perturbados: en ellos, las entradas
cambian sin cesar y a gran ritmo, de forma que ningin elemento o subsistema
encuentre una zona de estabilidad. Ello ocurre en aquellos casos en que el
cambio y la improvisacidon son axioma de trabajo en el laboratorio conductista.
En este caso, es muy dificil fijar objetivos y lograrlos.
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Precisamente, el “S. ultra-estable de Ashby” tiene como objetivo evitar —o
mejor aun: salvar— los dos escollos anteriores, es decir: el aislamiento
(“inmovilismo™) o el exceso de perturbacion (“nerviosismo”). De este modo,
queda garantizada la evolucion del S. psicologico, preservandolo de ambas zonas
extremas, a no ser que sea intencidon expresa del propio psicologo
experimentador el llevar a cabo una politica de este tipo.
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CAPITULO 4
L os sistemas psicoldgicos

1. Conceptualizacion previa

Veamos, previamente, algunos conceptos y definiciones relativas a los S.
psicoldgicos, a saber:

1. Estado del Sistema: Es cualquier combinacion loégicamente posible de
valores de las variables del S. Asi, en un S. de n variables, un estado es
siempre un conjunto de valores, uno para cada variable.

2. Historia de un Sistema: Es cualquier secuencia logicamente posible de
estados del S., tal que hay un estado y sélo uno para cada instante de
tiempo considerado. Es, en otras palabras, una secuencia temporal de
estados que se extiende en un periodo de tiempo dado (finito o infinito).

3. Extension de un Sistema: Es un conjunto entero de historias
légicamente posibles de un S. La extension es la totalidad de los
diferentes cursos de accidon que, en forma concebible, pueden acontecer
enel S.

4. Informacion: En relacion a un S. dado, es el conocimiento relativo al
comportamiento de las variables que constituyen el S., y estando
representado por la ficha psicotécnica del individuo. Cualquier parte de
conocimiento es informacién en este sentido si, y sélo si, se cumplen las
siguientes condiciones:

a) Que sea valido: es decir, establecido como verdadero. Suponemos,
pues, que existen y se pueden utilizar métodos para distinguir entre
las proposiciones verdaderas y las falsas y que, en general, nuestra
metodologia de la ciencia es capaz de tratar cuestiones de este tipo.
Una proposicion cuya validez no puede ser establecida o
desaprobada (sobre todo experimentalmente) no se considera como
“informacion”, en el sentido de que no constituye material confiable
a propésito de la prediccion y formacion de la politica a seguir.

b) Que se asignen probabilidades a un suceso, como minimo, del
sistema bajo consideracion. Se puede declarar que un suceso tenga
probabilidad cero, probabilidad uno, o bien una probabilidad
intermedia.

¢) Que sus condiciones de validez sean plenamente expuestas; es decir:
que sean validas en cualquier posible circunstancia.
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5. Proposicion sintética: Una proposicion de este tipo representa
informacion hallada empiricamente, esto es, mediante fuentes primarias
de datos. Representa el caso genuino de obtencioén de informaciéon en un
laboratorio conductista.

6. Observacion: Realizada por el psicologo experimentador, presenta
informacion acerca del estado del individuo o S. en un momento dado y
en un intervalo de tiempo. Puede especificar el estado existente, o bien
puede dar —aunque so6lo fragmentariamente— informacién acerca de ello.

7. Ley estatica: Se refiere a la coexistencia, en un tiempo dado, de los
valores de las variables del S. Asigna probabilidades a ciertos estados vy,
por tanto, a los sucesos definidos por estos mismos estados.

8. Ley dindmica: Se refiere a la sucesion, en el tiempo, de valores de las
variables del S. Como cualquier materia de informacién, asigna
probabilidades a un suceso —como minimo— del S., estando basadas,
dichas probabilidades, en secuencias de valores de las variables.

9. Espacio del sistema: Este concepto, relativo a un cuerpo dado de
informacion, representa la extension del S. junto con las probabilidades
conocidas de las varias historias y sucesos.

10. Variable exogena: Es, con respecto al espacio de un S. psicologico
dado, una variable del mismo cuya distribucion de probabilidad de los
valores (en cada momento) no es deducible del conocimiento de la
distribucion de los valores de todas las restantes variables. Se trata,
pues, de una variable cuyo comportamiento N0 esta plenamente
controlado por las otras variables del S. psicologico.

11.Variable endogena: Es, con respecto al espacio de un S. psicologico
dado, una variable del mismo cuya distribucion de probabilidad de los
valores (en cada momento) Si resulta deducible del conocimiento de la
distribucion de los valores de las restantes variables. Se trata, pues, de
una variable cuyo comportamiento Si esta plenamente controlado por las
restantes variables del S. psicologico.

2. Existencia de los sistemas psicologicos

Aunque existe algin otro significado etimoldgico o semantico, hay una
concordancia casi general entre los tratadistas en considerar un S. como un
conjunto de elementos interrelacionados entre los cuales existe cierta
coherencia y unidad de proposito. El concepto, pues, no parece referirse a algo
que existe en la naturaleza como tal, sino que se trata de un acto mental mediante
el cual se selecciona, de entre un nimero infinito de relaciones entre cosas, un
conjunto de elementos cuyas relaciones indican coherencia y unidad de
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proposito, y que permiten la interpretacion de hechos que, de otra manera,
semejarian una simple sucesion de sucesos arbitrarios.

La introducciéon de este nuevo punto de vista puede aplicarse,
perfectamente, al estudio de los objetos animados (S. psicoldgico: individuo o
conjunto de individuos), permitiendo profundizar provechosamente en el
conocimiento de dichos objetos, y contando con el decisivo apoyo de la
cibernética (que es una rama cientifica cuyo fin no es estudiar objetos hasta ahora
desconocidos, sino tratarlos -los conocidos por otras ciencias- desde el punto de
vista en que los S. se definen en dichos objetos).

En principio, podemos sentirnos impotentes —caso de la Psicologia— para
tratar tantas variables al mismo tiempo; pero en mi opinion, también es un hecho
innegable el no haberse dado suficiente importancia, hasta el momento, al
concepto multiple de relacion, estructura y coyuntura.

Siendo —como parece ser— un acto mental el detectar la existencia de un
sistema, se presenta el problema de cuando sera conveniente tratar los individuos
o sus comunidades como sistemas. Resulta obvio que a un hombre o0 a una
mujer cuesta poco trabajo identificarlo/a como sistema, sucediendo lo
mismo con un conjunto de individuos o incluso con una determinada
sociedad. Las relaciones entre los humanos son tan evidentes, que es bien
sencillo adivinar su coherencia y unidad de proposito. Por esta sencilla razon,
no hemos dudado en plantearnos toda la problematica derivada de aquella
identificacion, con la seguridad cientifica de la utilidad que, en la Psicologia, en
nuestro caso, supone la apertura de nuevos caminos y perspectivas de
conocimiento.

3. Concepto y formalizacion de un sistema psicolédgico

Pese a las definiciones, concepciones y diversas teorias expresadas en
anteriores epigrafes del presente libro, quisiéramos poder arrancar de nuevo —a
ser posible- con una terminologia que se ajustara mejor a esta realidad
indiscutible de los S. psicologicos. Vamos, pues, a proceder a ello.

El concepto de S. psicologico resulta, a nuestro entender, bastante facil de
formalizar. En efecto, si tenemos un conjunto de elementos: {ay, ay,...,ai, @j,..., an}
y un conjunto de relaciones: ry / V(i ,j) {1, 2, .., n}% el sistema S vendra
definido por un conjunto formado por el conjunto de elementos: A = {a;, a,, ...,
a,}, y el conjunto {R} de relaciones. Es decir: S = {A, R}. Al conjunto A se le
llama ““universo del sistema™, y al conjunto R ““caracteristica del sistema”.

La parte fundamental del S. la componen sus elementos y su estructura. Los

elementos constituyen las unidades indivisibles cuya estructura no se quiere o no
se puede resolver. Logicamente, para el estudio de los S. psicoldgicos, interesa

85



LOS SISTEMAS PSICOLOGICOS

dejar el S. reducido al minimo numero de elementos posible, puesto que
limitamos de este modo ¢l nivel de resolucion, sobre todo si la estructura de los
primitivos elementos del S. psicologico tiene importancia para explicar su
comportamiento al experimentador.

Respecto a la estructura, no debe confundirse con lo que hemos
denominado “caracteristica del sistema”, constituida por el conjunto {R}
anteriormente definido. La relacion rjj define la dependencia del estimulo de g;
de las respuestas del elemento @;. Si r; # 0, quiere decir que existe dicha
dependencia, pero ésta no debe ser necesariamente de tipo directo entre ambos
elementos, sino que puede realizarse a través de elementos intermedios.

Los elementos de {A} van provistos de un subindice para distinguirlos unos
de otros. De igual forma, los estimulos que recibe cada elemento de los demas se
denotan por: vy, vy, ..., v (V 1> 1), y el estimulo total por el vector: vV (vy, v, ...,
V1), representable en un espacio |-dimensional.

Las respuestas de los elementos vendran dadas por las coordenadas o
componentes: Wi, W, ..., W, (V m > 1), y la respuesta total por el vector: w (w1,
W2, ..., W), representable tedricamente en un espacio m-dimensional.

Los estimulos y las respuestas estin conectados por funciones de
transformacion, de la forma: w; = T; (v;), siendo: v; = (vy;, Vai, ... , Vi), funciones
que nos indican las relaciones directas existentes entre los elementos del S.
psicologico.

Las modalidades de conexiones fundamentales entre los elementos a; y a;
son las siguientes:

1. En serie:
Vi
i
Q)
——>
Vi Vij ®ik
vVi

R
FIG. 4.1. Conexion en serie.
Puede verse que el input v; de a; depende de los inputs parciales que recibe

de los restantes elementos. En la conexion entre a; y aj, pueden darse hasta
cuatro casos diferentes, a saber:
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~
a) Vij # Wi A Vij # V;j
b) Vij = Wi A Vij * Vj
C) Vij # Wj A Vij = V; e
d) Vij =W; A Vij = Vj
7/
2. En paralelo:
Vil Vi
vy Vi
a;
; 0;

FIG. 4.2. Conexion en paralelo.
Aqui, se pueden presentar dos casos bien diferenciados:
a) Conexion equilibrada ... Vil = Vi

b) Conexion desequilibrada ..... Vid # Vij

3. En “feedback” (con realimentacion):

Esta conexion se refiere a un solo elemento, y el vector v; (input o estimulo)
tiene una parte comun con el vector w; (output o respuesta) del elemento a;.

Su esquema correspondiente es el siguiente:

FIG. 4.3. Conexion con realimentacion.
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4. Importancia de las conexiones en nuestro estudio

Veamos que el “feedback” es un fenomeno que ya habiamos contemplado
en ocasiones anteriores, y que adquiere especial significacion en el estudio de los
S. psicologicos.

Con gran frecuencia, psicoélogos y pedagogos recurren casi inevitablemente
al ejemplo del “feedback” —aunque omitiendo su exposicion cientifica— para
explicar sus tesis sobre temas diversos.

El “feedback”, como ya hemos expuesto, es un circuito cerrado de
retroalimentacion, o correccion, en el que se produce un proceso de control

automatico (los ordenadores electronicos experimentan, en definitiva, un proceso
de “feedback™).

Pues bien, las escuelas pedagogicas, como decimos, consideran de una o
otra forma -y no sin razén- al organismo humano (en nuestro caso: al S.
psicologico) como un “feedback™ con una dindmica similar a la expuesta.
Algunos, como los psicologos rusos seguidores de Pavlov (escuela reflexoldgica)
pondrén el acento en el estimulo o en la entrada de la informacioén, manipulando
los estimulos que recibe el sujeto o sistema psicologico. Otros, como el
americano Skinner, centraran su interés en la salida o “conducta” del “feedback”,
estimulando positiva o negativamente a la misma, para que aumenten o
disminuyan las respuestas observadas. Finalmente, los psicologos cognitivos o
cognoscitivos, los psicoanalistas, los neurdlogos y los pertenecientes a la
“escuela de modelos matematicos”, intentaran estudiar desde diversos angulos
los secretos de esa conexion, que nos ha servido de modelo para representar al S.
psicologico.

De cualquier manera, y a través de todos los modelos que la Teoria de
Sistemas pone al alcance del psicologo, se vislumbra un hecho innegable: el
estudio cientifico de la conducta humana y, por tanto, su control y prediccion,
empiezan a ser posibles en la actualidad. La construccion de una sociedad mejor
debe basarse en una auscultacion auténticamente cientifica y permanente de la
realidad social y de las necesidades individuales y colectivas, al margen de
supuestos filosoficos, ideoldgicos o introspectivos, sean €stos del tipo que sean.

Por otra parte, cabe ampliar el estudio en la investigacion de la conducta
entre el ser humano y los otros humanos que se comunican con ¢l (los S.
psicoldgicos entre si), bien ya sea de forma singular, o bien mediante el estudio
de las relaciones del hombre con el grupo, con lo que entrariamos en el terreno
de la denominada dinamica de grupos, esto es, en la teoria de como se pueden
condicionar entre si las conductas de los miembros del grupo, y de como se
reorganiza la estructura del grupo y la personalidad de cada uno de sus miembros
en funcion de las experiencias que proporcionan esta relacion.
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5. Acoplamiento entre los elementos de un sistema psicolédgico
En determinado S. reducido, necesariamente se cumplira que:
Vii # Wi # Vj

pues si sucediera de otra forma, el elemento a; no se podria conectar a los
restantes elementos del S. Por supuesto, la conexidon entre elementos puede ser
combinacidn de las distintas clases de conexiones y adquirir, en su consecuencia,
una gran variedad de formas.

En general, la conexion entre los elementos &; y a; de un sistema S. se puede
expresar por medio de una matriz algebraica, que posee las siguientes
propiedades:

1 - Es cuadrada.
2 — Tiene : m,; filas y columnas si > m; >1; ,y
l; filasy columnassi — 1> m; , respectivamente.

3 — Si el output s-ésimo parcial de un elemento a; esta conectado con el
input t-ésimo parcial del elemento a;, entonces, el elemento que pertenece a la
fila s y a la columna t de la matriz, tiene el valor |. Por el contrario, si no hay
conexion ninguna, le asignamos el valor 0. Estamos, pues, trabajando en un
sistema binario o dicotomico.

Todo S. psicolédgico tiene su entorno o medio que rodea al S. y que no se
incluye en €l (sistema complementario). Teoricamente, el entorno seria todo lo
que no se incluye en el S., o sea, el resto del mundo; sin embargo, en la practica,
se puede hablar de “entorno substancial” cuando, de hecho, lo que interesa es un
numero definido de relaciones entre el S. y su entorno. La naturaleza estricta de
estas relaciones depende, en general, de las propiedades del S., asi como de la
forma en que el entorno actiia sobre el S. Precisamente, a los efectos del entorno
sobre el S. psicoldogico se les suele denominar —como se sabe— “estimulos” o
“impulsos”, mientras que a los efectos del S. sobre el entorno se les denomina
“respuestas”.

De hecho, en la concepcion melesiana de los sistemas que venimos
manejando, dicho “entorno” equivaldria al sistema exterior; los “estimulos” o
“impulsos” serian las “variables de entrada” (VE) y las “respuestas” las
“variables de salida” (VS).

El siguiente ejemplo grafico, referido a la conexion entre los elementos

{a;, a5, a3} € S y ap € ¢ (entorno), ilustra bien a las claras lo expresado
anteriormente:
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S 1) 2 T
i a; E
i 1 2 5
Gl 1ol
: a as i
L s e 2
I
[ a | "
A I
1 1

b sistema S

FIG. 4.4. Conexion entre el sistema psicoldgico y su entorno.

Las matrices resultantes para dicho ejemplo de la figura anterior son las
siguientes:

0 0 O 0 0 O
1 0
Woo_[o]» 01_0 ol =0 0 0 wyu=/0 0 0
0 0 O 0 0 O
01 0 1 0 0
0 0 0 0
10_0 0 > 11_0 0 9W12_1 0 0 ,W13_O 1 0
0 0 O 0 0 O
0 0
0 0
0 0

Si cualquiera de estas matrices resultantes contiene solo ceros, se le llama
“matriz nula” y se denomina: w;; = 0. A cualquier elemento a; se le llama
“elemento input” si w,; # 0; “elemento output” si w;, = 0; e “intermediario” si
Woi =0 AW, =0.
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6. Estructura del sistema psicoldgico

La estructura del S. psicologico puede ser descrita por una matriz cuadrada
de dimensiones n x n, del tipo:

Woo Wi o oo Woo
Wi Wi e w
10 11 1
[w]= “
Woo Wop e W

a la que se denomina “matriz estructural del sistema S.”.

Substituyendo cada elemento wj; de dicha matriz [W] por 0 6 1, segun los
casos (la existencia de una sola conexion ya implica un valor: w;=1), resulta una
“matriz tosca”, que indica los acoplamientos existentes para cada par de
elementos, sin tener en cuenta las peculiaridades de las conexiones individuales.
Asi, por ejemplo, en el apartado anterior, obtendriamos la siguiente matriz tosca:

W, ]= , siendo su traza: tr [W] =1, y el valor de

o= OO0

0
1
0
1

-0 /o

su determinante: | Wi |= 0, luego se trata de una matriz singular (no invertible).
7. Conducta del sistema psicologico

En principio, entenderemos por ‘“conducta de un S. psicolégico” la
dependencia de las respuestas de los estimulos, y dicha conducta queda
perfectamente determinada cuando los estimulos y las respuestas también lo
estan.

Aqui cabe distinguir entre S. psicoldgicos “cerrados” y “abiertos”. En los
primeros, el comportamiento depende del universo del S. y de su caracteristica, y
¢sta, a su vez, de la estructura del S., entendida como el conjunto de las
conexiones directas entre los diversos elementos que lo componen. No hay aqui
ni inputs (estimulos que procedan del entorno) ni outputs (respuestas que emanan
del S. y que influyen en su entorno o sistema exterior).

En los segundos (“abiertos”), las respuestas del S. no sélo dependen de las
caracteristicas del mismo y de su estructura, sino también de los inputs que
proceden del entorno, lo cual influye sobre las respuestas.

La dependencia entre estimulos y respuestas puede ser enormemente

complicada. Desde un tnico estimulo y una tUnica respuesta, hasta una
multiplicidad de estimulos y respuestas parciales, con una amplia variedad de
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funciones de transformacion, se ve que la complejidad puede llegar a ser
considerable.

Formalmente, llamando: x;, x,, ... , X;, a los estimulos parciales, éstos
pueden ser considerados como componentes del vector p—dimensional:

X= (X1, X2, ... » Xp),

llamado, simplemente, “estimulo” (input). De forma similar, si las respuestas
parciales son: yj, y2, ... , ¥g, al vector g-dimensional: Y = (yi, y2, .... , Yq) se le
llama “respuesta” (output). Pues bien, la conducta del S. psicolégico puede
expresarse por una funcién de transformacion de la forma:

y=TX)| ;

en la que cada estimulo puede estar asociado a una respuesta particular, o bien en
la que por lo menos un estimulo particular estd asociado a mas de una respuesta.
En este Ultimo caso, que puede revestir gran interés para la resolucion de los
problemas psicoldgicos, existen dos posibilidades distintas:

1 — Comportamiento secuencial: en la que distintas respuestas del S. al
mismo estimulo pertenecen a diferentes, pero adecuadamente definidas,
secuencias de estimulos que precedieron al estimulo dado.

2 — Comportamiento estadistico: en la que la funcion de transformacion
solo puede ser determinada estadisticamente, estableciéndose una correlacion
psicologica o “matriz de la transformacion” que interprete psicologicamente una
operacion algebraica o geométrica (ley de composicion externa, giro, traslacion,
homotecia, inversidon, proyeccion en el espacio, ...).

En un S. psicolégico de comportamiento secuencial (primer caso), la
respuesta no solo depende del estimulo instantineo, sino también de los
estimulos precedentes. Conociendo el estado del S. y el estimulo instantaneo, se
puede determinar la respuesta. Normalmente si aplicamos al sistema S., en el
tiempo t, un estimulo cualquiera, el comportamiento del S. vendra determinado
por:

Yi=f(x¢,8¢) —— eneltiempot;
Siiat=g(X,8) ——» eneltiempot+At;

siendo f'y g funciones—vectores. Por otra parte, si para cada x y s, se tiene que:
Suac= S, se dice que el S. es “estable”, y permanecera en este estado hasta que
el estimulo X cambie. Por el contrario, si: Sia # Si , el S. es “inestable”,
prestandose a continuas variaciones de conducta.
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8. Transformaciones de un sistema psicologico

Recordemos que un S. de gestion (psicologo experimentador) asegura el
correcto pilotaje de un S. psicologico (sistema fisico); es decir: guia su evolucion
hacia la consecucion de ciertos objetivos (terapéuticos, socioldgicos) cuya
bondad no debe parecer, en principio, discutible. Tanto uno como otro sistema,
se descomponen en subsistemas (que son subconjuntos del mismo que, a su vez,
tienen todas las propiedades de sistema), a saber:

stlLJSzU...USn;VSiCS;
Se cumple que: U §;=S, Vi=1,2,...,n.

Finalmente, veamos que dichos subsistemas S; se descomponen, asi mismo,
en “bloques interconectados”, en los cuales tienen lugar las transformaciones:
concretamente, los “bloques de pilotaje” (S. gestor) regulan y/o controlan las
transformaciones que tienen lugar en los “bloques del S. psicologico”.

Pero, cabe preguntarse ;cémo se operan dicha regulacion y control?: por
medio de “programas” y de “decisiones”, o bien por ambas cosas a la vez.
Precisamente, de la relacion que se establece entre ambos medios, dependen las
propiedades de los S. psicoldgicos, a saber: capacidad de control, adaptacion,
aprendizaje, fiabilidad, ...

Desde el punto de vista del control que sobre un S. psicoldgico ejerce el
experimentador, el caracter esencial de las transformaciones en dicho S. es su
“grado de determinacion”, al que nos hemos referido en el capitulo anterior. En
efecto, en una transformacion determinada (S. determinado, predictible o
predecible) el valor de las salidas puede ser “previsto” a partir del valor de las
V.E., cualquiera que sea la rapidez de la evolucion. Puede resultar costoso, pero
al menos es tedricamente posible establecer el control.

No obstante, ocurre exactamente lo contrario en un S. psicoldégico no
determinado. Por todo ello, resulta vital en un S. psicolégico, a mi juicio,
procurar:

a) Acrecentar el grado de determinacion, a través de la modelizacion.
b) Localizar la indeterminacion, para combatirla eficazmente con la
regulacion.

Hay que tener en cuenta que la indeterminacion del S. psicologico se
traduce en el hecho de que el psicologo experimentador no puede establecer una
correspondencia completa entre los estados de entrada y de salida. O dicho de
otro modo: no puede predecir qué transformacién va a aparecer.
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Esquematicamente, el origen de las indeterminaciones reside en las
siguientes causas:

a) Se ignora la existencia de ciertas entradas.

b) Se ignora la consistencia de ciertas entradas.

c) Seignora la existencia de ciertas salidas (sera un caso poco frecuente,

y que podria no ser grave sino fuera porque ello implica, de rechazo, la
ignorancia de los efectos inducidos).

d) Se ignora la correspondencia existente entre los estados de entrada y
de salida (el S. psicoldgico se presenta como “black-box”). Existe falta
de modelizacion que, por definicion, debe explicitar la correspondencia
entre las entradas y las salidas del S. psicologico.

Normalmente, en un S. psicoldgico descompuesto en sub-sistemas o
bloques, ocurre que:

a) Los bloques determinados corresponden, casi siempre, a
transformaciones fisicas externas (movimientos, sonrojos, palidez del
rostro,...).

b) Los blogues indeterminados corresponden a intervenciones humanas

fortuitas, o a algun fendmeno fisico poco conocido por el experimentador.

c) Los blogues parcialmente determinados corresponden a otros
procesos. En ellos debe hacerse un esfuerzo relevante de modelizacion
a fin de acrecentar el grado de determinacion.

9. Tipos de problemas y niveles de resolucion

Como ya se ha indicado anteriormente, un S. psicologico se caracteriza por
su estructura y por su comportamiento. La relacion entre estas dos propiedades
puede expresarse de la siguiente forma:

a) A una cierta estructura le corresponde un determinado tipo de
comportamiento.

b) A una cierta clase de estructuras les corresponde un determinado tipo de
comportamiento.

Por otra parte, los problemas relativos a los S. psicologicos pueden
clasificarse de la siguiente manera:

1 — Se conoce la estructura del S. psicolégico (“ANALISIS”): Su
comportamiento debe ser determinado sobre la base de la estructura conocida. Es
el problema mas simple de los dos que pueden comuinmente plantearse, y
comporta:

a) Conocer el comportamiento de los elementos del S., es decir, la
transformacion para todos los valores de ie {1,2,...,n}.
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b) Conocer los acoplamientos entre todos los pares de elementos,
incluyendo el entorno si el S. es abierto (caso general de los S.
psicologicos). Es decir: conocer todas las matrices de Vj; para todos los
valores de i€ {1,2,...,n}.

Si consideramos el entorno del sistema S. del ejemplo gréfico del epigrafe
anterior 5 como un elemento separado, y lo denominamos por a,, tendremos:

V0:y;W0=X

siendo X el estimulo e y la respuesta del sistema S. El objeto del analisis es
determinar la relacion: vy = T(wg), que es idéntica a la relacién anteriormente
expresada: y = T(X);

Para lograr este objetivo debe usarse la relacion:
w; = Ti(vy),
que es conocida para todos los valores dei Aj/ Vi, j=1,2,...n.

Las matrices Wj; nos permiten expresar los vectores input de los elementos
individuales sobre la base de los componentes output de los otros tres elementos.
En esto confiamos en el conocimiento de los vectores w, del elemento a,.

2 — No se conoce la estructura del S. psicolégico (“BLACK-BOX”): En
este caso, dicha estructura no puede ser determinada directamente. El problema
consiste en descubrir el comportamiento del S., y, con su ayuda, si es posible,
adivinar su estructura.

El problema de la “caja negra” es, sin duda, el mas dificil de resolver y el
mas interesante para la Psicologia como ciencia social. Debe resolverse, en
principio, como ya hemos apuntado, encontrando las leyes que gobiernan el
comportamiento del S., para posteriormente establecer hipdtesis sobre su
estructura.

Al parecer, en el plano psicolégico, el enfoque dado a dicho problema ha
sido, hasta hace poco, meramente intuitivo. La Teoria General de Sistemas va
dirigida a enfocar sistematicamente su solucidn, pero todavia sospechamos que
se encuentra en sus albores, y cualquier avance tedrico que se produzca en la
solucion de dicho problema puede significar la apertura de horizontes
amplisimos y esperanzadores.

10. Clases de sistemas psicologicos
No existe ninguna clasificacion de sistemas que sea completa; la dificultad

principal reside en que tal clasificacion se puede llevar a cabo desde muchos
puntos de vista distintos, algunos de los cuales se sobreponen.
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Desde el punto de vista estrictamente metodologico, los sistemas
psicoldgicos podrian ser de diversos tipos, a saber:

1 — Cerrados mecanicamente: son aquellos cuyo espacio contiene una
historia nica, con probabilidad distinta de cero. Su estado preciso, en cada
punto del tiempo, es, por tanto, conocido. Todas las variables del S. son
endogenas, y sus leyes, estaticas y dindmicas, son del tipo absoluto. Su
comportamiento no estd sujeto a ninguna suerte de influencia que emane de
variables de fuera del S. (lo que, en mi opinidn, descarta la inclusion de los
S. psicologicos en esta clasificacion, salvo casos muy concretos de
individuos autistas).

2 — Cerrados estocasticamente: son aquellos cuyo espacio consiste en un
conjunto de historias, con probabilidades conocidas para cada una de ellas.
Su estado preciso, para cada punto del tiempo, también posee una
distribucion de probabilidades conocida. El S. es cerrado en el sentido de
que sus probabilidades “internas” son fijas, es decir, no afectadas por
factores externos. Al igual que en el caso de los S. cerrados mecanicamente,
todas las variables son enddgenas (dejo al psicélogo la posibilidad de
incluir o no a los S. psicoldgicos, o a algunos de ellos, en dicha categoria).

3 — Semicerrados mecanica y estocasticamente: aquellos que contienen
variables exdgenas. Serian completamente cerrados si las distribuciones de
probabilidad especificas fueran asignadas a las variables exdgenas. La
semiclausura es mecanica o bien estocastica, dependiendo de la naturaleza
de la clausura resultante (en mi opinién, los S. psicologicos pueden estar
incluidos en esta categoria).

4 — Abiertos condicionalmente: si todas sus variables son exdgenas.
Ninglin aspecto de su comportamiento estd determinado estrictamente
desde dentro del S., de acuerdo con la informacion que se posee. Sus
relaciones conectivas son demasiado débiles o demasiado escasas (aqui
también dejo al psicologo la opcion de incluir en este apartado a los S.
psicologicos).

5 — Abiertos esencialmente: si se tiene la evidencia concluyente de que
ninguna informacién adicional serd suficiente para semicerrarlo o cerrarlo
(en mi opinidn, los S. psicoldgicos son abiertos en alguna forma).

Resulta importantisimo darse cuenta de hasta qué punto es posible
explicarse el comportamiento del S. sin interesarse por las relaciones que existen
entre los elementos del entorno. Dicho de otra forma: el problema que se plantea
en muchos casos, y que es de gran interés en el caso de los estudios sobre el
proceso psicologico, es el de si es posible hablar del entorno como tal, o no hay
mas remedio que plantearse el entorno como S. En este caso ya no se trataria de
las relaciones de un S. con su entorno, sino de las relaciones entre sistemas,
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habida cuenta de que podria resultar conveniente, desde el punto de vista de
entender mejor el comportamiento de un S., el explicarse sus relaciones con los
elementos de otros sistemas a un nivel mas elevado que el de considerar el
entorno como una sola cosa.

11. Caracteristicas de los sistemas abiertos

Desde el particular punto de vista de la investigacion psicologica, interesa
detenerse algo mas en la explicacion de los S. abiertos, en los que se advierte, en
general, una correspondencia formal de principios generales, independientemente
de la clase de relaciones existentes entre sus elementos.

Todo ello ha hecho pensar en la existencia de una cierta “Teoria General de
Sistemas”, como doctrina cientifica aplicable a todos los sistemas en general, y a
los psicologicos en particular. Es posible que la idea de una tal teoria general sea
prematura, ¢ incluso comporte el riesgo de enmascarar las diferencias en las
caracteristicas de los entornos, pero, en cualquier caso, vale la pena considerar
las caracteristicas formales y comunes a los S. abiertos, en orden a la importancia
que, a nuestro juicio, ello pueda tener en la investigacion psicoldgica.

Podemos enunciar que las siguientes caracteristicas parecen definir todos
los S. abiertos:

1 — Importacion, transformacion y exportacion de energia: Los S.
abiertos importan energia del entorno, la transformen en cierto producto y
la exportan al entorno. Esto se puede observar en los S. bioldgicos (y, por
supuesto, también en los S. psicolégicos, como una particularizacion
indiscutible de aquellos).

2 — Entropia negativa: Los S. abiertos importan mas energia del entorno
de la que exportan al mismo. De esta forma pueden almacenarla y adquirir
entropia negativa. En los seres vivos, es facilmente observable esta cualidad
y, por supuesto, en el hombre y en la mujer.

Digamos, en lineas generales, que el valor energético de un S. psicologico
no depende tan sélo de la materia y energia contenidas en €I, sino de algo
mas que exprese lo que hay en el contenido de rango o de calidad, esto es,
“la ordenacidén”, considerando que, en principio, todas las evoluciones
naturales tienden al desorden, esto es, a una disminucion del orden. Pues
bien, la entropia de un S. psicologico es justamente la “medida de este
desorden”.

3 — Informacion, “feedback” negativo y proceso de codificacién: Los
impulsos, estimulos o entradas no consisten inicamente en energia, sino en
informacion acerca del entorno y de su propio funcionamiento en relacion
con ¢l. Uno de los tipos mas simples de informacion es el llamado
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“feedback” negativo, que permite corregir las desviaciones. Las
importaciones de energia e informacidn son selectivas, y el proceso a través
del cual se lleva a cabo la seleccion se le llama “codificacion”.

4 — Estabilidad y homeostasis dinamica: La importacion de energia con el
objeto de retener entropia opera para mantener cierta constancia en el
intercambio de energia, de tal forma que los S. abiertos que sobreviven se
caracterizan por su estabilidad. Esto no quiere decir que se encuentren en
un equilibrio verdadero; por el contrario, existe una continua importacion
de energia y exportacion de respuestas, pero tanto el caracter del S.
psicologico como los intercambios de energia y las relaciones entre sus
partes, no cambian. Este estado de estabilidad puede verse en el proceso
homeostatico para la regulacion de la temperatura del cuerpo humano, en el
caso concreto del S. psicologico.

5 — Diferenciacion: Los S. abiertos se mueven hacia la diferenciacion y la
especializacion de funciones. En general, la mayor parte de dichos sistemas
tienden a una mecanizacion progresiva. Concretamente, los S. psicoldgicos
son gobernados, en principio, por la interaccion de sus componentes;
posteriormente, se establecen arreglos y condiciones restrictivas que hacen
al S. y a sus partes mas eficientes, pero también gradualmente disminuyen
y, eventualmente, llegan a abolir su equipotencialidad.

6 — Equifinalidad: este singular principio caracteriza a los S. abiertos. De
acuerdo con ¢€l, un S. puede alcanzar el mismo estado final partiendo de
distintos datos iniciales y siguiendo caminos distintos (caso evidente de los
S. psicoldgicos). Al desarrollarse mecanismos reguladores que controlan
sus operaciones, €l montante de equifinalidad puede reducirse.

Los conceptos de “equifinalidad”, ‘‘autorregulacion”, “feedback”,
“homeostasis dinamica”, ..., han hecho avanzar mucho en el tratamiento de los
S. abiertos. En el afdn de resolver los problemas que plantean las relaciones
existentes entre un S. y su entorno, se ha llegado a tipificar el entorno atendiendo
a las relaciones con el S. (;podria hacerse esto en Psicologia?). Desde el tipo més
sencillo de entorno, en el que no existen conexiones entre las diversas partes del
mismo, hasta el tipo mas complejo, en el que el S. es dindmico asi como el
entorno, y en el que el dinamismo del S. depende del dinamismo del entorno,
influyéndose mutuamente, se puede pasar por diversos tipos intermedios cuya
significacion es menor o mayor segun el nivel de explicacion requerido. También
se ha llegado, en ciertos S., a poder formular, bajo una nueva perspectiva, los
procesos de cambio entre los S. y su entorno. Sin embargo, esto no trata de
aquellos procesos en los que el entorno mismo es, en gran parte, el determinante
de los cambios. En dichos procesos, para explicarse el comportamiento de ciertos
S. abiertos, hay que plantearse el problema, no como un conjunto de relaciones
entre sistema y entorno (esto es: atendiendo Unicamente a la estructura interna
del S. y dejando el entorno como algo previamente definido y especificado) sino
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que las relaciones son mucho mas complejas. En estos casos, para que el analisis
sea significativo y correcto, debe enfocarse el problema desde el punto de vista
de las relaciones entre sistemas.

La importancia que dicha complejidad reviste para el tratamiento de ciertos
sistemas (caso de los S. psicologicos) se pone de manifiesto al intentar
controlarlos basdndose en un analisis que niegue su complejidad o tergiverse sus
propiedades dindmicas.

Particularmente entiendo —de cara a un enfoque psicoldgico del problema
planteado— que la idea de estudiar un S. psicolégico como cerrado cuando, en
realidad, es abierto, o bien de estudiarlo como estatico cuando, en realidad, es
dindmico, conlleva en si su propia limitacion, y no puede aceptarse mas que
comprendiendo bien el grado de significacion que con estas limitaciones se
puede alcanzar.

12. Algunas ideas sobre Cibernética
12.1. Introduccion

La palabra “cibernética” tuvo su origen hace 2.500 afios en la voz griega
que significa “timonel” (aquel que dirige y controla una nave), y fue mucho
tiempo después, ya por el siglo XIX, que el sabio francés André M. Ampere
utilizé otra vez el término ‘“cibernética”, en esa oportunidad para referirse al
“arte de gobernar los pueblos”.

Se acepta, no obstante, que la moderna ciencia cibernética nacié en la
década de 1940 y desde entonces se desarrolld como ciencia material sobre la
base de los trabajos de Norbert Wienner', quien por esos tiempos y siendo

! Matematico norteamericano. Desde su infancia mostr tener un cerebro privilegiado. A los 18 afios
obtiene su doctorado en Filosofia en la Universidad de Harvard, fue profesor de Logica matematica en el
Instituto Tecnologico de Massachussets, aunque, a lo largo de su vida, impartié cursos en numerosas
universidades de otros paises, como México, Gran Bretafia, India, etc. Entre los afios 1920 y 1923,
Wienner se preocupd por un fendomeno fisico sin demasiada importancia en esta ciencia, el llamado
movimiento browniano, que se refiere al movimiento perpetuo que tienen las particulas disueltas en un
liquido (por ejemplo, raspaduras de roca en agua), movimiento irregular que no parece responder a
ninguna ley fisica. Einstein, a principios del siglo XX, dio una explicacion satisfactoria de este
movimiento, desde la termodindmica, obviando los complicados caminos en zig-zag de las particulas
brownianas. Wienner se preocup6 del estudio de las trayectorias de dicho movimiento, aplicando sus
conocimientos matematicos. Las propias trayectorias de las particulas le sugirieron la idea de un camino
que zigzagueara tanto que fuera, practicamente, s6lo angulos y picos. Inventé asi una funcién no
diferenciable en ningun punto, de dificil representacion, pero no mas abstracta que cualquier otro objeto
geométrico como el punto o la recta (de mejor visualizacion). Desarrolld una medida de las
probabilidades para conjuntos de trayectorias que no son diferenciables en ninglin punto, asociando una
probabilidad a cada conjunto de trayectorias, aprovechando la interpretacion dada por Einstein al
movimiento browniano. Construy6 asi una probabilidad que permitiria describir el fendémeno en términos
matematicos, en lo que se refiere a la trayectoria y posicion de las particulas a través del tiempo. El
trabajo de Wienner sobre el movimiento browniano establecié un importante precedente para hallar
aplicaciones en Fisica, Ingenieria y Biologia; ademas, permitid formular un problema de célculo de
probabilidades en términos de la medida de Lebesgue, que utilizaria diez afios mas tarde Kolmogoroff
para la formalizacion del calculo de probabilidades. En visperas de la Segunda Guerra Mundial (1939-
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investigador del Institute Technological of Massachussets definio a la
Cibernética como “el estudio de la comunicacion y el control en maquinas y
animales”.

En la actualidad, la cibernética, ya en el apogeo de su desarrollo, irrumpe
como un nuevo paradigma cientifico capaz de esclarecer los conceptos basicos de
toda ciencia material, siendo que su campo de estudio se extiende a todo sistema
material.

Una ciencia, como la Cibernética, del tipo axiomatico-deductivo es una
estructura logico-formal de conocimientos integrada por axiomas y principios
aceptados como verdaderos sin demostracion, y demostraciones deducidas de
acuerdo a reglas logicas validas, y todo ello consistente con los axiomas y
principios aceptados de esa ciencia.

12.2. Definiciones y conceptos

e Cibernética: Ciencia que estudia la "comunicacion" y el "control" en los
"sistemas".

e Estudio de la “comunicacién” y el “control” en los sistemas: Para estudiar
los procesos de ‘“comunicacion” y “control” que ocurren en todo sistema
material, como el psicologico, deben observarse los elementos integrantes del
sistema desagregados hasta el nivel en que sea posible identificar y
discriminar los “componentes estructurales” que integran el sistema en si, de
aquellos otros “componentes de flujo” que ingresan, circulan y/o salen del
mismo.

e Estado de un sistema: El “estado” de un sistema se define por la valoracion
de dos pardmetros: su “cuantificacion” y su “caracterizacion”.

La "cuantificacion" de un sistema estara dada por la medida de la cantidad
total de “entes fisicos” que lo integran. También puede expresarse por las
medidas de las respectivas cantidades de “espacio”, “energia” y “masa” que
componen el sistema.

La “caracterizacion” de un sistema estara dada por la medida del “orden” que

posee, lo cual resulta de la medida de su “entropia”.
12.3. Objeto, aplicaciones y demostraciones

Existen cuatro tipos de procesos que podrian experimentar los sistemas
materiales, incluidos los psicologicos: 1) Génesis y aniquilacion, 2) Evolucion, 3)
Desarrollo y 4) Funcionamiento.

1945), sus investigaciones acerca de robots automaticos que pudieran reemplazar o sustituir con ventaja a
los combatientes, sentaron los fundamentos de una nueva ciencia: la cibernética, vocablo adoptado por
Wienner en el afio 1947 y que procede del griego Kybernetes, es decir, “piloto” o “timonel”.
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Pues bien, analicémoslos separadamente:

1) Procesos de génesis y aniquilacion: Los procesos de génesis son aquellos
en que el sistema en el estado inicial es “nada” y pasa al estado final como
“algo material”. El de aniquilacion es el proceso inverso: de “algo material”
el sistema pasa a la “nada”. Los procesos de génesis y aniquilacion violan el
primer principio, y respecto al segundo no existe solucion para la funcion
matematica que expresa la variacion de entropia. En consecuencia, quedan
excluidos del campo de aplicacion de la Cibernética el estudio de esos
procesos.

2) Procesos de evolucion: Son aquellos en que un sistema material se
transforma en otro de caracteristicas diferentes, como consecuencia del
reordenamiento de los “elementos” o bien de los “entes fisicos” en el interior
de los “componentes” que constituyen el sistema en si. En el caso de procesos
de evolucion, se modifican las propiedades cualitativas del sistema que lo
experimenta.

3) Procesos de desarrollo: Son aquellos en que un sistema material crece por
el agregado de elementos o componentes idénticos a los que ya posee, sin que
se modifiquen las propiedades cualitativas y caracteristicas esenciales del
sistema, salvo su tamafo.

4) Procesos de funcionamiento: El “funcionamiento” es el conjunto de
comunicaciones internas que se producen dentro de todo sistema material.

12.4. Funcionamiento, comunicacion y control

De acuerdo con el axioma fundamental de la cibernética, todos los
sistemas materiales experimentan comunicaciones internas (funcionamiento) y
comunicaciones con el exterior (control). Asi, en todo sistema material
(psicologico) ocurren los siguientes procesos:

a) Ingreso de “componentes de flujo” al sistema (proceso de control).

b;) Distribucion de “componentes de flujo” ingresados (comunicacion
interna).

b,) Funcionamiento, y eventualmente evoluciones y desarrollos
(comunicacion interna).

b;) Recoleccion de “componentes de flujo” a egresar del sistema
(comunicacion interna).

c) Salida de “componentes de flujo” del sistema (proceso de control).

El “funcionamiento” de un sistema se compone de una gran cantidad de
ciclos; cada ciclo incluye la secuencia de procesos “b,”, “b,” y “bs” y se cumple
entre el ingreso (proceso “a”) y el egreso (proceso “c”) de los “componentes de
flujo” que circulan por el sistema.

Por el proceso de “distribucion de entrada” (proceso b;) se establece un

importante ordenamiento (disminucion de entropia) lo cual pone al sistema en
estado de aptitud para que ocurra el proceso del “funcionamiento en si”’, durante
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el cual cabe la posibilidad que se produzcan “desarrollos” y “evoluciones” dentro
del mismo.

Durante el “funcionamiento en si” (proceso b,), tiende a disminuir el
“orden” (aumento de entropia) del sistema, y ese orden se reestablece a expensas
del orden (entropia negativa) aportada por los ‘“componentes de flujo”
distribuidos, los cuales, una vez degradados, son “recolectados” (proceso bs),
previo a su egreso del sistema.

12.5. El concepto de entropia
12.5.1. Definicion

El concepto de “entropia” es equivalente al de ‘“desorden”. Asi, cuando
decimos que aument6 la entropia en un sistema, significa que crecio6 el desorden
en ese sistema. Y a la inversa: si en un sistema disminuy¢ la entropia, significa
que disminuy6 su desorden.

La palabra entropia procede del griego (Eviponia) y significa “evolucién o
transformacion”. La formulacion matemadtica de la variacion de entropia de un
sistema, luego de una transformacion o evolucidn entre los estados inicial y final
del mismo, se corresponde con la integral definida entre el instante inicial y final
de los incrementos o diferenciales del componente o sistema en evolucion,
divididos por la cantidad de elementos que van integrando al componente o
sistema en cada instante. Asi:

dVS:[anS]Elent—len ! =In !
V, ‘ t, t,/t; N(s)

Es(f—O):]£

La resolucién matematica de la integral planteada para la determinacion
de la variacion de la entropia de un sistema entre los estados inicial y final,
resulta ser el logaritmo natural de uno (1) (cantidad de componentes o sistemas
resultantes en el instante final), dividido por la cantidad de elementos que fueron
integrados al componente o sistema resultante entre los instantes inicial y final de
la evolucion.

La medida de la entropia permite establecer el “orden” que posee un
sistema en determinada instancia, respecto al que poseia o pudo haber poseido en
otra. Asi, podria determinarse la diferencia de “entropia” para la formacion o
constitucion de un sistema a partir de sus componentes desagregados, y también
para cualquier proceso que pueda ocurrir en un sistema ya constituido.

El “orden” que adquiri6 un sistema en su constitucion puede medirse por
la diferencia entre la “entropia” del sistema constituido, y la que supuestamente
poseia cuando todos los N “entes fisicos” elementales que lo componen, existian
desagregados e indiferenciados en el nivel de referencia correspondiente al
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primer nivel de agregacion. En dicho nivel, la entropia para cualquier conjunto
de una cantidad finita N de “entes fisicos” desagregados, resulta igual a 0 (cero),
a saber:

——=N-In1=N"-0=0 (cero)

La variacién del “orden” en un sistema ya constituido se determina por la
diferencia entre la medida de la “entropia” del sistema para los instantes inicial
(o) y final (f) de un proceso en estudio. Para ello, se debe considerar la “entropia”
de todos los “componentes” existentes dentro del sistema, tanto la de los
“componentes” que constituyen el sistema en si, como la “entropia” de los
“componentes de flujo” que circulan por el mismo.

12.5.2. El concepto termodinamico y su aplicacion

En termodinamica, la entropia (simbolizada como S) es la magnitud fisica
que mide la parte de la energia que no puede utilizarse para producir trabajo. En
un sentido mas amplio, que utilizaremos aqui, puede interpretarse como la
medida de la uniformidad de la energia de un sistema psicologico. Es una
funcion de estado de caricter extensivo y su valor, en un sistema aislado, crece
en el transcurso de un proceso que se d¢ de forma natural.

Cuando se plantea la pregunta: ;por qué ocurren los sucesos de la manera
que ocurren, y no al revés? se busca una respuesta que indique cual es el sentido
de los sucesos en la naturaleza. Por ejemplo, si se ponen en contacto dos trozos
de metal con distinta temperatura, se anticipa que eventualmente el trozo caliente
se enfriard y el trozo frio se calentard, logrando al final una temperatura mas o
menos uniforme e intermedia. Sin embargo, el proceso inverso, es decir, un trozo
calentandose (el caliente) y el otro enfridndose ain mas (el frio) es muy
improbable que tenga lugar, a pesar de conservar la energia. El universo tiende a
distribuir la energia uniformemente, es decir, a maximizar la entropia.

La funcion termodinamica “entropia” es central para la segunda Ley de la
Termodindmica. La entropia puede interpretarse como una medida de la
distribucion aleatoria de un sistema. Se dice que un sistema altamente distribuido
al azar tiene una alta entropia. Puesto que un sistema en una condicidén
improbable tendrd una tendencia natural a reorganizarse a una condicidn mas
probable (similar a una distribucion al azar), esta reorganizacion resultara en un
aumento de la entropia. La entropia alcanzard un maximo cuando el sistema se
acerque al equilibrio, alcanzandose la configuracion de mayor probabilidad.

Podemos decir que un ser vivo (sistema psicologico) sano, funcionando
correctamente, tiene entropia baja. Si aumenta el desorden en los componentes
del individuo podemos decir que su entropia estd aumentando. Hay un cierto
umbral, un cierto tamafio de entropia por encima del cual el ser vivo muere.
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Como el sistema psicologico no es un sistema aislado, podemos utilizar energia
proporcionada por otros sistemas para corregir el desorden, es decir, para
disminuir la entropia. Pero sabemos, por experiencia, que esa posible
intervencion tiene un limite: hasta ahora no conocemos ningun ser vivo que haya
vivido o funcionado eternamente.

La entropia, coloquialmente hablando, puede considerarse como la medida
del desorden de un sistema, es decir, cuan homogéneo esta el sistema. En los
afios 1890-1900, el fisico austriaco Ludwig Boltzmann® y otros desarrollaron las
ideas de lo que hoy se conoce como “mecanica estadistica”, que constituye una
teoria profundamente influenciada por el concepto de entropia.

Segun estas ideas, la entropia queda definida por la siguiente ecuacion:
S=k1nQ

, donde S es la entropia, k la constante de Boltzmann y Q el nimero de
microestados posibles para el sistema.

La célebre ecuacion anterior se encuentra grabada sobre la lapida de la
tumba de Boltzmann en el Zenmtralfriedhof de Viena, quien se suicido en 1906,
profundamente deprimido por la poca aceptacion de sus teorias en el mundo
académico de la época. El significado literal de la ecuacion es el siguiente: La
cantidad de entropia de un sistema es proporcional al logaritmo natural de su
namero de microestados posibles.

Ahora bien, su significado final es ain materia de discusion en fisica
tedrica, dado el profundo alcance que posee.

La entropia de formacion, en fin, de un compuesto quimico (o de una
substancia en estado elemental), en termodinamica y termoquimica, es la
diferencia (incremento o decremento) de entropia en el proceso de su formacién a

2 Nacido en el seno de una familia acomodada, Boltzmann cursé estudios medios en Linz, doctorandose
en la Universidad de Viena en 1866. Al afio siguiente trabajaria como ayudante de Joseph Stefan. Fue
profesor de fisica en Graz en 1869, aunque cuatro afios después aceptaria un puesto de profesor de
matematicas en Viena. Regresaria, sin embargo, a Graz como catedratico en 1876. Por aquella época ya
era conocido, por la comunidad cientifica, por su desarrollo de la estadistica de Maxwell-Boltzmann para
las velocidades de las moléculas de un gas, en 1871. En 1894 retom¢ su puesto, esta vez como profesor
de fisica tedrica, en la Universidad de Viena tras la muerte de Joseph Stefan. Al afio siguiente, Ernst
Mach obtuvo la catedra de historia y filosofia de las ciencias. Mach era uno de los més claros opositores
al trabajo de Boltzmann. En 1900, debido a su descontento con Mach, Boltzmann se traslad6 a Leipzig
donde conocidé a Wilhelm Ostwald. Mach dejo la Universidad de Viena en 1901 por motivos de salud, lo
que permitié a Boltzmann volver al afio siguiente. En esta ocasion, ademas de recuperar su catedra de
fisica, obtuvo la catedra de Mach de historia y filosofia de las ciencias. En 1904 visitdo Estados Unidos en
su Feria Mundial de Saint Louis. La dura oposicion a su trabajo, con Ostwald como cabeza -la hipotesis
de la existencia de atomos, que todavia no estaba demostrada completamente-, pudo haber causado
trastornos psiquicos que le llevaria al suicidio en 1906. S6lo unos afios después de su muerte, los trabajos
de Jean Perprin sobre las suspensiones coloidales (1908-1909) confirmaron los valores del nimero de
Avogadro y la constante de Boltzmann, convenciendo a la comunidad cientifica de la existencia de los
atomos.
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partir de sus elementos constituyentes (en estado atdmico o en cierta forma
predefinida). Cuanta mayor (mds positiva) sea la entropia de formacion de una
especie quimica, mas favorable (por entropia) sera su formacion. Por el contrario,
cuanto mas positiva sea su energia de formacion, menos favorable sera
energéticamente.

12.5.3. La entropia de Shannon

La entropia definida por Shannon’, referida a la teoria de la informacion,
hace referencia a la cantidad media de informacién que contiene una variable
aleatoria (psicologica) o, en particular, una fuente transmisiéon binaria. La
informacién que aporta un determinado valor, X;, de una variable aleatoria
discreta X, se define como:

1(x;) = log,(1/p(Xi))

cuya unidad es el bit si se utiliza el logaritmo en base 2 (por ejemplo, cuando se
emplea el logaritmo neperiano o natural se habla de nats).

La entropia o informacion media de la variable aleatoria discreta, X, se
determina como la informacién media del conjunto de valores discretos que
puede adoptar (también medida en bits):

H(X) = Zip(x;) -logx(1/p(x;))

Ademas de su definicion y estudio, Shannon demostrd analiticamente que
la entropia es el limite maximo al que se puede comprimir una fuente sin ninguna
pérdida de informacion.

12.5.4. La entropia, el desorden y el grado de organizacién

Vamos a imaginar ahora que tenemos una caja con tres divisiones; dentro
de la caja, y en cada division estanca, se encuentran tres tipos diferentes de
canicas: azules, amarillas y rojas, respectivamente. Las divisiones son movibles
asi que nos decidimos a quitar la primera de ellas, la que separa a las canicas
azules de las amarillas. Lo que estamos haciendo, dentro del punto de vista de la
entropia, es quitar un grado o indice de restriccidon a nuestro sistema; antes de que
quitaramos la primera division, las canicas se encontraban separadas y ordenadas
en colores: en la primera division las azules, en la segunda las amarillas y en la
tercera las rojas, estaban restringidas a un cierto orden.

Al quitar la segunda division, estamos quitando también otro grado de
restriccion. Las canicas se han mezclados unas con otras de tal manera que ahora
no las podemos tener ordenadas, puesto que las barreras que les restringian

3 Vide Shannon, C.C. y Weawer, W., The Mathematical Theory of communication, Urbana, University of
Illinois Press, 1949.
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espacialmente han sido levantadas. La entropia de este sistema ha aumentado al
ir quitando las restricciones, pues inicialmente habia un orden establecido y al
final del proceso (el proceso consiste, en este caso, en quitar las divisiones de la
caja) no existe orden alguno dentro de la caja.

La entropia se configura como una medida del orden (o desorden) de un
sistema o de la falta de grados de restriccion; la manera de utilizarla es medirla
en nuestro sistema inicial, es decir, antes de remover alguna restriccion, y
volverla a medir al final del proceso que sufrid el sistema, obteniendo la
diferencia entre ambas medidas.

Es importante sefialar, en consecuencia, que la entropia no estd definida
como una cantidad absoluta S (simbolo de la entropia), sino lo que se puede
medir es la diferencia entre la entropia inicial de un sistema S; y la entropia final
del mismo S;. No tiene sentido hablar de entropia, pues, sino en términos de un
cambio en las condiciones de un sistema.

12.5.5. Entropia, procesos reversibles e irreversibles

Volviendo al ejemplo anterior de la caja con separaciones y canicas,
vamos a explicar qué es un proceso reversible y qué un proceso no reversible.
Llamamos proceso “reversible” al que se puede invertir y dejar a nuestro sistema
en las mismas condiciones iniciales. Teniendo en cuenta nuestra caja ya sin las
separaciones, tenemos a las canicas revueltas unas con otras, es decir, sin un
orden. Si el proceso que efectuamos de quitar las divisiones fuera reversible, las
canicas tendrian que ordenarse espontaneamente en azules, amarillas y rojas,
segun el orden de las divisiones. Esto, evidentemente, no ocurrira.

El proceso que efectuamos con nuestra caja de canicas fue un proceso no
reversible o “irreversible”, en donde una vez terminado, el orden que habia en las
condiciones iniciales del sistema ya nunca mas volvera a establecerse. El estudio
de este tipo de procesos es importante, porque en la naturaleza casi todos los
procesos son irreversibles.

12.5.6. Entropia, cibernética y comunicacion

Existe un precedente ciertamente muy lejano, tan lejano como el propio
, 4 . . L, . C L, . ,
Ramoén Llull®, a quien los cibernéticos miran como su predecesor historico mas

* Escritor, filésofo, mistico y misionero, viajero y divulgador, nacido en 1235, fue una de las figuras méas
interesantes de la Edad Media, creador de la corriente filosofica conocida como lulismo, cuya logica fue
expuesta en su obra fundamental Ars Magna. Llamado el “Doctor Iluminado”, la importancia actual de
Llull radica en haber sido el creador de la lengua literaria catalana, en un momento en que las demas
lenguas romanicas o neolatinas se encontraban todavia balbucientes y todos los grandes tratados se
escribian aun en latin, lengua que el propio Llull utilizé también en muchos de sus trabajos, asi como el
arabe. Fue el primero que se propuso construir una matematica y una ciencia universal. Nadie, antes de
Bacon, hizo una defensa tan admirable del método de observacion. Contribuyd en gran medida, con sus
principios cientificos, a los adelantos maritimos, aplicando la Aritmética y la Geometria al arte nautico,
ilustrando sus explicaciones con una gran variedad de figuras y previendo, en la causa de las mareas, la
influencia del Sol y de la Luna. De sus obras mas representativas sobresalen Blanquerna, novela idealista
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antiguo, que con su Ars Magna es considerado el creador perdido de una ciencia
general del intercambio (cfr. Martin Serrano, M. en “Métodos actuales de
investigacion social”. Madrid, AKAL, 1978, 191). Su Ars Magna es, segin
Delpech, el primer modelo dialéctico de la actividad mental. Segin Martin
Serrano, la cibernética moderna se ha constituido en un método general de
estudio del cambio y la reproduccion de sistemas informados y, por ello, al igual
que hace Wienner’, Chomsky®, Barthes’, Hjelmslev® y Ashby’, cita a Llull como
el precursor de la cibernética. Desde Wienner es un hecho que, para los
cibernéticos, los mismos principios explican la transmision de datos y la
transmision de impulsos, razon por la cual se justifica la significacion del término
cibernética como «arte de la eficacia de la accion» (cfr. Couffignal, L., La
cybernétique, Paris, PUF, 1966).

Los presupuestos fundamentales para que cibernética y comunicacion,
cibernética e interaccion humana se identifiquen, son los que se derivan de
considerar a la cibernética como una ecologia; asi por ejemplo, la nocién de
“ecologia” estd implicita en la consideraciéon de que entre un actor humano
(sistema fisico psicologico) y su medio exterior o unwelt (sistema exterior), el
intercambio de mensajes es, a la vez, un efecto y una causa entre la accion y la
reaccion. Esto lleva a considerar el intercambio como una accidon comunicativa
constituida por el conjunto de actores que intervienen y el conjunto de factores
espacio-temporales que la determinan; y en este sentido se supone una teleologia,
segln la cual, el sistema asi informado siempre persigue un fin, que se traduce en
un cambio del unwelt. Lo mas grave es que, por esta via, la cibernética se
conforma como una axiologia de la accion y la comunicacion.

La cibernética como axiologia es, ademas, una axiologia del riesgo, como
apunta Martin Serrano en la obra citada, de modo que el investigador debe elegir
entre fines alternativos, medidos por niveles especificos de probabilidad. «FEl
riesgo depende del caracter activo o pasivo del sistema cuyo comportamiento se
espera controlar» (Martin Serrano, 1978). En la medida en que el método
cibernético ubica sus analisis en el marco de cualquier posibilidad imaginable, su
objeto de estudio hace de las comunicaciones entre los actores de un grupo, y
entre el grupo y el medio natural y axioldgico, un modelo de probabilidad mas
que un sistema de alternativas; sobre este modelo se ubica después una utopia: la
prevision y el control pueden efectuarse en funcion de que a éstos se les asigne
un proyecto humano. En la teoria de la informacién, la unidad de decision y de

que influy6 en toda la narrativa medieval posterior, Félix o Libre de les dones, excelente enciclopedia del
saber de su época, en la que destaca el cantico espiritual mas depurado de la Edad Media y el Libre
d'Amic e Amat. Aunque la leyenda cuenta que murié lapidado en Bugia (Argelia) mientras estaba
predicando el cristianismo, lo cierto es que fallecid en su Mallorca natal en 1315, lamentandose
amargamente del fracaso de su obra, que sin embargo ha trascendido a lo largo de los siglos hasta
nuestros dias.

> Vide Wienner, N., Cibernética y sociedad, Buenos Aires, Sudamericana. 1969.

% Vide Chomsky, N., Language and Mind, Nueva York, Harcourt, Brace, World Inc., 1968.

7 Vide Barthes R., Le dégrée zéro de I’écriture, Paris, Seuil, 1953.

¥ Vide Hjemslev, L., Prolégomeénes & une théorie du langage, Paris, Minuit, 1968.

? Vide Ashby, W.R., Introduccion a la cibernética, Buenos Aires, Nueva Visién, 1960.
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inteligibilidad es la misma, via por la cual “inteligibilidad” y “prevision” resultan
equivalentes. Con ello, se acaba estudiando con el mismo método, problemas
referidos ya sea a la teoria, ya sea a la practica. «El estudio de los modelos de
control social, de la prediccion sobre el comportamiento de los sistemas sociales,
de la inteligibilidad de las organizaciones y del determinismo de los procesos,
son unificables como andlisis de la informacién del sistema» (cfr. Martin
Serrano, M. 1978, 203-4).

La clave, pues, de la teoria informacional de la sociedad, hace que resulte
comprensible la aspiracion de la antropologia estructural de Lévi-Strauss' a
convertirse en una entropologia, desde el momento en que la medida de la
complejidad en los intercambios, ya sea de palabras, mujeres o bienes materiales,
resulte descubierta por un mismo mecanismo matematico. Pero, sobre todo,
algunos dilemas clasicos de las ciencias humanas, como los de prediccion
cientifica y libertad, revolucidon y participacion, resultan replanteados de un
modo tedrico, que los hace compatibles. Asi, por ejemplo, siguiendo el
comentario efectuado por Martin Serrano (1978, 206-207), veamos que como
corolario a la formulacion informacional (I = N — log, h) ocurre que si alguna vez
el objeto de la sociologia se convierte en un sistema totalmente indeterminado (el

' Claude Lévi-Strauss naci6 en Bruselas y estudio Derecho y Filosofia en la Sorbonne. No continué sus
estudios de derecho, sino los de filosofia en 1931. Después de unos pocos afios de ensefianza secundaria,
tomo una oferta de ultima hora para ser parte de la mision cultural francesa en Brasil, pais al que serviria
como profesor visitante en la Universidad de S&o Paulo. Vivid en Brasil desde 1935 a 1939. Fue durante
este tiempo cuando llevd a cabo su primer trabajo de campo etnografico, dirigiendo busquedas periodicas
en el Mato Grosso y la selva tropical amazonica. Esta fue la experiencia que ciment6 la identidad de Lévi-
Strauss como profesional de la antropologia. Volvié a Francia en la vispera de la segunda guerra mundial
y fue movilizado al estallar ésta (1939-1940). Después del armisticio marché a los Estados Unidos, donde
imparti6 clases en el New School for Social Research de Nueva York. Llamado a Francia en 1944 por el
Ministro de Asuntos Exteriores, volvio a Estados Unidos en 1945. Tras un breve paso por la Embajada
Francesa de Washington como adjunto cultural (1946-1947), regresé6 a Paris para doctorarse tras
presentar tesina y tesis (1948). Los aflos en Nueva York le sirvieron para formarse en muchos aspectos;
su relacion con Roman Jakobson le ayud6 a dar forma a sus teorias (a Roman Jakobson y Lévi-Strauss se
les considera las figuras centrales del estructuralismo). Ademas, colegas antropologos como Franz Boas
lo introdujeron en la Antropologia estadounidense. Los afios de la guerra fueron muy formativos para
Lévi-Strauss en varios aspectos. Su relacion con Jakobson le ayudo6 a configurar su perspectiva tedrica
(Jakobson y Lévi-Strauss eran considerados dos figuras en las que el estructuralismo estaba basado). En
suma, Lévi-Strauss estaba también expuesto a la antropologia americana de Franz Boas, quien ensefi6 en
la Universidad de Columbia. Esto dio a su trabajo una inclinacion que facilité su aceptacion en EE UU.
Después de un breve lapso de tiempo, desde 1946 a 1947, Lévi-Strauss regresé a Paris en 1948, a la vez
que recibia su doctorado de la Sorbona, por su tesis «mayor» y «menor» tituladas Las estructuras
elementales de parentesco y La vida familiar y social de los indios Nambikwara. Esta tltima obra fue
publicada al siguiente afo e instantaneamente fue reconocida como una de las mas importantes de la
antropologia, con una critica favorable de Simone de Beauvoir quien la vio como un importante estudio
de la posicion de la mujer en las culturas no occidentales. Una obra con titulo andlogo a la famosa Las
formas elementales de la vida religiosa, de Emile Durkheim, Las estructuras elementales reexamind
como las personas organizaban sus familias. Mientras los antropologos britanicos como Alfred Reginald
Radcliffe-Brown sostenian que los parentescos estaban basados en la ascendencia de un ancestro comun,
Lévi-Strauss pensaba que estos parentescos tenian mas que ver con la alianza entre dos familias, cuando
la mujer de un grupo se casaba con el hombre de otro. Entre 1940 y principios de 1950, Lévi-Strauss
continudé publicando y cosechd un éxito considerable. Con su regreso a Francia, se implicoé en la
administracion del CNRS y el Museo del Hombre, antes de llegar a ocupar un puesto en la Ecole Pratique
des Hautes Etudes. En 1940 se convirtio en subdirector del Musée de I'Homme y después director de la
Ecole Pratique des Hautes Etudes. Més tarde fue nombrado profesor del Collége de France de
antropologia social, puesto que ocup6 desde 1959 hasta su jubilacion en 1982.
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valor de N para los grados de libertad del sistema es muy pequefio) desapareceria
la sociologia como ciencia de la prediccion: ésta resultaria demasiado conocida;
inversamente, si los grados de libertad son relativamente infinitos, la sociologia
como instrumento de prediccion seria absolutamente imposible, razon por la cual
la clave informacional de la sociedad reclama que al mismo tiempo el objeto
social carezca, y no carezca, de libertad real para transgredir o cambiar sus
normas: dialéctica entre informacion y redundancia

Como ha podido observarse, desde Wienner en las ciencias biologicas, y
desde Shannon en las ciencias fisicas, complejidad, forma u orden se identifican
con comunicacion, con lo que indistintamente “teoria de la informacién” o
“teoria de la comunicacion” terminan representandose epistemoldgicamente'' en
el trabajo cientifico como el paradigma universal, mediante el cual se borran las
fronteras existentes entre ciencias de la naturaleza y ciencias de la cultura, o sea,
entre ciencias naturales y ciencias sociales. El intento es considerar a la teoria de
la informacidén-comunicacion como una nueva Epistemologia en si misma, lo que
no podia sino satisfacer a los tedricos de las ciencias humanas cuyo complejo de
inferioridad respecto al desarrollo de las ciencias fisicas es tan antiguo.

La perspectiva abierta por el descubrimiento de la nocion de
«informacioény», opuesta al de «entropia energética», engarza y consolida los
conflictos tedricos histéricamente originados por las distinciones entre operador,
operacion y contenido. Esta tradicion de pensamiento hace que, segin Carnap'>,
todas las ciencias posean un método comun: identificar las operaciones mediante
las cuales el operador humano organiza los grupos de operaciones que realiza
con las colecciones de objetos o de actos para la comunicacion, ya sea cotidiana
o cientifica. El objeto propio de cada ciencia es el estudio de los objetos a los que
se aplican estas operaciones; si los objetos son los simbolos, se trata de ciencias
deductivas, légico-matematicas; si los objetos son significados, se trata de
ciencias lingiiisticas o semioticas; si los objetos son afectos, emociones,
actitudes, se trata de psicologia, ciencia social que nos ocupa en el presente libro;
si los objetos son normas, valores, etc., se trata de sociologia. La teoria general
de sistemas (a la que nos venimos refiriendo y aplicando en nuestro estudio), y la
teoria de la informacion, acaban constituyéndose por esta via en la teoria del
conocimiento cientifico. A este carro se suben entusiasmados muchos, o la gran
parte, de los que en las ciencias humanas se denominan, a si mismos, “teoricos de
la comunicacion”.

12.5.7. Ejemplo

El ejemplo que se desarrolla a continuacion servird para comprender el
concepto de “entropia” y relacionarlo con su formulacion matematica.

"' Rama de la Filosofia que trata de los problemas filosoficos que rodean la teoria del conocimiento. La
epistemologia se ocupa de la definicion del saber y de los conceptos relacionados, de las fuentes, los
criterios, los tipos de conocimiento posible y el grado con el que cada uno resulta cierto, asi como de la
relacion exacta entre el que conoce y el objeto conocido.

2 Vide Carnap R., «Foundation of logic and mathematics », en Fodor y otros, The structure of language,
Nueva York, Prentice Hall, 1964.
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Supongase, v. gr., que fuese posible y se procediera a desagregar en sus
componentes el cuerpo de un ser humano (sistema psicoldgico). Primero se
desagrega el cuerpo Unico en las células que lo componen (una transformacion de
un cuerpo en mil billones de cé€lulas). Luego se desagregan todas y cada una de
las células en las moléculas que las componen (mil billones de transformaciones
de células cada una en cien millones de moléculas).Y finalmente se desagregan
todas y cada una de las moléculas en los 4&tomos que las componen (cien mil
trillones de transformaciones de moléculas cada una en unos diez mil atomos).

El resultado del experimento indicado ofreceria que se habria
transformado el cuerpo de un ser humano en mil cuatrillones de atomos (el
numero mil cuatrillones es un 1 seguido de 27 ceros).

Si se preguntara ahora cudl es la diferencia entre los dos estados del
sistema del ejemplo: uno el cuerpo armado y completo, y el otro estado el cuerpo
desagregado en sus componentes de mil cuatrillones de atomos, responderiamos
que en el estado armado y completo, el sistema del ejemplo posee un orden y
organizacion muchisimo mayor que en el estado desagregado... Y entonces la
cuestion seria simplemente poder medir el “desorden” o “entropia” del sistema
para cada uno de los estados descritos.

De acuerdo a la formulacion matematica y su desarrollo segin sigue, la
entropia para el estado desagregado resulta igual a cero (0), lo cual surge de
considerar que en ese estado los mil cuatrillones de 4tomos conforman un
conjunto de mil cuatrillones de sistemas, cada uno de los cuales esta integrado
por un solo elemento (4&tomo), con lo que:

Es (0-0)= No- 11— N, 1n 1= Ng - 0= 0 (cero)
S (U- 0 VS(O) 0" In 0 Cc€ro) ,

siendo Ny = 1.000.000.000.000.000.000.000.000.000 = 10> 4tomos.

La entropia para el estado del sistema completamente armado resulta de
considerar los pasos sucesivos de agregacion a partir del estado desagregado con
entropia = cero (0).

a) Primer paso de agregacion de atomo a molécula: mil cuatrillones de
atomos se agregan para formar cien mil trillones de moléculas, cada una
de ellas integrada por diez mil 4&tomos. La entropia desciende de cero (0) a
menos novecientos veintiun mil trillones segun sigue:

V(1) 1
= N1 - In
V. (0) 10.000

siendo Ny = 100.000.000.000.000.000.000.000 = 10 moléculas.

Es (0-1)= N; - In =N;-(-921) = -921x 107,

110



CAPITULO 4

b) Segundo paso de agregacion de molécula a célula: cien mil trillones de
moléculas se agregan para formar mil billones de células, cada una de
ellas integrada por cien millones de moléculas. La entropia desciende en
menos dieciocho mil cuatrocientos veinte billones segin sigue:

V.(2) 1

= N2 . ln -
V. (1) 100 .000 .000
siendo N, = 1.000.000.000.000.000 = 10" células.

Es(1-2)= N, In =N, (- 18°42) = -18°42x 10",

c) Tercer paso de agregacion de célula a cuerpo: mil billones de células se
agregan para formar un (1) solo cuerpo integrado por mil billones de
c¢lulas. La entropia desciende entonces en menos treinta y cuatro
unidades con cincuenta y cuatro centésimas segun sigue:

V.03 _ 1 1

Es (2—3) = N3 In N3 - In
1.000.000.000.000.000

=Nj - (- 34°54) = - 34’54,

siendo N5 = 10° = 1 cuerpo.
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CAPITULO 5

CAPITULO5
El estudio sistémico de la Psicologia

1. Percepcién

Un mismo y Unico estimulo no siempre produce idéntica experiencia (v. gr.:
de calor y de luz). El estimulo de una determinada temperatura fisica puede ser
sentida, por el S. psicoldgico, como “caliente” si afecta a algunos puntos de la
piel, y como “frio” si afecta a otros (una gota de acido, asi mismo, producird
acritud en la boca y quemaduras en el 0j0).

Por otra parte, una enorme variedad de efectos subjetivos es producida por
un mismo estimulo eléctrico, que puede excitar, de hecho, todos los sentidos del
S. psicologico. Asi mismo, diferentes estimulos pueden suscitar la misma
respuesta. Por todas estas razones, la clasificacion psicologica de las
experiencias sensoriales debe basarse, a nuestro juicio, no precisamente en las
propiedades fisicas de los estimulos, Sino en los efectos producidos o
experimentados por el sistema.

2. Aprendizajey recuerdo

2.1. Introduccién

El gran escritor argentino J.L. Borges nos apunta que la similitud (o
confusion) entre la realidad inexorable y los suefios, o entre los recuerdos y los
conocimientos, o bien entre la novedad y el olvido, también resulta explicada por
Francis Bacon (Essays LVIII) de forma magistral: “Salomon saith. There is no
new thing upon the earth. So that as Plato had an imagination, that all knowledge
was but remembrance, so Salomon giveth his sentence, that all novelty is but
oblivion”.

No parece discutible el hecho de que todo aprendizaje que no se base en la
propia experiencia del S. psicologico, tendra poco valor; podra aumentar su
erudicion, acquis o “stock” de conocimientos (cuyas fluctuaciones seran
contempladas en capitulos posteriores), pero no mejorard su conducta y, por
supuesto, no se desarrollard su personalidad. Por el contrario, se puede provocar,
incluso, el sentimiento de su ignorancia e inferioridad, bloqueando sus
posibilidades de perfeccionamiento. Y esta deficiencia debera compensarla con
falsas actitudes de seguridad o aplomo que degeneraran en posturas defensivas
frente al grupo en el que tenga que actuar y que constituye su entorno.
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Ya Locke', en el siglo XVII, que era el mas moderado y coherente de los
empiristas ingleses (junto con Berkeley” y, sobre todo, Hume’), demostré como
cualquier idea, ya fuera proveniente de la reflexioén o de la sensacion, viene desde
fuera de la tabula rasa de nuestro intelecto. El inico camino del conocimiento
es la experiencia. En las ideas simples, este razonamiento resulta obvio, porque
representan al objeto singular material; en las ideas complejas y universales
también lo es, dado que no es posible pensar una idea universal sin una referencia
a lo concreto y sin que la imaginacion le acompafe de algin modo con el objeto
real de donde ha extraido la idea pretendidamente universal.

Una disyuntiva importante surge al tratar el problema de la “ensefianza” de
los S. psicologicos. Ya se ha visto que la experiencia deberia ser el punto de
partida de cualquier tarea educativa. A continuacidn, se presenta la cuestion de si
el psicologo educador debe o no manipular esas experiencias. ;Debe de
conducirse, como hace Skinner con sus palomas, operando sobre su conducta
mediante refuerzos o estimulos que roboticen el S. psicologico en un tiempo
récord, o bien debe embarcarse en la tarea de centrar la dinamica educativa en el
propio sistema, confiando en que €ste posee la capacidad de comprenderse y de
resolver eficazmente sus problemas?.

Siguiendo un criterio de terapia centrada en el S. psicologico o no
directividad, el psicologo educador (terapeuta) no debe interferirse manipulando
las experiencias, dado que dicha manipulacién distorsiona la informacion que

! John Locke nacido el 29 de agosto de 1632 en Wrington, Somerset, Inglaterra y fallecido el 28 de
octubre de 1704 en Oates, Essex. Pensador inglés considerado como el padre del empirismo y del
liberalismo. Su epistemologia niega la existencia del innatismo y el determinismo considerando el
conocimiento de origen sensorial, por lo que rechaza la idea absoluta en favor de la probabilistica
matematica. Para Locke, el conocimiento solamente alcanza a las relaciones entre los hechos, al cdmo, no
al por qué. Por otra parte cree percibir una armonia global, apoyado en creencias y supuestos evidentes
por si mismos, por lo que su pensamiento también contiene elementos propios del racionalismo y del
mecanicismo.

% George Berkeley (12 de marzo de 1685 - 14 de enero de 1753), también conocido como el Obispo
Berkeley, fue un filésofo irlandés muy influyente cuyo principal logro fue el desarrollo de la filosofia
conocida como idealismo subjetivo, resumido en la frase, Esse est percipi (Existir es ser percibido). Esta
teoria propone que los seres humanos sélo pueden conocer directamente sensaciones e ideas de objetos,
pero no abstracciones como la materia extensa y el ser. Escribid un gran nimero de obras, de las que se
pueden destacar Los principios del conocimiento humano (1710) y Los tres dialogos entre Hylas y
Philonus (1713) (Philonus, el "amante de la mente", representa a Berkeley, ¢ Hylas, que toma su nombre
de la antigua palabra griega para designar a la materia, representa las ideas de Locke). En 1734 public¢ El
analista, una critica a los fundamentos de la ciencia, que fue muy influyente en el desarrollo de la
matematica.

’ David Hume fue un filésofo, economista e historiador escocés y constituye una de las figuras més
importantes de la filosofia occidental y de la ilustracion escocesa. Los historiadores consideran la filosofia
de Hume como una profundizacién en el escepticismo, aunque esta vision ha sido discutida,
argumentando que el naturalismo tiene un peso comparable en su pensamiento. El estudio de Hume ha
oscilado entre los que enfatizan la vertiente escéptica de Hume (como es el caso del positivismo 16gico), y
los que, en cambio, consideran mas importante la vertiente naturalista (como Don Garret, Norman Kemp
Smith, Kerry Skinner, Barry Stroud y Galen Strawson). Hume estuvo fuertemente influido por los
empiristas John Locke y George Berkeley, asi como por varios escritores franceses como Pierre Bayle, y
algunas figuras del panorama intelectual anglofono como Isaac Newton, Samuel Clarke, Francis
Hutcheson y Joseph Butler. Hume afirma que todo conocimiento deriva, en ultima instancia, de la
experiencia sensible, siendo ésta la inica fuente de conocimiento y sin ella no se lograria saber alguno.
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recibe el sistema (cibernéticamente diriamos que “se producen ruidos™) y ello
afecta al buen funcionamiento del “feedback”.

Es, fundamental, en consecuencia, que el S. Psicologico se sienta libre para
reconocer y elaborar sus experiencias y sentimientos como ¢l cree que debe de
hacerlo, y no como lo crea otra persona, pues, en definitiva, esta alienacion del S.
psicoldgico respecto de su experiencia vivida puede derivar en la formacion de
una personalidad neuroética.

De cualquier modo, lo dicho hasta el momento es susceptible de revision o
rechazo de acuerdo con las experiencias obtenidas en un laboratorio preparado al
efecto. En definitiva, la disyuntiva planteada inicialmente, persiste: se trata de
decidirse por un aprendizaje robotizador o mas bien por un aprendizaje
personalizador, y esta eleccion debe ser efectuada por el psicologo educador o
experimentador.

2.2. Tratamiento sistémico

En todo “aprendizaje”, se da un “ingreso” o “entrada” de informaciones en
el mas amplio sentido de la expresion. “Recordar”, en cambio, como también
“re-conocer” o “re-producir”, constituyen una “salida” o “gasto”. Durante el
periodo o lapso de tiempo que media entre ingreso y gasto, los informes deben
ser conservados o “almacenados”, cumpliendo una fase que puede ser breve o
larga. Por otra parte, un S. psicoldgico que aprendid algo ya no puede ser nunca
el mismo, experimentando una transformacién, o si se quiere, una implicacién
alterativa en su estructura: muchas respuestas quedaran condicionadas por las
modificaciones operadas en el sistema por el aprendizaje, considerado como
“input” del mismo.

Considerar el aprendizaje y el recuerdo como un ingreso, un
almacenamiento y un gasto de informacion tiene la ventaja (que es importante)
de poderlos comparar, por un lado, con los influjos hereditarios o genéticos, y,
por otro, con el ordenador.

En el ambito de la herencia, la recepcion o ingreso (“input”) toma la forma
de modificaciéon bioquimica cromosomatica. Ademds, las semejanzas y
diferencias entre los métodos de almacenaje propios del cerebro humano (que
constituye un elemento capital del S. psicologico) y los de los ordenadores
fabricados por el hombre, no estriban sélo en la cantidad de informacion que son
capaces de acumular y retener: la manera de almacenar y la ingente variedad de
métodos de recuperacion de datos de que dispone el cerebro muestran que €ste
posee medios de codificacion muy complejos que, en los albores del siglo XXI,
aun no se han logrado superar por la tecnologia constructiva de los ordenadores
electronicos.
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Se cree que las teorias sobre el aprendizaje constituyen, hoy por hoy, una de
las partes mas abstrusas de la Psicologia, debido a los esfuerzos que se han hecho
para fundamentarlas en unas bases muy precisas, matematica y
experimentalmente. Pero, a mi entender, este esfuerzo era necesario para ordenar
y profundizar en los métodos, y también conveniente para racionalizar esta
ciencia social.

Thorndike® trasladé al campo de la pedagogia ciertos descubrimientos
suyos en el estudio de la conducta de ciertos animales, elaborando asi sus
conocidas tres leyes del aprendizaje: “ley del ejercitamiento”, “ley de la conexion
asociativa”, y “ley del efecto”. Se comprueba, entonces, que la relacion estimulo-
respuesta tiene lugar a diferentes niveles del sistema nervioso (que es un
subsistema o elemento del S. psicoldgico).

En las “curvas de aprendizaje”, se van midiendo en el eje de abscisas los
sucesivos experimentos, y, en el de ordenadas, o bien los aciertos, o bien el
tiempo, o bien el numero de errores cometidos en cada prueba.
Consecuentemente, el hecho de que una curva de aprendizaje suba o baje es
arbitrario, y depende de la clase de unidad elegida. Para trazarla no es preciso que
en cada prueba individual haya una serie continua de aciertos: los valores que se
obtengan a intervalos bastaran, por lo comun. En la préctica, dichas curvas
resultan ser de tres tipos diferentes:

a) Negativamente acelerada: son mayoria. Aprendizaje rapido al principio,
y disminucion conforme aumenta el nimero de pruebas.

b) Positivamente acelerada: caso inverso del anterior.

c) Configuracion sigmoide: positiva aceleracion inicial y negativa
aceleracion final.

El “plateau” es una parte llana de algunas curvas que representa una fase en
que en la capacidad discente del S. psicoldgico existe una limitacion temporal o
permanente. Pueden aparecer en distintas fases de la curva, y de su estudio se
deduce que durante sus periodos de aparicion posiblemente se incube o potencie
una mayor capacidad de aprender: todo ello conduce al desvelamiento de la
estructura del sistema, o problema planteado en la “black-box”.

* Edward Lee Thorndike (31 de agosto de 1874 - 9 de agosto de 1949) fue un psicélogo estadounidense.
Su trabajo, estudiando la conducta de los animales, le condujo a la teoria del “conexionismo”. Naci6 en
1874 en una familia protestante de confesion metodista (su padre era pastor de una de estas iglesias), que
hizo de la disciplina y la austeridad el signo de los primeros afios de su vida. Ingresé en la Universidad
Wesleyana de Connecticut, donde se licencio en 1895, pasando luego a la Universidad de Harvard, donde
tuvo como maestro a William James. Sus investigaciones con polluelos las hizo en el mismo sotano de
James. En principio, se interesdé por la comunicaciéon mediante gestos inconscientes (debido a la
informacion que le llegd sobre un caballo que realizaba operaciones aritméticas). Tras Harvard, fue tutor
en la Universidad de Columbia, en Nueva York, donde se doctoré en 1898. Continudé ensefando en
Columbia hasta su jubilacién en 1941. Muri6 en 1949.
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El estudio del individuo como sistema viene confirmado cuando un hecho
de comportamiento queda explicado al demostrarse que es deducible a partir de
las condiciones que lo anteceden.

Hay teoricos que mantienen que todo aprendizaje se adapta a algun tipo
particular de condicionamiento (recordemos el caso del perro de Pavlov, ya
referido). Una respuesta condicionada se ha vinculado a un determinado
estimulo; pero aquella, no puede ser mas que un elemento componente de la
respuesta incondicionada. El efecto de sus interacciones alcanza, a nuestro modo
de ver, una elevada representatividad en el campo de la Teoria General de
Sistemas.

Un aspecto digno de juicio es, asi mismo, el de la personal expectacion del
que aprende con respecto a las consecuencias de cualquier cosa que haga por
aprender. Estas esperanzas pueden entrafiar diversos grados de confianza o
“probabilidad subjetiva” de alcanzar el éxito. Esquematicamente, lo enunciado
podriamos representarlo asi:

RESULTADO
PREMIO O PROBAB. E.M.”subjetiva”
ACCIONES GANANCIA SUBJETIVA 0 “valor medio”
X
A X L9\ X x P X
B Y b Y < Y
C z p? zx W

Como puede observarse, actuamos en un modelo probabilistico de
funciones discretas. Entendiendo la esperanza matematica subjetiva como el
producto de la probabilidad subjetiva por el resultado de una determinada accion
(premio o ganancia), veamos que la decision optima vendra determinada por la
mayor esperanza matematica subjetiva E; de n casos distintos, a saber:

VE. ¢ {E,,E,,...,E, }

iE_. —» 3JE./E. > E., ;
T VE, e {E,.E,,... E, }

siendo E; = E. M. optima.
En todo caso, se trata de aplicar la “teoria matematica de los juegos de

estrategia” en la eleccion de un criterio dptimo. En principio, el desconocimiento
o aleatoriedad de los fendmenos de aprendizaje pueden conducir al psicologo
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experimentador a plantearse ciertos “juegos contra la naturaleza”, viéndose
obligado, si se acepta esta proposicién, a imaginar que la naturaleza toma
automaticamente el estado que le va a ser mas desfavorable al S. gestor, como
supone implicitamente el criterio de Von Newmann.

2.3. La dicotomia: Adaptacion — Aprendizaje

Un Sistema psicologico no puede sobrevivir en un contexto en movimiento
mas que cuando es capaz de evolucion, es decir, de “adaptacion” a las
modificaciones del universo que lo rodea. Normalmente, el mecanismo de
adaptacion podria ser, en nuestra opinion, el de la prueba-error (“trial-errors”™),
consistente en los siguientes estadios:

a) Seleccionar un estado.

b) Comprobar los resultados.

c) Conservar la solucion si resulta satisfactoria (es decir, si las V.C.
toman los valores deseados). En caso contrario, procede:

d) Seleccionar otro estado, hasta llegar a una solucion aceptable (estados de
la zona de estabilidad).

Ahora bien, si la duracion de la busqueda de estas zonas de estabilidad es
incompatible con la cadencia de modificacion de perturbaciones, el S.
psicologico siempre se encontrara retrasado y en desequilibrio. Ahi aparece el
papel del control y de la regulacion, situados entre el sistema y el universo,
consistente aquél en la busqueda de zonas de estabilidad, con la rapidez
adecuada, en funcion de la informacion que recibe del S. exterior.

La rapidez de adaptacion depende de la variedad y repeticion de las
influencias exteriores, pero esta favorecida por la capacidad de “aprendizaje”.
Es lo que ocurre cuando el S. Psicologico, frente a un grupo de variables de
entrada U, halla los valores de las V.A. (variables de accion) que permiten lograr
y mantener los objetivos con mas rapidez que, cuando en el pasado, recibio el
mismo grupo U de V.E. Entonces, podremos afirmar que el “S. Psicoldgico ha
aprendido”.

Asi pues, la “adaptacion” es la facultad de seguir las evoluciones futuras, y
el “aprendizaje”, la facultad de utilizar los efectos procedentes de las
adaptaciones pasadas.

A raiz de todo ello, surgen unas cuantas definiciones y clasificaciones en
las que pueden encontrarse los S. psicolégicos, a saber:

1 - S. “sub - organizado”: es aquél en que el acoplamiento entre dos
elementos es muy débil. Como consecuencia de ello, la informacién circula
muy lentamente o incluso no circula: la adaptacion, por tanto, es lenta en
manifestarse, quedando, ademas, muy localizada. De este modo, el S. se
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organiza en una yuxtaposicion de sub-sistemas independientes, o muy
débilmente acoplados, que permanecen inmdviles (puesto que las
informaciones y/o perturbaciones no “llegan”). El aprendizaje se convierte,
entonces, en rutina, por falta de luchar contra situaciones nuevas.

2 — S. “super - organizado”: es aquél en que todo elemento reacciona sobre
todos los demas, ocasionando, su carencia, serios trastornos.

3 - S. “muy fuertemente acoplado”: es aquél en que todos sus elementos
estan ligados entre si.

Probablemente, los S. variables y eficaces se encuentran entre los extremos
anteriormente citados.

3. Comunicacién

El ser humano, como es sabido, es un animal social: su sociabilidad es parte
de su herencia biologica, lo cual significa que, por naturaleza, el hombre y la
mujer viven relacionandose con otros hombres y/o mujeres, con los que forma
diversos grupos, entre ellos el de la familia, institucion de la que se ha llegado a
afirmar que constituye la “c¢lula de la sociedad”.

Toda agrupacion es —aparte de otros conceptos que por razones obvias de
espacio no podemos tratar en este estudio— un sistema de comunicaciones de
variable eficacia. Para que la comunicacion dentro de un mismo grupo o sistema
(“caja negra” o black box) o entre dos 6 mas (contexto general) resulte eficiente,
deben cumplirse ciertas condiciones, algunas de las cuales son relativas a los
mensajes mismos, y constituyen una problematica tipicamente psicologica.

La comunicacion social se realiza cuando un emisor transmite informacion
a un receptor. Pero esto solo puede ocurrir respecto de algo acerca de lo cual el
receptor esta inseguro; de lo contrario, normalmente, no vendrian a aumentarsele
los informes que ya poseyera con anterioridad. La inseguridad (o duda) equivale
—en el lenguaje que nos interesa en el presente trabajo— a la presencia de
alternativas, y el “grado de duda” del receptor puede medirse por el nimero de
alternativas u opciones que se le ofrecen para elegir. Pueden surgir, asi mismo,
problemas de cuantificacion para averiguar cudnto es lo que se debe transmitir
para que el mensaje se comunique completo, sin menoscabos de ninguna clase.

Por otra parte, resulta un hecho evidente y, en todo caso, demostrable, que
las respuestas postreras de varios sistemas “‘encadenados” por una
comunicacién van perdiendo su intensidad inicial (amén de experimentar unas
modificaciones estructurales que aqui no pueden incumbirnos). En los “rumores
artificiales”, creados por un experimentador, se demostrd que estas pérdidas son
de cerca de 1/3 del contenido, por término medio, cuando el rumor se transmite
de la 1* persona o sistema al 2° sistema. Producese una ulterior pérdida
proporcional, méas bien pequefia, al transmitirselo el 2° sistema al 3°, y otra
pérdida cuando el rumor pasa al 4° sistema. Posteriormente, se va conservando,
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poco mas o menos, alrededor de un 30% de la informacion original. Esta especie
de transmision en serie de un sistema a otro pueda producirse en cuestion de
minutos, y la continua pérdida de informacion resulta comparable a la pérdida de
memoria individual correspondiente a un periodo de 2-3 semanas. Es decir: que
el 1 sistema reproduciria al cabo de aproximadamente 15 dias la misma
informacion o fraccion del mensaje original que el 5° sistema de la serie podria
reproducir al cabo de '2 hora de haberse iniciado la comunicacion.

El universo “burocritico” se caracteriza por presentar un tipo de
comunicacion “en cadena”. Sin embargo, cuando hablamos de una “dictadura”
pensamos en otro tipo de comunicacion: “en estrella” (“confluencia”), desde
cuyo centro una autoridad irradia o6rdenes indiscutibles a sus subordinados. Un
“anillo” comercial significa que los miembros que lo constituyen poseen
privilegios, de los que estan excluidos los que no pertenecen a ¢l. Los ejércitos,
universidades, partidos politicos, fabricas y talleres, bancos y cajas de ahorro,
individuos aislados..., constituyen sistemas con redes de comunicacion
caracteristicas.

Pues bien, considerando ahora 5 sistemas (A, B, C, D, E) psicoldgicos
intercomunicables, representemos esquematicamente los diversos tipos
expuestos:

@
N

%

@—O@ @

@-@-0-@-@

4“—>r
®+—@© ®.__ 5
o
CIRCULO BIFURCACION CONFLUENCIA
(ANILLO) CADENA (HORCA) (ESTRELLA)

FIG. 5.1. Tipos de comunicacion entre los sistemas.

Vamos ahora a analizar separadamente cada uno de ellos:

e Enel CIRCULO o ANILLO, cada S. psicologico (individuo o conjunto
de ellos) puede comunicarse con sus vecinos posicionales de ambos lados.

e En la CADENA, A no puede comunicarse con E ni tampoco vice-versa
pues, de lo contrario, las condiciones serian las mismas que las del circulo o
anillo, A y E constituyen, en definitiva, los eslabones extremos de una
CADENA.
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e LaHORCA 0 BIFURCACION es una cadena de 4 miembros:
A - B - C -D, siendo reemplazado el D=——E de la cadena por el C «—E .

e La CONFLUENCIA o ESTRELLA, por ultimo, se distingue por tener
un miembro central B a través del cual deben ir pasando todos los mensajes.

Se realizaron experiencias con las 4 disposiciones anteriormente resefiadas,
estableciéndose una marca de velocidad, errores y numero de mensajes o
“respuestas” transmitidas. La mayoria de los errores observados fueron
cometidos por el tipo CIRCULO, y el menor numero de ellos por los tipos
HORCA y CONFLUENCIA (aunque este ultimo daba, a su vez, menos mensajes
que el CIRCULO). Hubo pocas diferencias entre las disposiciones en cuanto a la
velocidad con que se emitieron los “outputs” (respuestas).

Observemos, ahora, un ejemplo de modelo de comunicacion publica, tal
como el del trafico. El conductor constituye un sistema psicologico que va
recibiendo continuamente informacion —en su mayor parte visual— del trafico que
le rodea. Hasta qué punto debe depender de esta avalancha de informes visuales
y sonoros lo comprendera dramaticamente si cierra los 0jos por unos momentos
mientras conduce su vehiculo. Pero no s6lo debe absorber informacion —mucha
de la cual no va primordialmente dirigida al sistema— sino que, ademas, ha de
transmitir mensajes a otros sistemas (conductores y peatones de las
proximidades) empleando un cddigo reconocido de sefiales visuales y auditivas o
acusticas.

e Conclusion: ElI ser humano, considerado como sistema, recibe,
almacena y transmite informes emotivos e intelectuales. Y él mismo, como
individuo, constituye, en si, un S. de autocomunicacion: en efecto, ;no toma
muchas veces el “pensar” como forma de conversacion interior?. Pero esta ultima
proposicion queda velada por el problema de “black-box™.

Por otra parte, y a nuestro entender, uno de los cometidos principales del
psicologo es medir la cantidad de informacion recibida por un individuo o
sistema en unidades “subjetivas” (que son distintas de las “objetivas™). Y es por
todo ello que la aplicacion de la Teoria General de Sistemas a este apartado
psicoldgico se nos antoja altamente interesante.

4. Elecciény Valoracion
4.1. Introduccion

Como ya hemos apuntado anteriormente en el segundo epigrafe del
presente capitulo, en la eleccion racional puede aplicarse la teoria de los juegos

de estrategia, conocida técnica matematica de la Investigacion Operativa que nos
determinara, bajo unas condiciones dadas, la eleccion 6ptima, tras la eleccion

121



EL ESTUDIO SISTEMICO DE LA PSICOLOGIA

subjetiva de un cierto criterio de juego que vendra implicada por la actitud del
jugador o sistema psicologico.

Sin embargo, frecuentemente, el problema del psicélogo no es tanto el
hallazgo de una eleccidén dptima como el estudio o analisis de una eleccion
determinada, ya previamente realizada por un individuo o Sistema. Y este
segundo problema posee profundas implicaciones psicologicas cuyo estudio no
constituye objeto del presente libro.

4.2. El planteamiento histdrico del problema

Posiblemente, sea justo resaltar, por encima de cualquier otra apreciacion,
desde el punto de vista operativo, el hecho de que los matematicos suizos
Cramer® (1704-1752) y Bernouilli® (1700-1782) hicieran notar que el valor o
utilidad que, subjetivamente, asignamos al aumento de nuestro capital, va
disminuyendo con cada adicion sucesiva.

Ahora bien, mientras Cramer supuso que la utilidad de cada unidad
adicional es inversamente proporcional a la utilidad del nimero de unidades que
ya se poseyeran, Bernouilli supuso que es inversamente proporcional al nimero
de unidades ya poseidas antes del aumento. Por otra parte, segun Cramer, la
utilidad de nuestra riqueza crece como la raiz cuadrada de su cantidad, mientras
que, segun Bernouilli, dicha utilidad aumenta como el logaritmo de nuestra
riqueza.

Veamos, esquematicamente, ambas concepciones. Siendo:
@ — » unidades de valor )
(U) —— utilidad

@ —» riqueza

— constantes D

> Gabriel Cramer trabajo en Analisis y determinantes. Llegé a ser profesor de matematicas en Ginebra y
escribid un trabajo donde relataba la historia de la fisica. También destaco en geometria y en la historia de
las matematicas. Cramer es mas conocido por su trabajo en el estudio de matrices, sistemas de ecuaciones
y determinantes, pero también hizo contribuciones notables en el estudio de las curvas algebraicas (1750).
% Daniel Bernouilli fue el segundo hijo de Johann Bernouilli y sobrino de Jacob Bernouilli, hermano a su
vez de Nicolas y Johann. En el afio 1725, Daniel y su hermano Nicolas fueron invitados a trabajar en la
Academia de Ciencias de St. Petersburg. Alli colabord con Leonard Euler, quien llego a St. Petersburg en
el afio 1727. En el afio 1731 Daniel extendid sus investigaciones para cubrir problemas de la vida y de la
estadistica de la salud. En 1733 Daniel regres6 a Basilea donde ensefi¢ anatomia, botanica, filosofia y
fisica. Su trabajo mas importante fue en hidrodinamica, en que consideraba las propiedades mas
importantes del flujo de un fluido, la presion, la densidad y la velocidad y dio su relacion fundamental
conocida ahora como “Principio de Bernouilli” o Teoria Dinamica de los Fluidos. También estableci6 la
base de la teoria cinética de los gases. Entre los afios 1725 y 1749 gand diez premios por sus trabajos en
astronomia, gravedad, mareas, magnetismo, corrientes del océano y el comportamiento de los buques.
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Las dos concepciones anteriormente expresadas son las siguientes:

K

CRAMER > U(P+1)=
Ud+2+..+P)

- U(H) =K x~H

B

BERNOUILLI — U (P +1) = KPi 5 U(H)=K®xlog H

J

De hecho, ni Cramer ni Bernouilli adujeron pruebas concluyentes en
apoyo de sus respectivas hipdtesis. Y la tnica que, desde entonces, se ha
aportado (por parte de E. H. Galanter), mas bien parece dar la razon a Cramer
(pareci6 poder deducirse que para “duplicar” la felicidad del individuo haria falta
“cuadruplicar” el regalo).

El principio expuesto de Cramer - Bernouilli posee importantes
consecuencias y derivaciones en la Psicologia de lo econdmico (fijacion del
aumento de los salarios por parte del empresario o Convenio Colectivo sindical,
segun la apreciacion subjetiva del obrero; fijacion del aumento de impuestos por
parte del ministerio de Hacienda, del Parlamento o del Plenario municipal, de
modo que el contribuyente apenas lo advierta).

4.3. “Utilidad” y conducta del sistema psicoldgico

El punto de partida acostumbrado en el estudio de la conducta del
consumidor es el postulado de su racionalidad. Se supone que el sistema
consumidor escoge entre todas las alternativas de consumo posibles, de modo
que la satisfaccion obtenida de los bienes elegidos (en el mas amplio sentido) sea
lo mayor posible. Esto implica que se da cuenta de las alternativas que se le
presentan y que es capaz de valorarlas. Toda la informacion relativa a la
satisfaccion que el consumidor obtiene de las diferentes cantidades de bienes por
él consumidos, se halla contenida en su funcion microecondmica de utilidad.

El concepto de utilidad y su maximizacién hallase vacio de todo significado
sensorial. El aserto de que un cierto consumidor/a experimente, por ejemplo,
mayor satisfaccion o utilidad por la adquisiciéon de un automoévil que de un
conjunto de vestidos, significa que si se le presentase la alternativa de recibir
como regalo un automovil o un conjunto de vestidos elegiria lo primero. Algunos
bienes 0 servicios que son necesarios para sobrevivir, como una vacuna cuando
se declara una epidemia o sangre ante la perentoriedad de una transfusion,
pueden resultar para el consumidor de méxima utilidad, aunque el acto de
consumirlas no lleve precisamente anexa ninguna sensacion agradable, como por
ejemplo un molesto pinchazo.

Los economistas del siglo XIX W. Stanley Jevons, Ledn Walras y Alfred

Marshall consideraban la utilidad medible, al igual que es medible el peso de los
objetos, presumiendo que el consumidor poseia una medida cardinal de la

123



EL ESTUDIO SISTEMICO DE LA PSICOLOGIA

utilidad, y siendo capaz de asignar a cada bien o combinacidn de ellos un nimero
representando la cantidad de utilidad asociada con ¢él. Los numeros que
representaban cantidades de utilidad podian manipularse del mismo modo que
los pesos de los objetos. Asi, si la utilidad de A es de 15 unidades, y la de B es
de 45 unidades, el S. consumidor “preferiria” tres veces mas B que A. Las
diferencias existentes entre los indices de utilidad podrian compararse o
relativizarse, y la comparacion podria llevar a razonamientos curiosos tales
como: “A es preferible a B dos veces lo que C es preferible a D”.

También se supuso que las adiciones a la utilidad total del consumidor,
resultantes del consumo de nuevas unidades de un producto o servicio,
disminuian cuanto més se consumiese del mismo, algo asi como la “ley de los
rendimientos decrecientes” en agricultura. Entonces, la conducta del S.
consumidor puede deducirse facilmente con el siguiente razonamiento: NO
aumentara el consumo de un producto si el aumento en una unidad involucra
una pérdida neta de utilidad; s6lo aumentara su consumo si con ello realiza una
ganancia neta de utilidad. Este es el sentido en el que la teoria predice la
conducta del consumidor.

Las hipotesis sobre las que estd construida la teoria cardinal de la utilidad
son muy restrictivas: se pueden deducir conclusiones equivalentes partiendo de
hipotesis mucho mas débiles. Por este motivo, no hay por qué suponer que el S.
consumidor posee una medida cardinal de la utilidad, o que dicha utilidad
marginal disminuye a medida que se aumenta el consumo de un producto.

Si el S. consumidor obtiene mayor utilidad de una alternativa A que de una B,
se dice que prefiere A a B’. El postulado de la racionalidad equivale a la
formulacion de las cuatro siguientes afirmaciones:

1 — En cada posible par de alternativas Ay B , el S. consumidor sabe si
prefiere AaB,BaA, o esta indeciso entre ellas.

2 — Solo una de las tres posibilidades anteriores resulta verdadera para cada
par de alternativas.

3 — Si el consumidor prefiere A a B, y B a C, también preferira A a C, como
aplicacién logica de la propiedad transitiva. Esta altima afirmacion garantiza
que las preferencias del S. consumidor son consistentes o “transitivas”.
Efectivamente, si se prefiere un automovil a un vestuario y éste, a su vez, a un
tazon de sopa, también se preferira un automdvil a un tazoén de sopa.

4 — Si se considera, por Gltimo, que A es preferible a By B es preferiblea Ay
que, como consecuencia de ello, las preferencias del S. consumidor hacia Ay B
son las mismas, nos hallaremos en presencia de una “relacion de orden estricto”
desde el punto de vista de la Teoria de Conjuntos.

7 Una cadena de definiciones debe detenerse alguna vez. La palabra o tiempo verbal “prefiere” (tercera
persona del singular del presente de indicativo) se podria definir en el sentido de “gusta mas que”, pero
entonces esta ultima expresion tendria que dejarse, a su vez, sin definir. El término “preferir” esta huero
de cualquier significado relacionado con un determinado placer sensorial.
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El postulado de la racionalidad, tal como acaba de establecerse, solamente
requiere que el consumidor sea capaz de clasificar los bienes y servicios en
orden de preferencia. El S. psicoldgico posee una medida de la utilidad ordinal, o
sea, no precisa ser capaz de asignar numeros que representan (en unidades
arbitrarias) el grado o cantidad de utilidad que obtiene de los articulos: su
clasificacion de los mismos se expresa matematicamente por su “funcion de
utilidad”, que no es tnica y se supone continua, asi como su primera y segunda
derivadas parciales, al tiempo que asocia ciertos nimeros con varias cantidades
de productos consumidos; pero estos niumeros suministran sélo una clasificacién
u orden de preferencia. Si la utilidad de la alternativa A es 15, y la de B es 45
(esto es, si la funcidn de utilidad asocia el namero 15 con la alternativa o bien A
y el nimero 45 con la alternativa B), solo puede decirse que B es preferible a A ,
pero resulta absurdo colegir que B es tres veces preferible a A .

Esta nueva formulacion de los postulados de la teoria del consumidor no se
produjo hasta finales del siglo XIX. Es notable que la conducta del S.
consumidor pueda explicarse tan correctamente en términos de una funcion de
utilidad ordinal como en los de una cardinal. Intuitivamente, puede observarse
que las elecciones del consumidor estan completamente determinadas si se posee
una clasificacion —y sélo una— de los productos, de acuerdo con sus preferencias.
De este modo, podemos imaginar al S. psicologico poseyendo una lista de
productos en orden decreciente de deseabilidad; cuando percibe su renta
disponible, empieza comprando los productos que encabezan dicha lista, y
desciende tanto como le permite dicha renta®. Por lo tanto, no es necesario
presumir que el S. psicoldgico posee una medida cardinal de la utilidad; es
suficiente con sostener la hipdtesis, mucho mas débil, de que posee una
clasificacién consistente de preferencias”.

4.4. Modelos de eleccion
4.4.1. Concepto

Resulta factible proponerse distintos modelos tedricos de eleccion. Los
procedentes de la matematica estadistica pueden basarse en el supuesto de que el
que elige, o S. psicologico, es hombre que discurre (inteligente y prudente) y, en
consecuencia, se le presentan varias tacticas racionales a seguir. Dichos modelos
son los que estudia la Teoria de los Juegos de estrategia, y que ya he citado
anteriormente.

Sospecho, sin embargo, que los modelos de eleccion mas eficientes desde el
punto de vista psicologico deben ser construidos para “explicar” y predecir el

¥ Resulta irrelevante cuanto se apetece un articulo concreto de la lista; siempre se escogera el articulo que
ocupe en ella un lugar mas elevado.

? Vide HENDERSON-QUANDT en Microeconomic Theory (A mathematical approach). Hay traduccion
al castellano en Ed. Ariel. Barcelona, 1962. Citado en la bibliografia.
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comportamiento “real” de quien elige: la forma de actuar preferida es aquella con
la que, subjetivamente, parezca que el valor o la utilidad resultaran mayores. En
el fondo se trata de juegos contra la naturaleza, a resolver por el Criterio de
Laplace o de igual verosimilitud. Al ser conocidas las probabilidades de los
diferentes estados posibles de la naturaleza (probabilidades “subjetivas™), se
utilizard el criterio de la esperanza matematica maxima (si es matriz de
utilidades) o minima (si es matriz de “penas” o “lamentos”), reduciendo la matriz
del juego a una matriz o vector columna.

No se trata, por tanto, de escoger simplemente entre dos objetos
cualitativamente distintos, sino de elegir entre la oportunidad de sacar un
provecho y la de sacar otro (y este hecho viene a complicarse con la aparicion de
las probabilidades subjetivas).

4.4.2. Un ejemplo belicoso

Vamos a presentar, a continuacion, un supuesto que puede ser real en una
confrontacion armada (jojala no se produjera nunca!). Un mando militar ignora si
el mando militar enemigo empleard, en la batalla que se avecina, las siguientes
fuerzas:

(X) (3 brigadas de infanteria y 1 acorazada).

(2 brigadas de infanteria y 2 acorazadas).

El mando militar acttia como un S. psicologico. Las dos realidades posibles
son X eY,y el mando piensa que las probabilidades subjetivas son:

y=1/4
—

Los resultados posibles de la batalla que se prepara son tres:
V (victoria)
—< I (resultado indeciso)
D (derrota)

y el mando las valora asi, segiin las utilidades respectivas:

U(v)=3

<U(I)=2
U (D)=-1
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A su vez, el mando militar puede disponer sus tropas de 2 modos distintos:

a \%
< , y sabe que su “probabilidad subjetiva” respecto de: < I ,seha
b D

de resolver en cada una de las siguientes combinaciones posibles: §

o &
SIS

Finalmente opta por a o por b segin a cual de estos modos se corresponde
la mayor utilidad esperable, habida cuenta de su valoracion de las probabilidades
de X y de y en el estado actual de la situacion. Se pueden representar los valores
hipotéticos de la probabilidad subjetiva del mando (), tocante a la victoria,
empate y derrota, respectivamente, en cada una de las 4 combinaciones citadas,
como sigue a continuacion:

VALORES(Y)|
de la victoria (V)  del empate (1) de la derrota (D) X
U=3) U=2) U=-1)
a—X --------- 0’3 02 0’5 1°0
a—-y --------- 0’4 0’3 03— 1°0
b—Xx --------- 03 0’3 0’4————1°0
b—y --------- 0’1 0’6 0’3 1°0

FIG. 5.2. Valores hipotéticos de la probabilidad subjetiva del mando.
El mando militar comparara, ahora los calculos para a con los de b,
siguiendo el criterio de eleccion de la esperanza matematica o valor medio

maximos (pues se manejan utilidades).

Y asi, obtendremos lo siguiente:

(EM.), = %[3><0'3+2><o'2+(-1)><0'5]+%[3><0'4+2><o'3+ (-1)x03]=
=0200+1'125=1'325

También:

(EM), =%[3><O‘3+2><O‘3+(—1)><0'4]+%[3><0'1+2><0‘6+(—1)><0'3]=
=0275+0900=1175
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De este modo, racionalmente, el mando militar debe disponer sus tropas
del modo a, dado que, como hemos comprobado:

(E. M.),> (E. ML),
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CAPITULO 6
De interés para el psicélogo
experimentador

1. Los albores de la psicologia experimental
1.1. Introduccion

Podriamos definir la psicologia experimental como la aplicacion de un
conjunto de técnicas de laboratorio, semejantes a las de las ciencias naturales,
para el estudio del comportamiento y los fendmenos psiquicos, entre los que se
incluyen elementos de estudio tradicionales de la psicologia, como la percepcion,
la memoria, el pensamiento, el aprendizaje y la resolucion de problemas. La
psicologia experimental es una aproximacion que considera que los fendmenos
psicologicos pueden ser estudiados por medio del método experimental. El
método experimental implica la observacion, manipulacion y registro de las
variables (dependiente, independiente e intervinientes) que afectan un objeto de
estudio. En la medida en que el uso del método experimental garantiza una
practica cientifica, la parte méas cientifica de la psicologia se identifica
precisamente con la psicologia experimental.

El término “psicologia experimental” se refiere mas a una clasificacion de
la psicologia en términos metodoldgicos y no en términos substantivos. Por lo
tanto, cualquier escuela o corriente psicoldgica que utilice el método
experimental es considerada como parte de la psicologia experimental,
independientemente de las consideraciones epistemologicas sobre su objeto de
estudio. Areas como la percepcion, el aprendizaje y la cogniciéon han sido
estudiadas tradicionalmente con el método experimental.

Pues bien, hemos creido conveniente realizar una sintesis historica, al
comienzo del presente capitulo de nuestro libro, sobre los inicios de la Psicologia
experimental que, por razones obvias, también puede resultar de gran interés para
el psicélogo experimentador.

1.2. Los siglos XVI1'y XVIII: la epistemologia de la mente

Siguiendo el trabajo de Robert H. Wozniak (“Mente y cuerpo: de René
Descartes a William James”), veamos que de acuerdo con la opinién aceptada
mayoritariamente’, la psicologia cientifica tuvo su comienzo en Alemania en la
forma de una psicologia fisiologica nacida del matrimonio entre la filosofia de la
mente, por un lado, y la fenomenologia experimental enraizada en la fisiologia

! Vide Boring, E.G. (1950). A History of Experimental Psychology. New York: Appleton-Century-Crofts,
Inc.
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sensorial, por otro. La psicologia filoséfica, preocupada por el problema
epistemoldgico de la naturaleza de la mente cognoscente en relacion al mundo
conocido, aportd cuestiones fundamentales y estructuras explicativas; la
fisiologia sensorial y en cierto grado la fisica contribuyeron con los métodos
experimentales y un creciente cuerpo de datos fenomenoldgicos.

En una version de esta historia que puede ser rastreada al menos hasta
Ribot?, la epistemologia de los siglos XVII y XVIII culmind en la obra de
Immanuel Kant®, quien negd la posibilidad de que la psicologia llegara a ser una
ciencia empirica por dos causas:

1%) Puesto que los procesos psicoldgicos varian en una sola dimensién, el
tiempo, no pueden ser descritos matematicamente.

2%) Puesto que los procesos psicoldgicos son internos y subjetivos, Kant
afirmé también que no podian ser medidos.

Obviamente, las anteriores consideraciones del genio de Konigsberg
resultaron, con el tiempo, erroneas. No obstante, tanto la corriente del empirismo
como la del racionalismo van a confluir en Kant. El empirismo acabo6 en David
Hume (1711-1776) en escepticismo fenomista. El racionalismo culmind en
Leibnitz (1646-1716), cuyas doctrinas sistematizadas y trivializadas por su
discipulo Christian Wolff, acabaron en un dogmatismo racionalista. Kant,
influido sucesivamente por ésta y por aquella tendencia, intenta superarlas
fundiéndolas en su apriorismo, en el que sefiala a la experiencia y a la razon el
papel preciso que desempefian en el conocimiento. Al mismo tiempo, intenta
superar el escepticismo y el dogmatismo con su criticismo, sometiendo a un
severo examen las facultades cognoscitivas del ser humano y sefialandoles, en
tajantes limites, lo que pueden y lo que no pueden. Para lograr una exacta
comprension de Kant y de su pensamiento, no hay que olvidar tampoco el

2 Vide Ribot, T. (1879). La psychologie allemande contemporaine ... Paris: Librairie Germer Bailliére et
Cie. [ENG: (1886). German Psychology of To-Day. New York: Charles Scribner's Sons.]

* Immanuel Kant naci6 en 1724 y muri6 en 1804; filésofo aleméan, considerado por muchos como el
pensador mas influyente de la era moderna. Nacido en Konigsberg (ahora, Kaliningrado, Rusia) el 22 de
abril de 1724, Kant se educd en el Collegium Fredericianum y en la Universidad de Koénigsberg. En la
escuela estudio sobre todo a los clasicos y en la universidad, fisica y matematicas. Tras la muerte de su
padre, tuvo que abandonar sus estudios universitarios y ganarse la vida como tutor privado. En 1755,
ayudado por un amigo, reanud6 sus estudios y obtuvo el doctorado. Después, ensefid en la universidad
durante 15 afios, y dio conferencias primero de ciencia y matematicas, para llegar de forma paulatina a
disertar sobre casi todas las ramas de la filosofia. Aunque las conferencias y escritos de Kant durante este
periodo le dieron reputacion como filésofo original, no se le concedi6 una cétedra en la universidad hasta
1770, cuando se le designé profesor de I6gica y metafisica. Durante los 27 afios siguientes continué
dedicado a su labor profesoral y atrayendo a un gran ndmero de estudiantes a Konigsberg. Las ensefianzas
religiosas nada ortodoxas de Kant, que se basaban mas en el racionalismo que en la revelacion divina, le
crearon problemas con el Gobierno de Prusia y en 1792 Federico Guillermo Il, rey de esa nacion, le
prohibio impartir clases o escribir sobre asuntos religiosos. Kant obedeci6 esta orden durante cinco afios,
hasta la muerte del rey, y entonces se sintio liberado de su obligacion. En 1798, ya retirado de la docencia
universitaria, publico un epitome donde se contenia una expresion de sus ideas de materia religiosa.
Muri6 el 12 de febrero de 1804.
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impacto causado en él por el éxito de la Fisica galileo-newtoniana y que su vida
se desarroll6 en plena época de la llustracion.

Para Kant, la funcion propia del entendimiento es la facultad de juzgar,
esto es, unir en la sintesis judicativa los conceptos puros a los datos de la
experiencia, mientras que la funcion propia de la razon es concluir, o sea, llegar a
los dltimos resultados. Las sintesis finales a las que se aspira constituyen las
ideas de la razon. EI ser humano aspira a la sintesis de todos los fendmenos
materiales: ésta es la idea del mundo como totalidad.

De cualquier modo, veamos que el pensamiento de Kant desempefia un
papel insoslayable en la historia de la filosofia; criticista en materia de
conocimiento, rigorista en moral y apto para pensar la belleza. Su idealismo
trascendental abre la via al idealismo subjetivo de Fichte (1762-1814), al
idealismo objetivo de Schelling (1775-1854) y al idealismo absoluto de Hegel
(1770-1831). Kant es el fundador de la filosofia alemana; resulta imposible, ni
siquiera hoy, filosofar sin topar con la profundidad de su pensamiento aqui o alla,
a la vuelta de cualquier camino, en cualquier esquina, como en el caso de la
psicologia que hoy nos ocupa.

Sobre las contribuciones en este campo de los grandes empiristas ingleses
(Locke, Berkeley y Hume) ya hemos tenido ocasion de comentar maés
especificamente en el capitulo 5 de nuestro libro, por lo que las obviaremos aqui.

David Hartley (1705-1757) nacié en Luddenden, Halifax, Inglaterra, y fue
educado en el Jesus College de Cambridge. En 1749, publicé su obra en dos
volumenes titulada Observations on Man. Aungue el principio general de la
asociacion fue usado mucho antes de Hartley y la frase "asociacion de ideas"
puede encontrarse en el Apéndice de la 42 edicion del Essay de Locke, es con
Hartley, como Young (1970) nos dice, que "la psicologia asociacionista adopta
por primera vez una forma definida y un caracter psicolégico no completamente
derivado de cuestiones epistemoldgicas. Hartley fue el primero en aplicar el
principio de asociacion como una explicacion fundamental y exhaustiva de toda
experiencia y actividad... Por otra parte, unié su teoria psicoldgica con
postulados acerca de como funciona el sistema nervioso. Sus sensaciones eran
comparadas con las vibraciones... o particulas ‘elementales’ en los nervios y el
cerebro... En relacién a los fendmenos de sensacion, formacion de ideas y
motivacion en el sistema nervioso planted los principios de la psicologia
fisiologica que Ferrier combinaria mas tarde con el concepto de localizacion
cerebral" (p. 95-97).

Etienne Bonnot de Condillac (1715-1780) naci6 en Grenoble, estudid
teologia en Saint-Sulpice y en la Sorbonne, y fue ordenado sacerdote en 1740. De
las dos fuentes del conocimiento de Locke, las sensaciones transmitidas a traves
del sentido externo y las reflexiones por medio del sentido interno, Condillac
puso su atencion sélo en la primera. Su Traité des sensations, publicado en 1754,
estaba destinado a mostrar que las impresiones externas recibidas por los sentidos
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externos, tomadas en si mismas, pueden dar cuenta de todas las ideas y de todas
las operaciones mentales. Utilizando el famoso ejemplo de una estatua dotada de
la Gnica propiedad de un solo sentido singular, el olfato, intentd derivar de él la
atencion, la memoria, el discernimiento, la imaginacién y la totalidad de la vida
mental. Las opiniones de Condillac eran, claramente, la méas extrema forma de la
perspectiva de la tabula rasa. Como todas las opiniones basadas en la tabula
rasa, no importa cuan poderoso sea el principio de asociacion correlativo; el
sensacionalismo extremo de Condillac entra en colision con el hecho obvio de la
variacion en la constitucion biolégica (diferencias entre especies, diferencias
individuales).

En contraste directo con Condillac, Thomas Reid (1710-1796) eligio
destacar el sentido interno de Locke, construyendo sobre la simple nocion de
reflexion el desarrollo de una elaborada teoria de las intuiciones y facultades de
la mente humana dada por medio de su constitucion fundamental. Reid nacio
cerca de Aberdeen y fue educado en el Marischal College. Inicialmente
influenciado por Berkeley, su antipatia por las conjeturas implicitas en el
Treatise of Human Nature (1739) de Hume, le condujo lejos de Berkeley y de
Hume, aproximandose hacia la reforma de la filosofia. Su obra mas importante,
An Inquiry into the Human Mind on the Principles of Common Sense, fue
publicada en 1764, afio en el que aceptdé su nombramiento como profesor de
filosofia moral en la Universidad escocesa de Glasgow. En Inquiry Reid
desarroll6 el basico postulado intuitivo de la filosofia del “sentido comun™ sobre
el que se erigid la escuela escocesa de psicologia. Las intuiciones eran tendencias
oriundas de la accién mental, aspectos de la constitucion fundamental de la
mente humana que regulaba la experiencia consciente de todos los seres humanos
desde el nacimiento. Dado que las intuiciones requieren la presentacion de
objetos apropiados para ser llamados en adelante a la accién mental, la filosofia
escocesa es realista. Las intuiciones no proyectan la mente hacia la realidad,
permiten el acceso de la mente a ella a pesar de que el intuicionismo es un
innatismo de los procesos psicolégicos, es un empirismo metodoldgico en el que
se investiga la naturaleza y la existencia de los principios innatos de la mente que
tienen lugar por medio de la induccién a partir de hechos observados en la
autoconciencia. Fue esta perspectiva, asociada con los ultimos andlisis de las
facultades especificas de Reid (1785, 1788), lo que dominé la filosofia mental
académica americana durante el siglo XIX. Fue también indirectamente a partir
de Reid que Gall obtuvo la lista original de 27 facultades de la mente que
guiaban su intento de hacer un mapa de la localizacién de las funciones en el
cerebro.

1.3. El siglo XIX: epistemologia del sistema nervioso
Se ha venido sefialando que, entre 1800 y 1850, los descubrimientos en el
campo de la fisiologia contribuyeron a poner los fundamentos para el

surgimiento de la psicologia experimental. Los acontecimientos de particular
interés para nosotros son los siguientes:

132



CAPITULO 6

a) la primera elaboracion de una distincion entre nervios sensoriales y
motores;

b) el surgimiento de una fenomenologia sensorial de la vision y el tacto; y
c) el desarrollo de la doctrina de las energias nerviosas especificas,
incluyendo la opinién de que el sistema nervioso establece una mediacién
entre la mente y el mundo.

Mientras se estaban haciendo estos descubrimientos, ocurrian también dos
importantes avances en la psicologia filoséfica: la elaboracion de las leyes
secundarias de asociacion y el primer intento de una descripcion cuantitativa de
los parametros que afectan al movimiento de las ideas por encima y por debajo
de un determinado umbral.

El primero de estos relevantes descubrimientos fisiologicos, la distincion
entre nervios sensoriales y motores, se debe a Charles Bell (1774-1842). Bell
nacio en Edinburgh y recibié una educacion informal. Pese a que asistié a las
lecciones en la Universidad de Edinburgh, la mayor parte de su instruccion
anatémica y quirdrgica la recibiria Bell de su hermano mayor, John, reputado
médico. Cuando Bell andaba por los veinte afios era ya un cirujano muy estimado
y en 1799 habia sido admitido en el Royal College of Surgeons en Edinburgh. En
1806, se trasladd a Londres y cinco afios més tarde se unio a la Hunterian School
of Anatomy. Fue en el mismo afio, 1811, cuando Bell imprimi6 cien copias de las
treinta y seis paginas de su opusculo titulado Idea of a New Anatomy of the Brain
para que circulase de forma privada entre sus amigos y colegas.

En New Anatomy, Bell utilizé las evidencias anatomicas para sostener que
las raices ventrales de la médula espinal contenian sélo las raices motoras y
dorsales, sdlo las fibras sensoriales. Con ello, habia derribado siglos de tradicion
en los que se asumia implicitamente que las fibras nerviosas estaban
indiscriminadas respecto de las funciones sensorial y motora y establecio la
distincion fundamental entre estos dos tipos de procesos nerviosos. Como ya
hemos visto, la combinacion de esta distincion con el asociacionismo sensorio-
motor condujo, en manos de Bain y Spencer, a la primera psicologia
psicofisiolégica propiamente dicha y, a través de Jackson y Ferrier, al
establecimiento del paradigma sensorio-motor como fundamento de la
localizacion funcional en el cortex.

El primer progreso filosofico relevante fue aportado por Thomas Brown
(1778-1820). Brown naci6 en Kirkmabreck, Escocia, y estudié filosofia y
medicina en la Universidad de Edinburgh donde siguio los cursos de Dugald
Stewart*, discipulo de Reid. En 1810, fue designado para compartir la catedra de
filosofia moral con Stewart y en muy poco tiempo fue famoso por la brillantez de
sus lecciones. En 1820, después de su prematura muerte, estas lecciones fueron
publicadas en cuatro volumenes con el titulo de Lectures on the Philosophy of the

* Dugald Stewart (1753 - 1828), profesor en Edimburgo y sucesor distinguido de Reid, puso més tension
en la observacion y razonamiento inductivo, y suscribi6 un acercamiento del empirismo a la psicologia.
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Human Mind. Su impacto fue inmediato, indudablemente porque Brown logro
unificar elementos de dos tradiciones distintas: el intuicionismo escocés de Reid
y el empirismo de Condillac. Al hacer esto, contribuyé a reencauzar ambas
tradiciones.

Entre un cierto ndmero de contribuciones novedosas, incluida una
importante critica de la introspeccion, basada en su creencia en la absurda idea de
que una misma e indivisible mente puede ser tanto sujeto como objeto de la
misma observacion, Brown realizo dos desarrollos conceptuales de fundamental
importancia para la historia de la psicologia experimental. EI primero fue
destacar el "sentido muscular”. Como hemos sugerido anteriormente, antes de
Bain el asociacionismo habia descuidado el movimiento y la accion a favor del
analisis de la sensacion. Brown fue el primer filésofo de esta tradicion que
adoptd una perspectiva sensorio-motora méas equilibrada, al incluir el lado
sensorial del movimiento en su conceptualizacion del problema de la referencia
objetiva en la percepcion.

La segunda contribucion de Brown es su detallada elaboracion de las leyes
secundarias de la asociacion, a las que denominé “sugestion®. La formulacion de
estas leyes por parte de Brown, que implicaban la duracién relativa, fuerza
(vivacidad), frecuencia y caracter de las sensaciones originales, asi como también
el refuerzo de una idea por otras, suministr0 mas tarde a los tedricos del
aprendizaje las bases para intentar explicar no sélo los hechos sino también los
parametros cuantitativos de asociacion.

Aproximadamente al mismo tiempo, en Alemania, otro filésofo de la
mente, Johann Friedrich Herbart (1776-1841) se interes6 asi mismo por las
relaciones cuantitativas entre las ideas. Herbart nacié en Oldenburg y estudi6 en
la Universidad de Jena con Johann Gottlieb Fichte®, con quien se encontré en

% Fichte (1762-1814) fue un filésofo alemén al que se considera el principal representante de la corriente
llamada “ldealismo”. Es, ademas, el primer pensador que concibi6 el conocimiento cientifico como una
creacion totalmente libre por parte del ser humano. Esta concepcién de la ciencia tuvo grandes
repercusiones hasta bien entrado el siglo XX. Su pensamiento se basa en una idea que tomd de Kant,
quien a su vez la tomé de Hume. Asegura que el conocimiento cientifico de la realidad no es el resultado
de la combinacion de la observacion y la logica; es decir, una ley cientifica no puede deducirse
I6gicamente de ninguna observacion. Pues bien, Fichte fue mas alld y afirmo que, en realidad, ocurre al
revés: aunque las leyes cientificas no pueden deducirse de la observacion empirica (o sea, de la
experiencia), ésta si puede deducirse a partir de las leyes cientificas. Esto significa que las leyes
cientificas son objetivas y universales, y que dan lugar a una serie de fenémenos que son reales e
incuestionables. Esta es una idea inspirada en la fisica de Newton. Por lo tanto, el universo es una
creacién de cada ser humano, porque cada uno lleva en su interior una peculiar concepcion del universo,
de la cual deriva éste. Fichte reconoce, ademas, que cuando el ser humano actla y, por lo tanto esta
obligado a elegir constantemente entre una u otra opcion, es cuando toma conciencia de su propia
existencia como ser moral. Es decir, que tenemos la capacidad de asumir la responsabilidad de nuestras
propias acciones. Como sostiene que el principio de la realidad es el yo, para él lo real es el producto de la
actividad subjetiva, y el ser estd fundado en la inteligencia: \"El primer principio de la filosofia es
precisamente este yo puro o transcendental\", dijo en cierta ocasion. En resumen, eso es el Idealismo, para
Fichte: una filosofia que parte de una reflexion sobre la realidad. Por supuesto, tiene en cuenta que el ser
humano, aunque puede actuar y elegir libremente, se mueve en el mundo fisico y éste, con sus propias
circunstancias, le permite desarrollar sus acciones pero también se opone a éstas y las limita. En este
contexto, el yo seria el sujeto consciente, que crea el mundo empirico, que es a su vez el entorno en el que
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desacuerdo. Provocado por las ideas de Fichte, Herbart decidio trabajar en su
propia filosofia sistematica y, tras terminar sus estudios en Jena, fue a Gottingen
donde tomé el doctorado en 1802. Alli permanecié hasta 1809 cuando se trasladd
a Konigsberg para asumir la catedra antiguamente ocupada por Kant.

En Konigsberg, Hebart empez6 a trabajar en su psicologia, publicando su
Lehrbuch en 1816 y Psychologie als Wissenschaft en los afios 1824/1825. Como
evidencia este ultimo titulo, Herbart creia que la filosofia podia ser tanto
empirica (pese a negar la posibilidad de experimentar) como matematica.
Argumentando que las ideas (“presentaciones”) estan ordenadas en el tiempo y
varian en intensidad, intent crear una estatica y una dinamica de la mente y
empled complejas ecuaciones matematicas para describir un sistema hipotético
de principios de interaccion entre las ideas.

Maés especificamente, Herbart afirmo que las ideas de la misma clase se
oponen una a otra mientras las ideas de diferentes clases no. Las oposiciones
debilitaban progresivamente la idea original en la conciencia y, como resultado,
se hundian finalmente por debajo del umbral de la conciencia, donde
permanecian hasta que la aparicion de una idea similar en la experiencia producia
el ascenso de la original con una velocidad proporcional al grado de semejanza
entre las dos ideas. Mas aun, cuando la original estaba parada por la nueva idea,
las ideas similares se adherian a ella. Asi, ninguna idea puede ascender excepto
para tomar su lugar en la masa unitaria de ideas ya presente en la conciencia. Este
es el famoso concepto de "apercepcion™ de Herbart en el que una idea es no sélo
hecha consciente sino asimilada al complejo de ideas conscientes, la masa
aperceptiva.

Con estas opiniones, Herbart di6 varios pasos de gigante en el camino que
la nueva psicologia cientifica finalmente seguiria hacia una identificacion
cuantitativa compleja y cuidadosamente elaborada de la distincion entre las ideas
situadas por encima y por debajo del umbral de la conciencia. Como sugiere la
tradicion mas aceptada, fue una figura de transicion entre Kant y Fechner; pero
debido a su rechazo de la posibilidad de la verificacion experimental y su
incapacidad para enlazar su filosofia de la mente con la fisiologia del cerebro,
realiz sélo una parte del camino hacia la "nueva™ psicologia. Antes de que la
psicologia pudiera entrar en el laboratorio, necesitaba métodos; y la fuente
primaria de los primeros métodos no estaba en la filosofia de la mente sino en el
trabajo de fisidlogos como Purkyne y Weber, quienes hicieron contribuciones
fundamentales a la fenomenologia experimental de la sensacion, o incluso
Muller, quien elaboré la doctrina de las energias nerviosas especificas que
sistematizaba el papel epistemolégico del sistema nervioso como intermediario
entre la mente y el mundo.

se hace posible el conocimiento de ese yo. Fichte insiste en que el hecho de que seamos conscientes de
nuestras acciones (lo que él llama “voluntad moral”) constituye el elemento fundamental de la existencia
humana.
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Jan Evangelista Purkyne (1787-1869) nacié en Libochovice, en el norte de
Bohemia y recibi6 su primera educacion formal en un monasterio piarista. Tras
completar el noviciado, pasé un afio estudiando en el Instituto Filoséfico de
Piarist. En 1807, bajo la influencia de los escritos de Fichte, dejo6 la orden y viajé
a Praga. Dos afios de trabajo en la Universidad de Praga y tres afios mas como
tutor privado precedieron a su decision de volver a la universidad a estudiar
medicina. En 1819, al terminar sus estudios de medicina, publico su disertacion
de doctorado, Beitrdge zur Kenntnis des Sehens in subjectiver Hinsicht. Esto
condujo a su nombramiento en 1823 como profesor de fisiologia en la
Universidad de Breslau. En ese mismo afio, reedito su disertacion como primer
volumen de Beobachtungen und Versuche zur Physiologie der Sinne. El segundo
volumen, que siguid en 1825, fue subtitulado Neue Beitrdge zur Kenntnis des
Sehens in subjectiver Hinsicht.

Los dos volumenes de Beobachtungen se cuentan entre los grandes logros
intelectuales del periodo y constituyen el principal punto de transicion hacia el
surgimiento de la psicologia experimental. Con una capacidad extremadamente
aguda para observar los detalles fenomenoldgicos, Purkyne explor6é las
consecuencias psicologicas en la experiencia visual de una serie de
manipulaciones experimentales de las condiciones de estimulacion, incluyendo la
aplicaciéon al globo ocular de presion y corriente eléctrica, alteracién en la
exposicion al foco de luz relativo a la fovea, grado de movimiento del ojo y
variacion en la intensidad de la luz. Aunque Purkyne es mas conocido por los
psicologos por sus clasicas descripciones de fendmenos tales como el cambio en
la luminosidad aparente de los colores en la oscuridad como opuesto al brillo de
la luz del dia (el llamado "efecto Purkyne"), fue la amplitud y sistematicidad del
uso que hacia del método experimental para explorar los parametros de la
experiencia sensorial lo que ayuddé a sentar las bases del futuro trabajo de
laboratorio.

Johannes Miiller (1801-1858) nacié en Coblenz y se educd en la
Universidad de Bonn. Recibid el titulo de medicina en 1822 y, tras un afio en
Berlin, fue habilitado como privatdozent en Bonn, donde con el tiempo alcanzo
el profesorado. En 1833, dejo Bonn para hacerse cargo de la prestigiosa catedra
de anatomia y fisiologia en la Universidad de Berlin. Sus mas importantes
contribuciones a la historia de la psicologia experimental fueron la influencia
personal que ejercié sobre sus jovenes colegas y estudiantes, entre los que se
encontraban Hermann von Helmholtz, Ernst Briicke®, Carl Ludwig y Emil Du

® Ernst Wilhen von Briicke era profesor de fisiologia y director del Instituto de Fisiologia de Viena, donde
Freud trabajé durante seis afios como ayudante. Freud reconoce que Briicke (1819-1892) fue su respetado
maestro de fisiologia: "En mi juventud predomind el afan de comprender algo de los enigmas de este
mundo y acaso contribuir en parte a su solucién. Mi inscripcion en la facultad de medicina parecio el
mejor camino para conseguirlo, pero luego intenté -sin éxito- consagrarme a la zoologia y la quimica,
hasta que bajo la influencia de Von Briicke -la maxima autoridad que haya influido sobre mi- permaneci
adherido a la fisiologia, que por ese tiempo se limitaba demasiado facilmente a una histologia”. Freud
trabajo en su laboratorio resolviendo los problemas que el reverenciado profesor le planteaba, con
evidente satisfaccion por parte de Briicke, y por la suya propia. Descifrando los enigmas del sistema
nervioso, primero de peces inferiores y después de seres humanos, dando satisfaccién a las expectativas y
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Bois-Reymond’, y la forma sistematica que di6 a la doctrina de las energias
especificas de los nervios en el Handbuch der Physiologie des Menschen fir
Vorlesungen, publicado entre 1834 y 1840.

Aunque Muiller habia enunciado ya la doctrina de las energias nerviosas
especificas en 1826, su presentacion en el Handbuch fue méas amplia y
sistemética. Fundamentalmente, la doctrina implica dos principios cardinales. El
primero de estos principios era que la mente no es directamente consciente de los
objetos en el mundo fisico sino de estados en el sistema nervioso. El sistema
nervioso, en otras palabras, sirve de intermediario entre el mundo y la mente e
impone asi su propia naturaleza a los procesos mentales. El segundo fue que las
cualidades de los nervios sensoriales, de los que la mente recibe el conocimiento
en la sensacion, son especificas a los diversos sentidos: el nervio de la vision era
normalmente insensible al sonido como el nervio de la audicion lo era a la luz.

Como Boring® sefiald, no habfa nada en esta opinion que fuera
completamente original de Muller. No solo estaba la mayor parte de la doctrina
contenida ya en la obra de Charles Bell, sino que el primero de los dos principios
mas fundamentales de Miiller estaba implicito en la idea de Locke sobre las
"cualidades secundarias" y el segundo incorporaba una idea sobre los sentidos
que hacia mucho tiempo que era generalmente aceptada. Lo que tenia verdadera
importancia en Miller era su sistematizacion de estos principios en un manual de
fisiologia que sirvié a toda una generacion de estudiantes como referencia
estandar sobre el tema y la legitimidad que prest6 a la doctrina con el peso de su
prestigio personal.

Despues de Miiller, los dos problemas mente-cuerpo, la relacion de la
mente con el cerebro y el sistema nervioso y la relacion de la mente con el
mundo, estaban inextricablemente unidos. A pesar de que Muller no exploré por
si mismo las implicaciones de su doctrina para la posibilidad de que la
correlacion final de las cualidades sensoriales pudiera ser ligada a centros
especializados del cortex cerebral o desarrollar una psicofisica sensorial, su
principio de especificidad puso las bases para la eventual localizacion de la
funcion cortical y su opinion de la funcion epistemoldgica del sistema nervioso

requerimientos de su riguroso maestro. La filosofia de la ciencia de Briicke no tuvo para Freud menor
valor formativo que aquel profesionalismo. Briicke era positivista por temperamento y conviccion. Con
él, Freud comenzo ciertamente a aprender un habito cientifico, encontrando alli modelos a los que en
principio pudo fijarse enteramente. Pero Briicke era ademas de maestro en fisiologia, animador de la
Sociedad Berlinesa de Fisica en 1845, y esa doble posicién permite explicar porqué para él la fisiologia
era una extensiéon de la fisica. En ese sentido, la fisica de los organismos, en virtud de la ley de la
conservacién de la energia que unificaria ambas ciencias, dice que un organismo es "la suma de las
fuerzas que permanece constante en todo sistema aislado”.

’ (Berlin, 1818- id., 1896) Médico aleméan. Profesor de fisiologia y rector de la Universidad de Berlin. Se
dedicd a la electrofisiologia y cred una serie de técnicas e instrumentos para el estudio de los impulsos
nerviosos. Enuncié una ley segin la cual la variacion de la intensidad del estimulo tiene més influencia
sobre la excitacion de una fibra nerviosa o muscular que el valor de la intensidad en si (ley de Du Bois-
Reymond).

8 Vide Boring, E.G. (1950). A History of Experimental Psychology. New York: Appleton-Century-Crofts,
Inc. Citado en la bibliografia.
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ayudo a definir el contexto en el que las técnicas para la medicidn cuantitativa de
la relacion mente/mundo surgiera en la famosa psicofisica de Fechner.

1.4. Comienzo formal de la psicologia experimental de la conciencia

También las importantisimas contribuciones a la Psicologia Experimental
de Weber, Fechner y Wundt han sido explicitadas en otros pasajes de nuestro
trabajo, por lo que obviamos su referencia especifica en el presente apartado.

La introspeccion continué estudidndose desde otros enfoques como el de
la Gestalt, que comenzo en Alemania como estudio de la percepcion, para
después extenderse a otros campos como la resolucion de problemas, el
aprendizaje, la creatividad e incluso las dinamicas sociales (en especial la
microsociologia de grupos pequefios, con aplicaciones industriales y
terapéuticas). Frente al asociacionismo inherente al enfoque de Wundt o el de los
conductistas, la psicologia de la Gestalt destacaba la importancia de las
configuraciones globales de estimulos, sus relaciones internas y con el contexto
(relaciones figura-fondo), asi como su organizacién activa.

Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894) habia nacido en
Potsdam y se educO en su ciudad natal y en el Instituto Médico Friedrich
Wilhelm de Berlin. Alli estuvo bajo la influencia de Miller y en 1842, a los 21
afios de edad, se gradu6 en medicina e ingreso en la profesién como médico del
gjército prusiano. En reaccion al vitalismo de Muller, que rechazaba, Helmholtz
se interesd por clarificar las bases fisioldgicas del celo animal, un fenémeno
utilizado muchas veces para justificar el vitalismo. Esto le condujo en 1847 a
escribir un famoso articulo sobre la conservacion de la energia, que le
proporcion0 la oferta de la céatedra de fisiologia en Konigsberg, donde
permanecid desde 1848 a 1855. En 1855, se traslado a Bonn y desde alli, en
1858, a Heidelberg para trabajar como director del Instituto de Fisiologia. Fue,
durante los periodos de Bonn y Heidelberg, cuando Helmholtz hizo sus
contribuciones mas fundamentales a la recientemente aparecida psicologia
experimental. Desde 1856 a 1866, el Handbuch der physiologischen Optik
aparecid en partes separadas que fueron reunidas en un volumen en 1867. En
1863, cuando la Optik habia ya aparecido, Helmholtz publicé Die Lehre von den
Tonempfindungen. Aunque aqui nos centraremos en la Optik, estas dos obras
tomadas juntas definen la problematica de la psicologia experimental de la
percepcion visual y auditiva en las décadas que siguieron.

En la Optik, Helmholtz amplio la doctrina de Miller de las energias
especificas de los nervios para ofrecer una teoria comprehensiva de la vision del
color y su famosa teoria de la inferencia inconsciente de la percepcion. En la
teoria de la vision del color, Helmholtz argument6 que asi como las diferencias
entre las sensaciones de sonido y luz reflejan las cualidades especificas de los
nervios auditivos y visuales, las sensaciones de color pueden depender de
diferentes clases de nervios en el interior del sistema visual. Dado que las leyes

138



CAPITULO 6

de la mezcla del color sugieren que virtualmente todo matiz puede ser obtenido
por distintas combinaciones de los tres colores primarios, le parecia a Helmholtz
que el matiz percibido, el brillo y la saturacion del color debian ser derivados de
diversas actividades en las tres clases primarias de fibras nerviosas en el ojo.

En su teoria de la percepcion, Helmholtz partia del reconocimiento de que
la doctrina de las energias nerviosas especificas de Muller implicaba el hecho de
que las sensaciones no permiten un acceso directo a los objetos y fendmenos sino
que solo sirven a la mente como sefiales de la realidad. La percepcion, desde este
punto de vista, requiere un proceso légico, activo, inconsciente y automatico por
parte del perceptor que utiliza la informacion suministrada por la sensacion para
inferir las propiedades de los objetos y fendmenos externos. A este respecto,
Helmholtz anticipo gran parte de la posterior psicologia cognitiva de arriba abajo
(top-down). En un periodo méas temprano, Helmholtz habia hecho también otras
grandes contribuciones a la fisiologia. Estimulando los nervios a diferentes
distancias desde un masculo y midiendo el tiempo en que se producia la
contraccion muscular, estimo la tasa de recorrido del impulso nervioso, y en el
proceso introdujo, de paso, la técnica del tiempo de reaccidn en fisiologia.

Entre 1865 y 1868, otro gran fisidlogo holandés, Franciscus Cornelis
Donders (1818-1889) asimilo el procedimiento del tiempo de reaccion a la
psicologia, empleandolo para estudiar el tiempo ocupado por las operaciones
mentales. Donders habia nacido en la ciudad de Tilburg, en los Paises Bajos, y
entrd en la Universidad de Utrecht como estudiante de medicina a la edad de 17
afios. Despues de graduarse, ingreso en el ejército como cirujano y, a la edad de
24 aiios, fue invitado a dar clases en la Escuela de Medicina Militar de Utrecht.
Cinco afios después se ofrecio a Donders una plaza como extraordinarius en la
Universidad de Utrecht, que acept6, permaneciendo alli el resto de su carrera.

En 1865, Donders publico una comunicacion preliminar en la que
informaba del trabajo realizado con un estudiante, Johan Jacob de Jaager, y
sintetiz6 mas completamente en la disertacion doctoral de Jaager, De
physiologische tijd bij psychische processen (1865). Concluyendo que el tiempo
de reaccion era aditivo, Donders evalud separadamente el tiempo para responder
a los estimulos bajo condiciones de eleccion y de simple no eleccién.
Deduciendo la simple a partir del tiempo de reaccion con eleccion, Donders
calculo el intervalo que tomaba el proceso de decision. En 1868, en un clasico
articulo aparecido en aleman, Die schnelligkeit psychischer Processe, Donders
aport6 el informe definitivo de los resultados de su obra y su extension a los
tiempos de discriminacion. A pesar de que los hallazgos especificos de Donders
son actualmente de poco interés, su utilizacion de la técnica de reaccién para
medir el tiempo tomado por los procesos mentales ejercid un mayor impacto
sobre sus contemporaneos y el tiempo de reaccion se impuso, junto con la
psicofisica, como uno de los métodos preferidos en los primeros laboratorios
experimentales. En consecuencia, como epilogo de este apartado de nuestro
trabajo, puede observarse que la psicologia experimental englobaba ya desde sus
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inicios una considerable diversidad de métodos, intereses y puntos de vista que le
han permitido encontrar multitud de aplicaciones préacticas en la industria, la
educacién y la terapia, entre otras areas.

Hoy en dia persisten las mismas inquietudes hacia la psicofisica, la
percepcion, la memoria y el aprendizaje, pero los interrogantes desaparecen con
nuevos enfoques fisioldgicos y el uso de procedimientos estadisticos para disefiar
experimentos y analizar datos. La tecnologia de los ordenadores también ha
influido poderosamente en los métodos y teorias de la psicologia experimental,
en la que la influencia del paradigma conductista ha sido mitigada por el resurgir
del estudio de los fendmenos psiquicos internos desde el punto de vista
cognitivo, y por la creciente alianza de esta tendencia con la biologia. Sin
embargo, hasta ahora ninguna teoria ha unificado la psicologia experimental, que
en la practica resulta ser una amalgama de las diferentes corrientes de la
psicologia con sus respectivas areas de interes.

2. Pilotaje de un sistema psicologico

Recordemos que el control designa objetivos, fija lineas de accion para
lograrlos y compara resultados con objetivos. La regulacion evoca la conduccién
progresiva del S. psicologico hacia los objetivos que se propone el psicélogo
experimentador. Un bloque de control, y otro de regulacion, se definen
relativamente uno a otro: constituyen dos niveles diferentes de pilotaje. La
estructura general del control o regulacion, puede resumirse en los
siguientes puntos:

1. El control (o regulacion) es un S. operador que actua entre las variables

de accion (V. A.) de un S. operado (S. psicoldgico), de acuerdo con el
siguiente esquema:

OBJETIVO

PARAMETROS

A

S. OPERADOR

A

A\ 4

\4

V.A. INFORMACION

A

v SALIDAS
ENTRADAS——"|s. psicoLocico [ v.C

FIG. 6.1. Esquema de la estructura general de control o regulacion.
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2. ElI S. operador, o psicologo experimentador, actia a partir de una
explicacién de la correspondencia existente entre las entre las V. E. y las
V. S. del S. psicolégico operado, y en funcién de ella selecciona las V. A.
O dicho de otra forma: actta a partir del conocimiento de un modelo de
las transformaciones del S. psicologico.

3. El S. operador funcionara a través de programas, en el caso en que
posea un modelo completo de aquellas transformaciones. Y controlara
totalmente.

4. El S. operador funcionara a través de decisiones, en el caso en que
posea modelos parciales o ningn modelo explicito. Suponemos que ello
puede no hacerse, a veces, por negligencia, o bien por creer que un
modelo implicito (la experiencia adquirida) es suficiente, o bien por
razones de economia (cuando el modelo explicito resulta muy complejo).

3. Programay su naturaleza

En nuestro caso, llamemos “programa” al conjunto de valores (o
instrucciones) de las V. A., que permiten alcanzar los objetivos del S. psicolégico
operado, a partir de un modelo explicito y completo de las transformaciones del
mismo.

Si el S. psicologico esta “determinado en probabilidad” (ver Cap. 3), y se
conoce su evolucion en el tiempo, lo mismo le ocurre al modelo, y el programa
sera dindmico (tiempo) y aleatorio (probabilidad). De lo dicho, puede deducirse
que el programa presupone el modelo del S. psicologico. Veamos, al respecto, un
ejemplo sencillo:

En el S. psicologico operado, las entradas son a, b, ¢, d ; las salidas,
también: a, b, ¢, d; las V. A. son: a. y B, y se posee, por parte del experimentador,
del siguiente modelo de funcionamiento del S. psicoldgico (descripcion de las
transformaciones que sufre en el tiempo):

V.E.
V.A alb c| d
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Es decir, para una entrada(D), la salida sera a si se utiliza la V. A. a, 6 ¢ si se
utilizala V. A. B.

Si el objetivo del experimentador fuera lograr el estado d y mantenerlo en
el tiempo, y la entrada inicial e@), a partir del modelo anteriormente expresado
se establece el programa (= conjunto de los valores de las V. A.) que logra el
objetivo, y que es:{ a, B, B, a1, o1, ..., @, ...}

En efecto, cuando el control pilota el S. psicoldgico, mediante la aplicacion
del programa, obtiene la *trayectoria” (conjunto de transformaciones) que
aparece en la figura siguiente:

o B B o o o
i——>b—m»c—»d—» d—>»d...d—>d

que nos proporciona una clara version evolutiva del proceso anterior.

e Naturaleza de un programa
Los programas se llamaran:

a) REGLAS: cuando se trata de un programa para lograr un cambio de
estado (una sola transformacion).

b) POLITICA: constituye un conjunto de reglas correspondientes a un
conjunto de transformaciones.

c) ESTRATEGIA: es un conjunto de reglas condicionales (igual que antes,
pero en porvenir aleatorio).

En cualquiera de los 3 casos citados, un programa es un conjunto de
instrucciones que pueden ser establecidas y aplicadas por experimentadores
(psicologos) y/o maquinas (ordenadores).

En resumen: un programa es una salida de un modelo, y la programacién
define el dominio de los programas (acciones programadas).

Veamos, a continuacion, el esquema de un S. operador que controla al S.
psicoldgico por medio de un programa que emana del modelo:
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OBJETIVO
SISTEMA OPERADOR

MODELO COMPLETO

PROGRAMA

y L

[V.A] ADAPTACION

ENTRADA

S. PSICOLOGICO

V.C.
V.S.

FIG. 6.2. Esquema de control mediante un programa que emana del modelo.

4. Decision y su naturaleza

En nuestro caso, Ilamamos, “decisién” al comportamiento del hombre o
mujer (psicologo experimentador) que realiza una eleccién en situacion de
informacion parcial.

La posible ignorancia puede ser debida:

a) A la naturaleza no determinada de un fenémeno.
b) A la ignorancia del modelo de la transformacion determinada.

Supongamos, de nuevo, el S. psicoldgico anterior, con las mismas V. E. y
V.S.y V. A, pero supongamos un estado de informacion parcial acerca de las
transformaciones que conducen de las V. E. a las V. S., definido por el modelo

incompleto siguiente:
(NOTA: V = signo algebraico equivalente a la
reunion—>*0")

V.E| a b C d
VA

B ¢?| clevdl c
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Si el objetivo sigue siendo d, y el estado inicial a, la primera eleccién es
entre a. y B. Si elegimos a, y a continuacion B, etc., obtendremos:

a B B.z,?

a » b » cvd

v
()
v
(o)
D

Si elegimos B, la primera transformacion de la trayectoria es indeterminada,
pudiendo conducir a todos los estados. Esta claro que la in completitud del
modelo nos obliga a tomar decisiones o, lo que es mejor, a completar al maximo
dicho modelo de funcionamiento del S. psicoldgico.

e Naturaleza de una decision

El psicologo experimentador puede actuar de dos maneras, segun sea el
sistema psicologico, a saber:

1. El S. psicolégico es determinado, luego la transformacion es
determinada. EI S. operador posee un modelo explicito y, a partir de él,
elabora el programa de las V. A., lo aplica y logra el objetivo.

2. El S. psicologico es indeterminado, luego la transformacion es
indeterminada, pudiendo ser su origen:

a) Laignorancia de la existencia de algunas V. E.

b) Laignorancia de la existencia de algunas V. S.

c) Laignorancia de como son algunas V. E.

d) Laignorancia de la correspondencia entre V. E.y V. S.

(NOTA: El estudio de la funcion de transformacion que es incognita en
“d)”, sera propuesto en un proximo capitulo acerca de la aplicacion de diversas
disciplinas cientificas o de la investigacion de operaciones al estudio de la
Psicologia).

Llegados a este punto, en mi opinion, caben dos formas de actuacion del
psicologo experimentador:

A. Elaborando el modelo parcial correspondiente a la informacion
adquirida, que debera ser la éptima desde un punto de vista de eficacia. Una vez
se conforma con él, por ser incompleto dicho modelo, el experimentador tiene
que apelar a la decision a fin de seleccionar las V. A., y sin saber si lograra o no
el objetivo.

B. Elaborando el modelo parcial indicado en A, pero no conformandose
con él. Entonces, el experimentador debe elaborar un modelo implicito,
complementario del anterior en el sentido de “completarlo”. Tras el logro del
modelo completo (S. psicol6gico determinado) nos encontramos en el caso 1.
anterior, y es posible elaborar un programa de acciones. Tampoco en este caso se
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puede asegurar el logro del objetivo de entrada: el psicologo experimentador, por
medio del decisor y de la informacion conseguida acerca del resultado de la

entrada,

modificara el modelo implicito o “descendiente” hasta que los

programas sucesivamente logrados logren el objetivo. Se puede afirmar,

entonces,

que el S. psicoldgico se “ha adaptado” por “aprendizaje”.

En resumen: en este caso B, podriamos —a mi entender— considerar formado
el psicdlogo experimentador (“S. decisional’”) por tres subsistemas:

a)

b)

El modelo parcial, que explica una parte de la transformacion del S.
psicoldgico operado.

El “decidiente” o modelo implicito, complementario del anterior
respecto al modelo completo (desconocido). Es una imagen elaborada
por el *“decisor” a partir del modelo parcial, cuyas entradas
complementarias provienen del S. psicologico operado y del exterior.
Se trata, pues, de un S. no determinado, que requiere un regulador de
gran riqueza en variedad (“riqueza”, en el caso de un regulador =
psicologo experimentador, la asimilo a experiencia, juicio,
clarividencia, ...).

El *“decisor” o psicologo experimentador propiamente dicho (que
también puede ser un autdmata), y que en interaccion con el
“descendiente”, efectla una labor de seleccion; es decir: “decide”.

Veamos, a continuacion, el esquema de un S. decisional u operador que
controle al S. psicoldgico operado por medio de la terna:

| DECIDIENTE <—— DECISOR <— DECISION |

| ENTRADAS|

OBJETIVO

A\ 4

S. OPERADOR

A 4

V. A. INFORMACIONES
v T

ENTRADAS| | S. PSICOLOGICO

FIG. 6.3. Esquema de un sistema operador que controla mediante una terna (1).
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Veamos, asi mismo, el siguiente esquema:

| ENTRADAS|
OBJETIVO
SISTEMA OPERADOR
O DECISIONAL
A7 MODELO PARCIAL
X y
! DECIDIENTE
DECISOR}------ A
E y |
; [ ELECCION | ;
E y !
: [V.A] A
5 r--! APRENDIZAJE:
5 ENTRADAS S. PSICOLOGICO i
v
R S SALIDAS [---""-- >

FIG. 6.4. Esquema de un sistema operador que controla mediante una terna (I1).

Quisiera afladir, por altimo, que la trascendencia de estos dos ultimos
esquemas en la comprension de los fendmenos de accién que sobre el S.
psicoldgico realiza el psicdlogo experimentador, me parece evidente. Por otra
parte, las consecuencias operativas que pueden derivarse de la concepcion
expresada en ellos vendran especificadas en un capitulo posterior sobre las
fecundas aplicaciones de diversas técnicas matematicas y de la Investigacion
Operativa al estudio de la Psicologia.
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CAPITULO 7
Aplicaciones de la Investigacion Operativa (I)

1. Aplicacion de la Teoria de la Programacion Dinamica y de los
Procesos Estocasticos

Un enfoque interesante, a nuestro modo de ver, de muchos problemas
psicologicos, residiria en su tratamiento a base de la aplicacion de una conocida
técnica de la Investigacion Operativa: la Programacion Dinamica, y mas
concretamente, partiendo de la consideracion de sistemas (dinamicos) que varian
con el tiempo, como resulta ser el caso de la mayoria de los sistemas
psicoldgicos.

La Programacion Dindmica es un método de optimizacion de los sistemas o
de su representacion matematica, en el cual se opera por fases o secuencias. El
punto de partida de este método reside en el denominado ‘“teorema de la
optimidad”. Este teorema, presentado por el matematico americano Richard
Bellmann', resulta tan simple que parece casi trivial cuando se ha comprendido a
fondo. Su importancia y la eficacia de los métodos de optimizacion secuenciales
a los cuales ha dado origen se acentian tan pronto se advierte que la verdadera
naturaleza de numerosos problemas que se plantean en Psicologia es secuencial,
es decir, permiten su descomposiciéon en fases, en las cuales cada uno solo
depende de sus mas proximas y frecuentemente, en los casos favorables,
solamente de la fase anterior o bien de la posterior.

Tratdndose de Investigacion Operativa y, por consiguiente, de la busqueda
de una politica 6ptima, Bellmann expresa, en forma concisa, lo siguiente: Toda
politica éptima sélo puede estar formada por subpoliticas éptimas. En efecto,
(no es, por asi decirlo, evidente que todo camino Optimo esté formado de
porciones o tramos de caminos también Optimos?. Si para una porcion cualquiera
no fuese asi, ésta podria ser substituida por otra mejor y, por consiguiente, el
camino no seria Optimo, contrariamente a la hipotesis de partida.

Podria considerarse que la Programacion Dinamica se refiere a la evolucion
en el tiempo de un sistema psicologico, siendo aquélla, en cada fase,
parcialmente aleatoria (intervencion del azar) y parcialmente controlada

" Richard Ernest Bellmann (1920-1984) fue un matematico aplicado, cuya mayor contribucién fue la
metodologia de la programacion dinamica. Bellmann estudié matematicas en la universidad de Brooklyn
(EEUU), donde obtuvo una diplomatura, y luego en la universidad de Wisconsin, donde obtuvo su
licenciatura. Posteriormente comenz6 a trabajar en el laboratorio nacional de Los Alamos (EEUU) en el
campo de la fisica tedrica. En 1946 obtuvo su doctorado en la universidad de Princeton (EEUU). También
ejercio la docencia en la universidad del sur de California (EEUU), fue socio de la academia americana de
las artes y las ciencias (1975) y de la academia nacional americana de ingenieria (1977). En 1979 el IEEE
le otorgod la medalla de honor por su contribucion a la teoria de los sistemas de control y de los procesos
de decision, en especial por su contribucion con la programacion dindamica y por la ecuacion que lleva su
nombre.
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(intervencion del psicologo experimentador). Se pueden distinguir (R. Fortet) las
evoluciones de primera y segunda clase, segiin que, en cada fase, la intervencion
del azar preceda a la decision humana o, por el contrario, la suceda.

Estas evoluciones de los sistemas en el tiempo pueden ser de tres tipos:

1- Deterministas (determinadas por el hombre).

2- Aleatorias (provocadas unicamente por el azar, en los cuales no se
manifiesta la decision humana).

3- Aleatorias — Deterministas (algunas de las evoluciones pueden ser
provocadas por el hombre, y otras por el azar).

Pero determinados caracteres de la programacion dindmica, como la
division secuencial del problema, aparecen también en ciertos casos
deterministas en los cuales no interviene la evolucion temporal.

En principio, parece que cualquiera de estos tipos puede amoldarse a las
caracteristicas de las evoluciones de los sistemas psicologicos, si bien
centraremos —adoptando una postura escéptica o de desconocimiento— nuestra
atenciéon en las evoluciones del tipo “2” o aleatorias. En tal caso, nos
encontramos con los llamados “procesos estocasticos”.

La repercusion de las experiencias anteriores en las nuevas situaciones
vivenciales es uno de los procesos que mas influencia tienen en la vida humana.
Podemos intentar, en consecuencia, presentar este problema desde un punto de
vista operativo, si bien nos encontramos con la considerable limitaciéon de no
poder estudiar el caso como si de una Cadena de Markov (sistemas “sin
memoria”) se tratase’, puesto que la historia —o el conjunto de las experiencias
vividas por el S., que debemos considerar en el plano psicoldgico— constituye
una variable de la que es funcién la probabilidad de transicion, como se vera mas

adelante.

Un proceso recibe el nombre de “estocastico” cuando, en intervalos de
tiempo determinados o aleatorios, el sistema considerado sufre cambios de
estado ligados mediante leyes de probabilidad. Por ello, estos procesos

> Andrei Andreyevich Markov (14 de junio de 1856 - 20 de julio de 1922) fue un matematico ruso
conocido por sus trabajos en la teoria de los nimeros y la teoria de las probabilidades. Markov naci6 en
Ryazan, Rusia. Antes de los 10 afios su padre, un funcionario estatal, fue trasladado a San Petersburgo
donde Andrei entrd a estudiar en un instituto de la ciudad. Desde el principio mostr6 cierto talento para
las matematicas y cuando se gradud en 1874 ya conocia a varios matematicos de la Universidad de San
Petersburgo, donde ingreso tras su graduacion. En la Universidad fue discipulo de Chebyshev y tras
realizar sus tesis de maestria y doctorado, en 1886 accedié como adjunto a la Academia de Ciencias de
San Petersburgo a propuesta del propio Chebyshev. Diez afios después Markov habia ganado el puesto de
académico regular. Desde 1880, tras defender su tesis de maestria, Markov impartié clases en la
Universidad y, cuando el propio Chebyshev dejoé la Universidad tres afios después, fue Markov quien le
sustituyé en los cursos de teoria de la probabilidad. En 1905, tras 25 afios de actividad académica,
Markov se retird definitivamente de la Universidad, aunque siguié impartiendo algunos cursos sobre
teoria de la probabilidad.
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también reciben el nombre de ‘“‘aleatorios” y describen la evolucidon del S. en
cuestion a través del tiempo. Se clasifican asi:

Discretos o cadenas— “tiempo’ no aleatorio.
Procesos estocasticos <

Continuos > “tiempo” aleatorio.

e DISCRETOS:

Estos procesos aleatorios se llamardn “discretos” si los cambios de estado
aleatorios s6lo ocurren en instantes determinados, no aleatorios, y a lo mas, en
una infinidad numerable. Los intervalos de tiempo entre los instantes en los
cuales se producen los cambios de estado pueden ser iguales o no, interesando
unicamente -desde el punto de vista psicologico- el orden de sucesion de los
diferentes estados del sistema.

La evolucion del individuo es una sucesion de fendomenos aleatorios.
Considerando a aquél como un sistema S, que puede tomar un conjunto finito de
estados & = {Eq, E;, E,, ..., En}. Pues bien, en cada instante de un periodo de
tiempo T = {t, t;, t5, ..., ty}, €l S. toma al azar uno y so6lo uno (hipotesis
cualquiera) de los estados de &, quedando establecida una correspondencia
univoca (que es “aplicacidon”, puesto que todos los elementos del primer conjunto
tienen su imagen en el segundo conjunto, pero solo una) entre el conjunto T y el
€. Veamos, al respecto, el siguiente diagrama de Venn-Euler:

@

FIG. 7.1. Aplicacion entre los conjuntos T y &.

Si consideramos la sucesion aleatoria de estados de &, tenemos un ejemplo
de proceso estocastico discreto, en cuanto asociemos a cada cambio de estado
una “probabilidad de paso o transicion”: p;; (n)— probabilidad de pasar, en el
instante n, del estado E; al E;. El conjunto de todas estas probabilidades de paso
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constituye la “matriz estocastica o de transicion”: [M]. Sabemos que: p;j (n) =
f(E;, Ej, n, historia: t, — to).

Definimos, también p;(n) como la probabilidad de que el S. se encuentre en
el estado E; en el instante n (hay 2 variables). Las pi(n) /1 =1, 2, ..., M,
constituyen el conjunto de probabilidades de cada estado que describen el
sistema psicologico para todos los instantes considerados.

Se designa por P(n) = [pi(n), ..., pm(n)] el “vector de estado” en el instante
n. O sea, se tienen los denominados “vectores de estado” (aquellos cuyas
componentes son las probabilidades de cada uno de los estados en un instante
dado), esto es: P(n) = [p; (n)].

[M] es una matriz cuadrada de orden M en que cualquier elemento
pertenece el conjunto de las probabilidades de transicion pjj, y es tal que:

oV pii/ 0<p;<1 (axioma de probabilidad)
ey b, =1 v (@i,j) € {1,2,..., M}’

pu(M  pup(M) - pyy(n)
[M] = pu(N) pyp() - pyuy (M| yPn)= [pl (N),p,(N),..., Py (n)]
Pwi (M Py (M - pyw (N

y al ser matrices “conformes”, su producto resulta:
P(n)x [M]=[p,(),....py (M]x[M]=[p,(n+1),p, (N +1),...p,, (N+1)] = P(n+1)

Del mismo modo, los denominados “vectores de estado” P(n) = [p; (n)]
Vje{l,2,. .M}
vn € {0, 1,2, ..}={Z"}={N}; son tales que:
M
«> pj(n=1
J=1
e 0<pj(n)<1 (axioma de probabilidad)

En general, se cumplira que:

M
p;(n+1)= Z p;(n)xp; — "proceso estacionario", V] € {1, 2,.., M} ;
i1

O sea, se cumplira que si las probabilidades pi(0) /1 =1, 2, ..., M, se
suponen conocidas (vector de estado inicial), se tiene entonces una “cadena de
Markov” regida por la ecuacion:
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M
pj(n+1) :zpi(n)xpij(n)
i=1

o utilizando la notacién matricial y designando por P(n) el vector fila
anteriormente expresado, se tiene:

P(n+1)=P(n) - M (1)

donde la matriz cuadrada M estd formada de elementos p;;. Pues bien, cualquier
matriz que posea las propiedades anteriores se denomina “matriz estocastica” o
“matriz de transicion”, ya que cada una de sus lineas constituye un vector
estocastico P;. Las probabilidades p;; se llaman “probabilidades de transicion”.
Una cadena de Markov queda completamente definida por la matriz estocéstica
My el vector P(0).

Ahora bien, psicoldégicamente hablando, es muy posible que una matriz
estocastica pueda depender de la fecha o instante n, es decir, que las

probabilidades de transicion p;; pueden ser funciones de n (hecho que puede
comprobarse en experiencias con animales). Se tendria, en tal caso:

M
p;(n+D= Zpi(n)xpij(n)
i=1

siendo dadas o “subjetivas” las p;(0) y las p;j(n), para todos los valores de 1, j y n.
El proceso o cadena se denominaria, entonces, “no estacionario”.

Un proceso estocastico, graficamente, queda determinado como sigue:

to t; t, t; t, et

FIG. 7.2. Esquematizacion de la ecuacion general.
No podemos ocuparnos en este trabajo en la extension a propiedades y otras
definiciones correspondientes a este aspecto de la Programacién Dindmica, si

bien aludiremos so6lo a algunos conceptos muy importantes, a saber:

1- Si [M] es estocastica, se demuestra que [M]' también lo es.
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2- Sea [M] una matriz estocastica. La matriz: [D]=[M]-[1], donde [1] es
la matriz unidad de orden [M] (V sus elementos = 1), se denomina
“matriz dinamica”.

La ecuacion (1) puede, entonces, expresarse del siguiente modo:
P(n+1) — P(n) = P(n)x[D]

Si: lim[M] = [I\N/I], donde [I\N/I]es una matriz estocastic a que constituye el limite

r>o0
(limite de una matriz = matriz de los limites), se dice que el sistema es
“ergodico”, es decir, que posee un “régimen permanente” (podria ser el caso de
algunos sistemas psicoldgicos). La matriz [M] que posee esta propiedad se
denomina “matriz ergodica”, y se demuestra que si una matriz no es reductible ni
separable, es ergddica.

Si ademas de ello, [I\N/I] es tal que todas sus filas son idénticas, se dice
entonces que el sistema es “completamente ergodico” y, en este caso, el estado
del sistema para un n cualquiera y suficientemente grande, s6lo depende del
estado inicial E,. En efecto, suponiendo el sistema estacionario:

P(n) = P(0)x[M]"; de donde:
lim.P(n) = lim.P(0)x [M]" = P(0)x [M]|=P, ;
donde ﬁi es una de las lineas de [1\7[].

e CONTINUOS:

Un proceso estocastico se llama “continuo” cuando el tiempo interior no
viene como una variable aleatoria, es decir, no esta determinado el instante en
que el sistema cambia de estado (obsérvese la correlacion existente con el
problema de la caja negra, o desconocimiento del individuo como sistema).
Ejemplo representativo e interesante lo constituyen los “procesos de nacimiento
y muerte” (en ellos, la variable aleatoria “tiempo” sigue una determinada
distribucion de probabilidad), definidos en la Teoria de Colas (fendémenos de
espera) que adoptan la forma de ecuaciones de estado, como:

d
_pn(t) = }Ln—l x pn—l(t) - (7\‘n + “n)pn(t)-i_ Mn+l x pn+1(t) —> n> O ’

dt

d 3 A, =f(n)
—DPo(t) = —A,xp,y(t) +p, xp,(t), en donde _ ,
dt K, =g(n)
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A = tasa media de llegadas (poissoniana)
Siendo < ;

p = tasa media de servicio (poissoniana)

Estas ecuaciones generalizan numerosos casos particulares de los
fenomenos de espera, v. gr., el de una tasa de servicio proporcional al nimero de
unidades en el sistema (A,=A; u,= nxp). En caso de “régimen permanente” (las
probabilidades p,(t), de que el S. se encuentre en el E; en el instante t, de un
numero n de unidades en el S., son independientes del tiempo), se tendria:

d
—p.(t)=0 ; Vvalor den.
dtpn()

De cualquier modo, ya nos ocuparemos, en su lugar correspondiente, del
posible tratamiento que la Teoria de las Colas puede realizar de los Sistemas
psicologicos, razdn por la cual no seguiremos extendiéndonos aqui sobre el tema.

Ejemplo de aplicacion:

Un sistema psicologico puede presentar solamente dos estados E; y E,
segiin unas probabilidades de transicion desconocidas, y en uno u otro estado se
puede tomar bien sea la decisiéon D,, bien sea la D,. Estas decisiones entrafian
unos “costes” determinados recogidos en la tabla siguiente:

Decision D, Decision D,

Transicion | Prob. Coste Prob. Coste
E, — E, p" 5 ) 10
E, - E, q" 8 @ 5
E, — E, p!" 7 p? 4
E2 — E2 q(l) 6 q(2) 8

FIG. 7.3. Tabla de decisiones del problema.

a) La persona que controla este sistema psicologico decide aplicar la
hipotesis de Laplace-Bayes y comenzar a tomar decisiones inmediatamente.

La sucesion de los estados del sistema, durante el periodo de observacion,
es el siguiente:

Ey, Ea, Ey, By, Eg, By ;
(qué estrategia Optima se puede deducir?

b) Al cabo de un nimero suficiente de periodos se ha encontrado:
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q=078; pV=022;
q?=080; p?=020;

(cudl es entonces la estrategia Optima permanente?
Solucion:

El grafo correspondiente de la tabla anterior es el siguiente:

FIG. 7.4. Grafo del sistema psicoldgico.

a) En el origen se suponen todos los acontecimientos equiprobables, con
lo que:

p(l) - q(l) - p(2) - q(2) =1

Si se encuentra con E; es preciso tomar la decision D; que so6lo cuesta:
(5+8)/2 = 6’5 en lugar de la decision D, que costaria (10+5)/2 = 7°5.

Si se encuentra con E,, habria elegido D,, puesto que:
(7+6)/2 = 6’5 > (4+8)/2 = 6°0.

Si ahora nos encontramos en el estado E, podemos, siguiendo la hipdtesis

de Laplace-Bayes’, reevaluar ¢ y p”, resultando lo siguiente:

3 Hipotesis de Laplace-Bayes:

Sea una urna que contiene un numero desconocido de bolas de r colores c;, ¢, ..., ¢;. Se hace una
sucesion de tiradas no exhaustivas de 1 bola. Llamando i a la fecha de una tirada y 0 a la de la primera, la
sucesion definida a continuacion constituira el conjunto de las “probabilidades de Laplace-Bayes” de
salida de los colores ¢y, ¢y, ..., C;

pO)=1r, p(0)=1/ir,..., p(0)=1/r
om+1 om,+1 om o +1
pl(l):-l— ’ pz('): -2 PR pr(l): .
1+r 1+r 1+7r

si, en la fecha i, se ha comprobado después de la fecha 0: m; salidas de c,, m, salidas de c,, ..., m, salidas
de c,. Si la urna contiene n; bolas de color ¢;, n, de color c,, ..., n, de color c,, siendo:

Sn=n+tm+t..+n=n

entonces, segun el sentido de la convergencia en probabilidad, se tendra:
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(1):1“‘1:2' (1)_ 2 1
1+2 3°

permaneciendo p"" y q'? sin alteracion.

Se ve facilmente que no hay ninguna modificacién de la estrategia a
adoptar, que sera:

EI:DI
EZ:DZ

b) Pero las reevaluaciones sucesivas, al mismo tiempo que nuestro
conocimiento del sistema aumenta, van a introducir luego una
modificacion en esta estrategia, tal como lo muestra esta tabla basada
en la secuencia: E;, E,, E;, E,, E,, E,.

Transicion | Momento | Momento | Momento 3| Momento 4 | Momento 5

(azar) 1 2 El — Ez Ez — E2 Ez — Ez
E1 — Ez E2 — E1
Decision
adoptada b D b, b b,
Reevaluacion p(z) =2/3, q(l) = 3/4, Q(l) =4/5, q(z) = 3/4,
q?=13 | pV=1/4, | pV=1/5, | p?=1/4,
Conclusion E1 . D1 E1 . D1 E1 . D1 E1 . D1 E1 . Dz
EzZDz EzZDz EzZDl Ez:Dz EZ:DI

FIG. 7.5. Tabla de estrategias.

La estrategia Optima permanente, derivada de las observaciones que
permiten fijar " en 0°78 y g’ en 0’80 es, en definitiva:

EI:DZ
EzZD]

, . , m +1 n
lim.p, (i) = lim.—* =—k. Vk=1,2,..,1,es decir, para i suficientemente grande, resultara
i—>ow i 1471 n

que:

~
~

M vk=12,..r
1

Zk
n
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2. Aplicacion de la Teoria de Grafos

El empleo de la Teoria de Grafos, nacido de la existencia indudable de una
aplicacion multivoca I definida sobre un conjunto de sistemas o individuos, en el
planteamiento y resolucion de relaciones psicologicas entre los sistemas, puede
extenderse al terreno intensamente operativo de la optimizacion o bisqueda del
valor optimo entre los diversos sistemas que constituyen, ahora, los vértices del
grafo.

La “matriz estructural” del conjunto de sistemas (grupo de individuos)
viene determinada por la “matriz asociada al grafo” como representacion sagital
propiamente dicha.

El problema general consiste en buscar un camino de valor maximo o
minimo* entre los vértices o sistemas psicoldgicos (individuos) dados en un grafo
simétrico o no. Dado un grafo G = (S, U), siendo S el conjunto de elementos y U
el de arcos, en el cual, a cada arco u se le asocia un numero: 1 (u) > 0, llamado
“valor o longitud de u” (y que, en nuestro caso, puede evaluarse de acuerdo con
la intensidad de un estimulo o respuesta), se debe buscar un camino p que vaya
de un vértice Sy a otro S,, de modo que podamos maximizar o minimizar la

funcion:
F=> 1u

Ueu

Para resolver este problema, existen varios algoritmos, siendo los de mayor
utilidad en este caso, en mi opinion, el de Ford y el de Bellman—Kalaba (siendo
el primero facil de mecanizar para las redes que poseen un gran nimero de
vértices: caso del estudio sistematico de un grupo nutrido de individuos).

Obviamente, no podemos detenernos en la exposicion de los conceptos
teoricos que afectan a la aplicacion a la Psicologia de la Teoria de Grafos, si bien,
y solo a titulo indicativo, realizaremos las siguientes especulaciones, acerca del
comportamiento de los S. psicoldgicos tratados de esta guisa por la susodicha
técnica de la Investigacion Operativa.

Sea, v. gr., un conjunto de 5 individuos o sistemas psicologicos. De ellos
puede afirmarse que:

1- No forman grafo “simétrico”: puesto que 2 vértices adyacentes
(ligados entre si por un arco, por lo menos) no tienen por qué estar
ligados forzosamente por 2 arcos (uno en cada sentido): en efecto, un
individuo puede emitir informacion hacia otro, y no ser correspondido.

* Se denomina también “camino mas corto”. El valor 1(u) es, en este caso, llamado “longitud” del arco u.
Esta terminologia, de uso corriente, se presta, sin embargo, a generar confusion.
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6-

No forman grafo “antisimétrico”: puesto que 2 vértices cualesquiera

pueden estar ligados por 2 arcos (se admite la posible existencia de una

correspondencia informativa entre dos individuos).

No forman grafo “completo”: puesto que dos vértices cualesquiera

no tienen por qué ser siempre adyacentes (se admite la posible

inexistencia de transito informativo entre 2 individuos).

No forman grafo “fuertemente conexo”: puesto que 2 vértices

cualesquiera pueden no estar siempre ligados, al menos, por dos

caminos (hipdtesis que se deduce ampliamente de mis consideraciones

anteriores).

Si forman grafo “transitive”: puesto que:

a) Existe siempre un arco que va del origen de un camino cualquiera a
su extremidad.

b) Ademas cada wvértice posee un “bucle”. Veamos ambas
consideraciones respectivamente:

a) Sea:

FIG. 7.6. Grafo compuesto de cinco individuos.

un grafo constitutivo de los cinco sistemas (individuos) de que
consta un grupo. Obsérvese que si bien no podemos, siguiendo un
camino, desplazarnos desde A hasta E, si podemos plantearnos el
problema de un modo distinto: considerando dos subgrafos
transitivos: {A,B, D}

{C,E},

en los que es perfectamente descomponible el grupo en cuestion.

b) La diagonal principal de la matriz asociada al grafo no contiene
mas que unos => Vu; =l. Esta consideracion se nos antoja
importante desde el punto de vista psicologico (trascendencia de las
propias respuestas en uno mismo), y es condicién decisiva en el
estudio de sistemas con retroalimentacion o “feedback” (jtan propio
de los individuos de la especie humana!).

No forman grafo “sin circuitos”: puesto que no solo puede existir

algln “circuito” (camino en que la extremidad terminal del Gltimo arco

se confunde con la extremidad inicial del primer arco), sino que, por
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otra parte —como ya hemos apuntado anteriormente— cada vértice
posee un “bucle”.

7- La consideracion acerca de si pueden constituir un grafo “simple”
parece aleatoria y, en todo caso, perfectamente enjuiciable desde el
plano psicolégico: puede determinarse una division de los vértices
(sistemas = individuos) en 2 clases, de tal forma que todo arco que
tenga su extremidad inicial en la primera de estas clases, y su
extremidad terminal en la segunda.

Otro problema interesante que puede plantearse en el estudio de los S.
psicologicos, reside en la busqueda del flujo maximo que puede atravesar una red
de acuerdo con la limitacién que representan las capacidades maximas de los
arcos de la misma (umbrales superiores de “estimulo o respuesta”). Para resolver
este problema por el algoritmo de Ford—Fulkerson, es necesario ignorar la
presencia de los “bucles” en el grafo representativo del conjunto o grupo de
individuos. El problema queda definido de este modo:

“capacidad del arco u” (umbral de maxima informacién) = c(u) > 0;
Hay (n+1) sistemas o vértices — {S,, ..., S,}, de tal modo que:

{@ 3 un vértice S (“entrada de la red”) y uno solo /: T (S,) = @;
® 3 un vértice S, (“salida de lared”) y uno solo/: ' (S,) =0 ;

Un flujo y de la red, es una cantidad y(u) asociada a cada arco u de la red,
tal que: (1) y(u) >0 —> Vu e U;

() ¥ o= Ypw=0- # S,
—> VS ;
=S,
)y <c(u);

Y ello, representando por Uy al conjunto de arcos que inciden
. . + . . N .
interiormente en S, y U™ al conjunto de arcos que inciden exteriormente en S.

Las restricciones (1) y (3) son claras. Veamos, en cambio, que la
restriccion (2) implica una exégesis terminante: en todo S, la suma de umbrales
maximos de los estimulos debe ser igual o “equivalente” (heterogeneidad de las
unidades de medida) a la suma de los umbrales méaximos de las respuestas, sin
cuya condicion, es inutil atacar el problema a través del algoritmo propuesto.
Particularmente, creo que esta igualdad puede llegar a formalizarse, e incluso a
constituirse en realidad, profundizando en el estudio del ser humano y de sus
posibilidades de asimilacion y de comunicacion: los psicologos tienen la palabra.
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Buscar el flujo maximo en una red equivale a hacer llegar el maximo flujo
al vértice o sistema S,, esto es &> [MAX.] Wg,, siendo ¥g, el denominado “valor
del flujo W”. Consideremos, por otra parte, que los problemas de optimizacion de
camino, o de flujo maximo a través de una red, pueden convertirse en problemas
de Programacion Lineal. Sin embargo, los algoritmos propuestos (y cuya
descripcion debemos ahorrarnos por obvias razones de espacio), utilizando la
Teoria de los Grafos, resultan —a mi juicio— mas concretos y elegantes,
permitiendo una mejor utilizacion de la estructura particular de estos problemas.

3. Aplicacion de la Teoria de Gestion de Stocks

De un modo analogo al expuesto en la aplicacion anterior, podemos
considerar a un S. psicolégico como un ente en que las “demandas” propias de
los problemas de stocks se transforman en entradas de estimulos al sistema
mientras que, en su interior, se produce una acumulacién o almacenamiento de
experiencias y conocimientos cuyo control psicologico de emision del sistema
puede equipararse a la gestion de un stock mercantil.

En efecto, denominando “periodo” al intervalo de tiempo que separa dos
entradas sucesivas de estimulos, los principales elementos que intervienen en
nuestro problema son:

1- El volumen de salida de respuestas @), que puede ser determinado

(cuando resulta estar en funcion de ciertas variables; v. gr.:

proporcional al tiempo) o aleatorio (puede tratarse del planteamiento

conductista de una situacion real).

2- El tiempo de aplicacién del estimulo(t), que también puede ser
determinado o aleatorio, o depender del volumen de entrada de
estimulos n, de la intensidad de dichos estimulos o de multiples
conveniencias de caracter psicoldgico.

3- Los diferentes niveles de acumulacion de experiencias: nivel
maximo(S), nivel instantaneo(s) , nivel minimo y nivel de alerta (que
aconseja la provocacion de nuevos estimulos o, en su caso, permita la
nueva entrada de los mismos).

4- El volumen de entrada de estimulos @) que puede ser constante o
variable a voluntad del psicologo experimentador o, en su caso,
dependiente de un proceso de condicionamiento real.

5- Los instantes (fechas) de entrada de estimulos®)y los periodos@ de
permanencia en el sistema de la experiencia inducida por un
determinado estimulo, antes de su disipacion efectiva (culminacién
del “nivel de alerta™) a través de las respuestas correspondientes.

Es logico suponer que la evolucion del nivel de un cimulo de
conocimientos resultante de una o varias experiencias durante un periodo T, se
presente, por efecto de la memoria, bajo la forma de una funcion sectorial en
escalera decreciente (o, en su caso, como una curva continuamente decreciente).
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En todo caso, resulta comodo substituir o ajustar ese trazo sinuoso por una recta
0 curva que proporcione una descripcion analitica mas adecuada del volumen r
de salida de respuestas. Al respecto, puede verse la figura siguiente:

Nivel
del stock
Stock

inicial

Stock

final

tiempo

FIG. 7.7. Funcidn en escalera decreciente.

De entre las numerosas particularidades que surgirian de nuestro estudio,
consideramos procedente contemplar los modelos bésicos de actuacion del
psicologo—experimentador ante la diversidad de conductas que puede adoptar el
S. De entre estos modelos pueden presentarse, en nuestra opinién, con mayor
frecuencia, los siguientes:

1- Formas en que los periodos(T)de permanencia son fijos:

a) La salida de respuestas@es constante. La entrada de estimulos
tiene lugar instantineamente y en cantidades constaptes n. Se
puede, segin el caso, tolerar o no una ruptura del stock de
conocimientos.

. 1 Nivel detstock
Nivel -2 """ N~~~ """~ T

maximo

- -

Nivel

minimo

[]

ty t,i t
1
[

—— e ———

H
i
; T : T— Tiempo

0

FIG. 7.8. Entrada constante de estimulos al sistema psicoldgico.

b) La salida de respuestas(@) es variable (aleatoria o determinada).
La entrada de estimulos se hace con o sin plazo t en cantidades
variables n;, de manera que se sitiie el stock de conocimientos en un
nivel maximo al final de cada periodo. Las cantidades de estimulos
n; deben ser estimadas en los instantes t; por extrapolacion de la
funcién correspondiente. Asi:
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| Nivel del stock
Nivel . T L ; U T

maximo

Nivel
minimo
0

|
l
e e
1
I

Py I

: t, t, t, t. tiempo

FIG. 7.9. Entrada variable de estimulos al sistema psicolégico.

2- Formas en que los periodos(T)de permanencia son variables:

a) La salida de respuestas r es variable (aleatoria o determinada).
La entrada de estimulos se verifica con o sin plazo t en cantidades
fijas de manera que se situe el stock de conocimientos en su nivel
maximo, al final de cada periodo.

Nivel del stock

Nivel

maximo [~

Nivel

minimo

-
~»

P
w

t, hempo

FIG. 7.10. Salida variable de respuestas del sistema psicologico con o sin plazo .

b) La salida de respuestas(@)es variable (aleatoria o determinada).
La entrada de estimulos tiene lugar en cantidades fijas y exige un
plazo constante t. En este modelo, de comodo control, equiparable
al “Two-bin System”, las 6rdenes de entrada de los estimulos son
pasadas en el momento en que el stock de conocimiento se reduce a
un nivel convenientemente elegido por el psicélogo, llamado “nivel
de reaprovisionamiento o de alerta”.

Siguiendo el mismo esquema metodologico que el empleado en los
casos anteriores, su representacion grafica puede verse a
continuacion:
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Nivel
maximo
Nivel

inicial

N

Nivel
minimo
0

FIG. 7.11. Salida variable de respuestas del sistema psicoldgico con un plazo T.

Los modelos anteriormente expuestos de gestion de “stocks intelectuales”,
constituyen modelos bésicos, que ofrecen la ventaja de proporcionar unas reglas
automaticas de control. De cualquier modo, no conviene ocultar que, como en
todo problema de Investigacion Operativa, no siempre sera posible resolver el
caso por cualquiera de los modelos anteriores, siendo entonces preciso realizar
un estudio especial teniendo en cuenta todas las restricciones particulares,
implicadas por el individuo o sistema.

Convendria hacer notar, por ultimo, que la Programacion Dinamica, cuya
aplicacion a lo problemas psicologicos ya ha sido estudiada en epigrafes
anteriores de este mismo capitulo, resulta un instrumento matematico
particularmente util para resolver los problemas de stocks intelectuales que sean,
esencialmente, de naturaleza secuencial, como los psicologicos.
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CAPITULO 8
Aplicaciones de la Investigacion Operativa (lI1).
Teoria de Colas o de los Fendmenos de Espera

1. Introduccion

En el estudio del individuo como S., pueden considerarse, a mi juicio, las
entradas de estimulos como llegadas de clientes en un fenomeno de espera, si
presuponemos inicialmente una acumulacion de ellos como resultado de una
experiencia psicoldgica de caracter conductista o behaviorista.

2. Proceso de Poisson

Consideremos, para mayor generalidad, que dichas llegadas de estimulos se
producen siguiendo un proceso poissoniano. En efecto, dados unos cambios de
estado en un S. o individuo, se diran que siguen los postulados de Poisson' si se
cumple que:

1- Los sucesos que conciernen a cambios en intervalos no solapados, son
independientes.

2- La probabilidad de un nimero dado de cambios en un intervalo
depende de la medida o longitud de este intervalo: |— , y no de su

slituaci(')ln:
| [ .
3o I e/ lim A TAX o do e s
h—0 h
4-vne{Nj=1{z*}= 1im B _y
n>2 h—)O h

! Siméon Denis Poisson (1781-1840), fue un fisico y matematico francés al que se le conoce por sus
diferentes trabajos en el campo de la electricidad; también hizo publicaciones sobre la geometria
diferencial y la teoria de probabilidades. La primera memoria de Poisson sobre la electricidad fue en
1812, en que intent6 calcular matematicamente la distribucion de las cargas eléctricas sobre la superficie
de los conductores, y en 1824, cuando demostrd que estas mismas formulaciones podian aplicarse de
igual forma al magnetismo. El trabajo mas importante de Poisson fue una serie de escritos acerca de las
integrales definidas, y cuando tan sdlo tenia 18 afios, escribié una memoria de diferencias finitas. Poisson
enseflaba en la escuela Politécnica desde el afio 1802 hasta 1808, en que llegd a ser un astronomo del
Bureau des Longitudes. En el campo de la astronomia estuvo fundamentalmente interesado en el
movimiento de la Luna. En 1809 fue nominado como profesor de matematicas puras en la nuevamente
abierta facultad de ciencias. En 1837 publicé en Recherches sur la probabilité des jugements, un trabajo
importante en la probabilidad, en el cual describe la probabilidad como un acontecimiento fortuito
ocurrido en un tiempo o intervalo de espacio bajo las condiciones que la probabilidad de un
acontecimiento ocurre es muy pequefia, pero el numero de intentos es muy grande; entonces, el evento
ocurre algunas veces. Durante toda su vida publicé entre 300 y 400 trabajos matematicos incluyendo
aplicaciones a la electricidad, el magnetismo y la astronomia.
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Consecuentemente, habrd que analizar, en cada caso, si realmente la
experiencia psicologica en cuestion se adapta a los postulados anteriormente
expresados, y, acto seguido, proceder a su estudio como tal proceso poissoniano,
del modo que a continuacion se expone.

En estadistica y simulacion, un Proceso de Poisson (también conocido
como "‘Ley de los sucesos raros') es un proceso de sucesos independientes
donde:

1. El nimero de sucesos en dos intervalos independientes siempre es
independiente.

2. Laprobabilidad de que un suceso ocurra en un intervalo es proporcional a
la longitud del intervalo.

3. La probabilidad de que ocurra mas de un suceso en un intervalo
suficientemente pequeino es despreciable (no se produciran sucesos
simultaneos).

Para procesos homogéneos hay una densidad media A. Eso significa que la
media de los sucesos en un intervalo de tiempo t es A/t. También existen procesos
de Poisson no homogéneos.

El tiempo entre dos sucesos de un proceso de Poisson con intensidad
media A es una variable aleatoria de distribucion exponencial con parametro A.

Se pueden modelar muchos fendmenos psicoldégicos como un proceso de
Poisson. El nimero de sucesos en un intervalo de tiempo dado es una variable
aleatoria de distribucién de Poisson donde A es la media de nimeros de sucesos
en este intervalo. El tiempo hasta que ocurre el suceso nimero K en un proceso de
Poisson de intensidad A es una variable aleatoria con distribucion de probabilidad
gamma o (lo que es lo mismo) con distribucion de Erlang” con 6 = 1/A.

Imaginemos, ahora, un S. psicoldogico o individuo en un determinado estado
en el instante t, caracterizandose dicho estado por la llegada de un numero k de
estimulos, entre 0 y t. Suponiendo que la probabilidad de pasar del estado k al k +
1 entre t y t + dt es igual a A-dt, siendo A constante y considerando despreciable
la probabilidad, por tratarse de un infinitésimo (o infinitesimal) de orden
superior, de pasar del estado k al k + 2.

Puede verse, al respecto, el esquema o figura siguiente:

2 En estadistica y simulacion, la distribucidon Erlang, también llamada distribucion de Erlang, es una
distribucion de probabilidad continua con dos parametros K y 6 cuya funcion de densidad, para valores X >
0 es la siguiente: _
_ax (M)

(k— 1)
La distribucion de Erlang es el equivalente de la distribucién gamma con el parametro Vk = 1,2, ..., y A =
1/6. Para k = 1 eso es la distribucion exponencial. Se utiliza la distribucion de Erlang para describir el
tiempo de espera hasta el suceso numero k en un proceso de Poisson.

flx)=Ae
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FIG. 8.1. Llegada de estimulos a un sistema psicoldgico.

Teniendo en cuenta lo anterior, determinemos ahora la probabilidad de que
el sistema en cuestion se encuentre en el estado n en el momento t + dt.

Esta probabilidad es igual:
— a la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado n-1 en el
momento ty que se produzca una llegada de estimulos entre t y t + dt;
— mas la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado n en el
momento t y que no se produzca ninguna llegada de estimulos entre t y
t+ dt.
Podemos escribir:
P, (t+dt) = p,, (t)A dt+ p, (t)(1 - A-dt),

o bien, haciendo las operaciones pertinentes:

i AP (D) _ o (1) = p, (t+dt)—p, (1)

A0 At dt

=1 P (t) -A- P, (t) = Z[pnfl (t) - pn(t)]

La solucion de esta ecuacion diferencial, que se puede resolver como lineal
: (A"
de primer orden, es: p,(t)=¢ >
n!
. A" . .
siendo parat=1:P, =€ oy duees la expresion de la ley de Poisson.

La ley de Poisson define, pues, un proceso de llegadas de estimulos (por
unidad de tiempo) que responde a las hipotesis anteriormente especificadas. Su
media y su varianza son:

E(n)=XA, Var(n)=c’=AX\.

En teoria de probabilidad y estadistica, la distribucion de Poisson es una
distribucion de probabilidad discreta. Expresa la probabilidad de un numero de
eventos ocurriendo en un tiempo fijo si estos eventos ocurren con una tasa media
conocida, y son independientes del tiempo desde el tltimo evento.

La distribuciéon de probabilidad de Poisson, que publico, junto con su
teoria de probabilidad, en 1838 en su trabajo titulado Recherches sur la
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probabilité des jugements en matiéres criminelles et matiere civile (investigacion
sobre la probabilidad de los juicios en materias criminales y civiles), estd dada
por la expresion siguiente:

e A

donde:

(e es la base del logaritmo natural o neperiano (e =2.7182818284...),
k! es el factorial de k,
k es el nimero de ocurrencias de un evento,
< A es un numero real positivo, equivalente al numero esperado de
ocurrencias durante un intervalo dado. Por ejemplo, si los eventos ocurren
de media cada 4 minutos, y se esta interesado en el numero de eventos
ocurriendo en un intervalo de 10 minutos, se usaria como modelo una
\_ distribucion de Poisson con: A = 10/4 = 2’5.

Por ejemplo, si el 2% de los individuos analizados de un cierto colectivo
tienen la expresion escrita defectuosa, se desea obtener la probabilidad de que 5
de 400 individuos (el 1°25%) de dicho colectivo tengan su expresion escrita
defectuosa.

Solucioén:

l=05,A=4000.02) =38

= 0.092

O sea, que la probabilidad buscada es del 9°2%. Si, por otra parte, como
pareceria natural, se buscase la probabilidad de que dicha expresion defectuosa la
tuvieran 8 individuos del colectivo (el 2%), dicha probabilidad, conk =8 y A =38,
seria practicamente del 14%.

Pues bien, la probabilidad de que el intervalo que separa dos
acontecimientos sucesivos sea superior a un determinado valor T, es igual a la
probabilidad de que no se produzca ninglin acontecimiento en el intervalo 1, por
consiguiente, igual a ™.

Al respecto de lo que estamos exponiendo hasta ahora, puede resultar
suficientemente aclaratorio el siguiente grafico:
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>

x x ¢ x >
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FIG. 8.2. Intervalo de tiempo T de llegada de estimulos al sistema.

Si se designa por F(t) la funcion de distribucion de t, la probabilidad de que
el intervalo en cuestion sea superior a T no es otra que 1 — F(7).

En estas condiciones: F(t)=1- e, resultando:
dF(r) = f(r)dr=e " -d(1 7).

De este modo, en el marco de un proceso poissoniano, la ley de
probabilidad de los intervalos que separan dos acontecimientos sucesivos no es
otra que la ley exponencial. Su media y su varianza son:

E@=12 |[E@] _,
Var(t) =1/3? | Var(t)

En los fenomenos de espera, la ley de Poisson describe, a menudo,
correctamente el proceso de llegada de los estimulos y la ley exponencial la
distribucion de las duraciones del servicio. En tal caso, la ley de llegadas viene
definida por el numero medio de las llegadas por unidad de tiempo y la ley de las
duraciones del servicio por la tasa media de servicio (inversa del tiempo medio
que separa dos acontecimientos sucesivos).

3. Estimulacién ilimitada

La figura que viene a continuacidon representa esquematicamente esta
situacion. Llamemos:

('S al ntimero de centros perceptores del individuo o S.
v al nimero de estimulos en la fila de espera.
j al nimero de estimulos que estan siendo procesados por el
individuo (0 <j <S).
n al namero total de estimulos en el sistema, es decir, en espera y
siendo procesados, esto es: n=v +].
p al numero de centros perceptores del S. desocupados.
t; al tiempo medio de espera del estimulo en la fila, antes de ser
procesado, que no debe confundirse con la latencia de la respuesta
(tiempo transcurrido, en segundos, entre la presentacion del estimulo
\_ ¥ €l comienzo de la respuesta).

A
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(Los valores medios correspondientes se representaran con un guion
horizontal sobre la variable psicologica en cuestion).

La situacion aparece clara. En tanto que j < S, es decir, mientras que todos
los centros perceptores no estan ocupados, no hay filas de espera y cualquier
estimulo que llegue es procesado inmediatamente (v = 0). Por el contrario, si j =
S, puede formarse una fila de espera y entonces v > 0.

La situacion, graficamente, podria esquematizarse asi:

SISTEMA PSICOLOGICO

Entrada de estimulo/v —X—

FILA DE ESPERA \
Fuente de estimulacion —K—

N

FIG. 8.3. Esquema de llegadas de estimulos al S. psicologico (estimulacion ilimitada).

En este caso, las llegadas de estimulos son de naturaleza poissoniana y su
tasa media de procesamiento es A. Todos los centros receptores tienen igual tasa
media de procesamiento p que corresponde a una misma distribucion
exponencial.

En la figura anterior no hemos representado mas que una sola fila de espera.
Podemos considerar igualmente que hay varias filas, una ante cada centro
perceptor del sistema psicologico (audicion, vista, olfato, tacto, ...); este tltimo
caso sera equivalente al primero con la condicion de que los estimulos no tengan
ninguna prioridad ni preferencia por un centro perceptor en particular y que
cualquier estimulo actiue desde la fila més corta. En el caso de tratarse de varios
individuos o sistemas psicologicos el problema podria multiplicarse tantas veces
como fuera preciso.

Las ecuaciones de estado que describen tal fenomeno de espera se
establecen facilmente del siguiente modo:
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" d
a P (D) =—4-p (1) + -p, (),

J % Pa(®) = 4Py, (1) — (A4 M) Py () + (N4 1) Py (1),
vn/l1<n<S§,

d
L at P =4 P (D= (A+S )P, (1) + S Py (D), VNS,

Estas ecuaciones no son mas que un caso particular de las ecuaciones
siguientes, mas generales, que definen lo que se denomina un “proceso de
nacimiento y de muerte” en el cual las llegadas y el proceso de percepcion son
poissonianos:

d
E P (t) = ﬂ“n—l Pra (t) - (/1n + U, ) Pn (t) + o Pos (t)’v n>0

%po(t>=—zo-po<t)+ul-pl<t)

en donde A, y 1, son funciones de n.

Las ecuaciones anteriores generalizan numerosos casos particulares de los
fenomenos de espera, por ejemplo, el de una tasa de procesamiento proporcional
al namero de estimulos en el sistema (4, = 4; 1, = n-p).

Situémonos ahora en el caso de “régimen permanente”, es decir, en el caso
en que las probabilidades p,, de un nimero n de unidades en el sistema, son
independientes del tiempo, con lo que:

% p,(t)=0 , para cualquier valor de n.

Se pondra y = A/u. La cantidad /S, denominada “intensidad de
estimulacion”, sera tal que (y/S) < 1, es decir, y < S, si no la fila se haria infinita,
al ser el nuimero medio de llegadas de estimulos superior al de salidas.

a) Probabilidad p, de que existan n unidades en el sistema.

De las ecuaciones de estado se deducen inmediatamente las formulas:

n

74
n!

P, = P, ; I1<n<S8,

n

_n Y . .
Po = Pogrgrs: NS
donde:
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1
Po = S 2 S
SR A A S 4
S!I1-y/S) 12! (S -1)!
A
otambién p,=¢e “ =e”"”

En el caso particular de que exista un nico centro receptor (perceptor), o
sea, S = 1, se tiene:

Se pueden utilizar igualmente, para el calculo de p,, las formulas de
retorno o recurrencia:

pnzipnfl, 1<n<8S
n
U}
=—p.,, Nn=>8S.
pn Spnl

En cualquier caso, la determinacién de la probabilidad p, de que existan n
unidades de estimulos en el sistema, siendo la tasa media de llegadas A y la tasa

de percepcion proporcional al nimero de estimulos en el sistema, se realiza del
siguiente modo:

Volvamos a tomar las ecuaciones generales del proceso de nacimiento y
muerte:

d
E pn (t) = /In—l ) pn—l (t) - (/In + ;un) pn (t) + /’ln+l ) pn+1 (t)a n> Oa

% Do () = —4-Py (1) + 11,-p, (V).

Aqui, A, = Ay 1, = n-u. En régimen permanente, se tendra:

O:ﬂ"pn—l_(l+n./u)pn+(n+1);u'pn+l’ n>0;
0=-4p,+ 4P,

O S€a.
(n +1)1u'pn+l = _/I'pn—l + (/1 + n';u)pn’

A
pl = poa
y7]

comao:
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A
pl = _poa
1
2P, = (A +pu)p,— APy,
3pu-py=(A+2u)p,-1-p,,
dp-p,=A+3u)p;—4-p,,

de donde:
(A u)” .
n — n! poa
pero:
D p.=1
n=0
luego:

00 7\‘/ n

Po +poZ: %21,
- n!

P +p0(e”“ -1) =1,

_ a—A/p.
pO_e 9

y finalmente:

n

_ (7¥/H)nef}»/}l _PoxV
n! n!

n

b) Numero medio de unidades n en el sistema.

Se calculard la esperanza matematica o valor medio de n del siguiente
modo:

— 2 S S+1 S+2
n= y/+2l//—+...+SW +(S+1)W + 1 = Po-
2! S! SI(S-w) SI(S-vw)

En particular, para S = 1:

- N v Al u A,
n:zn'p“:p 1Ay u-1
~ v 1-A/u u
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¢) Numero medio de estimulos v en la fila de espera.

Se calculara la esperanza matematica de la variable aleatoria V. =n — S
(estimulos esperando en cola), tratandose del caso de un fendmeno de espera con
varios centros receptores sensoriales, o sea:

o0

V=Y (-S)p, =3 np, -5 p,

n=S+1 n=S+1 n=S+1
) S+1 S+2
Y v
- n-p, =P,/ (S +1) +(S+2) +..}=
n%; { S!S S1S?

Py y® o
=PV s el (s+2 ..
3!{( AR s

Como sucede que:

« _ v
S 1-y/S S—-y

derivando la expresion anterior resulta:

(S+1)S-—w)y® +y°"
(S-yw)?

ST SI(S-y) SUS-y)’

0 S+1 S+2

74 74

— S E pn:p-S{ + +..1:
=~ 7| s1s  s18?

0 S +1 S+1 S+2
Eﬁw%=p{( L }

LS+l 2 o, S+
:M1+K+V/—2+.., PV !
S! S S S! -y /S

S+1 1

v X .
S!' S-yw

= pOS

De donde se deduce que:
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\7: p l//SJrl .\ l//5+2 _
LSS -y) SUS-w)

S'I//SH l//S+l

P sy T Pessiacy sy

, llegando asi a la formula buscada. En particular para S = 1, se tendra:
2

C B _ vy
2: (n 1)pn - 1_'W

n=S+1

d) Numero medio p de centros receptores desocupados.
_ S
p=2 (S-mp, =S—v;
n=0
Para S =1, se tiene:

p_:l—\u.

Las medias de las variables n, v y p estan ligadas analiticamente por la
relacion:

H=;+S—5=;+W.
e) Probabilidad de espera.

La probabilidad de una espera de cualquier duracién o probabilidad de
espera, que serd expresada por p(> 0) es, sencillamente, la probabilidad de que n
sea superior o igual a S. O sea:

p(>0)=Pr(n>=8)=> p,,
n=S
S

U}
>0) = .
p(>0) S!(l—\u/S)po

f) Tiempo medio de espera t; en la fila:

En régimen permanente, se tiene:

V= Aty ,
de donde:
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v g
N 2p0‘
» SSlu(l-vy/S)

tr =

Existen unos abacos que dan los valores de los productos sty para
diferentes valores de Sy y/S. Para S = 1, se tendra:

tr = hd

1
Al—wy

> <
>)|:s|

4. Estimulacion limitada

Con la hipotesis S < m, en donde m es el nimero de estimulos, el
fenomeno puede definirse de la manera siguiente: si 1 <n <SS, hay (S — n) centros
perceptores desocupados; si S < n < m, hay S estimulos que estdn siendo
procesados y (n — S) en la fila de espera. La situacion se presenta en la figura
siguiente 8.4.

a) Probabilidad p, de que existan n unidades en el sistema.

Las ecuaciones generales anteriormente expuestas permiten obtener:

P, =CLv"py, 0<n<S,

m

En este caso, la representacion esquematica del proceso es la siguiente:

n unidades en el sistema

g \

~

3
|

N

N
[
2.
oL
oo
o,
(9]
©n

FIG. 8.4. Esquema de llegadas poissonianas de estimulos con tasa media A por unidad de tiempo.
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en donde se tiene el numero de combinaciones sin repeticion de m elementos
tomados de nen n

n m!
~(m=n)n!’
n! n n
pn:S'STle// pO’ VSSnSm,

con: Zm: p, =1.
n=0

Se podran utilizar igualmente formulas de recurrencia. En efecto,
haciendo:

an = pu/Po
se tendra:
a, =1
a. ='“‘T”+1 a_,, 1<n<(S-1)
an:m—TnJrll// ‘a,,; VvVS<n<m,
Se calculard, por ultimo:
1

Po = —(Hw
1+> a,
n=1

En el caso de la existencia de un solo centro receptor sensorial (nariz,
oidos, ojos, piel, ...), las formulas a utilizar son:

m! n
Pn = mvf Po
con:
1
pO = m ' n
I L, S
~— (m —n)!
y

2. p.=1,
n=0

o bien la férmula de recurrencia;

pn:(m_n+1)\|/pn_1, 1<n<m.
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b) NUumero medio de estimulos en la fila, de centros receptores
sensoriales desocupados y de estimulos en el sistema.

Los valores medios de las variables psicologicas v, py n vienen dados por
las formulas:

V=Y (n-S)p,.

n=S+1

S
p=2,(S—n)p,,
n=0

n=S+;—p.

En el caso de un solo centro receptor sensorial (S = 1), las formulas a
utilizar son las siguientes:

— 1+
v=m-—Y(1-p,),
\j

l;:pm

1
n=m-—(-p)
U}

c) Probabilidad de espera y tiempo medio de espera en la fila.

Se obtiene de las formulas:

p(>0)=Pr(n=>S)= Zm:pn,
n=S

_ ;; 1 m ;;
tr = — - _ T Fp——
byl y D G R

En el caso de la consideracion de un centro de percepcidon Unico, se
utilizaran las formulas:

p(>0):1_p0a
1 m  I+y
n 1-p, v

ty =

Para terminar esta introduccién diremos que existen otros modelos
tematicos que permiten tener en cuenta los diversos aspectos que pueden
presentar los fendmenos de espera: varias filas de espera con prioridades,
distribuciones de las entradas y de la duracion del procesamiento de los estimulos
diferentes de la ley de Poisson o de la ley exponencial, centros receptores
sensoriales en cascada, etc.
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Conviene, en cada caso que se presente en la practica, estudiar las
distribuciones de las llegadas y de la duracion de los procesamientos para tratar
de ajustarlas a las leyes de probabilidad clésicas. Si esto no fuera posible, se
podra tratar el problema por simulacién (método de Monte-Carlo u otros).

5. Ejercicios de aplicacion

1) Sea un fenomeno de estimulacion de un individuo con varios centros
receptores sensoriales.

La tasa media de llegadas de estimulos, cada diez minutos, es A = 8. La
duracion media de la percepcion (procesamiento) es de cinco minutos.

Calcular para S (nimero de centros receptores sensoriales) =5, 6 y 7, el
numero medio v de estimulos en la fila de espera y el tiempo medio de espera {;
en la fila.

Solucion

A =38, u(tasa media de servicio o coeficiente de proporcionalidad) =
=10/5=2, y=An=8/2=4;

Para S =5:

Aqui se tiene que: /S =4/5=0’8 <1 (intensidad de estimulacion).

N 46 \VS+1
V= = XDos
5.511-4/5) T° T S.SI(—y/8)’ o
con:
B 1
Po = e 42 43 44
-+ 1+ 4t —+ —
51(1-4/5) 20 31 4
De donde:
1 o, 1
Po = = =¢" =
1.024 /4 +824 /24 77 eV
y
_ 6 5
VAL AV S AV I ) BV I OIS
4! 77 6 77 6 77
Para S = 6:

En este caso, la intensidad de estimulacion sera:
y/S=4/6 =067 <1,
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_ 47
vV = ,
6-61(1—4/6)>"°
con:
Py = 1
0 46 4 43
— 1l
6!(1-4/6) 1 5!
De donde:
B 1 B 1 B 1
Po = o4 1024 2.048 L5144 T 719
axsi 24 TT20 120 0 1200 120
y
_ 7 6
v = 4 y 120 _ 4 :4'096:0'569.
St4 7192 7.192 7.192
ParaS=17:
En este caso, la intensidad de estimulacion sera:
y/S=4/7=0’57<1;
_ 48
vV = ,
7 T (1—4/7)° 00
con:
Py = 1
0 47 4 46
—— 1+ —+ —
T -4/7) 1 6!
De donde:
b = 1 3 1
g L5144 4.09  121.264
6!-3 120 720 720 x 3
y entonces:
— 8 8
v 4 720 x3 4 _ 65.536 018

X = = =
6!-37 121.264 3x121.264 363.792

1) El tiempo medio de espera viene dado por la férmula:

t \'%
f=—
A

- 2'216
Para S =5: tf:T:0‘277 N

y como la unidad de tiempo es aqui la decena de minutos, resulta:
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tr =2 min. 46 s. = 2'77 min. = 166 segundos

Para S = 6:

tr = % =0'07 ,osea, 0'7 min. = 42 segundos

ParaS=7:

t = % =0'022 , o0 sea, 022 min. = 13"2 segundos

2) Calcular, en un fenémeno de estimulacion, donde la tasa de
procesamiento es proporcional al nimero de estimulos en el sistema, el nimero
medio de estimulos en el sistema psicologico, sabiendo que la tasa de llegada de
los mismos es A = 6 y el coeficiente de proporcionalidad p = 2.

Solucion

X=6} w=A/u=6/2=3;
n=2

n

U

Debe tenerse en cuenta la expresion general: P, = '
n!

x Py

eV =Py=¢>=0°050;

P, =3xP, =3x005=0"150

32
P, = 5>< 0'05 =0"225

33
Py =5 005=01225
3 g
Py =% 0105=0169 =|> P, =1'000
: n=0
35

Py =—x0'05=0101
5!

36
P, = Ex 0'05=0'051

37
P, = 7X 0'05=0'021

38
Py = EX 0'05=10'008
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con la siguiente representacion grafica:

GRAFICO DE PROBABILIDADES
0,25
0,2 - \
@ 0,15 -
o
g 01 ]
0,05 - /
0 -
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Probabilidades (p)

De donde se deducira que:

_ 8
n=>) NP =P +2-P,+3-P;+4-Py+5-Ps+6-Pg+7-P;+8- Pg=

n=1
=0’150+2-0225+3-0225+4-0’169+5-0’101 +6 - 0’051 +
+7-:0°021+8-0°008=0’150+ 0’450 + 0’675 + 0’676 + 0°505 + 0’306 +
+0°147 +0°064 = 2’973 ~ 3 estimulos en el sistema.

3) En un S. psicoldgico el nimero de estimulos que se presentan por hora
es de 20 y el tiempo necesario para procesar la informacion y emitir una
respuesta es de 6 minutos por estimulo. Se admite que las llegadas constituyen un
proceso de Poisson y que la duracion del proceso es del tipo exponencial.

1) (Cuantos centros receptores sensoriales son suficientes para evitar
cualquier atascamiento en la recepcion de estimulos?
2) Se considera un Sistema Psicologico que procesa la informacién y
emite respuesta de modo proporcional al nimero de estimulos. ;Cudl
es en este caso la probabilidad p, de que haya n estimulos en la fila?
.Y el nimero medio de estimulos en el sistema?
3) El numero de centros receptores sensoriales, proporcional al nimero
de estimulos, se limita a 4. ;Cudl es la probabilidad de que deba entrar
en accion otro centro receptor sensorial?
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Solucion
1) Setiene A =20, u=10, y =A/u=2.

Se necesitan, por consiguiente, mas de dos centros receptores sensoriales
para evitar el atascamiento del sistema.

2) De una manera general, se tiene:

d
d_t pn (t) = _(ﬂ’n + /un ) pn (t) + /ln—l' pn—l (t) + ,le_l' pn+1 (t) s
d
d_t Po(t) =45 Po (1) + 44,7, ().
Pero aqui:
A=A, =0
de donde:
d
P () == +np)p, () +Ap,,(t)+(n+Dup,,(t),
d
apo(t) ==Apo(t)+up(t).
Se obtiene:
A
pl :_'pO 9
n

2up; =(A+ ) pr—Apo,
3ups=(A+2W) p2—p1»

Se ve facilmente que:

_1(aY
p2_2!|,t pOa
1Y
p3 31 Po »

Como por otra parte:
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de donde:

o) 7\‘/ n
P0+Poz—( L,l) =1
1 n-

y utilizando el desarrollo exponencial:

Po * Po (ek/u_ 1)=1.

Asi:
L) e M
Po= C-MH y Pn= (_j :
1) n!
Aqui:
1 n
p,=—2"¢?=0135"—
n! n!

La condicion necesaria de convergencia de esta serie numérica exigiria
que:

veamos que ello se cumple por la aplicacion de la formula de Stirling, en que:

e "xn" x+/27nn ;

n!

IR

En nuestro caso, se tiene:

n

lim. 2 XS _ lim.(z—ej < lim. - —0x0=0.

n—>o n" x /271N n—o\ N n—o /271N

En todo caso, dicha circunstancia viene demostrada por aplicacion del
criterio de d’Alembert o del cociente, puesto que para un término general de la

n

serie numérica: a, = — . se tiene que:
n!

21’1+1
. . n+1)! 27 ! .
lim. =L = | ( )—1 = lim =0<1
n—o g n—sw Q0 n—so QN X(1’1+1)' nson + 1 ’
n!

lo que confirma el caracter convergente de la serie que nos ocupa.
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Dicha convergencia también queda corroborada por aplicacion del primer
criterio de Cauchy (“criterio de la raiz”), puesto que:

= lim = lim 2—ex lim !

lim 3/a, = lim g :
n— o n— o ! n—>®© o 211 27'C1'1 n-»>w© 1 n— oo 2n/2nn

En cualquier caso, para la resolucion del limite anterior del denominador
de la segunda fraccion, también resulta aplicable el criterio de Stolz de la raiz, al
tratarse de una indeterminacién del tipo o”. Efectivamente, se tiene que:

, , 27n
lim.2Y/2nn = lim .2n-2(a-np—=———
n— o n— oo TC(H _ 1)

lim.3/a, =0x1=0<1, y la serie es CONVERGENTE, tal como se

n— oo

pretendia demostrar.

=1, luego:

Resultan, pues, las siguientes probabilidades:

po=0135 p;= 0180 ps=0°012
p1=0°271 pa= 0090 p7= 0003
p>=0271 ps = 0036 ps = 0001

con la siguiente representacion grafica:

GRAFICO DE PROBABILIDADES

0,3
0,25
0,2 -

0,15

Valores

0,1 -

0,05 A

o
L 2

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Probabilidades (p)
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Es facil comprobar, seglin la expresion:

L) e H/m
P =|— | 5
i n!

que, en el equilibrio, se tiene un proceso de Poisson tal que: n=»x/ L.

Por otra parte, con los célculos ya efectuados, se cumple que:

o0

D p, =0999 ~1
0

y el nimero medio de estimulos en el sistema, sera:
n= Z n-p, =1994 = 2, puesto que:
0

n =p;+2p,+3p;+4ps+ 5ps + 6ps + Tp7 + 8pg = 17994.

Dicho nlimero no es més que la suma de la serie:

— 0 [e¢] 211
=S np, =Y 0135
n= 2P, = 20135 T

3) La probabilidad de que deba entrar en accidon otro centro receptor
sensorial del Sistema Psicolégico, sera:

o0

> P, =1=po—p) —Ps —Ps — Py = 0053 =573%

n=5

pstpstprtpst...=0052+ ..

4) Consideremos ahora un sistema continuo con dos estados (c.r.s.
desocupado, c.r.s. ocupado), en donde la tasa poissoniana de llegadas de los
estimulos al Uinico centro receptor sensorial (c.r.s.) es A y la tasa exponencial de
procesamiento, . Si una llegada tiene lugar mientras se esta procesando la
respuesta, aquélla se pierde, si no, la respuesta al nuevo estimulo comienza
inmediatamente.

Estudiar el establecimiento del régimen permanente.

Indicacion. — Se podra utilizar para la resolucion la transformacion de
Carson-Laplace.
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Recordatorio. — Sea pj; la probabilidad de transicion del estado i al estado j
durante el tiempo elemental dt. Si M es el nimero de estados del sistema y p;(t) la
probabilidad de que el sistema ocupe el estado i en el tiempo t, se tiene que :

M
p;(t+dt) = Z pi()pj
o
p(t+d)—p,(t) = p,®p; = 5],
i=1

siendo o; el simbolo de Kronecker (igual a 1 cuando y solamente cuando 1 = J, e
igual a 0 en todos los demads casos).

Se tiene:
. pj(t+dt)—p;(t) M . Pij =9
lim. = (1) lim.
d:I—l}o dt ;p‘( )d:mO dt
de donde:
dp,(1) M
= p;(t)a; ,
dt é !

siendo ajj los elementos de la matriz diferencial A, tal que:

py -8y
ay = lim, ———
dt—0 dt
Se tiene, pues:

d
L PO =POA.

Consideremos ahora la transformacion de Carson-Laplace (*) de la
funcion f{(t), a saber:

F(p) =p[ e ™ f(tydt =Lf(1);

se tiene:
df
L—=pF - p-£(0) .
5 P (p) —pf(0)
Luego:
d
Ld—tP(t)=p'H(p)—p'P(0)
y

L-P®)-A=11(p)-A

si A no depende de t. De donde:
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p-11(P)-p-PO)=I()- A
11 (p) [p-1-A]=p-P(0)

N (p)=p-PO)[p-1-A]".

y entonces:

Solucién
a)
udt  I—pdt

[pij]{l—mt Adt }

En efecto, segun el enunciado del problema hay dos estados: c.r.s.
desocupado y c.r.s. ocupado. La tasa poissoniana de las llegadas es A y la tasa

exponencial del servicio es L.
{—k A }
A =
[T

I (p)=p-P <0){p[1]—{_:“ _ﬂ“ } I

Se tiene:

Resultando, para efectuar el calculo de la matriz inversa, que:

{1 O} {— A A } { p+A -2 } , )
P - = ; SU matriz transpues ta sera :
0 1] [u -u —H  PHu

{p+/1 —z}'{pm —y} []p{pw i}
—poprul [ A prul uoopra

Y el valor del determinante: A=(p+A)-(p+tw—-Au=p(pP+r+p,
de donde:

p+ u A
[T = p(p+A+u) p(p+A4+u)
H p+4

p(p+A+u) p(p+A+u)

Y haciendo operaciones, se tiene que:
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p+ U A
_ p+A+u p+A+pu
H(p) = P(0)| P ™ o

p+A+pu pH+HA+U
Se sustituye en una tabla de transformaciones inversas:

! —>1_e_at' Py et
p+a a  p+a

b

de donde, por ejemplo:

_ A=)t
P B G fu l-e _
p+A+pn pH+A+p A+

_ B e A
A+pu A+pu

Asi, en nuestro caso quedara la matriz:

R U S S S S R Y
A+ A+ A+ A+
P(t) = P(0) [ n N [ n
I B (AT P L eent!
A+pn A+ A+p A+

Se ve que, cuando t — oo, P (t) tiende hacia:

1) A
A+p A+p u A
P(0 = , -
(0) I A LM“‘H }H_H} [1t1, 7]
A+pu A+pu

, siendo el vector de estado: P(0) =[1,0].
b) Otro método de resolucion mas resumido conduce a:

d
PO =PrA.

Si el régimen es permanente d/dt - P(t) = 0, de donde P(t) - A = 0.
Resultando que:

—A-m+u-mp=0,o0loqueeslomismo:
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7&'751_1-1'7'52:(),
con:
7T1+7T2:1.

De hecho, pues, se trata de resolver el sistema no homogéneo

(heterogéneo) de dos ecuaciones con dos incdgnitas, compatible y determinado,
siguiente:

Ami—pu-mm=0
TC]+752=1

Por aplicacion de la regla de Cramer, se tiene:

Y

TEl = R
A - M A+
1 1
de donde:
A
751:—!J s Ty = — |
A+ A+

, cuyos resultados coinciden obviamente con los obtenidos por aplicacion del
método resolutivo indicado en el apartado anterior a).

(*) La transformada de Laplace (1780), que es un operador lineal como tendremos
ocasion de comprobar seguidamente, toma su nombre en honor del gran matematico
francés Pierre-Simon Laplace (1749-1827). Dicha transformaciéon supone,
genéricamente, que y(x) es una funcidon continua en todo el semieje OX positivo, y
supongamos ahora que su producto por €™ sea integrable entre 0 € o en un cierto
campo de p. Pues bien, la funcion F del parametro p que esta integral define en tal
campo:

F(p) = [ e ™y(x)d

se llama transformada Laplace de y(x), mientras que la funcion y se llamara generatriz
Laplace de F, y escribiremos:

F(p) =L[y(x)] ; y(x)=L"[F(p)]

Ambas transformaciones, directa e inversa, son operaciones lineales, es decir:
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I. Son distributivas en relacion a la adicion:
L [yrty2] = Llyi] + Llya] , y por tanto: L™'[Fi+Fy] = L"[Fi] + L[]
II. Son permutables con un factor independiente de la variable:

Llay] =aL[y] ; L'[aF]=aL"[F]

Transformada de una derivada. La propiedad mas interesante para las
aplicaciones subsiguientes es que: Al DERIVAR la funcion y(x) la transformada
Laplace queda MULTIPLICADA por su variable p y disminuida en y(0). Es decir:

Si Llyx)]=F(p) es Lly’®)]=pFly]-y(0)=pF@p -y©0) (1)

Claro es que se supone que y’(x) sigue cumpliendo las condiciones de
integrabilidad exigidas a y(x). En este supuesto resulta, en efecto,

[Te™ y (x)ydx = e yool) + pf e™ y(x)ydx = —y(0)+pF(p)

0

pues la integrabilidad de la funcion subintegral e™*-y(x) entre los limites 0 e o exige la
anulacion de esta funcion para x— oo.

La aplicacion reiterada de la expresion anterior (1) nos dara:

Lly"(x)]=p-L[y']- y'(0) = p*-F(p) — p-y(0) - y'(0)
Lly"(x)]=p-Lly"]-y"(0)=p’-F(p) - p*-y(0) - p-y'(0) — y"(0)

La transformada de la derivada enésima de una funcion (supuesta existente) es
igual al producto de la transformada de esta funcidon por p" menos un polinomio en p de
grado n-1 cuyos coeficientes, ordenados segun las potencias decrecientes de p, son los
valores iniciales y(0), y’(0), ..., y"'(0) de la funcidn y de sus n-1 primeras derivadas. Es
decir:

LIy™(x)]=p"F(p) - p"'y(0) — p"*y’(0) — ... - py™?(0) — y"(0)

Esta transformada integral tiene una serie de propiedades que la pueden hacer
util en el analisis de sistemas lineales en Psicologia. Una de las ventajas mas
significativas radica en que la integracion y la derivacion en el Calculo Infinitesimal
clasico se convierten facilmente en multiplicacion y division. Ello transforma las
ecuaciones diferenciales e integrales en ecuaciones polindémicas, mucho mas sencillas
de resolver.

Otra aplicacion importante en los sistemas lineales es el calculo de la sefial de
salida. Esta se puede calcular mediante la convolucion de la respuesta impulsiva del
sistema con la sefial de entrada. La realizacion de este célculo en el espacio de Laplace
convierte la convolucion en una multiplicacion, habitualmente de resolucion mucho mas
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sencilla. Cuando se habla de la transformada de Laplace, generalmente se refiere a la
version unilateral. También existe, sin embargo, la transformada de Laplace bilateral.

La transformada de Laplace estéd estrechamente relacionada con la Transformada
de Fourier y la Transformada Z. La transformada de Laplace es, de hecho, una
generalizacion de la Transformada de Fourier de Tiempo-Continuo. Aunque las
transformadas de Laplace rara vez se resuelven mediante integracion si no por medio de
tablas y el uso de computadoras (por ejemplo Matlab) como veremos mas adelante.
Esto define la transformada de Laplace y su inversa. Notense las similitudes existentes
entre la transformada de Laplace y su inversa. Esto nos ofrecera, como resultado,
muchas de las simetrias encontradas en el analisis de Fourier.

Para resolver las Transformadas de Laplace se pueden emplear diversos
métodos, a saber:

a) Resolviendo la Integral

Probablemente, el método mas dificil y menos usado para encontrar la
Transformada de Laplace es resolviendo directamente la integral. Aunque es
técnicamente posible hacerlo asi, también es extremadamente consumidor de tiempo,
dada la facilidad de los siguientes dos métodos para encontrarla. Las integrales estdn
sobretodo para entender conceptualmente la teoria y de donde se originan los siguientes
métodos resolutivos.

b) Usando una Computadora

El uso de una computadora para encontrar la transformada de Laplace es
relativamente sencillo. Matlab, por ejemplo, tiene dos funciones, laplace e ilaplace, y
las dos forman parte de las librerias simbolicas, con lo que encontraremos la
transformada de Laplace y su inversa, respectivamente. Este método resulta preferido
generalmente para funciones mas complicadas. Funciones mas sencillas e ideales
usualmente se resuelven con mayor rapidez mediante el empleo de tablas.

¢) Usando Tablas
Cuando se aprende por primera vez la transformada de Laplace, las tablas son,
sin duda, la forma més comun para encontrarla. Con suficiente practica, no obstante, las

tablas se hacen innecesarias. La gran parte del disefio de aplicaciones empieza en el
dominio de Laplace y dan como resultado una solucién en el dominio del tiempo.
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CAPITULO 9
Probabilidad, Estadistica y Analisis factorial

1. Probabilidad y estadistica
1.1. El origen de los métodos estadisticos

Una estadistica -con minuscula- es un recuento o numeracion de los
elementos de un conjunto; tal recuento puede realizarse sin ningin conocimiento
de la moderna Estadistica -con maytscula- y asi, por ejemplo, en el libro de
Confucio' se cita por Chu-King la estadistica industrial y comercial del Gao,
realizada 2.238 afios antes de Jesucristo, y de todos los cristianos es bien
conocida la causa por la que Jesis nace en Belén: sus padres, José y Maria,
hubieron de inscribirse en dicha ciudad, de acuerdo con las normas dictadas por
el emperador romano Augusto para realizar el censo de poblacion de todas las
provincias de Roma.

Estadisticas analogas a las de nuestros ejemplos (censos de poblacion,
agrarios o industriales, variables macroeconomicas, ...) se siguen elaborando
actualmente en casi todos los paises del mundo y la primera necesidad de
métodos estadisticos se presenta al intentar comparar cifras correspondientes a
dos conjuntos distintos, o a distintas partes o subconjuntos de un mismo
conjunto.

1.2. El célculo de probabilidades

Es la rama de las matematicas denominada “calculo de probabilidades” la
que ha aportado a la estadistica tanto sus bases tedricas como sus métodos de
investigacion. Ocupados los primeros estadisticos -cuya relacion deberiamos
hacerla arrancar de figuras tan ilustres como las de Pascalz, Bernouilli, Laplace o
Gauss’- primordialmente en las cuestiones demograficas y econdmicas, se ha ido

' (tradicionalmente 551 adC - 479 adC). Fue un filésofo chino, también uno de los 5 Santos de las 5
Grandes Religiones, creador del confucianismo y una de las figuras mas influyentes de la historia china.
Las ensefianzas de Confucio han llegado hasta nuestros dias gracias a las “Analectas”, que contienen
algunas de las discusiones que mantuvo con sus discipulos.

? (Clermont-Ferrand, Francia, 1623-Paris, 1662). Filésofo, fisico y matematico francés. Su madre fallecid
cuando ¢él contaba tres afios, a raiz de lo cual su padre se traslad6 a Paris con su familia (1630). Fue un
genio precoz a quien su padre inicié muy pronto en la geometria e introdujo en el circulo de Mersenne, la
Academia, a la que él mismo pertenecia. Alli Pascal se familiarizo con las ideas de Girard Desargues y en
1640 redact6 su Ensayo sobre las cdnicas (“Essai pour les coniques™), que contenia lo que hoy se conoce
como “teorema del hexagono de Pascal”.

3 Johann Carl Friedrich Gauss (30 de abril de 1777 — 23 de febrero de 1855), fue un matematico,
astronomo Yy fisico aleman de una gigantesca genialidad, que contribuyd significativamente en muchos
campos, incluida la teoria de nimeros, el analisis matematico, la geometria diferencial, la geodesia, el
magnetismo y la optica. Considerado como "el principe de las matematicas" y "el matematico mas grande
desde la antigiiedad", Gauss ha tenido una influencia notable en muchos campos de la matematica y de la
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extendiendo su campo de accion a todos aquellos sectores de la investigacion
donde la imbricacién de un considerable nimero de variables exige el uso de
técnicas que permitan su discriminacion, como es el caso de la psicologia.

No solamente para la comprension correcta de los diversos problemas que
plantea la psicometria, sino incluso para poder entender los mas sencillos
resultados de las exploraciones psicométricas e interpretarlos correctamente, es
indispensable un conocimiento, por somero que sea, de los conceptos estadisticos
mas fundamentales.

En psicologia, un concepto ciertamente importante es el de la
“correlacion”. Nos encontramos muchas veces con que necesitamos conocer la
direccion y el grado de relacion o dependencia entre dos variables psicologicas.
Por ejemplo, podemos necesitar saber la relacion que existe entre las notas que
ha obtenido un grupo de personas en dos tests diferentes, o bien la relacion
existente entre las calificaciones o estimaciones que sobre determinado rasgo del
comportamiento emiten varios profesores, o bien la relacidon existente entre los
cocientes intelectuales de un grupo de nifios y los cocientes intelectuales de los
padres.

Otras veces puede plantearse la cuestion de averiguar qué grado de
fidelidad tiene determinado test o experimento, para lo cual, pasado cierto
periodo de tiempo, se vuelve a administrar en el mismo grupo de sujetos y se
averigua el grado de relacion existente entre las dos mensuraciones. Hay muchos
otros problemas en psicologia que necesitan tales tipos de analisis, y para
llevarlos a cabo existen las técnicas de “correlacién”, que permiten medir las
relaciones existentes entre dos o mas variables.

La estadistica esta ligada con los métodos cientificos en la toma,
organizacion, recopilacion, presentacion y analisis de datos, tanto para la
deduccion de conclusiones como para la toma de decisiones razonables de
acuerdo con tales analisis. Por otra parte, desde el punto de vista de la aplicacion
de los métodos estadisticos al estudio de las variables psicoldgicas, se trata de
obtener sus valores medios o esperanza matematica de las mismas, asi como una
evolucion temporal previsible, en algunos casos. Las diferentes determinaciones
de estas variables, realizadas por los diferentes estudiosos de la Psicologia,
diferirdn en mayor o menor grado de este promedio teoérico, pudiéndose tratar
estas variaciones por el método de los errores en la teoria de la probabilidad.

También, en este sentido, debe tenerse en cuenta que conviene manejar un
numero relativamente alto de formulaciones o pruebas, puesto que Ia

ciencia, y es considerado como uno de los matematicos que mas influencia ha tenido alrededor de la
historia. Gauss fue un prodigio, de quien existen muchas anécdotas acerca de su asombrosa precocidad
siendo apenas un infante, ¢ hizo sus primeros grandes descubrimientos mientras era apenas un
adolescente. Completo su “magnum opus”, Disquisitiones Arithmeticae a los veintiin afios (1798),
aunque no seria publicada hasta 1801. Un trabajo que fue fundamental para que la teoria de los nlimeros
se consolidara y ha moldeado esta area hasta los dias presentes.
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aproximacion crecera ordinariamente con su numero. Y a pesar del
comportamiento irregular de ciertas formulaciones o resultados individuales
(“outliers™), los resultados promedios, en largas sucesiones de experiencias o
formulaciones aplicadas a la resolucion de un mismo problema, muestran una
sorprendente regularidad.

Desde luego, esta base empirica es indispensable para que la teoria formal
de la Estadistica enuncie sus axiomas inspirados en esta realidad y no se origine
una ciencia esotérica sin posibilidad de aplicaciones practicas. Pero, al mismo
tiempo, la regularidad estadistica enlaza el fundamento tedrico con la nueva
Estadistica con un principio fundamental del viejo Calculo de Probabilidades y la
nueva ciencia incorpora a su teoria la mayor parte del material cientifico que
contenia la teoria de las probabilidades.

Aunque opinamos que los métodos tedricos del Célculo de Probabilidades
vienen dados por teorias matemadticas formales independientes de la Estadistica,
como lo muestran importantes aplicaciones directas a campos cientificos tan
diferentes como la fisica, la balistica o la propia psicologia y que, ademas se
siguen publicando libros importantes sobre “Teoria de la Probabilidad” como el
de William Féller* o el del ruso Gmurman’, ello no impide que los tratados de
Estadistica de nivel superior incluyan una exposicion bastante completa del
Calculo de Probabilidades, como ocurre, por ejemplo, en el primer volumen de la
“Teoria Superior de Estadistica” de Kendall y Stuart”.

Pero al mismo tiempo creemos que deben delimitarse claramente los
campos cientificos en donde estan implicados los conceptos de “probabilidad” y
“estadistica”. Asi, por ejemplo, en el libro clasico de Cramer existen tres partes
bien diferenciadas, tituladas respectivamente: “Introduccion Matematica”,
“Variables aleatorias y distribuciones de probabilidad”, e “Inferencia
Estadistica”. Esta tltima parte es la que ahora se conoce por antonomasia como
“Estadistica Matematica”, y de ella hablaremos a continuacion.

1.3. La Inferencia Estadistica

La Inferencia Estadistica, que actualmente se conoce con el nombre de
Estadistica tedrica 0 matematica, en contraposicion con la Estadistica
Descriptiva, permitira obtener aquellos “valores medios” de los valores de las
variables psicologicas a las que nos hemos referido (ademas de otras
caracteristicas de los elementos del conjunto que se intenta “describir”); pero el
origen de la Estadistica Tedrica se encuentra en el Calculo de Probabilidades,
que acabamos de contemplar.

* FELLER (1966): An introduction to probability theory and its applications.
> GMURMAN (1968): Fundamentals of probability theory and mathematical statistics.
S KENDALL y STUART (1963): The advanced theory of statistics.
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El objeto esencial de la Estadistica es el de inferir resultados validos,
para un conjunto o poblacién a partir de las observaciones realizadas en una
parte, subconjunto o muestra de dicha poblacion. Si, por ejemplo, se quiere
conocer la cifra de espafioles que trabajan en alguna actividad productiva
(poblacion activa), se puede seleccionar un subconjunto (muestra) de la
poblacion total espafiola y, una vez consultados sobre su actividad, los métodos
estadisticos permiten estimar la cifra que interesa conocer, con unos resultados
cuya fiabilidad o exactitud se mide en términos de probabilidad.

La estimacién constituye, precisamente, el problema esencial de la
inferencia estadistica, que presenta distintas modalidades; pero a este problema
esencial de la inferencia hay que afiadirle el de la contrastacion de hipotesis
estadisticas para completar el cuadro de la Teoria de la Inferencia. Si, por
ejemplo, un comerciante acepta un pedido de fabrica solamente en el caso de que
reciba un 5 por 100 de piezas defectuosas, debera seleccionar una parte o muestra
representativa de la mercancia recibida y comprobar la bondad de cada pieza
seleccionada; con tales resultados los métodos estadisticos en que se basa el
control de calidad permiten formular una conclusion sobre la aceptacion o el

rechazo del lote de mercancia, que también vendra precisada en términos de
probabilidad.

El rigor matematico con el que se resuelve el problema de la contrastacion
de hipétesis ha sido un potente motor para desarrollar los campos de las ciencias
experimentales y de todas las que basan sus teorias en la observacion empirica de
la realidad. Cuando los psicélogos construian “teoria sin hechos” -como diria
Simiand’ refiriéndose a los economistas- podian llegar a conclusiones
tedricamente aceptables pero poco o nada realistas, al no haber contrastado por
métodos estadisticos sus hipotesis basicas de trabajo, que fundamentaban la
teoria que habia sido desarrollada.

Los modelos matematicos que utiliza la inferencia estadistica han sido
tomados, en general, de los que estudiaba el antiguo Calculo de Probabilidades y
pueden hacer referencia a la estimacion de caracteristicas poblacionales (totales,

7 Frangois Simiand (1873-1935). Economista, historiador y socidlogo francés, es de los pocos
economistas de su época que concibe su programa de investigacion en el marco de una ciencia social
unificada, negando a la Economia una existencia auténoma frente de las otras ciencias sociales. La
Economia es considerada por Simiand como una categoria de fenomeno social, igual a otras categorias y
que debe ser estudiada en el mismo marco de analisis. Como historiador de la Economia, pertenece a la
Escuela de Annales y aplica tempranamente métodos cuantitativos y fuentes estadisticas a la Historia. Es
militante socialista de ideologia social-reformista, interesandose por la evolucion a largo plazo de los
salarios, el dinero y los ciclos econdmicos. Nacido el 18 de abril de 1873 en Giéres, estudia en la Facultad
de Derecho y en la Escuela Normal Superior de Paris. Es profesor de la Escuela de Artes y Oficios y
encargado de la asignatura de Historia de las Doctrinas y de los Hechos Economicos en la Escuela
Practica de Estudios Superiores. Desempefia también cargos administrativos y politicos: durante la
primera guerra mundial trabaja en el Ministerio de Armamentos (1915-1917) y pasa después a ser
Director de Trabajo, Legislacion y Seguros Sociales de la Comisaria General de Estrasburgo (1919-1920).
Perteneci6 a la Sociedad de Estadistica Laboral de Paris, de la que fue Presidente, a la Comision Francesa
de Filosofia, a la Comision Francesa de Historia Moderna y a la Comision para la Publicacion de los
Documentos Econdmicos de la Revolucion Francesa.
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proporciones, promedios) o a los parametros ‘“ratios” que establecen las
relaciones funcionales entre dos o mas variables estadisticas (relacion entre la
edad mental y la cronologica, para el calculo del cociente intelectual del
individuo, por ejemplo).

El segundo problema se conoce en la terminologia estadistica con el
nombre de teoria de la regresion y los propios economistas (psicologos) han
ampliado las posibilidades de dicha teoria estimando no una ecuacién, sino un
sistema de ecuaciones simultdneas que pueden describir, conjuntamente, el
funcionamiento de una economia nacional (o de un sistema psicolédgico). Estos
sistemas se denominan modelos econométricos (modelos psicométricos), que se
han utilizado después en otros campos cientificos con el nombre genérico de
modelos matematicos.

El gran problema de la inferencia estadistica es, para Mood, el de
proporcionar medidas de la incertidumbre de las conclusiones obtenidas a partir
de los datos experimentales®, de donde se intuye la extensa lista de posibilidades
de aplicacion de la ESTADISTICA MATEMATICA; es decir, todos los
problemas de la tecnologia y de las ciencias sociales en los que es posible medir
los resultados conseguidos al concluir cada experimento aislado, si puede
concebirse ilimitada la serie a la que pertenece cada uno de dichos experimentos.

Dentro de la Inferencia Estadistica se presentan dos problemas esenciales:
los de la estimacion y de la contrastacion de hipotesis. El primer problema
consiste en inferir resultados validos para un conjunto o poblacion a partir de las
observaciones realizadas en una parte, subconjuntos o muestra representativa de
dicha poblacién o universo y, utilizando los métodos estadisticos, estimar la cifra
que interese. Los métodos de muestreo resuelven en la practica el problema de la
estimacion, pero en los manuales corrientes de Estadistica esta técnica se refiere
a poblaciones infinitas, lo que facilita el tratamiento teorico, pero sus resultados
no son aplicables directamente al tratar de inferir estimaciones validas a partir de
una muestra correspondiente a poblaciones finitas.

La contrastacion de hipoétesis estadisticas constituye la aportacién mas
fecunda de los métodos estadistico-matematicos para aceptar o rechazar hipotesis
y teorias en cualquier campo cientifico que hayan de contrastarse con la realidad,
o también para resolver problemas menos cientificos pero de indudable valor
practico, cual es el caso de muchos de los que se plantean en la Psicologia.

Ahora bien, sefiala R. Bayés que las investigaciones de Skinner, Pavlov y

9 . ~
Bernard” poseen algunos rasgos comunes que no queremos dejar de sefalar. Uno
de los mas interesantes es, a mi juicio, el de que todos estos investigadores ponen

¥ MOOD (1955): Introduccion a la Teoria de la Estadistica: p. 5.

? Claude Bernard (Saint-Julien, 12 de julio de 1813 — Paris, 10 de febrero de 1878) fue un médico y
fisidlogo francés, conocido fundamentalmente por el estudio del sindrome de Claude Benard-Horner. Fue
elegido para la Academia Francesa en 1868 y recibio la Medalla Copley en 1876.
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su énfasis en la consecucion de un control experimental riguroso al tiempo que
prescinden del llamado “control estadistico”.

Para algunos estudiantes de Psicologia, acostumbrados a un ambiente en el
cual la Estadistica (ademas de ser una asignatura frecuentemente dificil de
superar en las Facultades) es contemplada como una especie de dios severo que
juzga inexorablemente sobre la significacion de los datos y la representatividad
de las muestras, puede parecer casi milagroso que Pavlov utilizando unos cuantos
perros y un unico reflejo, o que Skinner, con un niimero muy reducido de ratas y
la respuesta de apretar una palanca, y habiendo elegido estos elementos
atendiendo a motivos de conveniencia y sin tener en cuenta exigencia muestral
alguna, consiguieran descubrimientos generalizables no s6lo al mismo reflejo en
todos los perros o a la conducta de apretar la palanca en todas los roedores de la
misma cepa, sino a todos los organismos individuales de gran nimero de
especies distintas en cualquier respuesta refleja u operante, segun el caso.

De todas formas, si lo pensamos, el hecho es coherente con el enfoque que
hemos presentado y nada tiene de extraordinario. En efecto, si descubrimos una
relacion funcional real entre un aspecto del ambiente y un aspecto de la conducta,
debemos poder observar esta relacion por lo menos en todos y cada uno de los
ejemplares de la especie, ya que, de lo contrario, esto significaria, o bien que
algunos individuos estarian sometidos a leyes distintas a los demas, o bien que
dichas leyes serian variables. En un enfoque verdaderamente experimental no es
suficiente que se demuestre que determinada variable ambiental tiene influencia
sobre la media de un grupo, sino que es imprescindible que pueda demostrarse
que cada cambio ambiental similar produce una alteracion similar en la conducta
de cada organismo. Cuando se observan diferencias conductuales ante el mismo
tratamiento de variable independiente, debe efectuarse un analisis para averiguar
cual o cudles son los factores responsables de la diferencia. No pueden existir
excepciones; una “ley” conductual que no rigiera para algiin organismo no seria,
propiamente hablando, una ley conductual. Si la ley es tal ley y se hallan
diferencias, debe existir una causa para que se produzcan tales diferencias;
encontrarla es una tarea tipicamente experimental, de la que puede servir de
ejemplo una de las investigaciones de Sidman'®.

1.4. La Estadistica Descriptiva

Si el objeto de la inferencia estadistica es el de estimar caracteristicas
poblacionales o del conjunto total a partir de observaciones muestrales, cabe
preguntarse cuales son aquellas caracteristicas 0 cOmo se organizan estos
resultados muestrales para estimar los correspondientes valores de la poblacion.

Un promedio es una caracteristica de la distribucion de frecuencias, pero
tal promedio puede ser mas o menos representativo del conjunto segin que los
valores se concentren o se dispersen mas en torno al correspondiente promedio,

' Vide Normal sources of pathological behaviour. Science, 1960, 132, pp. 61-68.
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lo que exige el conocimiento de dicha variabilidad, ya sea mediante estadigrafos
de tipo absoluto (desviacion media, desviacion tipica o standard, rango, recorrido
intercuartilico, ...) o de tipo relativo (coeficiente de variacion de Pearson,
coeficiente de variacion cuartilica,...). Ello y otras razones originan nuevas
caracteristicas de una distribucion de frecuencias. Tanto las distribuciones de
frecuencias como el conocimiento de sus caracteristicas constituyen un objeto
esencial de la Estadistica Descriptiva. No obstante, se incluyen también en esta
materia los métodos estadisticos que conducen a calcular los parametros que
relacionan dos o mas variables estadisticas (ecuaciones de regresion lineal o no)
o a cuantificar el grado de interdependencia que existe entre tales variables
(coeficientes de correlacion simples o parciales), asi como algunas otras técnicas
mas especificas para ser utilizadas en determinados campos cientificos. En el
anexo 2 de nuestro libro hemos incluido sendos ejemplos que pueden resultar
suficientemente representativos al respecto.

Dentro de tales técnicas a los economistas e investigadores de las ciencias
sociales les interesan de una manera especial el calculo de los nimeros indices
simples y complejos (ponderados y sin ponderar) que conducen a la obtencion de
indicadores economicos y sociales. Dichos indicadores permiten seguir el
comportamiento de ciertas variables econdmicas o sociales a través del tiempo, y
su conocimiento es indispensable para llevar a cabo el analisis de la coyuntura
socioecondmica.

El estudio de las series historicas, cronoldgicas o temporales también
se incluye en el campo de la Estadistica Descriptiva y permite conocer la
tendencia o marcha secular de la serie, la estacionalidad de la serie o
variaciones que se presentan sistemdticamente por la influencia del mes o
estacion del afo en el que se originan los datos y los movimientos ciclicos
debidas a causas que se presentan con cierta regularidad para periodos sucesivos
de afios.

Las estadisticas, en general, corresponden a resimenes numéricos de las
observaciones realizadas a los elementos de un determinado conjunto. La
recogida de tal informacidén puede realizarse mediante una encuesta censal o
muestral, segiin que la investigacion estadistica se realice sobre todos y cada uno
de los elementos del conjunto o poblacidén o bien que se investigue solamente una
parte o muestra de los elementos del conjunto.

La recogida de datos y la elaboracion de estadisticas presentan
peculiaridades diferentes al tratar de investigar hechos del mundo fisico o hechos
sociales. En ambos casos pueden emplearse los métodos de la inferencia
estadistica para estimar resultados de la poblacion a partir de los observados en la
muestra y, también en ambos casos, los errores que se cometen al generalizar los
resultados de la muestra al conjunto total se miden y controlan empleando los
mismos métodos estadisticos.
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Sin embargo, en tanto que la naturaleza no miente cuando se le hace una
pregunta y los errores de la contestacion solamente deben ser imputables a la
mayor o menor precision de los instrumentos de medida (termémetro o cinta
métrica, por ejemplo) o a un descuido o impericia del que realiza la pregunta
(medicién de una magnitud, por ejemplo), en el caso de las ciencias sociales
como la Psicologia, las personas pueden contestar -mds o menos impunemente-
con inexactitudes deliberadas.

El conocimiento de la Estadistica Descriptiva (Alcaide et alt., 1987)
permite encontrar una imagen empirica de los conceptos mas abstractos incluidos
en las teorias frecuencialistas de la probabilidad. Por ejemplo, la probabilidad de
un suceso coincide con la correspondiente frecuencia relativa si tal frecuencia
viene referida a una poblacién en lugar de a una muestra y, por tanto, coinciden
también los conceptos de esperanza matematica y media aritmética, distribucion
de probabilidad y distribucion de frecuencias, etc.

2. La cuantificacion en el procedimiento experimental

Siguiendo ahora a R. Bayés, veamos que una de las soluciones propuestas
para resolver el problema es el definir operacionalmente todos los términos que
utilizamos en una investigacion. Fraisse'' escribe: “La mayoria de los psic6logos
admite, en la actualidad, esta forma moderna de empirismo, al menos como una
norma que permite discernir lo que procede de la ciencia, de las especulaciones
del espiritu”. Y a la pregunta de si debemos aceptar, o no, dicho método,
Underwood'? contesta: “El problema no radica en aceptar o rechazar el
operacionismo; plantearnos esta pregunta equivale a preguntarnos si aceptamos
la ciencia como una técnica para comprender las leyes de la naturaleza. Sin
ninguna duda podria afirmar que un criterio para conocer si un supuesto
concepto empirico es 0 no un concepto cientifico consiste en comprobar si se
encuentra, o no, operacionalmente definido”.

En realidad, mucho antes de que se inventara el término (Bridgman,
1927), los investigadores ya mostraron una clara preocupacion en este sentido.
Decia Claude Bernard": “La primera condicién para hacer un experimento es
que sus circunstancias sean tan bien conocidas y se encuentren tan precisamente
definidas que siempre podamos reconstruirlas y reproducir los mismos
fendmenos a nuestro antojo”.

Debemos tener en cuenta, sin embargo, que un concepto puede
encontrarse definido operacionalmente y carecer de utilidad. La importancia de
las definiciones operacionales radica en que permiten una clara
intercomunicacion cientifica, pero el operacionismo no es ninguna panacea para

"' Vide L’évolution de la psychologie expérimentale, en P. Fraisse y J. Piaget (Ed.) Traité de psychologie
expérimentale (tomo I). Paris: Presses Universitaires de France, 1967, pp. 1-72.

2 Vide Psychological research. New York: Appleton-Century-Crofts, 1957.

" Vide Introduction a I’étude de la médecine expérimentale, 1865. Edicion de Paris: Garnier-
Flammarion, 1966.
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identificar qué variables son relevantes y cuales no para describir un fenomeno.
Si en lugar de actuar como lo hizo, Pavlov se hubiera dedicado a buscar
definiciones operacionales de “adivinar”, “querer” o “desear”, es posible que lo
hubiera conseguido, pero lo mas probable es que las mismas no le hubieran
conducido a ninguna parte.

En conclusion: la definicion operacional de los términos que utilicemos
es una condicién necesaria, pero no suficiente, para efectuar una
investigacion provechosa. Mas adelante volveremos sobre el tema.

En Psicologia, lo mismo que en cualquier otra ciencia, la cuantificacion y
medicion de los fendmenos no constituyen operaciones arbitrarias. Su funcion es
permitir que observadores distintos puedan registrar un hecho utilizando los
mismos datos y que, a partir de ellos, el hecho pueda ser explicado o reproducido
con fidelidad por otros investigadores. A mayor precision en la medida
corresponderd mayor fidelidad en el registro de la observacion y mayor fiabilidad
en los datos. La utilizaciéon en Psicologia experimental del término ‘“variable”
para referirnos a los aspectos del ambiente —variable independiente o
explicativa— y de la conducta —variable dependiente o funcional- que, en cada
momento, nos interesen, posee, lo mismo que en las demds ciencias,
implicaciones cuantitativas: una variable, por si misma, es algo que puede
asumir distintos valores numéricos.

En el presente capitulo y en alguno anterior desarrollamos los conceptos
basicos de probabilidad sobre los resultados o sucesos de un experimento
psicologico aleatorio. Pero los experimentos aleatorios son tales que los
resultados a que dan lugar pueden ser de naturaleza cualitativa (se expresan
mediante “atributos”, como las preferencias de una persona acerca de un tipo de
coche, o de un color, o de un partido politico) o cuantitativa (como el cociente
intelectual CI de los problemas del anexo 2). El hecho de trabajar con los
resultados cualitativos introduce ciertas complicaciones, siendo de gran utilidad
el cuantificar los resultados cualitativos del experimento aleatorio o, lo que es lo
mismo, asignar un valor numérico a cada suceso del espacio muestral
correspondiente al experimento aleatorio considerado. Esta relacion entre los
sucesos del espacio muestral y el valor numérico que se les asigna la
establecemos mediante la variable aleatoria. También podemos decir, aunque
de forma menos rigurosa, que una variable aleatoria es una variable cuyo valor
numérico esta determinado por el resultado de un experimento aleatorio'”.

La variable aleatoria puede tomar un numero numerable no numerable de
valores posibles, dando lugar a los tipos principales: discretas y continuas. Se
dice que una variable aleatoria X es “discreta” si puede tomar un ntimero finito o
infinito, pero numerable, de posibles valores (v. gr., el nimero de personas). Por

' Vide el libro de José M. Casas Sanchez y Julian Santos Pefias titulado  Introduccion a la Estadistica
para Economia y Administracion de Empresas”, Ed. Centro de Estudios Ramon Areces, S.A., Madrid,
1995, citado en la bibliografia.
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el contrario, la variable sera “continua” si puede tomar un niamero infinito (no
numerable) de valores, o bien, si puede tomar un niimero infinito de valores
correspondientes a los puntos de uno o mas intervalos de la recta real (v. gr., el
tiempo de realizacion de un test).

En los experimentos de Pavlov, dos de las variables dependientes
utilizadas fueron el numero de gotas de saliva y la latencia de la respuesta
(“tiempo de servicio” en Teoria de Colas) —tiempo transcurrido, en segundos,
entre la presentacion del estimulo y el comienzo de la respuesta— Otra de las
variables dependientes utilizadas en Psicologia ha sido, por ejemplo, el tiempo
que tardaba un organismo en recorrer un laberinto o solucionar un problema, la
frecuencia de la respuesta, etc. Las variables independientes deben presentarse
igualmente cuantificadas: en el caso de Pavlov, una de las wvariables
independientes era el numero de presentaciones asociadas de estimulo
incondicionado y estimulo neutro; ejemplos de otras variables utilizadas en
Psicologia podrian ser: un programa de reforzamiento —por ejemplo, un FR 25, es
decir, un programa en el que cada 25 respuestas que emite el organismo recibe un
refuerzo—, la dosis de un farmaco concreto, el tiempo que el organismo ha
permanecido privado de alimento, etc.

Como sefiala Bachrach', la primera cuestion bésica es “¢Existe el
fendmeno?”; la segunda, no menos importante, viene, a continuacion: “Si existe,
¢en qué proporcion?”’. En el momento en que somos capaces de medir de forma
fiable aspectos relevantes del fendmeno natural que nos interesa, hemos dado un
paso de gigante en el analisis experimental de dicho fendmeno, el cual debe
permitirnos su ulterior explicacion, prediccion y control.

Si repasamos los trabajos de Fechner, Pavlov, Thorndike, Skinner y tantos
otros, veremos que todos ellos tienen un denominador comun: la cuantificacion
de los fendmenos que estudian. Y en el contexto en que lo utilizamos, el término
“cuantificacion” no es, en absoluto, sinonimo de “estadistica™.

3. Otros conceptos diversos de probabilidad
3.1. Introduccién

En el anterior capitulo 3 hemos tenido ocasion de estudiar el concepto de
“probabilidad subjetiva”, que constituye el soporte del desarrollo de los métodos
modernos de la teoria de la decision estadistica. Pero existen otros conceptos de
probabilidad, cuyo empleo en el tratamiento cientifico de la Psicologia es
frecuente, razon por la cual consideramos oportuno extendernos ligeramente en
su explicacion.

' Vide Psychological research. An introduction (2 edicion). New York: Random House, 1965. Existe
traduccion al castellano en Como investigar en psicologia. Madrid: Morata, 1966.
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3.2. Probabilidad clasica

La idea de probabilidad surge vinculada a los juegos de azar. El concepto
que ha sido mas usado hasta la formalizacion de la Estadistica es la definicion de
Laplace, que establece la probabilidad de un suceso como “el nimero de casos
favorables dividido por el numero de casos posibles”. Por ejemplo, al arrojar un
dado, la probabilidad de obtener un nimero par de puntos es -de acuerdo con esta
definicion- el cociente: 3/6 = 0’5, ya que el nimero de casos favorables es tres
(caras con dos, cuatro o seis puntos) y el nimero de casos posibles es seis (las
seis caras del cubo).

La definicion de Laplace entrafia una tautologia, ya que al hablar de
“casos posibles” se quiere decir “casos igualmente posibles”, y ello equivale a
exigir “casos igualmente probables o equiprobables”; es decir, lo definido entra
en la definicion. Asi, en nuestro ejemplo anterior, si el dado esta “cargado”,
puede aceptarse intuitivamente que la probabilidad de sacar el punto uno puede
ser distinta de la de que salga el punto seis y, en tal caso, la solucion de Laplace
no parece correcta. No obstante, esta definicion sigue empleandose en la
resoluciéon de muchos problemas y constituye un buen recurso en los manuales
de Matematicas para plantear ejercicios de Combinatoria (variaciones,
permutaciones y, sobre todo, combinaciones con o sin repeticion).

Este concepto de probabilidad estd basado en lo siguiente: “Sea B
cualquier clase finita y A cualquier otra clase también finita. Necesitamos definir
la probabilidad de que un miembro B, escogido el azar, sea miembro de A”.
Definiremos esta probabilidad como el “cociente del nimero de elementos que
integran la clase B que son también A entre el numero total de elementos de la
clase B, y denotaremos a esta probabilidad mediante el simbolo A/B”.

Es obvio que la probabilidad asi definida es un nimero racional o cero o
uno. Esta probabilidad aparece implicitamente en los trabajos de De Moivre
(“Doctrine of Chances”, 1738), y es usada mas recientemente en los trabajos de
Jerzy Neyman.

Un objecién que se le suele poner a esta teoria es que en el caso de
distribuciones continuas hay un nimero infinito de casos posibles, y entonces la
definicion como cociente de casos probables y posibles carece de significado,
puesto que dicho cociente seria cero. A esta objecion responden Neyman y
Cramer considerando como probabilidad el cociente de las medidas de conjuntos
de puntos; entonces la dificultad radica en qué se entiende por esta medida. Pero
esta nocion conjuga perfectamente en el caso discreto.

Esta definicion satisface los axiomas referentes a la probabilidad

matematica sin mas que tener en cuenta que las letras p, q y r son representantes
de clases o funciones preposicionales proporcionales, y en lugar de decir “P
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implica Q”, decimos “P est4 contenido en Q”. Hay que notar que, para que todo
tenga sentido, es necesario que B no pueda reducirse nunca a cero.

Esta interpretacion también es comin en Laplace'® (aunque algunas veces
se le considera subjetivista) y a De Morgan'’ (“An Essay on Probability”, 1918),
quien sostiene que la palabra probable se refiere al estado de d&nimo referente a
una afirmacion de la que no se tiene completa certeza o conocimiento. Ya que la
certeza tiene grados, que se pueden expresar cuantitativamente por medio de la
probabilidad, basta definirla algebraicamente como la razén del niumero total de
alternativas favorables de un acontecimiento al nimero total de alternativas,
todas equiprobables, entendiendo que dos proposiciones son equiprobables si la
fuerza de nuestra creencia se divide por igual entre ambas; éste es el llamado
“principio de razon insuficiente, suficiente o indiferencia”.

En definitiva, sean los sucesos Aj, A,, ..., A, que forman un sistema
completo de sucesos y que supondremos equiprobables; por tanto,

P(A)) +P(Ay))+...+P(A)=PE)=1
P(A1) =P(Ay) = ... = P(Ay)

Luego
P(A))=P(Ay)=...=P(A)=1/mn

Sea ahora un cierto suceso A que se verifica si lo hacen m de los sucesos
considerados; para fijar ideas suponemos los m primeros, o sea:

A=AUVAL ... UA,=UA;, Vie(l,...m),

Se tendra, evidentemente:

1 “La teoria del azar consiste en reducir todos los sucesos de la misma clase a un cierto nimero de casos
igualmente posibles, es decir, tales que podamos estar igualmente indecisos acerca de su existencia, y en
determinar el numero de casos favorables al suceso cuya probabilidad se busca. La razén de este numero
al de todos los casos posibles es la medida de esta probabilidad, que es de este modo una fraccion cuyo
numerador es el nimero de casos favorables y cuyo denominador el de todos los casos posibles” (“Essai
philosophique sur les probabilités”, Paris, 1814”).

'” Augustus De Morgan (27 de junio de 1806 - 18 de marzo de 1871) fue un matematico y logico inglés
nacido en la India. Profesor de matematicas en el Colegio Universitario de Londres entre 1828 y 1866;
primer presidente de la Sociedad de Matematicas de Londres. De Morgan se interes6 especialmente por el
algebra. Fue tutor de Ada Lovelace. Escribi6 varias obras de logica en las que se encuentra la idea de
aplicar en esta esfera los métodos matematicos, asi como los primeros resultados de tal aplicacion. En la
moderna légica matematica, llevan el nombre de De Morgan las siguientes leyes fundamentales del
algebra de la logica: «la negacion de la conjuncién es equivalente a la disyuncion de las negacionesy; «la
negacion de la disyuncion es equivalente a la conjuncion de las negaciones». Autor de las conocidas

Leyes de De Morgan:
~(ANB) = (=A)V (=B)
ﬁ{AVB‘J — Ilr—uq:] A |[—|B‘:I

Su obra principal se titula La l6gica formal o el calculo de inferencias necesarias y probables (1847).

202



CAPITULO 9

P(A)=P(A VAU ... UA,) =P(A)) + P(Ay)) +... + P(Ap) =

I 1 I m
=—4+—+..+—=—
n n n n

resultado que formula la regla de Laplace, que se puede enunciar asi: Si el
espacio muestral es descomponible en N sucesos equiprobables e incompatibles y
si m de ellos son favorables a la realizacion de un cierto suceso A, se tiene:

P(A) =m/n

esto es, la probabilidad de dicho suceso se puede encontrar como la razén
del niumero de casos favorables al nimero de casos posibles, siempre que los
casos considerados correspondan a sucesos equiprobables e incompatibles.

3.3. Probabilidad frecuencialista

Hacia el afio 1920 el matematico Von Mises (ver capitulo 3) presenta un
nuevo concepto de probabilidad, que corresponde a un limite especial, cuando n
tiende a infinito, de la frecuencia relativa o cociente de dividir el niumero de
veces o frecuencia absoluta v que aparece en un suceso S por el nimero de veces
n que se realiza un determinado experimento o prueba, es decir:

Pr(S) = lim =

n—>o n

En el ejemplo del dado, la probabilidad de Von Mises se calcularia
arrojando el dado un gran nimero de veces (1.000, 10.000, un millon de veces,
por ejemplo) y calculando para cada tirada el cociente del nimero de casos en
que ocurre el suceso “niimero par de puntos” por el nimero de tiradas; al crecer n
se encontrara cada vez mayor estabilidad de la frecuencia, que oscilara alrededor
de 0°5 si el dado es correcto.

Los tratadistas del Calculo de Probabilidades recogieron la idea de Von
Mises como un postulado empirico, al que denominaron la ley empirica del caso
y tal idea la ha recogido la moderna Estadistica no como un postulado, sino como
una base o imagen empirica que han tenido presente los estadisticos que han
elaborado teorias formales basadas en el concepto de frecuencia.

Se considera al estadistico ruso Kolmogoroff como el creador de dichas
teorias frecuencialistas de la probabilidad. Para construir una teoria
frecuencialista se parte, en general, del concepto de experimento aleatorio
(arrojar un dado, por ejemplo) que corresponde “al que puede realizarse en las
mismas condiciones un nimero de veces tan grande como se quiera, sin que
pueda predecirse -en ningin caso- cual ha de ser el resultado final en una
realizacion aislada de dicho experimento”. Al realizar un experimento se observa
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la presentacion o no de un suceso S y ante una sucesion indefinida de
experimentos se tiene, sucesivamente, un nuevo valor de la frecuencia relativa
v/n; la base empirica -que Cramer denomina regularidad estadistica- consiste
en aceptar que pese al comportamiento irregular de los resultados
individuales, la frecuencia relativa presenta una regularidad “machacona”
al realizar el experimento un gran nimero de veces.

Después de establecer la anterior terminologia y de aceptar la idea de
regularidad estadistica se puede formular una axiomadtica que fundamente el
concepto de probabilidad, cuyo primer axioma podria ser el que sigue: “A todo
suceso S, originado por la realizaciobn de un experimento aleatorio, le
corresponde un numero P(S) que se denomina probabilidad del suceso S”.
Este axioma como tal puede aceptarse de una manera abstracta, pero la ciencia
que se construya a partir de €l tendra un mayor interés practico si se tiene in
mente aquella idea de frecuencia relacionada con el concepto de regularidad
estadistica.

Sin embargo, el concepto frecuencialista de la probabilidad no resuelve los
problemas que no pueden considerarse dentro del modelo de experimento. El
ejemplo de ;cudl es la probabilidad de que un individuo normal se convierta en
asesino al dia siguiente? no tiene una respuesta aceptable dentro de la teoria
frecuencialista. El asesinato no puede ser un suceso que se origine por la
realizacion de un experimento aleatorio y, sin embargo, no parece incorrecto
afirmar que es poco o muy poco probable que dicho individuo se convierta en
asesino de la noche a la mafiana. Este tipo de cuestiones se presentan a menudo
en el campo de la Economia y, por tal razon, el economista Keynes concibié una
teoria probabilistica de caracter subjetivo basada en “el grado de creencia
racional” que puede tener una persona sobre la ocurrencia o no de un
determinado suceso, y de la que ya nos hemos ocupado in extenso en el anterior
capitulo 3 de este mismo libro.

Mientras la concepcion clasica de la probabilidad tuvo pocas alteraciones,
una interpretacion completamente distinta comienza a emerger en la literatura
especializada. Aunque es dudoso quién fue el primero en introducir la idea de
probabilidad en términos de un limite de frecuencias relativas, Keynes da
prioridad a Leslie Ellis (1843). Asi, Ellis dice que: “si la probabilidad de un
suceso dado estd correctamente determinada, el suceso de una larga serie de
pruebas tenderd a aparecer con una frecuencia proporcional a su probabilidad”
Otros autores admiten la prioridad de Bernhard Bolzano (1781-1841)"%.

'8 Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (Praga, Bohemia, 5 de octubre de 1781 — 18 de
diciembre de 1848) fue un matematico, logico, filosofo y tedlogo bohemo que escribié en aleman y que
realiz6 importantes contribuciones a las matematicas y a la Teoria del conocimiento. En matematicas, se
le conoce por el teorema de Bolzano, asi como por el teorema de Bolzano-Weierstrass, que desarrollo
junto a Karl Weierstrass. En su filosofia, Bolzano critico el idealismo de Hegel y Kant afirmando que los
numeros, las ideas, y las verdades existen de modo independiente a las personas que los piensen.
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Pero la interpretacion frecuentista de la probabilidad adquiere su mayor
impetu en John Venn', 16gico inglés, quien en su “Logic of Chances” (1886) da
el primer tratamiento sistemdatico de esta concepcion. Como continuadores
destacan Cournet y mas modernamente Richard von Mises, Reichenbach, R.
Fisher, A. Wald y E. Ternier. Todos ellos admiten el siguiente axioma, conocido
con el nombre de “limite de Venn”: “Si un suceso ocurre en gran nimero de
veces, entonces la probabilidad de ocurrencia del suceso es el limite cuando el
numero de pruebas tiende a infinito del cociente entre el nimero de veces que se
presenta el suceso y el numero total de pruebas”. Es decir, se postula la
existencia de dicho limite.

El pensador francés Cournot (1801-1877)*, que era también matematico,
filosofo, economista e historiador, a quien se debe el concepto de mediana
(“Théorie des chances et de probabilités™, 1843, Paris), considera la probabilidad
matematica como una realidad objetiva e independiente del estado de nuestro
conocimiento. Pero no llegd a comprender que debia, como disciplina
matematica, cimentarse con una axiomatica.

Von Mises (1926) introduce la nocidén de “colectivo” para caracterizar el
concepto de frecuencia relativa; por colectivo entiende una sucesion de un
numero grande de observaciones idénticas o experimentos, conduciéndonos cada
uno de éstos a un resultado numérico determinado y verificando esta sucesion de
resultados numéricos las siguientes condiciones:

a) Aleatoriedad.
b) Existencia del limite de frecuencias relativas.
Define a continuacion un grupo de operaciones en el conjunto de

colectivos de manera que el limite de la frecuencia relativa (probabilidad) sea
invariable. Caracteriza también cuando dos colectivos son independientes, etc.

' John Venn (Drypool, 4 de agosto de 1834 - Cambridge, 4 de abril de 1923), fue un matematico y
logico britanico. Destaco por sus investigaciones en logica inductiva. Es especialmente conocido por su
método de representacion grafica de proposiciones (segun su cualidad y cantidad) y silogismos. Los
diagramas de Venn permiten, ademas, una comprobacion de la verdad o falsedad de un silogismo.
Posteriormente fueron utilizados para mostrar visualmente las operaciones mas elementales de la teoria de
conjuntos. Entre sus obras destacan: Symbolic Logic (1881), The Logic of Chance (1866) y The Principles
of Empirical Logic (1889). Falleci6 a la edad de 88 afios en Cambridge.

% Cournot es el matematico que inicio la sistematizacion formal de la ciencia econémica. Estudi6 en la
Escuela Normal Superior de Paris donde se licencid en Ciencias en 1823. Catedratico de Anaélisis
Matematico en la Universidad de Lyon en 1834. Rector de la Academia de Dijon de 1854 a 1862. A pesar
de haber trabajado toda su vida en universidades, tan solo dedicé un afio a la docencia, siendo su
actividad principal la gestion administrativa universitaria y la investigacion. Cournot fue el primero en
proponer la utilizacion de funciones matematicas para describir categorias econdmicas tales como la
demanda, la oferta o el precio. Analiza con especial atencion los mercados monopolistas, estableciendo el
punto de equilibrio del monopolio, llamado por ello el “punto de Cournot”. Es también pionero en el
estudio del duopolio y el oligopolio. Sus aportaciones influyeron notablemente sobre los marginalistas, a
los que ya nos hemos referido en nuestro libro al tratar del concepto de “utilidad”: Jevons, Walras y
Marshall, de los que puede ser considerado un precursor. Produjo también notables contribuciones al
campo estadistico.
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La principal objecion hecha a la teoria de Von Mises es la imposibilidad
de construir, por medio de una formula matematica, una sucesion (x;), siendo x;
un resultado numérico (por ejemplo, 0, 1), en la que la probabilidad esté
comprendida entre cero y uno, teniendo en cuenta que esta probabilidad ha de ser
la misma para cualquier otra sucesion obtenida a partir de ésta mediante una
transformacion de las consideradas por Von Mises.

Wald?', en su trabajo de 1937, resolvié este problema considerando clases
numerables de transformaciones.

E. Tornier introduce una axiomatica frecuentista tomando como elementos
sucesiones, y considerando en ellas, como conjuntos basicos, los cilindros con
segmento inicial fijo. Considera la probabilidad definida sobre un algebra de
Boole que contenga a los cilindros bésicos, como una funcién completamente
aditiva en (0, 1). Introduce un axioma de continuidad y concreta que la clase
aditiva considerada es la minima que cumple los axiomas anteriores.

La obra de Reichenbach (1935) es un desarrollo de la de Von Mises, y en
varios aspectos presenta un planteamiento mejor. Su interpretacion parece estar
sugerida por correlaciones estadisticas: supone dos series (X, X2, ..., Xp, ---)> (Y1,
V2, ey Yo --.) ¥ dos clases A y B. Alguno o todos los X pertenecen a la clase A, y
lo que interesa es contestar a la siguiente pregunta: ;con qué frecuencia los
correspondientes Yy pertenecen a la clase B?. Con su notacion:

x;e A—y eB

La clase A la llama “clase de referencia” y a la B “clase de atributos”.
Debemos advertir que es necesario, antes de calcular la probabilidad, que las
clases A y B sean observadas y establecer una correspondencia biyectiva o
biunivoca entre sus elementos.

Ahora surge la cuestion de como se puede determinar la probabilidad; para
ello, consideremos los n primeros elementos de las dos sucesiones, y
supongamos que entre los N de los X hay a que pertenecen a la clase A y que
entre éstos hay b términos tales que los correspondientes y pertenecen a la clase
B; entonces, diremos que en la sucesion (xy, X, ..., X,) la frecuencia relativa de A
y B es b/a; en el caso de que todos los X de A, entonces la frecuencia es b/n, y se
suele indicar por F (A, B). Si tomamos el limite cuando n tiende a infinito,
entonces este limite p recibe el nombre de probabilidad de A a B, asi:

2l Abraham Wald (31 de octubre de 1902 Kolozsvar, Hungria - 13 de diciembre de 1950, Travancore,
India) fue un matematico que hizo importantes contribuciones a la teoria de la decision, la geometria, la
economia y que fundé el analisis secuencial. Hasta que ingres6 en la universidad fue educado por sus
padres ya que era judio y los sabados no podia ir a la escuela, como era obligatorio en el sistema escolar
hungaro. En 1931 se gradud en la Universidad de Viena con el titulo de doctor en matematicas. Pudo
emigrar a los Estados Unidos gracias a la invitacion de la Comisiéon Cowles para la Investigacion
Econodmica cuando los nazis invadieron Austria en 1938 y fue perseguido junto a su familia debido a su
condicion de judio. Murié en un accidente aéreo en la India mientras realizaba un viaje para dar una
conferencia invitado por el gobierno de aquel pais asiatico.
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p(A,B) = lim.F, (A, B)

Observemos que una diferencia entre la teoria de Reichenbach y la de Von
Mises es que para aquél no es necesario imponer el axioma de aleatorizacion, asi
como el prescindir de la restriccion, que €l considera excesiva: sucesion parcial
del colectivo ha de tender al mismo limite que aquél.

Debemos sefialar, por tltimo, que aunque en sentido l6gico esta teoria es
inatacable, desde el punto de vista practico es inverificable, ya que ningin ser
humano puede llevar a cabo infinitas pruebas o experimentos, puesto que deberia
vivir también un nimero infinito de afios.

3.4. Probabilidad l6gica

Los sistemas logicos consideran a la probabilidad como una tnica relacion
logica entre proposiciones o sentencias. Bajo tales aspectos: “la probabilidad
mide como un conjunto de proposiciones, fuera de la 16gica necesidad y aparte
de la opinién humana, confirma la verdad de otro”. Entre los cultivadores de este
concepto destacan Jeffreys, Keynes, Carnap (que la denomina “grado de
confirmacion”), Tintner (“credibilidad”) y Le Blanc (“probabilidad inductiva®).

Desde el punto de vista de la escuela 1dgica, todos los sistemas tienen en
comun la relacion logica entre dos proposiciones q/p como relacion indefinida
(esto es, que sblo esta definida por los axiomas o postulados), que se lee
“probabilidad de q dado p”. Todo cuanto satisface a estos axiomas sera una
interpretacion de la probabilidad, y cabe esperar el que haya diversas
interpretaciones, por ejemplo, las de las axiomaticas de Keynes y Jeffreys, pero
todas tienen el mismo punto de arranque, y es la definicion anteriormente
expresada. Los axiomas o postulados requeridos fueron recogidos por C.D.
Broad (1920), y son los siguientes:

L. Dados p y q, hay solo un valor g/p.

II. Los posibles valores de g/p son todos los numeros reales en el
intervalo (0,1).

III.  Sipimplica q, entonces q/p = 1.

IV.  Sipno implica g, entonces q/p = 0.

V. La probabilidad de q y r dado p es la probabilidad de q dado p
multiplicada por la probabilidad de r dado p (axioma conjuntivo).

VI.  La probabilidad de q o r dado p es la probabilidad de q dado p mas
la probabilidad de r dado p menos la probabilidad de q y r dado p
(axioma disyuntivo).

Esta axiomatica puede considerarse como la antitesis de la teoria de la
frecuencia representada por Venn, Von Mises y Reichenbach.
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Ahora consideramos un breve resumen de la axiomatica de Jeffreys, que
tiene como elemento esencial la relacion logica existente entre dos proposiciones
(también es el caso de la de la probabilidad subjetiva de Keynes, a la que
hacemos singular referencia en otro apartado de nuestro libro). Jeffreys, en su
obra de 1939, trata de establecer el concepto abstracto de probabilidad mediante
una axiomatica que sea aplicable al mundo real. Como concepto abstracto,
considera la probabilidad como una generalizacion de la logica deductiva,
pudiendo considerarse incluida dentro de la “probabilidad matematica”, siendo
sus principales representantes Broad y Keynes, aunque Jeffreys presenta algunas
diferencias notorias.

La axiomatica de Jeffreys consta de seis axiomas y tres convenios,
aunque, en realidad, son también axiomas, como ocurre, por ejemplo, con el
convenio de normalizacidon, que es un axioma base en todos los otros sistemas.
Se fundamenta en la idea primitiva de asignar un grado de creencia o de
confianza a una proposicidén, aunque no se pueda demostrar. Evidentemente
dependera del conjunto de la informacién que tengamos, por eso no tiene sentido
el hablar de “probabilidad de la proposicion”, sino de “probabilidad de la
proposicion de q dada p”. Es decir, la probabilidad es una funcién de dos
argumentos.

Con el sistema de axiomas demuestra que toda probabilidad puede ser
expresada por un nuamero real, y que estd acotado inferiormente por cero.
También considera el caso estudiado por Laplace en su “Teoria Analitica”, y
comprueba que puede considerarse como un caso particular. Para ello considera
el conjunto finito: qy, qa, ..., q, de todas las alternativas incompatibles deducibles
de una proposicion p, y dos subconjuntos A y B formados, respectivamente, por
a'y b elementos; entonces, se verifica que:

P(A/p) / P(B/p) = a/b

Si B es el conjunto de todas las alternativas incompatibles y exhaustivas,
deducibles de p, entonces B es implicado por p, y de aqui que:

PB/p)=1 ; P(A/p)=a/n

siendo n el nimero de alternativas posibles. Es decir, se verifica la regla clasica
de Laplace: “Numero de casos favorables dividido por el numero de casos
posibles”. A esta probabilidad se le puede llamar R-probabilidad, ya que viene
dada por un nimero racional.

Asi pues, una conclusion para Jeffreys es que la probabilidad es una
relacion logica, y existe siempre, siendo el conjunto de probabilidades
completamente ordenado. Esta probabilidad se puede expresar mediante un
numero real, ya que establece el isomorfismo entre el conjunto de probabilidades
y los puntos del intervalo (0, 1). He aqui una diferencia notable con la axiomatica
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de Keynes, ya que para éste el conjunto de probabilidades es parcialmente
ordenado y la suma y producto no estdn definidos para cualquier par de
elementos.

4. Probabilidad condicionada y teorema de Bayes
4.1. Probabilidad condicionada

Dados dos sucesos A y B de la misma categoria de pruebas, cuyas
probabilidades respectivas son P(A) y P(B), se supone la siguiente situacion: se
sabe que el suceso A se ha verificado. Entonces cabe preguntarse si la
probabilidad de B seguira siendo la misma o habra sufrido alguna modificacion.
Segin se vera mas adelante, en funcion de las circunstancias caben ambas
respuestas.

El suceso consistente en la realizacion de B, sabiendo que se ha verificado
A, se representa por B/A (“B condicionado a A”). Para calcular la probabilidad
del referido suceso, supongamos que E (espacio muestral) estd formado por n
sucesos elementales de los cuales n” son favorables a la realizacion de A, n’’ lo
sonalade B yn’’ loson ala del suceso A m B. Por tanto, se tendra:

PA=" PB)=" : PANB)="

El suceso B/A, perteneciente a otra categoria de pruebas, se presenta n’”’
veces (casos favorables a B, cuando se ha presentado A) de entre las n” veces que
ha aparecido A; luego:

pB/A)= 0. _PANB)
Mmoo P(A)

De aqui que la probabilidad del suceso B/A es la razon entre las
probabilidades P(A m B) y P(A).

Dos sucesos A y B, tales que P(B/A) = P(B) se conocen con el nombre de
“independientes”; si por el contrario P(B/A) # P(B), los sucesos son
“dependientes”.

En el caso de sucesos independientes, se tiene que:

P(ANB) _

P(B/A)= N

P(B)

luego, para dos sucesos independientes, se cumplira que:
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P(AnB) =P(A) - P(B) = “regla de multiplicaciéon” o “probabilidad compuesta”,
mientras que si los sucesos son dependientes se tendra que:
P(AnB)=P(A) - P(B/A)
Es interesante observar que la relacién de independencia es simétrica,
puesto que P(B/A) = P(B) implica que P(A/B) = P(A). En efecto, si P(B/A) =
P(B), se tendra:

P(ANB) _P(A)P(B)

P(A/B)=—
(B) P(B)

=P(A)
, tal como queriamos demostrar.

4.2. Teorema de Bayes

Ya que nos hemos referido a €l en diferentes apartados de nuestro libro,
veamos que el famoso teorema de Bayes, enunciado por Thomas Bayes, en la
teoria de la probabilidad, es el resultado que da la distribucion de probabilidad
condicional de una variable aleatoria A dada B en términos de la distribucion de
probabilidad condicional de la variable B dada A y la distribucion de
probabilidad marginal de solo A.

Sea {A,A,,...,A,,...,A;} un conjunto de sucesos incompatibles cuya union
es el conjunto total y tales que la probabilidad de cada uno de ellos es distinta de
cero. Sea B un suceso cualquiera del que se conocen las probabilidades
condicionales P(B|A;). Entonces, la probabilidad P(A;B) viene dada por la
expresion:

P(B|A;)P(A;) P(B|A)P(A;)
P(B) X1, P(B|Aj)P(4))

P(A|B) =

donde:
P(A)) son las probabilidades a priori.
P(BJA)) es la probabilidad de B en la hipotesis A;.
P(Aj|B) son las probabilidades a posteriori.

Esto se cumple Vi=1, ..., n.

Una explicacion mas detallada del concepto seria la siguiente. Sean los
sucesos elementales y mutuamente excluyentes: A;, A,, .., A, tales que
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constituyen un sistema completo de sucesos cuya union es el espacio muestral E,
esto es, tales que:

AflUAU...UA=E
AimAj=® si 1¢J

Se suponen conocidas las probabilidades P(A;) -que se acostumbran a
denominar “probabilidades a priori”- asi como las probabilidades condicionadas
P(B/A;), llamadas “verosimilitudes”, donde B es un suceso cualquiera que se
sabe realizado.

El problema que resuelve el teorema de Bayes o teorema sobre la

probabilidad de causas es obtener las probabilidades a posteriori, esto es, las
P(Ai/B). Se tiene, evidentemente:

P(A;nB) =P(A)) - P(B/A;) =P(B) - P(A/B)
de donde:

P(A))P(B/A))

P(A./B)= )

Pero, por otra parte:
B=BNE=BNA;UA,U..UA)=(BNA) U (BMNA,) U...uU(BNA,)
y debido a la incompatibilidad, se cumpliré que:
P(B) =P(BNA,) + P(BNA,) +... + P(BNA,) =
=P(A)) - P(B/A)) + P(A,) - P(B/A,) + ... + P(A,) - P(B/A,)
Resultando, en definitiva, la expresion general:

P(A;)P(B/A;) _
P(A,)P(B/A,)+P(A,)P(B/A,)+..+P(A )P(B/A)
P(A;)P(B/A))

P(A,/B) =

3 P(APBIA,)

Sea, como ejemplo de aplicacion, el siguiente ejercicio.
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Una vez realizadas las pruebas pertinentes se observa que un sistema
psicologico (individuo) afectado de dislalia posee un promedio diario de
expresion verbal del 50% por la manana (8h. — 14h.), 30% por la tarde (14h. —
20h.) y 20% por la noche (20h. — 24h.). Los porcentajes de palabras
defectuosamente pronunciadas son, respectivamente, del 3%, 4% y 5%. (Cual es
la probabilidad de producir una palabra defectuosa segtin cada fase del dia?

Solucion:

P(T) =0°30 — P(D/T) =004

P(M) = 0’50 — P(D/M) =003 }
P(N) =0°20 — P(D/N) =005

Asi pues, la probabilidad de emitir una palabra defectuosa por la mafana,

sera:
P(M /D) = P(M)x P(D/M) _
P(M)xP(D/M)+P(T)x P(D/T)+P(N)x P(D/N)
0'50 x 0'03 0'015 15 _ 419
= = = — = 0
0'50 x0'03 + 030 x0'04 + 0'20 x 0'05  0'037 37
Del mismo modo, por la tarde, se tendra:
P(T /D) = P(T)x P(D/T) _
P(M)x P(D/M)+P(T)x P(D/T)+P(N)x P(D/N)
0'30 x 0'04 0'012 12 329
= = - — = 0
0'50 x0'03 +0'30 x0'04 + 020 x 0'05  0'037 37
Por ultimo, por la noche, se tendra:
P(N/D)=1-P(M/D)—P(T/D)=1->_12_10 _ 70,
37 37 37

que también podria haberse obtenido, logicamente, por la aplicacion
individualizada de la férmula correspondiente.

Digamos, en definitiva, que el teorema de Bayes resulta valido en todas
las aplicaciones de la teoria de la probabilidad. Sin embargo, hay una
controversia sobre el tipo de probabilidades que emplea. En esencia, los
seguidores de la estadistica tradicional s6lo admiten probabilidades basadas en
experimentos repetibles y que tengan una confirmacion empirica mientras que
los llamados “estadisticos bayesianos” permiten probabilidades subjetivas. El
teorema puede servir entonces para indicar como debemos modificar nuestras
probabilidades subjetivas cuando recibimos informacién adicional de un
experimento. La estadistica bayesiana estd demostrando su utilidad en ciertas
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estimaciones basadas en el conocimiento subjetivo a priori y permite revisar esas
estimaciones en funcion de la evidencia, lo que esta abriendo nuevas formas de
hacer conocimiento. Como observacion, se tiene que:

n

> P(A;|B)=1

i=1

y su demostracion resulta trivial.

5. Aplicacion de los “métodos robustos” en el andlisis de las variables
psicoldgicas

Hay que considerar que el empleo de las modernas técnicas de la
“inferencia estadistica robusta” en el estudio de las series psicologicas
temporales -aunque, desde luego, sin ofrecer grandes variaciones en los
resultados finales- podria afinar ain mas algunos de los resultados obtenidos.
Dichos estudios podrian complementarse desarrollando mas el tema de la
“cointegracion” de las series temporales y analizar, incluso, funciones periodicas
y series de Fourier”” mediante el Célculo de Variaciones clasico.

Aunque puede afirmarse que la Estadistica tuvo su origen en los censos
romanos de poblaci(')n23 , sus métodos, tal como los conocemos hoy en dia, se
deben fundamentalmente a Sir Ronald Aylmer Fisher*, quien en su trabajo del

2 Jean Baptiste Joseph Fourier, nacido en 1768, muerto el 16 de mayo de 1830, fue un matematico
francés conocido principalmente por su contribucion al analisis matematico en el flujo del calor. Educado
para el sacerdocio, Fourier no tomo sus votos pero en cambio se convirtié en matematico. Primero estudié
(1794) y més tarde ensefid matematica en la recientemente creada Ecole Normale. Se uni6 al (1798)
ejército de Napoleon Bonaparte en su invasion a Egipto como consejero cientifico, ayudo alli a establecer
medios educativos y llevo a cabo exploraciones arqueoldgicas. Después de su retorno a Francia en 1801
fue nombrado prefecto del departamento de Isére por Napoledn. A lo largo de su vida Fourier siguid su
interés en matematicas y fisicas matematicas. Llegé a ser famoso por su Théorie analytique de la Chaleur
(1822), un tratado matematico de la teoria del calor. Establecié la ecuacion diferencial parcial que
gobierna la difusion del calor y la resolvié usando series infinitas de funciones trigonométricas. Aunque
estas series habian sido usadas antes, Fourier las investigd de una manera mas detallada. Su investigacion,
inicialmente criticada por su falta de rigor, fue mas tarde mostrada para ratificar su valor. Proveyé el
impetu para trabajar mas tarde en series trigonométricas y la teoria de funciones de variables reales.

2 Entre ellos, el mas famoso posiblemente, y que ya ha sido citado, sea el ordenado por el emperador
César Augusto, que obligé a trasladarse a sus padres, José y Maria, a la ciudad de Belén de Judea, donde
nacid Jests (de Nazareth) en un humilde pesebre.

** (Londres, 1890-Adelaida, Australia, 1962). Matematico y bidlogo britanico. Se gradué por la
Universidad de Cambridge en 1912. Pionero en la aplicacion de métodos estadisticos al disefio de
experimentos cientificos, en 1919 comenz6 a trabajar en la estacion experimental de Rothamsted, donde
realizé trabajos estadisticos relacionados con la reproduccion de las plantas. Desarrolld técnicas para
obtener mayor cantidad de informacion util a partir de muestras de datos mas pequeifias, introdujo el
principio de aleatoriedad en la recogida de muestras y el andlisis de la varianza o analisis
multivariacional. Publicé su metodologia estadistica en 1925 en Methods for Research Workers. Traslado
sus investigaciones al campo de la genética en The Genetical Theory of Natural Selection (1930), que
resume sus puntos de vista sobre la eugenesia y el papel de control que ejercen los genes sobre los
caracteres dominantes, y en el que considera la seleccion como la fuerza directriz de la evolucion, mas
que la mutacion. En 1933 ocupo la catedra Galton de eugenesia en la Universidad de Londres, y de 1943
a 1957, la catedra Balfour de genética en la Universidad de Cambridge. Los ultimos afios de su vida los
paso trabajando para la Commonwealth Scientific and Industrial Research Organization en Adelaida.
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afio 1922 (Sobre los fundamentos matematicos de la Estadistica Teorica)
establecio los principios a partir de los cuales se fueron desarrollando las diversas
técnicas y métodos que actualmente utilizamos. Sin embargo, su correcta
aplicacion requiere de condiciones muy rigidas, tales como un modelo
probabilistico fijo (habitualmente la distribucién normal) en el que s6lo queden
indeterminados uno o dos parametros (la media y/o su varianza). Pero tal
restriccion o condicionante supone un problema, ya que los modelos
probabilisticos mas utilizados rara vez se ajustan bien al fendmeno aleatorio
observado en el sistema psicoldgico, razon por la cual los resultados obtenidos
bajo tales supuestos dejan de ser validos incluso en situaciones muy cercanas a la
modelizada bajo la cual se obtuvieron.

Por estas razones surgieron los denominados “Métodos Robustos”, aunque
su origen se supone remoto. Rey (1978) lo sitia en la antigua Grecia, en donde
los sitiadores contaban las capas de ladrillos de algunos muros de la ciudad
sitiada y tomaban la moda (valor mas frecuente) de los recuentos al objeto de
determinar la longitud de las escalas a utilizar en el asalto. De esta forma, la
estimacion realizada no se veia afectada por los valores extremos de la variable
aleatoria estadistica, procedentes de murallas muy altas o muy bajas. No
obstante, fue en 1964 cuando, de la misma manera que los trabajos de R.A.
Fisher dotaron a la Estadistica del rigor matematico del que hasta entonces
carecia, el articulo de Peter Huber titulado Estimacién robusta de un pardmetro
de localizacion abri6 las puertas de la precision matematica en robustez y, por
ende, las del reconocimiento cientifico. Posteriores trabajos suyos, asi como las
aportaciones fundamentales de Frank Hampel en los afos 1971 y 1974, en las
cuales defini6 los conceptos de “robustez cualitativa” y la “curva de influencia”,
terminaron de poner los cimientos de los métodos robustos, tal y como son
conocidos hoy en dia.

De hecho, la introduccion de los Métodos Robustos en la ciencia
Estadistica fue motivada -basicamente, aunque no de forma exclusiva- por la
gran sensibilidad a los datos anémalos (outliers en la terminologia anglosajona)
de los estimadores generalmente utilizados. No obstante, a pesar de la relacion
existente entre el analisis de outliers y los Métodos Robustos, ambos campos han
seguido desarrollos y caminos independientes.

Una de las primeras ideas que sugiere la presencia de datos andmalos en
una serie histérica de variables psicologicas, entendidas éstas como cifras
sorprendentemente alejadas del grupo principal de observaciones, es la de su
rechazo o eliminacion, con objeto de reparar o limpiar la serie, antes de realizar
inferencias con ella.

Esta idea hallase reflejada en numerosas publicaciones existentes sobre el
tema. Asi, por ejemplo, puede leerse en el trabajo de Ferguson (1961) que “... el
problema que se plantea en el tratamiento de los datos anomalos es el de
introducir algin grado de objetividad en su rechazo...”, dando por supuesto que
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los datos andmalos son necesariamente erroneos y que, por tanto, deben de ser
eliminados. Pero ello no es mas que una de las posibles opciones a considerar en
el tratamiento de los datos andmalos, puesto que no siempre son necesariamente
erroneos.

En definitiva, los datos pueden ser o parecer andmalos en relacion con el
modelo supuesto, por lo que una posible alternativa a su rechazo es la de su
incorporacion, ampliando el modelo. Ello nos llevaria a una nueva definicion de
outlier, a saber: “aquella observacion que parece ser inconsistente con el resto de
los valores de la serie, en relacion con el modelo supuesto”. Desde luego, en la
definicion anterior aparece una componente ciertamente subjetiva en la
calificacion o conceptualizacién de un dato como “andémalo”. Existe una manera
mas objetiva de poder llegar a tal conclusion. Se trata de utilizar unos tests de
hipotesis, denominados tests de discordancia, que estan basados en unos
estadisticos o estadigrafos para los que es posible determinar, o al menos tabular,
su distribucién en el muestreo. Mediante dichos tests podemos calificar a uno o
varios datos como discordantes -esto es, valores que resultan significativos en un
test de discordancia- y como consecuencia podemos, como hemos visto:

- Rechazarlos, eliminandolos del resto de la serie.

- ldentificarlos, resaltando algin aspecto que pudiera resultar
interesante.

- Incorporarlos, ampliando la distribucién-modelo propuesta.

A pesar del esfuerzo realizado para conseguir una calificacion objetiva de
los datos, el caracter subjetivo permanece, en cierta medida, en los tests de
discordancia, tanto en su nivel de significacion como en la propia eleccion del
contraste a considerar. Ademas, como en todo test de hipdtesis, los tests de
discordancia no son simétricos; es decir, no son tratadas de igual manera la
hipotesis nula de ausencia de outliers en la serie que la alternativa de, por
ejemplo, tres outliers a la derecha. Y una vez concluido el test, deberian
considerarse los dos tipos de error asociados al test. Pero lo peor de proceder de
tal suerte, rechazando los outliers y luego utilizando los métodos clasicos, es la
pérdida de eficiencia con respecto a la utilizacion de Métodos Robustos.

Otro problema adicional relacionado con el tratamiento de outliers es que
éstos no solo se presentan en situaciones simples, sino que también aparecen en
situaciones mas estructuradas, como puede ser el caso de las series de variables
psicoldgicas que nos ocupan. En estas situaciones, los datos anomalos tenderan a
ser menos aparentes, siendo en ocasiones la discrepancia con el modelo
propuesto lo que conferird “anomalia” al dato. Asi, por ejemplo, en una regresion
minimocuadratica (simple o multiple, lineal o no) la anomalia consistird en no
estar alineado con el resto de las observaciones. Ahora bien, el ser anémalo no
consiste en ser extremo; puede encontrarse en el grupo principal de
observaciones y ser tratado como “anémalo”. Al respecto, puede verse el ejemplo
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de la figura siguiente, en el que aparece una supuesta serie cronoldgica de
observaciones:

N° observ.

300+ -+ - Dato an6malo

250 +

200 +

Dato anémalo
150 +

100 +

i i i i i i i i Afos
1955 1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000

FIG. 9.1. Serie historica descendente de observaciones de una variable psicoldgica.

Por tanto, el término modelo, del que nos hemos ocupado extensamente en
el capitulo segundo de nuestro libro, en la definicion de outlier que hemos dado
anteriormente, debe entenderse en un sentido bastante amplio.

Digamos, como resumen y sintesis de lo expuesto en el presente apartado
de nuestro libro, que mientras los tests de discordancia tienen como objetivo el
estudio de los outliers en si mismos, proponiendo como accion ante la presencia
de un outlier alguno de los tres puntos anteriormente resefiados, los Métodos
Robustos estan disefiados para realizar inferencias sobre el modelo, reduciendo la
posible influencia que pudiera tener la presencia de datos anomalos. De hecho,
los Métodos Robustos son denominados, en ocasiones, Técnicas de acomodacion
de outliers. Es decir, en los tests de discordancia los outliers constituyen el
objetivo, mientras que en los Métodos Robustos, cuya aplicacion al estudio de la
prediccion de las variables psicoldgicas que aqui propugnamos, son precisamente
el mal a evitar.

Por lo que se refiere, en fin, a la caracterizacion del valor central de la
distribucion de las variables psicolégicas, veamos que G. Udny Yule®,
estadistico inglés, en su "Introduccion a la Teoria de la Estadistica", ha precisado
las condiciones que debe cumplir una buena caracterizacion del valor central de
una serie temporal o cronologica. En resumen, son las siguientes:

% George Udny Yule, inglés con estudios de ingenieria y fisica, fue un colaborador de Pearson, que hizo
algunos aportes a la obra de este ultimo. Trabajo en correlacion, y también en curvas asimétricas, como su
predecesor. Colaboro en la publicacion de Pearson, proporcionando un ejemplo de la aplicacion de ajuste
de una curva asimétrica a datos sobre distribucion de la pobreza en Inglaterra y Gales. Pero luego se
movi6 en direcciones independientes. Relaciono la regresion con el método de los minimos cuadrados,
proporcionando un gran conjunto de algoritmos que habian desarrollado los astronomos, para la solucion
de las ecuaciones normales, asociadas al calculo de la regresion. Los trabajos publicados por Yule cubren
hasta la primera década del siglo XX.
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a) La caracteristica del valor central debe ser definida objetivamente a
partir de los datos de la serie, sin que haya lugar a intervenir ninguna
apreciacion subjetiva del estadistico.

b) Debe depender de todas las observaciones de la serie, a ser posible.
Senalemos que, no obstante, hay veces que se plantea el problema de decidir si
debe tenerse en cuenta una observacion (“outlier””) que es notablemente distinta
de todas las demas de su conjunto o si puede ser rechazada por considerar que tal
observacion tiene caracter excepcional debido a algin factor extraiio a la serie
como, por ejemplo, un error de observacion. En este sentido, recomendamos la
aplicacion de los denominados “métodos robustos”, tal como se propugna en el
presente capitulo de nuestro libro.

c) Debe tener, en la medida de lo posible, una significacién concreta,
sencilla y facil de comprender. Si se tiene en cuenta que muchos de los valores
centrales de las series han de ser utilizados por personas poco familiarizadas
con la Estadistica, se comprende la preferencia que en la realidad se ha dado a
la media aritmética como caracteristica del valor central de que goza esta
propiedad, de una interpretacion sencilla.

d) Debe ser de calculo facil y rapido.

e) Debe ser poco sensible a las fluctuaciones del muestreo. Frecuentemente
las observaciones se efectian, no sobre el conjunto completo o “universo” de
elementos a estudiar, sino sobre una parte de éstos que recibe el nombre de
“muestra”, debe ser suficientemente representativa de dicho “universo” y tener el
tamano adecuado. La presente consideracion resulta particularmente interesante
en el caso del estudio de un sistema psicoldgico referido a un conjunto de
individuos. Las observaciones hechas sobre los elementos componentes de la
muestra constituyen la serie estadistica de la cual se determina el valor central.
Es evidente que "a priori" no puede asegurarse que el valor central
correspondiente a la muestra adoptada coincida con el valor central que se
obtendria si se hiciese una serie estadistica que abarcase todo el conjunto
completo de elementos a estudiar, ni que coincidan siquiera con los
correspondientes a distintas muestras que se eligiesen al azar. Ahora bien, dado
que en la practica se procede casi siempre por muestreo, conviene que la
caracteristica elegida del valor central sea de tal naturaleza que dicho valor
central sea sensiblemente el mismo para las distintas muestras. Conviene hacer
notar, al respecto, que esta eleccion del valor central s6lo sera posible cuando se
conozca la ley de distribucion del fenomeno en estudio; la variacién del valor
central y de otros estadisticos en las distintas muestras entra de lleno en la parte
de la Teoria Estadistica conocida por la denominacion de “Teoria de las
Muestras™.

f) Debe ser adecuada a los célculos algebraicos posteriores. Se comprende
facilmente la importancia de tal condicion con sélo pensar en el caso muy
frecuente de tratar de determinar el valor central que corresponde a una serie
global resultado de reunir varias series estadisticas parciales.
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De entre las cuatro medias usualmente empleadas en Psicologia (aritmética,
geométrica, cuadratica y armonica) se ve inmediatamente que la aritmética es la
que mejor reune las anteriores condiciones de Yule, si bien ni ella ni las otras tres
proporcionan indicacion alguna acerca de la reparticion de los datos de la series o
de sus posiciones respectivas ni sobre las desviaciones de unos respecto a otros.
Se limitaran a condensar todos los datos de la serie en uno solo, la media, como
sintesis de todos ellos.

En particular, las medias aritméticas (X) y cuadratica (C) dan mucho relieve
a los elementos grandes de la serie y, desde luego, la segunda todavia mas que la
primera. Por el contrario, las medias geométrica y armoénica destacan la
influencia de los valores pequefios y reducen la influencia de los valores grandes,
lo que habréa que tener bien presente en los estudios de Psicologia.

Recordemos, por ultimo, que las medias deben calcularse a partir de datos
homogéneos y numerosos, condiciones ambas inherentes a toda buena estadistica
en materia de tratamiento de variables psicologicas.

6. Aplicacion del Anélisis Factorial
6.1. Introduccion

El Analisis Factorial es un método matematico/estadistico de tratamiento
de datos -susceptibles de ser expresados numéricamente- cuya aplicacion al
estudio de los fenomenos psicologicos puede revestir singular importancia. No
podemos obviar, en consecuencia, su descripcion.

Practicamente hasta los comienzos del siglo XX, el problema de las
aptitudes habia sido objeto de puras especulaciones; la observacion e
introspeccion -poco o nada sistematizadas, con frecuencia- han sido y siguen
siendo incapaces de ofrecer una prueba cientifica de la existencia de las
aptitudes. De este modo, no es de extrafiar que muchas de las viejas teorias
acerca de las facultades o aptitudes sean completamente falsas. La Psicologia
actual tiende, en cambio, a adoptar unos puntos de vista mas operacionales o
“behavioristas”, adquiriéndose cada vez mayor conciencia de que entidades
mentales tales como las facultades, que ni pueden ser observadas directamente ni
pueden ser verificadas ni controladas, resultan estériles para la construccion de
una ciencia que pretenda ser cientifica. Hoy en dia, por supuesto, se prefiere
utilizar conceptos directamente derivados de actividades mensurables de los seres
humanos.

Para averiguar experimentalmente cudles son las caracteristicas
fundamentales de las funciones cognoscitivas, se dispone, desde principios del
siglo XX, de dos nuevos instrumentos: el coeficiente de correlacion y los “tests”
mentales, y de un concepto empirico: el de “unidad funcional”.

218



CAPITULO 9

El Analisis Factorial es una técnica que consiste en resumir la informacion
contenida en una matriz de datos con V variables. Para ello se identifican un
reducido nimero de factores F, siendo el numero de factores menor que el
numero de variables. Los factores representan a las variables originales, con una
pérdida minima de informacion.

El modelo matematico del Analisis Factorial es parecido al de la regresion
multiple. Cada variable se expresa como una combinacion lineal de factores no
directamente observables. A saber:

Xij=Firaj + Fyrap +...4 Frag + Vi

siendo:

Xij la puntuacion del individuo 1 en la variable j .
Fij son los coeficientes factoriales.

a;j son las puntuaciones factoriales.

V; es el factor Uinico de cada variable.

Se asume que los factores tinicos no estan correlacionados entre si ni con
los factores comunes. Asi mismo, podemos distinguir entre Andlisis Factorial
Exploratorio, donde no se conocen los factores "a priori", sino que se determinan
mediante el Analisis Factorial y, por otro lado estaria el Analisis Confirmatorio
donde se propone "a priori" un modelo segun el cual hay unos factores que
representan a las variables originales, siendo el niimero de éstos superior al de
aquellos, y se somete a comprobacion el modelo.

Para que el Andlisis Factorial tenga sentido deberian cumplirse dos
condiciones bésicas: Parsimonia e Interpretabilidad. Segin el principio de
parsimonia, los fenomenos deben explicarse con el menor numero de elementos
posibles. Por lo tanto, respecto al Andlisis Factorial, el nimero de factores debe
ser lo més reducido posible y éstos deben ser susceptibles de interpretacion
substantiva. Una buena solucion factorial es aquella que resulta sencilla e
interpretable. Los pasos o fases que se suelen seguir en el Analisis Factorial son
los siguientes:

1. Célculo de la matriz de correlaciones entre todas las variables
(conocida habitualmente como matriz R).

2. Extraccidn de los factores necesarios para representar los datos.

3. Rotacidn de los factores con objeto de facilitar su interpretacion.

4. Representacion grafica.

5. Calculo de las puntuaciones factoriales de cada individuo.

Por razones de simplicidad y espacio, nos limitaremos aqui a la exposicion
de la primera de las fases resenadas.
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6.2. Calculo de la matriz de correlaciones

El primer paso a realizar en el Andlisis Factorial serd, como ya se ha
dicho, el de calcular la matriz de correlaciones entre todas las variables que
entran en el analisis. De tal forma que obtendremos, por ejemplo, una matriz
cuadrada del tipo :

k] Ha = e = ]
1 1 0.50 0.65 0.70 0.45 0.63
i 0.5 1 0.30 0.5z 0.73 0.40
Hz 0.65 0.30 1 0.35 0.54 0.55
Ha 0.70 0.5z 0.35 1 0.76 0.9:2
s 0.45 0.73 0.54 0.76 1 0.59
s 0.63 0.49 0.55 0.9:2 0.59 1

Una vez que se dispone de esta matriz concierne examinarla para
comprobar si sus caracteristicas son adecuadas para realizar un Analisis
Factorial. Uno de los requisitos que debe cumplirse para que el Analisis Factorial
tenga sentido es que las variables estén altamente correlacionadas.

Pueden utilizarse diferentes métodos para comprobar el grado de
asociacion entre las variables, asi:

a) El determinante de la matriz de correlaciones: un determinante de valor muy
bajo indicara altas intercorrelaciones entre las variables, pero no debe ser cero
(matriz regular o no singular), pues esto indicaria que algunas de las variables
son linealmente dependientes y no se podrian realizar ciertos calculos necesarios
en el Analisis Factorial).

b) Test de Esfericidad de Bartlett: Comprueba que la matriz de correlaciones se
ajuste a la matriz identidad (I), es decir, existe ausencia de correlacion

significativa entre las variables. Esto significa que la nube de puntos se ajustara a
una esfera perfecta, expresando asi la hipdtesis nula por:

Ho: R =1
es decir, que el determinante de la matriz de correlaciones es igual a 1, o sea:
Ho: IR|=1

La formula correspondiente asume la siguiente expresion:

1
Yi=-|n-1-—#(2%v+5) |*1n| R|
6

donde...
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n = tamafo muestral.

v = namero de variables.

In = logaritmo neperiano o natural.
R = matriz de correlaciones.

Si se acepta la hipotesis nula (p>0.05) significa que las variables no estan
intercorrelacionadas y, por tanto, no tiene mucho sentido llevar a cabo un

Analisis Factorial.
Este test resulta muy 1til cuando el tamafio muestral es pequeno.

c) Indice KMO de Kaiser-Meyer-Olkin:

Viene dado por la siguiente expresion:

EZI‘E}

I#

Y X rr XY g

L i

Fa =

donde...

1;j = correlacion simple.
a;j = correlacion parcial.

Valores bajos del indice KMO desaconsejan la utilizacion de Anaélisis
Factorial. Como baremo para interpretar el indice KMO podria tomarse, segin

Kaiser, el siguiente:

1 >= KMO >= 0.9 muy bueno
0.9 >= KMO >= (.8 meritorio
0.8 >= KMO >= (.7 mediano
0.7 >= KMO >= (0.6 mediocre
0.6 >=KMO > 0.5 bajo
KMO <= 0.5 inaceptable

d) Correlacion Anti-imagen: que es el negativo del coeficiente de correlacion
parcial; deberd haber pocos coeficientes altos para que sea razonable aplicar el

Analisis Factorial.

e) Medida de Adecuacion de la Muestra (MSA):

Viene dada por la siguiente expresion:
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donde...

aij =

dr!
lrij

J#1

MSA, =

BB IR DEN
L2945

J=1 j#i

{rij = correlacion simple.

correlacion parcial.

Valores bajos de este indice desaconsejan también el uso del Andlisis

Factorial.

f) Correlacion Mdltiple: que debera ser alto, sobre todo si la técnica a utilizar es
un analisis factorial. Esta técnica, por defecto, toma los valores de la correlacion
multiple al cuadrado como los valores iniciales de comunalidad.

6.3. Teorias bifactorial y multifactorial

De
definidas:
1-

2-

La

hecho, el analisis factorial se fundamenta en dos observaciones bien

Las tablas de correlaciones entre los tests mentales tienden a ser
“jerarquicas”, es decir, que sus columnas de coeficientes tendian a ser
proporcionales.

Dichas tablas pueden considerarse como matrices algebraicas,
viniendo indicada la proporcionalidad de sus columnas segin una
definicién elemental del algebra matricial: la “caracteristica o rango”
(orden del mayor menor complementario no nulo) de la matriz de
correlaciones.

observacion anterior 1 dio lugar en su dia a la llamada “teoria

bifactorial”, a la que ya nos hemos referido en el capitulo 1 de este mismo libro;
mientras que la 2, a la “teoria multifactorial”, que resulta ser una generalizacion
de la anterior.

Contemplemos ahora, breve pero separadamente, ambas teorias:

1-

TEORIA BIFACTORIAL: El orden particular que se observa en las
tablas de correlaciones entre tests mentales, estd caracterizado por su
casi general positividad asi como su proporcionalidad. Ambos hechos
conducen a la teoria de los dos factores debida a Spearman: el general
“g” (que es comun a todos los tests y explica las intercorrelaciones
positivas y “jerarquizadas”) y el especifico “S” (que resulta exclusivo
e independiente de cada test y explica la imperfeccion de dichas
intercorrelaciones).
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Veamos la siguiente tabla de correlaciones entre los tests, Vx;/ x; €
{X1, X2, ..., X5 }. S1 suponemos que todas las correlaciones son debidas a un
factor “g” comun, tendremos, por hipotesis, que la correlacion entre dos o
mas tests cualquiera de esta tabla sera nula, una vez eliminada la
influencia de “g”. Tomemos, para ello, las columnas referentes a los tests
X1 Y Xp, Y €xaminamos sus correlaciones con X; y X,, por ejemplo
obteniendo:

TEST
TEST\ X1 Xo e Xi e Xn-1 Xn
X1 -- aln . arr . a|n-1 Al n
X2 A21 - A | A2 n-1 A2
Xi a1 aio ... - ... QAjn-1 An
Xn-1 An-1,1 | An12 Ap-1i -- An-1.n
Xn an 1 ano an 1 Ann-1 --

FIG. 9.2. Tabla de analisis factorial.
[F= (31,n-1 X ay, n) — (31,n X g, n-1) = 0],

formula ésta que constituye la denominada “ecuacion tetradica”. A “F”
(primer miembro de la ecuacion) se le denomina “diferencia tetradica”.

Por tanto, si la hipotesis susodicha es verdadera = F = 0; y al
revés, se puede averiguar si aquella hipotesis es aplicable a las aptitudes
de determinada tabla, comprobando que todas las diferencias tetradicas
sean nulas o tienden a cero. De cualquier modo, no puede esperarse, en la
practica, que todas aquellas diferencias sean nulas, puesto que se
encuentran afectadas por los errores muestrales. Interesa comprobar, en
consecuencia, si se alejan con valores estadisticamente significativos de
cero, lo cual puede resolverse conociendo la desviacion tipica o standard
Or de la diferencia tetradica, y admitiéndose como nula VF / F< 5-0r.

De hecho, aunque exista siempre una jerarquizaciéon de los
coeficientes, se ve perturbada por algunos tests. Dichas anomalias se
producen en las baterias cuando hay dos o mas tests similares, corriéndose
el riesgo de que haya algo de comun ademas de “g”: los factores “S” que
haya entre ellos. En una bateria asi constituida, las diferencias tetradicas
son significativamente distintas de cero, quedando perturbada la jerarquia.
Mediante la eliminacion de tests demasiado parecidos o “perturbadores”,
(dado que sus factores especificos se entrecruzaban y perturbaban la
ordenacion jerarquica), la bateria queda “purificada”, con lo que las
intercorrelaciones seguiran un orden jerarquico, las diferencias tetradicas
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tenderian a cero y cada test de la bateria podria comprenderse en funcion
de “g” y en funcion de “S”.

Asi pues, todo test “t”, ajustado al criterio de la jerarquia, puede
expresarse en funcion de los factores “g” y “S;”, como:

tzag+bst

o sea: un test “t” depende de “g” y de “S;” en la proporcion senalada por
los coeficientes (denominados “saturaciones del test”) “a” y “b”, que
expresan las correlaciones existentes entre el test y “g” y entre el test y
QCStﬁ?'

Otros experimentos factoriales conducen a la determinacioén de la
existencia de los factores de grupo o comunes, cuya exposicion debe ser
obviamente omitida en esta obra por razones de oportunidad e interés.

2- TEORIA MULTIFACTORIAL: se considera una tabla de
correlaciones como una matriz, convirtiéndose la “ecuacion tetradica”
en un determinante “menor de segundo orden”. Entonces: F = 0 = V
menores de segundo orden de la matriz = 0 (1) = caracteristica o
rango de la matriz = 1 = V columnas de la matriz son proporcionales
(con lo que so6lo necesitamos un factor para explicar la correlacion de
un test cualquiera con los demas).

Si la condicién (1) no se cumple (o sea, no se cumple la ecuacion
tetradica) es porque las correlaciones reclaman tantos factores comunes
como indique el rango de la matriz de correlaciones. Previamente, se han
tenido que calcular los coeficientes de correlacion entre los tests
componentes de la bateria. La determinacion de aquellos factores comunes
puede comprenderse asimilando los tests a vectores cuya longitud y
posicion vienen perfectamente determinadas por los datos iniciales del
analisis correlacional. Estos vectores quedan definidos en un espacio
bidimensional por el angulo formado sobre el plano con ambos ejes de
coordenadas cartesianas (o por el coseno de dicho angulo), oscilante de 0°
a 90°, de tal suerte que si el vector tiene la misma direccion que uno de
estos ejes, tendremos que el coseno del angulo nulo es igual a la unidad,
del mismo modo que al d&ngulo de 90° corresponde un coseno igual a cero.
Si estos cosenos son los indices de correlacion, cuando el vector se
identifique como uno de los ejes (que pueden ser ortogonales u oblicuos,
segun las exigencias) poseera una correlacion nula con el otro. El espacio
definido por todos los vectores se denomina “configuracion vectorial” y
corresponde a la caracteristica de la matriz, e indica el nimero de factores
comunes necesarios para explicar las correlaciones.

Asi, veamos el siguiente ejemplo:
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Sea r=%:0036=%:0'6 = 0 =arccos(0'6 = 53°

v

0 a

FIG. 9.3. Representacion geométrica de una correlacion vectorial.

Los ejes coordenados de esta estructura pueden ser ortogonales
(rectangulares) u oblicuos, segun lo exijan las propiedades de la configuracion
vectorial. En general, los factores cognoscitivos son oblicuos; este hecho viene a
indicar que son dimensiones distintas de la conducta cognoscitiva del sistema
psicoldgico, pero no independientes.

Veamos que los datos obtenidos mediante el andlisis factorial pueden
utilizarse con fines de simple condensacion estadistica o de investigacion
psicologica. Los factores extraidos con el primer fin son s6lo meros indices
matematicos, pero para lograr el segundo fin, se confrontan hipdtesis
psicoldgicas (que podemos considerar verificadas si, a través del andlisis,
encontramos cierto orden en las correlaciones entre los tests) con datos
matematicos. La significacion inmediata de los factores hallados, que son
conceptos psicomatematicos, es mas bien de tipo estructural que causal: son
instrumentos descriptivos de las dimensiones de variacion de la conducta.

En general, y por ultimo, observemos que las posibilidades del analisis
factorial en psicologia pueden agruparse asi:

1- Comprobacion experimental de hipdtesis acerca de cualquier unidad
funcional.

2- Exploracion de nuevos campos de la conducta.

3- Suministro de una soélida base tedrica a las aplicaciones de los tests
mentales.

En definitiva, siguiendo a M. Yela veamos que el modelo del analisis
factorial permite indagar las dimensiones fundamentales en que covaria la
multiplicidad de variables que represente un determinado campo de la
personalidad o de la conducta del sistema psicoldgico. En esencia, se basa en la
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siguiente ecuacion fundamental, segun la cual cada variable es funcion de un
nimero de factores comunes y de un factor unico:

Z=FX+UV

donde Z, X y V son vectores de “n” variables aleatorias, “r” factores comunes y
“n” factores unicos, respectivamente, y F y U son matrices de coeficientes
factoriales, de orden “nxr”, la primera, y “n”, la segunda, que es diagonal. Las
variables estan expresadas en valores tipicos, esto es:

E(Z) = E(X) = E(V) = 0 (media aritmética o esperanza matematica)
E(Z%) = E(X?) = E(V?) = 1 (varianza)

Entonces, la correlacion existente entre las variables, supuesta la
independencia estadistica entre los factores comunes y los Unicos, es la siguiente:

Ry,=E(ZZ’) = E[(FX + UV)(FX + UV)’] = FRyyF’ + U?

Se han elaborado diversos métodos para calcular F y Rxx a partir de Ry;.
Los resultados conducen a la conclusion de que la inteligencia de un S.
psicoldgico, como muchos otros campos de covariacion de la personalidad, es a
la vez “una” y “multiple”. “Una”, porque es un sistema, una estructura, un factor
general. “Multiple”, porque su unidad lo es de una multiplicidad de dimensiones
ordenadas jerarquicamente en diversas aptitudes interdependientes que varian
segun la dotacion genética, la experiencia individual y la cultura del sistema o
individuo.
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1)

2)

3)

4)

RESUMEN Y CONCLUSIONES

En el presente ensayo se propugna la introduccion de nuevas herramientas
matematicas, basadas fundamentalmente en la Teoria General de Sistemas
y en la Investigacién Operativa, que puedan resultar de gran utilidad para
el estudio de la conducta humana y de apoyatura a las diversas disciplinas
psicoldgicas (diferencial, psicometria, psicofisiologia), especialmente a la
Psicologia experimental.

Se realiza un repaso historico a la evolucidén que la aplicacion de las
Matematicas ha experimentado a lo largo de la existencia de la Psicologia
como ciencia social. Mas adelante también se recrea un recorrido
histérico por los albores de la Psicologia experimental, concluyéndose
que hasta la fecha ninguna teoria ha logrado unificar esta ciencia que, en
la préactica, resulta ser una amalgama de las diferentes corrientes de la
Psicologia con sus respectivas areas de interés.

Se define el concepto y clases de los modelos psicoldgicos, asi como las
variables, grados de indeterminacion y estabilidad de los mismos. Se hace
especial mencién del concepto de “probabilidad subjetiva” y de sus
aplicaciones.

La Teoria General de Sistemas ofrece perspectivas e instrumentos
conceptuales que permiten abordar numerosos fendmenos psicoldgicos de
forma més fiel, comprensiva, fecunda e, incluso, més rigurosa de lo que
resulta usual en la Psicologia tradicional. Ahora bien, para alcanzar una
mayor precision se requiere una formalizacion matemética y una
cuantificacion exhaustiva de las variables psicoldgicas no siempre facil de
conseguir, pero que constituye un objetivo de nuestro libro.
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5)

6)

7)

8)

9)

Se conceptualizan y formalizan los sistemas psicoldgicos a partir de sus
elementos y estructura, estudiandose las conexiones asi como las
transformaciones y tipos de acoplamientos. Se analizan los diversos tipos
de problemas que pueden presentarse y sus niveles de resolucién, con una
introduccion aclaratoria sobre la ciencia cibernética.

El estudio o enfoque sistémico de la Psicologia induce a contemplar los
conceptos de Percepcion, Aprendizaje y Recuerdo, Comunicacion inter-
sistémica, Eleccion y Valoracion, con diversas especificaciones y
definiciones.

Un enfoque interesante y novedoso de muchos problemas psicolégicos
reside en su tratamiento a base de la aplicacion de una conocida técnica
de la Investigacion Operativa: la Teoria de la Programacion Dinamica y
de los Procesos Estocasticos, partiendo de la consideracion evidente de
los sistemas psicoldgicos como sistemas dindmicos (que varian con el
tiempo). Consiste en un método de optimizacion de los sistemas
psicoldgicos -0 de su representacion matematica- en el cual se opera por
fases 0 secuencias, teniendo en cuenta que la verdadera naturaleza de
numerosos problemas que se plantean en Psicologia es secuencial, es
decir, que permiten su descomposicion en fases o etapas en las cuales
cada uno depende de sus méas proximas y frecuentemente, en los casos
favorables, sélo de la fase anterior o bien de la posterior.

El empleo de la Teoria de Grafos, que nace de la existencia indudable de
una aplicacion multivoca definida sobre un conjunto de sistemas o
individuos, en el planteamiento y resolucion de las relaciones
psicoldgicas que se dan entre los sistemas, puede extenderse al terreno
intensamente operativo de la optimizacion o busqueda del valor 6ptimo
(méximo o minimo) entre los diversos sistemas que constituyen los
veértices del grafo.

La Teoria de Gestion de Stocks encuentra su aplicacion en la medida que
podemos considerar a un sistema psicolégico o individuo como un ente en
que las “demandas” propias de los problemas de stocks se transforman en
entradas de estimulos al sistema mientras que, en su interior (cerebro), se
produce una acumulacion o almacenamiento de experiencias Yy
conocimientos cuyo control psicoldgico de emision del sistema puede
equipararse, en ciertos aspectos, a la gestion de un stock mercantil.

10) Asi mismo, en el estudio del individuo como sistema pueden considerarse

las entradas de estimulos como si se tratase de las llegadas de clientes a
una cola o fenomeno de espera, si presuponemos inicialmente una
acumulacion de ellos como resultado de una experiencia psicoldgica de
caracter conductista o behaviorista. Al respecto, se plantean y resuelven
algunos ejemplos de aplicacion.
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11) Se profundiza en los diversos conceptos de Probabilidad y Estadistica
necesarios para la cuantificacion y medicion de los fendomenos
psicologicos cuya funcion es permitir que observadores (psicologos
experimentadores) distintos puedan registrar un hecho utilizando los
mismos datos y que, a partir de ellos, el hecho en cuestion pueda ser
explicado o reproducido con fidelidad por otros investigadores; pero
siempre teniendo en cuenta que a mayor precision en la medida
correspondera también mayor exactitud en el registro de la observacion y
mayor fiabilidad en los datos. Mencion aparte merece la conocida técnica
del Analisis Factorial, cuya aplicacion al estudio de los fendmenos
psicologicos reviste singular importancia.

12) Por altimo en el apéndice de la obra se insertan sendos anexos referentes
a restantes especificaciones metodoldgicas de interés para la resolucion de
las cuestiones planteadas a lo largo del trabajo, asi como a la
contemplacion de diversos ejemplos practicos que ponen de manifiesto,
una vez mas, pero desde perspectivas diferentes, la utilidad clésica de la
Teoria de Probabilidades y de la Estadistica como herramientas
imprescindibles de la Psicologia experimental.

13) Todos estos trabajos y algunas otras investigaciones cuya descripcion
detallada obviaremos aqui por razones de espacio constituyen la base
fundamental del presente libro, que se complementa con las posibles
proyecciones en el planteamiento de nuevas directrices de estudio, asi
como las pertinentes referencias bibliogréficas.

14) Se ha creido conveniente, mediante numerosas notas a pie de péagina,
hacer referencia biogréfica a aquellos autores de especial relevancia por
sus aportaciones en el campo de las matematicas, la filosofia y la
psicologia. El trabajo se completa con diversos cuadros, tablas y graficos
que se espera que confieran a la investigacion desarrollada un caracter
mucho mas ilustrativo y exacto.
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ANEXO 1

ANEXO 1
Restantes especificaciones
metodoldgicas

I. LA DISTRIBUCION NORMAL

1. La distribucion teoérica de probabilidad

A lo largo de nuestro libro, y en la psicologia aplicada en general, se
utilizan profusamente conceptos relacionados con la distribucion tedrica de
probabilidad normal, tipificada o no; de ahi el interés de desarrollar aqui algunas
ampliaciones conceptuales que puedan resultar de utilidad para una mejor
comprension de los estudios y determinaciones efectuadas en algunos capitulos
del presente libro. Por otra parte, el significado fisico del CV (coeficiente de
variacion de Pearson) se deduce claramente si aceptamos que todos los valores
de la variable elegida en el estudio (por ejemplo, el cociente intelectual de un
colectivo determinado de individuos superdotados), se distribuyen de acuerdo
con la curva campaniforme de una distribucion normal y, por lo tanto, se tendra
lo siguiente:

a) Practicamente, todos los valores observados se hallaran comprendidos
en el entorno: (1 £3 CV)X.

b) Aproximadamente, el 95% de las observaciones se encuentran
comprendidas en el entorno: (12 CV)X.

¢) Si se toman las n/4 observaciones de valores mas bajos del total de los n
valores medidos de la variable en cuestion (cuyo valor superior serd el primer
cuartil Q de la distribucion de frecuencias), su media aritmética sera igual a:

q,=(1-127 CV)X.

d) EL 6827% de las observaciones realizadas estaran en el intervalo:
(1£CV)X.

Desde luego, la ecuacion matematica de la funcion de la distribucion
normal sin tipificar viene dada por la expresion:

y=(1/c+2nr) ey
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, en la que se ha tomado, como es usual, X = a, y que coincide con la expresion
matematica de la célebre "ley de los errores", debida a Karl Gauss, siendo y =
f(x) la denominada "funcion de densidad normal".

De esta definicion se deduce que no hay una unica distribucién normal
sino una familia de distribuciones, resultante de los diferentes valores de los
parametros Ly G.

Veamos ahora que la expresion de la funcién de densidad normal sin
tipificar esta bien definida, es decir, es una funcion de densidad. Evidentemente
f(x) > 0 por la propia definicién, pero necesitamos probar que la integral
impropia de primera especie extendida a toda la recta real vale la unidad
(probabilidad total).

_(x-p)?
207

dx =1

[
= o227

Para ello hacemos el cambio de variable:

de donde:
dx =o-dz

Sustituyendo en la expresion anterior, tenemos la “tipificacion’:

—=¢ 2"22-d>< zl—rw eié'a-dz = 2 jm e

oAN2r 7 A2 Y0

Haciendo un nuevo cambio de variable:

1 (X-ﬂ)

-dz

de donde:
dv

1
zZ =42V dz =
Y A2V

resultando que la integral anterior sera':

' La funcién gamma de p, [(p), se define como:

L) = .[wap'l'e Tdx, Vp>0
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con lo cual tenemos probado que la expresion anteriormente relacionada es una
funcion de densidad.

Asi mismo, se tendra que:
F(Xi)= P(X < Xi)= P(-oo <X Sxi): J._xif(x)dx

, €s la denominada “funcion de distribucion normal”, que es la probabilidad de
que la variable aleatoria estadistica tome un valor < x;.

Las areas comprendidas bajo la curva normal y hasta el eje de abscisas
representan probabilidades; en estas condiciones, veamos que la probabilidad de
que: X € |x1, X2] sera:

P(X1 <x < X2)= F(Xz)— F(x1)= P(x < xz)— P(x < xl)z

= [TrGordx = [T (xpdx = [7f(x pax.

Como ya hemos visto, cuando la variable aleatoria estadistica que estamos
investigando X viene expresada en unidades de desviacion: Z = (x-a)/c, se tiene
la distribucion normal tipificada, asi:

y=(1//2n)-e*"

, y decimos que la variable Z se distribuye normalmente con media cero (o = 0) y
varianza uno (c” = 1).

Vamos a proceder, seguidamente, al estudio mas pormenorizado de ambas
curvas.

1) Como acabamos de ver, la ecuacion de la curva normal tipificada
es:

Il
-
Q

[\

Il

e

y=(1/2rn)-e*? ;. «

y se puede ver que:

T =@-1)! ,TA) =11y r[;—jz [Fx 2erdx =7
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que es la funcion de densidad normal reducida.
e Extremos relativos y puntos de inflexion:
Se tiene:

y'=(1/72n)-e¥?.(-z)=0 ; z=0 origen) ;
y"=(1/m)-e'22’2-(22—1) L VZ=0->y"=(1/y/2n)<0

luego existe un maximo relativo o local en el punto (0, 1/+v27 ), de interseccion
con el eje de ordenadas OY, y no habrd interseccion con el eje de abscisas OZ a
distancia finita, esto es:

Vy=0: Z=+w y Z=-wo

De y" =0, o sea: Z°-1 = 0, saldran los puntos de inflexion, que son: Z =
+1; o sea, los puntos de coordenadas: (1, 1/4/27z-e)y (-1, 1/v27-¢€).

e Crecimientos y decrecimientos:

VZ <0— y>0—>CRECIENTE

e Asintotas:

im.(1//2n)-e% 2 =(1/\2n)-e ™ =(1/\2n)-1/€* =1/00 =0

I
Z—+o

y'n].(l/\/zn)-e'zz/2 =(1/\2n)-e* =(1/\2n)-1/e" =1/0 =0

, luego tiene por asintota horizontal (rama hiperbdlica) el eje OZ. No tiene otras
ramas infinitas o ramas parabdlicas.

eSimetrias:

- Respecto al eje OY, pues al cambiar (Z) por (-Z), no sufre variacion (se
trata de una funcion par).

eConcavidades y convexidades:

De: y"=(1/\/27t)-e'22’2 -<22 —1) , se deduce que, segun los diferentes
intervalos de la recta real:

VZ € J-o, -1[ - y">0—> CONCAVA
VZ € ]-1,-1[ > y"<0— CONVEXA
VZ € ]l,+o] - y">0—> CONCAVA
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Su representacion grafica, en definitiva, sera la siguiente:

Ay
.
Y2w
(1 . —)
Vine Vine
I |
I l
7, ] 1 < Z'
| 0 +)
céncava conve xja [ concava
1 1
¥

FIG. A-1.1. Curva de distribucion normal tipificada

Veamos que en esta distribucion tedrica de probabilidad, como en todas
las simétricas, se cumple, como puede observarse facilmente, la igualdad entre la
media aritmética, la mediana y la moda, valores que, en este caso, coinciden con
cero.

2) La ecuacion de la curva normal sin tipificar es:
y=(1/o V2r ) g (e 2ot (funcion de densidad normal)
eAsintotas:
lim. y = (1/5 +/27)- e Xef2e" (15 21)- € =0 ;
lim. y =(1/c y2m)- e Xef2* — (/5 2m)- e =0

, luego tiene por asintota horizontal (rama hiperbolica) el eje de abscisas OX. No
tiene otras ramas infinitas o ramas parabdlicas.

eCortes con los ejes:

Cortara al eje OY en el punto [0, (1/c+v/27)- e %" ] y no cortara al eje OX
a distancia finita.
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eExtremos relativos y puntos de inflexion:

y'=(1/ov2m)- e ® 2 [(a-x)/6’]=y (6 -Xx)/c> =0 ;> x =a
y'=y'-(a-x)/c’ -y 1/c? :y-[(oc-x)/cs2]2 —y-1/c? =
=y-(a-x)/c*-yo?/c* :y~[(oc-x)2 —(52]/64 ;

Vx=oc—>y"=y-(-62)/c4 =—ylo® <0

luego existe un maximo relativo o local en el punto (a, 1 /6+/2n), al ser negativa
la segunda derivada.

Por otra parte, de y"=0, o sea: (a - X)2 = 02, saldran los puntos de
inflexion, que son: *+ (a- X) = +o; 0 sea: X = ato, 0 bien X = a-o, esto es, los
puntos de las coordenadas cartesianas rectangulares:

(a+0,1/0\/%) y (a—a,l/ax/%)

, siendo convexa la curva entre dichos puntos, y concava en el resto del intervalo
de existencia, como puede comprobarse del estudio de la segunda derivada y".
Asi pues, es concava hacia la region positiva de OY, para: -0 < x < a-0, y para
oto <x <+oo, y concava hacia la region negativa del eje de ordenadas (convexa
hacia las y") en el intervalo o dominio de definicion: o-6 < x < a+o.

eSimetrias:

La curva es simétrica con respecto a la ordenada correspondiente al punto
o, por ser una funcidn par con respecto a la diferencia: (x-av).

eCrecimientos y decrecimientos:

Vx<a—y>0—->CRECIENTE

Veamos que {v X > @ - y'< 0 — DECRECIENTE

En definitiva, veamos que la distribucion normal queda completamente
determinada si se especifican su media y su desviacion tipica o “standard”. Como
ya se ha visto, un conocimiento adicional sobre el papel que el parametro ¢ juega
en la determinacién de una funcién de densidad normal se logra calculando el
area bajo Y comprendida dentro del intervalo correspondiente. De este modo, la
probabilidad de que X se halle en un entorno de centro a y radio ¢ vendréa dada
por la expresion:

238



ANEXO 1

Su representacion grafica sera la siguiente:

v
3 m
g Van |
.o? |
ir |
1.77_‘ e I
! !
] P, | ¢
TVzme |
I | |
! | '
+ I T 1 E—
x 0 | o 1 x*
sk ®-0
concava 1_ convexa L concava

FIG. A-1.2. Curva de distribucion normal sin tipificar

2. Las areas bajo la curva normal

El estudio detenido que acabamos de realizar, desde el punto de vista del
analisis matematico, de las distribuciones normales tipificadas y sin tipificar, nos
permitird aprovechar los conocimientos que la ciencia estadistica proporciona
acerca de dicha distribucion tedrica de frecuencias para obtener ciertas
conclusiones de tipo cuantitativo, de gran aplicacion en el andlisis de la
uniformidad de las variables psicoldgicas que tendremos ocasion de llevar a
cabo, por ejemplo, en el Anexo 2.

Y asi, se tendrd lo siguiente:

% de casos INTERVALOS

50'00 [(1-0%68-CV) X, (1+068 CV)X ]
6424 [(1-092:CV) X, (1+092-CV)X ]
6827 [(1-CV) X, (1+CV)X]
95'00 [(1-196:CV) X, (1+1'96-CV)X ]
95'45 [(1-2:CV) X, (1+2CV)X]
99'00 [(1-2°58-CV) X, (1 +2°58 -CV)X ]
99'73 [(1-3-CV) X, (1+3CV)X]

, intervalos que podrian representarse, graficamente, del siguiente modo:
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FIG. A-1.3. Area del 68°27%

4
1 i
X -2s X X +2s

X + 3s

FIG. A-1.5. Area del 99°73%

Del mismo modo, en la pagina siguiente pueden verse expresadas, de
manera conjunta las diversas areas existentes bajo una curva de distribucion
normal tipificada o no en funciéon de las unidades de desviacion tipica o
“standard” que se adicionen a la media aritmética por el eje de abscisas. Esto es:
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FIG. A-1.6. Diferentes areas bajo la curva de distribucion normal

En la siguiente tabla se presentan las areas: jox f (x ydx (multiplicadas por

1.000) bajo la curva de distribucion normal. A saber:

x 1.000 A x 1.000 A x 1.000 A x 1.000 4
0,0 000 1,0 341 20 477 30 498.6
0,1 040 1,1 364 2,1 482 3,1 4990
0,2 079 1,2 385 2,2 486 3,2 4993
0,3 118 1,3 403 2,3 489 33 499,5
04 156 1.4 419 24 492 34 499,7
0,5 191 1,5 413 2,5 4938 3,5 499,77
0,6 226 1,6 445 2,6 4953 3,6 499,84
0,7 258 1,7 455 2,7 496,5 3,7 499,89
0,8 288 1,8 464 28 4974 38 499,93
0,9 316 1,9 471 29 498,1 3,9 499,95

FIG. A-1.7. Areas bajo la curva normal

De aqui, pueden resolverse las siguientes cuestiones:

a) Area total bajo la curva normal y probabilidad de que la variable
psicolégica tome un valor cualquiera de su recorrido o campo de variacion
(de -o0 a +0).

241



RESTANTES ESPECIFICACIONES METODOLOGICAS

La simple observacion de la tabla anterior nos dice que el area bajo la
curva normal, desde 0 a 3'9, toma el valor:

499'95 /1.000 = 0'49995 = 0'5

Por la simetria de la curva de Gauss, ésta es la mitad del area total, que
vale la unidad. Por otra parte, la probabilidad de que la variable psicologica en
estudio X tome cualquier valor es la certeza absoluta; por ello, su valor es la
unidad, en virtud del axioma o postulado que reza que “la probabilidad de un
suceso cierto vale 1” (probabilidad total).

b) Area bajo la curva determinada por las ordenadas en los extremos
de los intervalos (1, 2) y (-1, -2). ¢Cual es el valor de la probabilidad de que
la variable psicologica x tome un valor comprendido entre 1y 2? ¢Y entre -2
y-1?

Segin puede verse en la tabla anterior, las 4reas bajo la curva
comprendidas entre el eje de ordenadas (x=0) y las ordenadas x=2 y x=1, son,
respectivamente:

477/1.000 = 0'477 y 341/1.000 = 0341 ;

entonces, el area pedida serd la diferencia:

[7fGydx - [ £(x)dx = 0477 - 0341 = 0136 = [ £(x }dx = 13'6%

que es también la probabilidad de que la variable psicoldgica X tome un valor
comprendido entre 1 y 2, por la propiedad aditiva del intervalo de integracién en
las integrales definidas.

El 4rea comprendida entre las ordenadas x = -2 y x = -1 es la misma
anterior y la probabilidad de que X tome un valor del intervalo (-2, -1) es también
igual, en virtud de la simetria de la figura, a:

j; f(x)dx =0'136 y P(-2<x<-1)=0'136 .

¢) Intervalo (-a, a) cuyas ordenadas extremas delimiten el 50 por 100
del area total existente bajo la curva normal y su expresion probabilistica.

Hemos de encontrar ahora un valor x = a, tal que delimite hasta el eje de
ordenadas el 25 por 100 del area total (por simetria, el intervalo [-a, 0] delimitara
el otro 25 por 100).

Segun la tabla, este valor comprendido entre x = 0'6 y x =0'7, y las areas
respectivas, a saber, 0226 y 0258, incluyen la de valor 0250 pedido.
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De la proporcion:

0258-0'226  0250-0"226
0'7-0'6 a-0'6

obtendremos el valor: a = 0'68, con lo que:

0'68
| f(x ydx = 050 y P(-0'68 <x < 0'68) = 0'50 .

-0'68

d) Valor de a tal que las colas (&reas a la izquierda de -a y a la derecha
de +a) que existen bajo la curva normal sumen el 5 por 100 del area total.

El area de cada cola debe medir el 2'5S por 100 del area total; entonces el
valor de a ha de satisfacer la condicion:

[ f(x)dx = 0'500 - 0025 = 0'475

Segun la tabla, este valor de a estd comprendido entre 1'9 y 2'0 y se puede
estimar segun la proporcion:

477-471 _ 475-471
2-19  a-19

; a=1'9667 = 2.

En la practica, se suelen tomar los valores de -2 y 2 para definir la cola del
5 por 100, o lo que es igual:

P(-2<x<2)=095.

Habida cuenta de su interés para la realizacion de este tipo de calculos
dada la dificultad de resolver integrales definidas de funciones de densidad
normales como las que venimos estudiando en el presente capitulo de nuestro
libro, a continuacion se presenta una tabla que ofrece las areas existentes bajo la
curva normal tipificada, limitadas por la ordenada z = 0 y cualquier valor
positivo de z. A partir de esta misma tabla, se pueden encontrar las areas
comprendidas entre dos ordenadas cualesquiera, utilizando la simetria de la curva
de Gauss en relacion al eje de ordenadas z = 0. La tabla siguiente se refiere a las
areas existentes bajo la curva normal tipificada, desde -oo hasta z. Por Gltimo, se
incluye también una tabla con los valores de las ordenadas (y) de la curva normal
tipificada para los diferentes valores de z.

Dichas tablas han sido extraidas del libro de José M. Casas Sanchez y
Julidn Santos Penas titulado “Introduccion a la Estadistica para Economia y
Administracion de Empresas”, Ed. Ceura, Madrid, 1995, asi como de los cléasicos
de Murray R. Spiegel de “Teoria y Problemas de Probabilidad y Estadistica”, Ed.
McGraw-Hill, México, 1969-1981, citados en la bibliografia. Veamoslas a
continuacion:
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z 0 1 2 3 4 ] 6 7 8 9
0.0 { .0000 0040 0080 0120 0160 0199 0239 0279 0319 .0359
0.1} .0398 .0438 0478 0517 0567 .0696 0636 0675 .0714 0754
021 .0793 .0832 0871 .0910 .0948 .0987 1026 .1064 1103 1141
0.3 | .1179 JA217 1255 1293 1381 .1368 .1406 1443 .1480 1517
0.4 | .1564 1591 1628 1664 1700 1736 1772 1808 1844 1879
05| .1915 .1950 1985 2019 .2054 .2088 .2123 .2157 .2190 2224
0.6 | .2258 .2291 2324 2357 .2389 2422 .2454 .2486 .2518 .2549
0.7 ] .2580 2612 2642 2673 2704 2734 2764 2794 .2823 .2852
0.8 1 .2881 .2910 .2939 .2967 2996 .3023 .3051 .3078 3106 3133
0.9 .3169 .3186 3212 .3238 .3264 .3289 3315 .3340 .3365 .3389
1.0 | .3413 .3438 .3461 .3485 .3508 .3531 35654 36717 35699 .3621
11} .3643 .3665 3686 3708 3729 3749 3770 3790 .3810 .3830
12| .3849 .3869 .3888 .3907 .3926 .3944 .3962 .3980 .3997 4016
1.3 | .4032 .4049 4066 .4082 .4099 4115 4131 4147 4162 4177
14} .4192 4207 4222 4236 4251 4265 4279 4292 4306 4319
15| .4332 4345 4357 4370 4382 4394 4406 4418 .4429 4441
1.6 | 4452 4463 4474 4484 4495 4505 4515 4525 .4535 4545
17| .4554 4664 4573 4682 4591 4599 .4608 4616 4625 4633
1.8 | 4641 4649 .4656 4664 4671 4678 4686 4693 .4699 4706
191 4713 4719 4726 4732 4738 4744 4750 4756 4761 4767
20| 4772 A778 4783 4788 | 4793 4798 .4803 4808 4812 4817
21| 4821 .4826 4830 4834 4838 4842 .4846 .4850 .4854 .4857
221 4861 .4864 .4868 4871 4875 4878 4881 4884 .4887 .4890
23| .4893 .4896 .4898 .4901 4904 4906 4909 4911 4913 4916
241 4918 .4920 4922 4925 4927 4929 4931 4932 4934 .4936
25| .4938 4940 4941 4943 4945 4946 4948 .4949 .4951 .4952
2.6 | .4953 .4955 4956 4957 .4959 .4960 .4961 4962 4963 4964
2.7 | .4965 .4966 4967 4968 .4969 4970 4971 4972 4973 4974
28 | 4974 4975 4976 4977 4977 4978 4979 4979 4980 4981
29 | .4981 .4982 4982 4983 4984 4984 4985 4985 .4986 4986
3.0 | .4987 4987 .4987 4988 4988 .4989 4989 .4989 .4990 4990
3.1 | .4990 4991 .4991 .4991 .4992 4992 4992 4992 .4993 .4993
3.2 | .4993 4993 4994 4994 4994 4994 4994 4995 4995 4995
33 | .4995 4995 4995 4996 4996 4996 4996 .4996 .4996 4997
3.4 | .4997 4997 4997 4997 4997 4997 4997 4997 4997 4998
3.5 | .4998 4998 4998 4998 4998 4998 4998 4998 4998 4998
3.6 | .4998 4998 4999 4999 4999 .4999 .4999 4999 4999 .4999
3.7 | .4999 4999 .4999 .4999 4999 .4999 4999 4999 4999 4999
3.8 | .4999 4999 .4999 4999 .4999 4999 4999 4999 4999 4999
3.9 | .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 5000 .5000 .5000

FIG. A-1.8. Areas bajo la curva normal tipificada de 0 a z
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0,00 001 002 003 004 005 006 007 008 0,09

— it

hpiLo R, Voouaown Rt~ xxauo houto=o

W W LW w Mo PPN = = e e

0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,519 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 05636 0,5675 0,5714 0,5753
0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 06700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879

0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 08133
0,8159 08186 08212 0,8238 0,8264 0,8289 08315 0,8340 08365 0,8389

0,8413 08438 08461 0,8485 08508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 08770 0,8790 0,8810 0,8830
0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
0,9032 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 09115 09131 09147 09162 09177
0,9192 09207 09222 09236 0,9251 0,9265 09279 0,9292 09306 0,9319

0,9332 09345 0,9357 0,9370 09382 0,9394 09406 0,9418 09429 0,9441
0,9452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 09515 0,9525 09535 0,9545
0,9554 0,9564 0,9573 09582 0,9591 0,9599 09608 09616 09625 0,9633
0,9641 09649 0,9656 0,9664 09671 0,9678 0,9686 0,9693 09699 09706
09713 0,9719 09726 09732 09738 0,9744 09750 09756 09761 09767

0,9772 09778 09783 0.9788 09793 0,9798 09803 0,9808 0,9812 09817
0,9821 09826 0,9830 0,9834 09838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9854 09857
0,9861 09864 09868 0,9871 09875 0,9878 0,9881 0,9884 09887 0,9890
0,9893 0,9896 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 09909 09911 09913 0,9916
0,9918 0,9920 0,9922 0,9925 0,9927 0,9929 0,9931 0,9932 0,9934 09936

0,9938 0,9940 0,9941 0,9943 0,9945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 09952
0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964
0,9965 09966 0,9967 0,9968 09969 0,9970 0,9971 0,9972 09973 0,9974
0,9974 0,9975 0,9976 0,9977 0,9977 0,9978 09979 0,9979 0,9980 0,9981
0,9981 0,9982 0,9982 0,9983 0,9984 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986 0,9986

0,9987 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990
0,9990 0,9991 0,9991 0,9991 0,9992 0,9992 0,9992 0,9992 0,9993 0,9993
0,9993 0,9993 0,9994 0,9994 09994 0,9994 09994 0,9995 0,9995 0,9995
0,9995 0,9995 0,9995 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9997
0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 09997 0,9997 0,9997 0,9998
0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998

FIG. A-1.9. Areas bajo la curva normal tipificada de -0 a z
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z 0 1, 2 3 4 5 6 T 8 9
T
0.0 | .3989 .3989 .3989 .3988 .3986 .3984 .3982 .3980 3977 .3973
0.1 | .3970 .3965 .3961 .3956 .3951 3945 .3939 3932 3925 © .3918
0.2 | .3910 .3902 .3894 .3885 .3876 .3867 .3857 .3847 .3836 .3825
0.3 | .3814 .3802 3790 3778 3765 3762 3739 3725 3712 .3697
0.4 | .3683 .3668 .3653 .3637 .3621 .3605 ,3589 3572 .3555 .3538
0.5 | .3521 3503 © 3485 .3467 .3448 3429 .3410 .3391 3372 .3352
0.6 | .3332 .3312 .3292 3271 3251 .3230 3209 3187 .3166 3144
0.7 | .3123 3101 .3079 .3056 .3034 .3011 .2989 .2966 .2943 .2920
0.8 | .2897 .2874 .2850 2827 2803 - 2780 .2756 2732 2709 .2685
0.9 | .2661 2637 2613 .2589 .2565 .2541 2516 2492 .2468 2444
1.0} .2420 .2396 2371 2347 .2323 .2299 2275 .2251 2227 .2203
11} .2179 .2156 2131 2107 .2083 .2059 .2036 2012 .1989 1965
1.2 | .1942 1919 1895 1872 1849 .1826 1804 1781 17568 1736
13§ 1714 .1691 1669 . .1647 1626 1604 1582 15661 1539 1518
14 ] 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315
1.5 | .1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127
1.6 { .1109 1092 1074 1057 1040 .1023 .1006 .0989 0973 0957
1.7 ] .0940 .0925 .0909 .0893 .0878 .0863 .0848 .0833 .0818 0804
1.8 | .0790 0775 0761 0748 0734 0721 .0707 0694 0681 0669
19 | .0656 0644 .0632 .0620 .0608 .0596 .0584 0573 0562 0551
2.0 | .0540 .0529 0519 .0508 .0498 .0488 .0478 .0468 0459 .0449
2.1 | .0440 .0431 0422 0413 0404 0396 .0387 .0379 0371 0363
221 .0355 .0347 .0339 .0332 0325 0317 0310 0303 0297 .0290
23| .0283 0277 0270 0264 .0258 .0252 .0246 .0241 .0235 .0229
24 | .0224 0219 +.0213 .0208 .0203 0198 0194 .0189 0184 .0180
25 | .0175 0171 0167 .0163 .0158 0154 .0151 0147 .0143 0139
2.6 | .0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 .0113 - .0110 .0107
2.7 | .0104 0101 .0099 .0096 .0093 .0091 .0088 .0086 .0084 .0081
28| .0079 L0077 +.0075 .0073 .0071 ..0069 .0067 . .0065 .0063 .0061
2.9 { .0060 .0058  .0056 .0055 0063 .0051 .0050 .0048 0047 .0046
3.0 | .0044 .0043 0042 .0040 .0039 .0038 .0037 .0036 .00356 .0034
3.1 [ .0033 .0032 .0031 .0030 .0029 .0028 .0027 .0026 .0025 .0025
3.2 | .0024 0023 .0022 .0022 .0021 .0020 0020 .0019 .0018 0018
33 | .0017 .0017 .0016 0016 0015 0015 .0014 .0014 .0013 0013
34 | .0012 0012 0012 0011 0011 0010 .0010 0010 .0009 .0009
3.5 | .0009 .0008 .0008 .0008 .0008 0007 .0007 .0007 0007 .0006
3.6 | .0006 0006~ .0006 0005 .0006 .0005 .0005 ©  .0005 0005 0004
3.7 | .0004 0004 0004 .0004 .0004 0004 .0003 .0003 .0003 .0003
3.8 | .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002
3.9 | .0002 .0002 0002 .0002 .0002 0002 .0002 .0002 .0001 .0001

FIG. A-1.10. Ordenadas (y) de la curva normal tipificada en z
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Il. LA PRUEBA DEL CHI-CUADRADO

1. Frecuencias observadas y teoricas

En diferentes partes de nuestro estudio se recurre al uso de la distribucion
teorica de probabilidad “Chi-cuadrado” con el objetivo de contrastar ciertas
hipotesis.

Como ya se ha visto muchas veces, los resultados obtenidos de las
muestras de una poblacion o universo no siempre concuerdan exactamente con
los resultados tedricos estimados, segun las reglas de probabilidad. Por ejemplo,
aunque las consideraciones teodricas basadas en la equiprobabilidad laplaciana (a
priori) o en la probabilidad frecuencialista de Von Mises (a posteriori) nos
lleven a esperar obtener 50 caras y 50 cruces cuando se lanza al aire 100 veces
una moneda bien hecha, es raro que se obtengan exactamente estos resultados.

Supongamos ahora que, en una determinada muestra, se observan una
serie de posibles sucesos: E1, E2, E3, ..., Ek (ver el cuadro siguiente) que pasan

con frecuencias: o1, 02, 03, ... , Ok , llamadas frecuencias observadas y que,
segun las reglas de probabilidad, se espera que ocurran con frecuencias: e, €2,
e3, ... ,ek llamadas frecuencias teoricas o esperadas.

SUCESOS E1 E2 E3 Ek

Frecuencia

observada °1 02 o3 Ok

Frecuencia el e &3 o
esperada

FIG. A-1.11. Frecuencia observada y esperada de la prueba del Chi-cuadrado

A menudo se desea saber si las frecuencias observadas difieren
significativamente de las frecuencias esperadas. Para el caso en que solamente
son posibles dos sucesos: E; y E2 (que suele denominarse dicotomia o

clasificacion dicotomica), como, por ejemplo, caras y cruces, defectuoso o no
defectuoso, blanco y negro, etc., el problema queda resuelto satisfactoriamente
con los métodos clasicos. En este apartado aclaratorio, se considera el problema
general.

2. Definicion de y2
Una medida de la discrepancia o divergencia existente entre las

frecuencias realmente observadas y las esperadas o tedricas, es la suministrada
por el conocido estadigrafo y2 de Pearson, dado por la expresion:
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donde si el total de frecuencias es N, tendremos:
20j=2ej=N (2)

Una explicacion equivalente a la ofrecida por la expresion anterior (1) es
la siguiente:

2

r=Y NG

J

Si y2 = 0, las frecuencias observadas y las teéricas concuerdan
exactamente; mientras que si ¥2>0, no coinciden exactamente. Para mayores

valores de y2, mayores son también las discrepancias existentes entre las
frecuencias observadas y las tedricamente estimadas.

La distribucion muestral de 2 se aproxima muy estrechamente a la
distribucion tedrica de probabilidad Chi-cuadrado, cuya grafica puede verse en la
siguiente figura para diferentes valores de v, de configuracion analitica:

Y = YO(Zz)%(v-Z) .e-%zz —Y .e-%zz )

si las frecuencias estimadas son al menos iguales a 5; la aproximacion mejora
para valores superiores. Aqui v es el niimero de grados de libertad, Y, es una

constante que depende de v con lo cual, l6gicamente, el area total bajo la curva
vale 1.

Definimos una variable aleatoria ¥2 con v grados de libertad como una
suma de v variables aleatorias N (0, 1), independientes y elevadas al cuadrado,

., . o . %
cuya funcién de densidad coincide con la correspondiente a la I’ (?, —), es

2
decir:
1 v
D7 e s
£(x) Vxx2 xe 2, Vx>0
X =
1—‘7
(2)
0 , Vx<0

que es una funcion evidentemente continua en el origen de coordenadas.
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Algunas distribuciones %2 correspondientes a diferentes valores de v se
muestran en la siguiente figura:

Y

T 1 T T—X
3 10 15 20

FIG. A-1.12. Distribuciones de Chi-cuadrado para diferentes valores de v
El valor maximo que alcanza Y se presenta en y2 = v -2, para v > 2.
El nimero de grados de libertad v viene dado por:

a) v = Kk - 1, si las frecuencias esperadas pueden calcularse sin haber de
estimar pardmetros poblacionales con los estadisticos muestrales. Advirtiéndose
que el restar 1 a k es a causa de la condicion restrictiva (2) que denota que si son
conocidas (k-1) de las frecuencias esperadas, la frecuencia restante puede ser
determinada.

b) v =k -1-m,si las frecuencias esperadas solamente pueden calcularse
estimando m parametros de la poblacidn a partir de los estadisticos muestrales.

3. Ensayos de significacion

En la practica, las frecuencias son esperadas de acuerdo con una hipotesis
Ho. Si bajo esta hipdtesis el valor calculado de X2 dado por las expresiones (1) o
(3) es mayor que algliin valor critico (tal como puede ser x20.95 0 x20,99 , que son

valores criticos en los niveles de significacion del 0'05 y 0'01, respectivamente),
se deduce que las frecuencias observadas difieren significativamente de las
esperadas y se rechaza la hipotesis nula Hp al nivel de significacion
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correspondiente. En caso contrario, se aceptara, o al menos no se rechazard. Este
procedimiento se llama ensayo o prueba de Chi-cuadrado de la hipotesis.

Se debe advertir que, en aquellas circunstancias en que y2 esté muy
préoximo a cero, ha de mirarse el procedimiento empleado con cierto recelo, ya
que es raro que las frecuencias observadas concuerden suficientemente bien con
las esperadas. Para examinar objetivamente estas situaciones, se puede

determinar si el valor calculado de x4 es menor que: y4;ps 0 bien ¥ g,
respectivamente.

4. La prueba chi-cuadrado para la bondad del ajuste

La prueba Chi-cuadrado puede ser utilizada para determinar de qué
manera ciertas distribuciones tedricas de probabilidad, como pueden ser la
normal, binomial, hipergeométrica, y 6 [ de Euler, etc., se ajustan a
distribuciones empiricas, es decir, aquellas que se obtienen de los datos
muestrales. En nuestro caso, como ya se ha visto, puede servir para determinar la
bondad del ajuste de diversas funciones de variables psicologicas de interés.

5. Tablas de contingencia

La tabla de la figura anterior A-1.11., en la cual las frecuencias observadas
ocupan una sola fila, es una tabla de clasificacion simple. Ya que el nimero de
columnas es k, también se llama tabla 1-k. Desarrollando esta idea, se llega a las
tablas de clasificacion doble o tablas h'k, en las cuales las frecuencias
observadas ocupan h filas y k columnas. Estas tablas se llaman, normalmente,
tablas de contingencia.

Correspondiéndose con cada frecuencia real u observada en una tabla de
contingencia h-'k, hay una frecuencia tedrica o esperada que se calcula bajo
alguna hipotesis y segun las reglas cldsicas de la probabilidad. Estas frecuencias,
que ocupan las casillas de una tabla de contingencia, se llaman frecuencias
elementales. La frecuencia total de cada fila o columna es la llamada frecuencia
marginal.

Para estudiar el acuerdo entre las frecuencias observadas y las esperadas,
se calcula, como ya se ha dicho, el estadistico:

e :Z(Oj ;ej) .5

donde la suma se extiende a todas las casillas de la tabla de contingencia; los
simbolos 0j y ¢j representan, respectivamente, las frecuencias observadas y las

esperadas en la casilla j. Esta suma, que es analoga a (1), contiene h-k términos.
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La suma de todas las frecuencias observadas se denota por N y es igual a la suma
de todas las frecuencias esperadas.

Como antes, el estadistico (5) tiene una distribucidon muestral muy
estrechamente aproximada a la dada por (4), con tal de que las frecuencias
esperadas no sean demasiado pequefias. El nimero de grados de libertad de esta
distribucion Chi-cuadrado viene dado, por h>1, k>1 por:

(a) v = (h-1) (k-1), si las frecuencias esperadas pueden calcularse sin tener
que estimar pardmetros poblacionales con los estadisticos muestrales.

(b) v = (h-1) (k-1) — m, si las frecuencias observadas pueden solamente
calcularse estimando m parametros poblacionales con los estadisticos muestrales.

Los ensayos de significacion para tablas h-k son analogos a los de las
tablas 1-k. Las frecuencias esperadas se buscan bajo una determinada hipotesis
Ho. Una hipdtesis normalmente supuesta es aquella en la cual las dos

clasificaciones son independientes entre si.

Las tablas de contingencia pueden extenderse a un numero mayor de
dimensiones. Asi, por ejemplo, se pueden tener tablas h-k:| donde estén presentes
tres clasificaciones.

6. Correccion de Yates para la continuidad

Cuando se aplican a datos discretos los resultados para distribuciones
continuas, se deben hacer unas determinadas correcciones, como ya se ha
sefialado en el texto. Una correccidon andloga es aplicable cuando se utiliza la
distribucion Chi-cuadrado. La correccion consiste en poner la expresion (1) de la
siguiente forma:

2 (corregiday <1 =1 =0) (o2 =esf =05]" | (Jo, ~e,|-05) _
< c, e, (6)
g loimef-0)

que se conoce frecuentemente como correccion de YATES. También existe una
modificacion andloga de la formulacion (4).

En general, la correccion se hace solamente cuando el niimero de grados
de libertad es v =1. En muestras grandes, se obtienen practicamente los mismos
resultados que la y2 no corregida, pero pueden aparecer ciertas dificultades en
relacion con los valores criticos. Para muestras pequeiias, donde cada frecuencia
esperada se encuentra entre 5 y 10, puede ser que sea mejor comparar los valores
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de %2 corregido y de y2 no corregido. Si ambos valores conducen a la misma
conclusion segin una cierta hipotesis, tal como despreciarla en el nivel de
significacion del contraste del 0'05, raramente se presentan dificultades. Si
conducen a conclusiones diferentes, se puede o bien incrementar las dimensiones
muestrales o, si esto no fuera posible, se pueden utilizar métodos de probabilidad
exactos, de acuerdo con la distribucién multinomial. Esta ultima se basa en que si
los sucesos E;, E,, .., Ei, pueden ocurrir con probabilidades respectivas: pi, pa,
..., Px, entonces la probabilidad de que: E;, E,, ..., Ey, ocurran X, X, ..., Xy,
veces respectivamente, viene dada por la expresion:

Kk
N! NH[ ] pr

nXLnX X _ i=1
P, T

= cee k y
XXX ? ﬁxi!

i=1

(NI XXX D) p o py e Py

k
donde: X; + X, + ... + Xy = in =N,
i=1

Esta distribucion teorica de probabilidad, que constituye una
generalizacion de la conocida distribucion binomial, se llama distribucion
multinomial, ya que la expresion anterior es el término general del desarrollo
multinomial: (p; + p» + ... + ). Los nimeros tedricos a veces para que ocurran
los sucesos: E;, E,, ..., Ei, en N repeticiones, son: Np;, Np,,..., Npi,
respectivamente. Asi pues, veamos que la distribucién binomial permite resolver
solamente aquellos problemas de pruebas sucesivas en los que cada resultado
puede clasificarse en forma alternativa como un éxito o bien como un fallo. En el
caso de tener mas de dos rubricas, siempre podremos reducirlas a dos si las
combinamos, pero es probable que el mencionado proceder sea susceptible de
arrojar por la borda mucha informacion valiosa desde el punto de vista
psicologico. Para ello se dispone, precisamente, de la distribucion multinomial,
que si tiene en cuenta todas esas rubricas.

Tal como se presenta, la distribuciéon multinomial no resulta muy comoda
para el célculo de probabilidades, salvo cuando N es pequena. El problema de
hallar ahora una aproximacion resulta considerablemente mas dificil que en el
caso de la distribucion binomial.

La distribucion x2 de Pearson aparece, naturalmente, en la teoria asociada
a la suma de los cuadrados de las variables aleatorias independientes e
igualmente distribuidas segin una distribucion normal. Para llegar a obtener esta
distribucion hemos considerado una variable Z con distribucion N (0, 1).

Conviene, en definitiva, para la realizacion de los calculos

correspondientes, el manejo de la tabla de percentiles de la distribucion y> a
saber:
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Esta tabla proporciona los valores y; ,, tales que
Six)

, P

siendo X una variable aleatoria y* de Pearson con n-grados de libertad.

P
0,005 0,010 0,025 0050 0,100 0,250 0,500

0,0000 0,0001 0,0009 0,0039 0,0157 0,1015 0,454
0,0100  0,0201 0,0506 0,1026 0,2107 0,5754 1,386
0,0717 0,1148 0,2158 0,3518 0,5844 1,213 2,366
0,2070 0,2971 04844  0,7107 1,064 1,923 3,357

0,4117 0,5543 0,8312 1,145 1,610 2,675 4,351
0,6757 0,8721 1,2373 1,635 2,204 3,455 5,348
0,9893 1,239 1,690 2,167 2,833 4,255 6,346
1,344 1,646 2,180 2,733 3,490 5,071 7,344
1,735 2,088 2,700 3,325 4,168 5,899 8,343

10 2,156 2,558 3,247 3,940 4,865 6,737 9,342
11 2,603 3,053 3,816 4,575 5,578 7,584 10,34
12 3,074 3,571 4,404 5,226 6,304 8,438 11,34
13 3,565 4,107 5,009 5,892 7,041 9,299 12,34
14 4,075 4,660 5,629 6,571 7,790 10,17 13,34

15 4,601 5,229 6,262 7,261 8,547 11,04 14,34
16 5,142 5,812 6,908 7,962 9,312 11,91 15,34
17 5,697 6,408 7,564 8,672 10,09 12,79 16,34
18 6,265 7,015 8,231 9,390 10,86 13,68 17,34
19 6,844 7,633 8,907 10,117 11,65 14,56 18,34

20 7,434 8,260 9,591 10,850 12,44 15,45 19,34
21 8,034 8,897 10,282 11,591 13,24 16,34 20,34
22 8,643 9,542 10,982 12,338 14,04 17,24 21,34
23 9,260 10,195 11,688 13,090 14,85 18,14 22,34
24 9.886 10,856 12,401 13,848 15,66 19,04 23,34

25 10,519 11,524 13,119 14,611 16,47 19,94 24,34
26 11,160 12,198 13,843 15,379 17,29 20,84 25,34
27 11,807 12,878 14,573 16,151 18,11 21,75 26,34
28 12,461 13,564 13,307 16,927 18,94 22,66 27,34
29 13,121 14,256 16,047 17,708 19,77 23,57 28,34

30 13,786 14,953 16,790 18,492 20,60 2448 29,34
40 20,706 22,164 24,433 26,509 29,05 33,66 39,34
50 27,990 29,706 32,357 34,764 37,69 42,94 49,33
60 35,534 37,484 40,481 43,187 46,46 52,29 59,33

70 43,275 45,441 48.756 51,739 55,33 61,70 69,33
80 51,172 53,540 57453 60,391 64,28 71,14 79,33
90 59,196 61,754 65,646 69,126 73,29 80,62 89,33
100 67,327 70,004 74,221 77,929 82,36 90,13 99,33

Asle LN No W TS SNEFLY N T

FIG. A-1.13. Percentiles de la distribucion x* de Pearson (I).
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1 Knp P
P=PX < x,%,P)=——wf »
ai2p( )0
2
P
0,750 0,900 0,950 0,975 0,990 0,995 0,999
n
1 1,32 2,70 3,84 5,02 6,63 7,88 10,83
2 2,77 4,60 5,99 7.38 9,21 10,60 13,82
3 4,11 6,25 7,81 9,35 11,34 12,84 16,27
4 5,38 7,78 9.49 11,14 13,28 14,86 18,47
5 6,63 9,24 11,07 12,83 15,09 16,75 20,52
6 7.84 10,64 12,59 14,45 16,81 18,55 22,46
7 9,04 12,02 14,07 16,01 18,48 20,28 24,32
8 10,22 13,36 15,51 17,53 20,09 21,96 26,12
9 11,39 14,68 16,92 19,02 21,67 23,59 27,88
10 12,55 15,99 18,31 20,48 23,21 25,19 29,59
11 13,70 17,28 19,68 21,92 24,72 26,76 31,26
12 14,85 18,55 21,03 23,34 26,22 28,30 32,91
13 15,98 19,81 22,36 24,74 27,69 29,82 34,53
14 17,12 21,06 23,68 16,12 29,14 31,32 36,12
15 18,25 22,31 25,00 27,49 30,58 32,80 37,70
16 19,37 23,54 26,30 28,85 32,00 34,27 39,25
17 20,49 24,71 27,59 30,19 3341 35,72 40,79
18 21,60 25,99 28,87 31,53 34,81 37,16 4231
19 22,72 27,20 30,14 32,85 36,19 38,58 43,82
20 23,83 28,41 31,41 34,17 37,57 40,00 45,32
21 24,93 29,62 32,67 35,48 38,93 41,40 46,80
22 26,04 30,81 33,92 36,78 40,29 42,80 48,27
23 27,14 32,01 35,17 38,08 41,64 44,18 49,73
24 28,24 33,20 36,42 39,36 42,98 45,56 51,18
25 29,34 34,38 37,65 40,65 44,31 46,93 52,62
26 30,43 35,56 38,89 41,92 45,64 48,29 54,05
27 31,53 36,74 40,11 43,19 46,96 49,64 55,48
28 32,62 37,92 41,34 44,46 48,28 50,99 56,89
29 33,71 39,09 42,56 45,72 49,59 52,34 58,30
30 34,80 40,26 43,77 46,98 50,89 53,67 59,70
40 45,62 51,80 55,76 59,34 63,69 66,77 73,40
50 56,33 63,17 67,50 71,42 76,15 79,49 86,66
60 66,98 74,40 79,08 83,30 88,38 91,95 99,61
70 77,58 85,53 90,53 95,02 100,42 104,21 112,29
80 88,13 96,58 101,87 106,62 112,32 116,32 124,77
90 98,65 107,56 113,14 118,13 124,11 128,29 137,20
100 109,09 118,49 124,34 129,56 135,80 140,16 149,38

NOTA: Para valores grandes de los grados de libertad se puede utilizar la formula aproximada:

3
Y. =n 1—£+Zu1/£
9n 9n

siendo Z,, la desviacion normal y n el nimero de grados de libertad. Asi, v. gr.:
X§9 =60 - (1-0°00370 +2°326 - 0°06086)° = 60 - (1°1379)’ = 88’4
para el percentil 99 con 60 grados de libertad.

FIG. A-1.14. Percentiles de la distribucion x* de Pearson (II).
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I11. FUNCIONES DE DENSIDAD Y DE DISTRIBUCION

1. Generalidades

En el estudio de diversas funciones aplicadas a la distribucion de las
variables psicoldgicas, se tratan profusamente los conceptos estadisticos de
“funcidn de distribucion” y de “funcion de densidad™.

Conviene, al respecto, recordar la definicién de "funcion de distribucion
F(x) para una variable aleatoria continua", como:

F(x) = P(X <x) = P(-o <X <x) = [ fwydu (1)

En los puntos de continuidad de f(x), el signo < se puede, si se desea,
sustituir por el <.

La probabilidad de que la variable X se halle entre X y X+AX vendra dada
por la expresion:

Px <X <x+4Ax = [ fuyde |

de tal manera que si X es suficientemente pequenio, tendremos aproximadamente :
P(x < X <x+Ax) = f(x)- Ax

Por otra parte, veamos que al diferenciar ambos miembros de la expresion
(1), obtendremos:
dF(x)
-------- =f(x),
dx

para todos los puntos donde la funcion f(x) es continua, es decir, que la derivada
de la funcion de distribucion es, justamente, la "funcion de densidad".

En calculo, la palabra “densidad” se emplea en relacion con una
distribucion continua de materia a lo largo de una linea o en un plano; por esta
razon, su uso relacionado con una distribucion discreta de probabilidad puede
parecer irregular. Y asi, resulta usual en algunos tratadistas denominar “funciéon
de cuantia” a la referente a las variables discretas y “funcién de densidad” para
las variables continuas. De hecho, para obtener la ultima expresion, hemos hecho
servir la circunstancia -ya familiar en el célculo infinitesimal- de que:

37"’ j a" fluydu = f(x)
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Se trata de un caso especial de la denominada "regla de Leibnitz® para la
diferenciacion de una integral", en el caso de que los limites de integracion
dependen del parametro X. En efecto, tenemos que:

[77 B xdu =9 (aa,.%)

de tal manera que si a,(X) y a,(x) son funciones derivables de X, la derivada de la
integral habré de calcularse como una funcion compuesta, mediante la aplicacion
de la "regla de la cadena", o sea:

iaZ(x)F(u,x)'du:5€0+5¢x531+5(px532,
dx Ju® ox oda, oOox oOa, OX

Por otra parte, tendremos que el primer sumando de esta expresion,
considerando los limites de integracion como fijos o constantes, sera:

%:% :F(u, x)-du =j‘: gr_r)lo F'x (u,x +@x Axydu =J:2 F'x (u,x)-du,

Ademas, 0¢/da, (siendo a, el limite superior de integracion) es, por las
mismas propiedades de la integral, el valor que toma la funcion subintegral para:
u=a,, o sea:

dp/da, = F(a,, x).

* Leibnitz era hijo de un profesor de filosofia moral en Leipzig. Aprendi6 el mismo Latin y algo de
Griego a la edad de 12 afios, para asi poder leer los libros de su padre. Desde 1661 al 1666 estudio leyes
en la Universidad de Leipzig. En 1666 le fue rechazado el ingreso para continuar con un curso de
doctorado, y fue a la Universidad de Altdorf, recibiendo su doctorado en leyes en el 1667. Continud su
carrera de leyes trabajando en la corte de Mainz hasta 1672. En ese afio visitd Paris para tratar de disuadir
a Luis XIV del ataque al territorio aleman. Permanecio en Paris hasta 1676, donde continu6 practicando
leyes. Sin embargo en Paris estudido matematicas y fisica. Fue durante este periodo que las caracteristicas
fundamentales del calculo fueron desarrolladas. Fue un verdadero precursor de la logica matematica.
Persiguiendo una idea que le acosa desde la juventud en pos de un “alfabeto de los pensamientos
humanos” y de un “idioma universal” se propone el proyecto de construir “una caracteristica
universal, especie de lenguaje simbodlico capaz de expresar, sin ambigiiedad, todos los pensamientos
humanos, de manera que al surgir una controversia entre dos fildésofos, éstos la zanjasen a la manera de
los calculistas; bastaria en efecto, sentarse ante los abacos, pluma en mano, y como buenos amigos
decirse, en mutuo acuerdo: calculemos. Las ideas de Leibnitz, que contienen muchos conceptos de la
logica simbolica de hoy, no tuvieron entonces mayor influencia, pues quedaron inéditas hasta el siglo XX.
Igual destino tuvieron ideas semejantes esbozadas durante el siglo XVIII y comienzos del XIX.
Agreguemos que las ideas de Kant, de gran influencia en su tiempo y para quien no era necesaria
“ninguna nueva invencion en la 16gica”, han contribuido sin duda al estancamiento de esta disciplina. Las
cosas cambiaron cuando llegd Boole, el cual se convirtid en el verdadero fundador de la lo6gica simbdlica.
El resto de su vida, desde 1676 hasta su muerte, permanecié en Hannover. El 21 de noviembre de 1675
escribi6 un manuscrito usando por primera vez la notaciéon de la integral Jf(x)-d(x). En el mismo
manuscrito estaba dada la regla para la diferenciacion. Esta regla fue dada a conocer casi dos afios
después, en julio de 1677.
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Por ultimo, d¢/da, es, andlogamente, igual a -F(a,, x), dado que el cambio
de signo queda justificado por la inversion de los limites de integracion, siempre
considerando que:

a) ay
J‘ = _[ , con lo que a, pasard a ser el limite superior de integracion.
ay a)

De esta manera, si los limites de integracion a, y a, son, a la vez, funciones
derivables de X, y siguen verificandose las hipotesis del problema, para cada X de
un cierto intervalo y para cada u del intervalo cerrado entre a,(x) y a)(x), la
derivada de la integral, sera:

+ Pl 00, 18

a, (x) a, (x) F
i F(u, x)du = I d—
dx Jai® a0 dx

- F[al(x)a X] dx

donde a,, a, y F se suponen funciones derivables con respecto a la variable X.

2. Interpretaciones graficas

Si f(x) es la funcién de densidad para una variable aleatoria estadistica X
entonces podremos representar: y = f(x) graficamente por una curva como la de
la Fig. A-1.15. Ya que f(x)=0, la curva no puede estar nunca por debajo del eje de
abscisas X. El area total limitada por la curva y el eje X ha de ser 1 debido a la
conocida propiedad:

j: fx)dx = 1.

Ello constituye una proposicion matematica del hecho de que una variable
aleatoria de valor real debe hallarse comprendida siempre entre -0 y oo,
Entones, definimos la probabilidad de que X se encuentre entre a y b como:

Pa<X<b)= j: f(x)-dx

Podemos demostrar que esta definicion cumple con los axiomas cldsicos
de las probabilidades, lo cual no haremos aqui por razones obvias de espacio y de
oportunidad.

Una funcién f(c) que cumple los requisitos anteriores se denomina
"funcion de probabilidad o distribucién de probabilidad" para a una variable
aleatoria continua, pero mas frecuentemente se conoce como "funcién de
densidad de probabilidad" o, simplemente, como "funcion de densidad".
Cualquier funcion que cumpla las propiedades anteriores, automaticamente es
una funcién de densidad.
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Geométricamente, la probabilidad de que X se halle comprendida entre los
valores a y b, es decir, P(a<X<b), se representa por el arca sombreada de la
siguiente figura. A saber:

ﬁf(x)

e

bx

0 a b
FIG. A-1.15. Representacion de la probabilidad: a<X<b
La funcion de distribucion: F(x) = P(X < x) es una funcion

monotdnicamente creciente que aumenta desde cero hasta 1 y se representa por
una curva como la de la siguiente figura (SPIEGEL, 1981; pp. 42 y 43).

AF(x)

P x

0

FIG. A-1.16. Representacion grafica de la funcion de distribucion

b
Como la integral definida _[ f (x) dx representa graficamente el area

encerrada bajo la curva y = f(x) y los valores a y b del eje de abscisas, entonces a
la probabilidad: P (a < X < b) = F (b) — F (a) se le puede dar la misma
interpretacion.

En las denominadas “distribuciones conjuntas”, las ideas anteriores se
generalizan a dos o mas variables aleatorias estadisticas. El caso tipico mas usual
es el de dos variables aleatorias que son ambas discretas o bien ambas continuas.
En los casos en que una variable es discreta y la otra es continua, se pueden
realizar, sin excesivos problemas, las modificaciones pertinentes. También
pueden hacerse generalizaciones a los casos de mas de dos variables.

258



ANEXO 1

3. Ajustes a una distribucién “gamma” y/o exponencial
3.1. Distribucion “gamma”

Segun el problema que se presente, seria posible buscar una distribucion
teorica de probabilidad maés apropiada que la gaussiana anteriormente
explicitada, como por ejemplo la distribucion de probabilidad “gamma”, cuya
variable psicoldgica X posee una funcién de densidad del tipo:

a-l,_ -xIp
X

f(x) =4 B“T(a)
0 Vx <0

, siendo V a > 0 y también 3 > 0.
De hecho, la cantidad I'(at) es un simbolo que representa el valor de la

funcion “gamma” generalizada de Euler en el punto a. Esta funcion, como ya se
sabe, viene definida por la integral euleriana de 2* especie:

Na) = jowxa’l-e'x dx . (Va>0)

Vamos, ahora, a demostrar que la media y la varianza de la distribucion
gamma estan dadas por p = a-p y o> = a-B?, respectivamente. En este caso, la
funcion generatriz de momentos y la funcién caracteristica estdn dadas,
respectivamente, por:

M@®) = (1- B,y ¢(0) = (1 - Prie)™

Se tiene que:
" a-1 . x B . a ., xpB
u=| X{Xa—e}dx = [, S
© A" T(a) © p ()
Reemplazando (x/P) =t, tenemos la media:

g - P _ Y.
% F(on)-[ dt—r(a)F(oc+1)—oc[3

B = {/f r(a)} -1 BT (a) r(a)

Por otra parte, reemplazando (x/P) = t, tenemos lo siguiente:

n =
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2N ﬂa+l'ﬂ P lawl -t 1y ﬂz _ p2. .
E(X )——ﬂa.r(a)_[ot e dt—r(a)l“(a+2)—ﬂ (a +1)a

ya que: ['(a+2) = (a+1)T(a+l) = (a+1)-a-T(a). Por tanto, la varianza buscada,
sera:

2 2 22 2 2
6" = E(X)-p" = B (atl)-o-(a-B) = o-p
Ademas, se demuestra facilmente, integrando por partes, que:
INo+1)=ao- -T'(a)

Si a es un nimero entero positivo (natural), esta relacion de recurrencia
ofrece el resultado factorial: I'(a + 1) = a!, como comprobaremos mas adelante,
razon por la que a la funcion gamma se la llama, a veces, “funcion factorial”,
siempre y cuando o sea un numero natural (entero positivo).

Integrando por partes en la expresion:

_ © x ~ a-1,
INe) = JO e’ X dx
u=x"",dv=e™-dx; du=(a-1)x*?-dx, v=-¢™
se obtiene:
_ x ., al[? ® X . a2 _ ® X a2 _
M@ =[e™x™ [ +@-D[ e™x"dx = (@~ D[ e x">dx = (a-1)T(a-1)
Reiterando el procedimiento:

T() = (0-1)-(0-2)- ... “(0-k) T(0-k)

En el caso particular de que a sea un nimero natural (entero positivo), la
aplicacion de la expresion anterior conduce a:

(o) =(a-1)! (Vo e N)
puesto que:
() = j:’e-"-dx =1

Una expresién que se presenta con frecuencia, es la que se obtiene
: : . 2
mediante el cambio de variable: x =t". En efecto:

_ ® -X . a-l, _ ® —tz. 2a-2 ,~y4., _ @ —tz. 2a-1,
F(O’)_L e x 7 dx —IO e’ -t 2t-dt _2.[0 e’ -t dt
El cambio x = m't, conduce andlogamente a:
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[(a) = J.ooO e x “dx = J:O e ™ -(mt) “lmdt = m¢? J'O“’ e M gl i

) . ) 1 .
Si ahora hacemos el cambio de variable: B = —, diremos que una
a

variable aleatoria X, de tipo continuo, sigue una distribucion gamma (*) de
parametros o y @, siendo o, a € R*y o> 0y a > 0, si su funcion de densidad es:

aa
x“Te™ Vx>0

f(x) = '(a) (1)
0 ,Vx <0

Abreviadamente lo indicaremos por:
X = I(a,a)

Veamos que la expresion (1) estd bien definida y por tanto es una funcioén
de densidad. En efecto, para x > 0, f(x) es positiva; y ademas la integral de la
funcion de densidad, en todo el campo de variacion, es la unidad, para lo cual
bastard con hacer el cambio de variable: ax =y, en la expresion (1), y
tendremos:

a a -1
J-oo a .Xa-l.e-ax dx = 1 J' 9 (l} .e'y.di =
* T'(a) I'a) <0 a a

1 el Ly I _
Ty b YT Sy T =

Una propiedad importante de la funcion de probabilidad gamma (I") es
que:
T
Mo)I'(l-a)= .
sen o°T

T

1 1
Para o, = ', se obtiene: ['* (=) = = 1, de donde: 1"(5) SINED

sen (5)

Para valores grandes de a es posible la aplicacion de la formula asintotica
de Stirling, de gran aplicabilidad en el calculo de limites, a saber:

MNo+1)=0a!z 270 a“ e

La representacion grafica de varias distribuciones gamma se presenta en la
figura siguiente, para diferentes valores de los pardmetros o y a. Asi:
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Jx)

1,00 —

0,75
I'(1,1)

I'2,1)

V.

0,25 e

FIG. A-1.17. Representacion grafica de la funcion de densidad de distribuciones I'(o.,a)

Como puede observarse, la funcion de densidad de la I'(a,a) presenta una
forma, para o < 1, que difiere de la forma que presenta para o > 1, pues para
valores de a > 1 presenta los correspondientes maximos en los puntos:

lo cual se comprueba facilmente sin méas que buscar los maximos de la funcion
de densidad.

Al parametro o se le suele llamar pardmetro forma y al parametro a,
parametro escala.
3.2. Caracteristicas de la distribucién “gamma”
3.2.1. Funcion de distribucion, media y varianza

La funcion de distribucion correspondiente a una variable aleatoria X,
distribuida segiin una I'(a,a) es:
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o

a J.x x“Te™.dx ,Vx >0
Fx) =PX <x) =T (a) 0

0 ,Vx <0

El valor de esta expresion no es facil de obtener, aunque cuando o es un
nimero entero positivo, la integral se puede calcular por partes y las
probabilidades se obtienen de forma aproximada.

Para llegar a obtener la media calcularemos previamente el “momento de
orden r”’ respecto al origen de coordenadas u ordinario, o sea:

a

r ® r ® T a o — —ax
E[X ]: J‘O X 'f(X)’dX — J‘O X .F(a),x l.e 'dX —
_ 4 Imx“+r‘1-e‘ax-dx _ _a .F(oc+r):1“(a+r)
I'(a) 0 ') a*'r’ a"-T'(a)

La expresion anterior nos permite facilmente deducir la media buscada sin
mas que sustituir r = 1, con lo que:

I'la +1
E [X ] - Tla+1) _ ¢
a-l'(a) a
De un modo parecido, haciendo en este caso r = 2, procederemos para la
obtencion de la varianza, resultando lo siguiente:

Var (X) = E[Xz]— (E[x]? = (a+Da  a’ o

- 2 2 2
a

(0]

y una desviacion tipica: ¢ =
a

Con el fin de simplificar el calculo de estas probabilidades, Pearson tabuld
la funciéon gamma incompleta para diferentes valores del parametro o.

La funcion gamma incompleta viene dada por la expresion:

1

F* () = T(a)

ony“'l-e'y-dy , Vy>20

que aparece tabulada en la siguiente tabla, donde se ha hecho o = p, asi:
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El valor de la funcion de distribucién F(x) de la I'(a,a) es igual al de la
funcién gamma incompleta en el punto y = a'x, es decir:

F(x) = F*(ax)
3.2.2. Funcion generatriz de momentos factoriales

Aplicando la definicidon de funcion generatriz de momentos, tenemos:

a a

g, () = E[e*]= I:etx'ra(a)'xa—l'e—ax e = ria) J, x et

y haciendo el cambio de variable:

(a-t)x=u , dx=d—u
a-t
se tiene:
_ . a joo I etgugy = A% T(@) _ a :(I_Lj
I'a) (a-t)” INea) (a-t)* (a-t)“ a

3.2.3. Propiedad reproductiva

Si X4, ..., X, son n variables aleatorias independientes, distribuidas segun
una ['(ay, a), para Vi =1, ..., n, entonces la variable aleatoria:

Y=X1+...+Xn

sigue una distribucion:
(o +...+ 0oy, a)

Demostracion:

Calculamos la funcién generatriz de momentos de la variable aleatoria Y,
con lo que:

gv(t) = E[e”] = E[e "1 = E[e™] ... E[e"\] =
=(1-t/a)® ... (1- t/ay “,= (1- t/a)* ")
que es la funcion generatriz de momentos de una distribucion: I'(o+...+a,,a).

Y teniendo en cuenta la conocida propiedad de la unicidad de la funcioén
generatriz de momentos, resulta que:
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Y o>TI(o+..+0,a)
es decir, que la distribucion I'(a,a) es reproductiva respecto al pardmetro a.

Proposicion:

Si la variable aleatoria X se distribuye segiin una N(0,1), entonces la

variable aleatoria Y = X” se distribuye segtin una T = (%, %] :

Demostracion:

La funcion de distribucion de la variable aleatoria Y en el punto x, para
x>0, sera:

F, (x) = P(Y £ x) = P(X” <x) = P(+/x <X <+x) =F, (Vx) - F, (V)
en donde F, es la funcion de distribucion de la variable aleatoria X, N(0,1).

Derivando la expresion de la funcion de distribucion, tendremos la funcion
de densidad; en efecto:

fy(x)=F, (x) = f(ﬁ+ f(f—

1 L’ 1 L’
=———¢?2 +————e? =
2\/; v2n 2\/; V2n
1
S i 132
T ovx2r JxAer J_ J_ ot
2
que, como vemos, es la funcién de densidad de una F[%,%] .
Proposicion:
Si X4, ..., X, son n variables aleatorias independientes y distribuidas segin

una N(0,1), entonces la variable aleatoria:
Y=X+..+X%,

sigue una distribucion:
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La demostracion de la presente proposicion resulta inmediata, pues basta
con tener en cuenta una proposiciéon anteriormente expuesta y la propiedad
reproductiva de la distribucion gamma respecto al parametro a.

Cuando el parametro o es entero, a la distribucion I'(a,a) se le conoce
también con el nombre de distribucion de Erlang, a la cual nos hemos referido en
el capitulo 8 de nuestro libro, y entonces se relaciona con la distribucion de
Poisson, de manera que si el nimero de sucesos aleatorios ¢ independientes que
ocurren en un intervalo de tiempo es una variable aleatoria de Poisson de
pardmetro a (es decir con media de ocurrencia constante a), entonces la variable
que representa el tiempo, hasta que ocurra el a-ésimo suceso de Poisson, sigue
una distribucion I'(a,a).

El ejemplo practico que se plantea en el siguiente anexo de este libro, por
lo que se refiere a la distribucion de los cocientes intelectuales de los diferentes
individuos componentes de un colectivo de superdotados, podria presentar una
distribucion de probabilidad del tipo I'(3,1) o similar, si se observa la anterior
figura A-1.17.

3.3. Distribucion exponencial

También se le suele llamar distribucion exponencial negativa.

Diremos que una variable aleatoria X, de tipo continuo, sigue una
distribucion exponencial de parametro a, siendo acR y a > 0, si su funcién de

densidad es:
f(x) = ae™ , Vx>0
0 , Vx<0

Abreviadamente lo indicaremos por:
X — Exp(a)
4. Ajuste a una distribucién “beta”
4.1. Conceptualizacion
Anélogamente a como hicimos para la distribucion gamma, definiremos
previamente la funcidén beta como una funcion del andalisis matematico que puede
resultar util para la resolucion de problemas de “uniformidad psicologica” u otros

relacionados con la Psicologia en general. Asi pues, definimos la funcion beta
generalizadade py q, A (p,q) como dada por la integral euleriana de 1* especie:
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A @) = [ x"(1-%"dx, p>0, >0

que es convergente para valores de x en el intervalo (0,1), siendo p,q nimeros
reales positivos, no necesariamente enteros.

Se verifica que:

B(p.q) = B(q.p)
y para probar esto, basta hacer el cambio de variable:
l-x=y , dx=-dy

En efecto:
_ ! p-1 q-1 _ 0 p-1 q-1 _
B @ = [ x"(1-x)dx = [ -(1-y"ydy =

= [y (1-y 'y =A@ p)

0

También se verifica que:

I'(p)I'(q)
,q) = ——— (1
B(p,q) F(p+q) (1)

Esta funcion B(p,q) la utilizaremos para definir la “distribucion de
probabilidad beta”. La demostracion de la férmula anterior (1), V p, q € IR" F, se
deduce teniendo en cuenta que:

C(p)I'(q) = (2.[: e x 2P 7.dx )-(2_[: e -xzq‘l-dyj =

= 4Jm x 2P 7e X udx -J.Ow yzq_l-e_y2 dy = 4[: J.OOO xz‘”_l-yzq_l-e_"z_y2 -dx -dy

0

que es una integral doble extendida a todo el cuadrante positivo. Pasando de
coordenadas cartesianas rectangulares a coordenadas polares, con el cambio de
variable correspondiente, se tiene:

X=r-cos0
y=r-sen0 | ,yentonces:

I'(p)I'(q) = 4_[_[T2p_1~c0s 2p-1g.p 2971 gen 2971 1 eos T OmrTsen %0 J]-dr-de.

El determinante funcional jacobiano 7] de la transformacién, que debera
tomarse siempre en valor absoluto, sera:
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ox Bx
lsr so| _|cos® —rsenB] o an
|J|_6_y By| " lsen®  r-cos 0 =rcos O +rsen 0=r=0,V(r,0)=(0,0)
or 36

Obsérvese que el elemento de area en coordenadas polares corresponde a
la superficie de un recinto plano limitado por las dos circunferencias con centro
en el origen y radios: r, r+dr, y las dos semirrectas que parten del origen y forman
con el eje de abscisas OX los angulos: 0, 0 + d6. La expresion anterior quedara
asi:

—_ - 2 - -
4J.J.r2(p+q) 2.e”" -cos ' @-sen 2970 r-dr-d6 =

= 2["cos 27 Besen 2710-d0 x 2[ 127 e " dr = B(q.p) T (p + q)

y como ya hemos visto que: B(q,p) = B(p,q), se tendra:

_I'(p)I'(q)
B(p,q) = T(p+q) ,c.s.q.d.

Diremos ahora que una variable aleatoria X, de tipo continuo, sigue una
distribucién beta de parametros p y q, siendo p,qeR*y p >0y q > 0, si su
funcion de densidad es:

! xP(1-x)%" ,vx/ 0<x <1
f(x) =4 (0.9 (2)

0 , en el resto

O bien, teniendo en cuenta la expresion (1):

LTOTD oy wx/ 0<x <1
f(x) =< T(p)T(q)

0 , en el resto

Abreviadamente lo indicaremos por:

X = B(p,q)

Observemos que esta funcién de densidad estd definida en el intervalo
(0,1), lo cual nos indica que esta familia de distribuciones beta es muy util para
representar modelos probabilisticos que representan proporciones que se pueden
presentar en algunos problemas que plantea la Psicologia, en general.
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La expresion (2) estd correctamente definida como una funcién de
densidad, pues para 0 < x < 1, f(x) es positiva y ademas muy facilmente se
comprueba que:

1 1
— xP (1 -x)dx =1
Lﬂ(p, q)X (10 7

La representacion grafica de la funcion de densidad, como vemos en la
figura A-1.18., toma formas muy diferentes para los distintos valores de los dos
parametros p y (. Esto nos permite seleccionar la forma de la funcion de
densidad, pues bastara elegir adecuadamente los pardmetros para ajustarse
convenientemente a ella. Asi pues:

- Cuando p = q la funcion de densidad es simétrica, siendo el eje de

. , ., 1
simetria la recta de ecuacion: x :5 .

- Cuando p = q =1 la distribucién B(p,q) = U(0,1).

- Cuando p < q es asimétrica a la derecha.

- Cuando p > q es asimétrica a la izquierda.

- Cuandop<1yq=>1es decreciente y concava.

- Cuando q<1yp=>1escreciente y cobncava.

- Cuando p>1yq> 1 tiene un solo méximo relativo o local.
- Cuando p <1 yq<1 tiene un solo minimo relativo o local.

4.2. Caracteristicas
4.2.1. Funcion de distribucion
La expresion de la funcion de distribucion es:
0 ,Vx <0
F(x) = P(X < x) = jo" L i l-x)%dx, 0<x <1 3)

B(p, 9)
0 ,Vx 2>1

De manera andloga a como ocurria en la distribucion I'(a), aqui existen
también tablas correspondientes a la funcion beta incompleta®, que nos facilitan
el calculo de los valores de la funcion de distribucion.

3 La funcion beta incompleta es:

IOXXP'I-(I -x)"dx,Vx/0<x <1
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Las diferentes representaciones graficas de la funcién de distribucion
B(p,q), para los valores mas usuales de los parametros p y , pueden verse a

continuacion:
f fx) fx) fx)
=15 q=3 =1,94=3 =2,¢4=3 =3,q=3
) _\p q NE p\ q o P=24 o
i i 1 /\ -
0 N~ X 0 NG X 0 i X l X
0 0,5 1,0 0 0,5 1,0 0 0,5 1,0 0 0,5 1,0
fx) ) fx) Jx)
= g=2 “:].“:2 "=2,”=2 '?=3,":2
S| Pl NI NEARL S g
1 \ 1 \ 1 | 1+
O—QX 0 L1 Nir N PR | I x
0 0,5 1,0 0 0,5 1,0 0 0,5 1.0 0 0,5 1,0
Jx) fo fx) f)
=, q=1 =1,g=1 p=24g=1 p=3,q=1
) _\p 9 L P=14 . B q
I+ 1 1 1 —
ol x gL 1 ix 1 X | | x
0 0,5 1,0 0 0.5 1,0 0 0,5 1,0 0 0,5 1,0
f(x) fx) f(x) fx)
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FIG. A-1.18. Representacion grafica de la funcion de densidad de la distribucion B(p,q)
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4.2.2. Media

Calculamos los momentos de orden r respecto al origen, para poder
obtener facilmente la media y la varianza. Esto es:

E[Xr]: J.;Xr'ﬁ(;, D x P! (1- X)q'l dx = ﬂ(;, 2 J.lepﬂ-l (1- X)q-l'dX _

_Pp+rg TE+)T(@ Te+q _ (p+r-D..(p+Dp
B(,q) Fp+r+q) I'(p)-I'(qQ) (+r+q-1)..(p+q)

(4)

Expresion a partir de la cual podemos obtener la media o esperanza
matematica sin mas que hacerr = 1:

p
E[x]=
X]=—

4.2.3. Varianza

Obteniendo previamente el momento de orden 2, para lo cual hacemos r =
2, tenemos:

g[x?]-— @*Dp
P+q+Dp+9

Luego la varianza es:

2 2 (Pp+Dp p2
Var(X) = E[X* |- (E[X]))* = - )
ar(X) [ ] ( [ ]) p+q+D(p+q @{@P+9°
_ p-q
(p+q+1)(p +q)°

5. La distribucion hipergeométrica

En algunas de las distribuciones estudiadas en Psicologia considerabamos
que se realizaban repeticiones independientes de experimentos o pruebas de
Bernouilli, en donde la probabilidad de éxito permaneceria constante en cada
repeticion, es decir, las repeticiones independientes de las pruebas eran
equivalentes a la seleccion de una muestra con devolucidon o reemplazamiento.
Sin embargo, esta circunstancia no se presentara siempre, y cuando el muestreo o
seleccion de los elementos de la muestra (lo cual equivale a la repeticion de las
pruebas de Bernouilli en la distribucion binomial) se lleva a cabo sin
reemplazamiento o reposicion la probabilidad de €xito no permanece constante
como sucedia en la binomial, luego la funcidon de probabilidad de la variable
aleatoria X no responde a la distribucion binomial sino a una nueva distribucion
que denominamos “hipergeométrica”.
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Definimos la variable aleatoria psicoldgica hipergeométrica X como el
nimero de elementos que pertenecen a una de las subpoblaciones (consideramos
la primera) cunado tomamos una muestra aleatoria sin reemplazamiento de
tamafio n de la poblacion total N. Para obtener la funcion de probabilidad de la
variable aleatoria hipergeométrica X tenemos que calcular la probabilidad de que
dicha variable tome sus diferentes valores X, es decir, P(X = x) y utilizaremos,
para ello, la expresada regla de Laplace®, en donde la probabilidad venia dada por
el cociente entre el nimero de casos favorables partido por el nimero de casos
posibles. Los casos posibles son todas las muestras de tamafio n obtenidas de la
poblacion total o universo de tamano N, que serdn las combinaciones sin
repeticion: Cy,, = C'y

En estadistica, la distribucion hipergeométrica es una distribucion de
probabilidad discreta con tres parametros discretos: N, d y n cuya funcion de

probabilidad es:
d)(N-d
P(X — X) — (XJ(H—XJ

N
n
. ’ . . a . . .
Aqui, el nimero combinatorio [ J se refiere al coeficiente binomial, o al
b

niamero de combinaciones sin repeticion posibles al seleccionar b elementos de
un total a.

Esta distribucion se refiere a un espacio muestral donde hay elementos de
2 tipos posibles. Indica la probabilidad de obtener un niimero de objetos X de uno
de los tipos, al sacar una muestra aleatoria sin reposicion de tamafio n, de un total
de N objetos, de los cuales d son del tipo requerido. Dicha funcion esta bien
definida; asi pues, las probabilidades son no negativas y, ademads, la suma de
todas ellas (probabilidad total) es igual a la unidad.

El valor esperado o esperanza matematica de una variable aleatoria X de
distribucion hipergeométrica es el siguiente:

E[X]- <n>(§j

, ¥ su varianza viene dada por:

et (3ol -2

* Puesto que todos los posibles elementos de la poblacion (casos posibles) son equiprobables.
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Amén de otras aplicaciones de interés en Psicologia, esta distribucion de
probabilidad posee gran utilidad en los sondeos de opinidon publica, con lo que
podemos realizar una encuesta para intentar conocer si los individuos de una
poblacién tienen o no intencion de votar en unas elecciones de tal manera que el
numero de individuos, de una muestra sin reemplazamiento, que tienen intencion
de votar sigue una distribucion hipergeométrica.

En la practica, la aproximacion de una distribucion hipergeométrica a una
distribucion binomial no requiere que la poblacién N sea excesivamente grande.
Asi pues, consideramos que existe una buena aproximacion cuando N>50 y
n<0’1-N, aunque otros autores consideran, para esta aproximacion, valores
diferentes.

En el posterior anexo 2 de nuestro libro incluimos tres ejemplos de
aplicacion psicolodgica de la distribucion de probabilidad hipergeométrica (véase
“tercer problema”).

6. La distribucion F de Snedecor y el analisis de la varianza

La técnica del andlisis de la varianza, introducida por Fisher, en principio,
para su aplicacion a la investigacion agricola y bioldgica, se ha convertido en un
instrumento poderoso que puede ser utilizado en cualquier campo de actividades,
como en el caso de la Psicologia que hoy nos ocupa.

Al estudiar el contraste de hipdtesis se contempla como se puede decidir
entre la igualdad o desigualdad de dos medias, correspondientes a dos
poblaciones que pueden representar dos procesos de fabricacion, dos
caracteristicas de una persona, etc.

Ahora bien: ;qué hacer si en lugar de dos hay que comparar entre si tres,
cuatro, o en general K poblaciones?. Pues bien, el problema se resuelve
precisamente mediante el denominado “anélisis de la varianza”.

De su aplicacion original a la experimentacion agricola queda una
terminologia tipica (“tratamientos”, “parcelas”, “bloques”, ...) pero, repetimos, su
aplicacion es universal y cada vez se hace mas extensa, con eficientes
aplicaciones en el campo de la Psicologia como en el caso del ejercicio que se

desarrolla al final del anexo 2.
En otros apartados de nuestro trabajo definimos la distribucion y* con n

grados de libertad como una determinada funcién de n variables aleatorias
normales e independientes.
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La distribucion continua F de Fisher-Snedecor’ puede definirse de forma
analoga, a saber: se dice que una variable aleatoria tiene una distribucion F con
m grados de libertad en el numerador y n grados de libertad en el denominador
cuando dicha variable es:

L
. :me

m,n 1
~%a
n
es decir, cuando es el cociente de las medias de la suma de los cuadrados de m y
N variables normales (0, 1) e independientes.

Sin profundizar mas en la forma o las propiedades de esta distribucion,
digamos que el célculo de probabilidades se realiza, como en el caso de las
distribuciones normal o de la %, mediante las tablas de doble entrada existentes
al efecto que figuran al final del anexo 2, extraidas del libro titulado “Ejercicios
de Estadistica Aplicada”, de J. Santos y A. Mufioz, citado en la bibliografia.

La aplicacion fundamental de la distribucion F es la comparacion de
varianzas, es decir, el contraste de hipotesis referentes a varianzas de poblaciones
normales e independientes, y a la comparacion de medias de varias poblaciones,
que constituye precisamente el “andlisis de la varianza”.

El problema tedrico del andlisis de la varianza con un solo factor se
plantea en los términos siguientes:

Sean r poblaciones, todas ellas con distribuciones normales, de medias p,
U ... iy, y todas con la misma varianza, 02, e independientes. Basandose en los
resultados de r muestras, de tamanos nj, n, ... n,, extraidas aleatoriamente de cada
una de las poblaciones, se desea contrastar la hipotesis nula de que todas las
medias son iguales: 1, = 1, = ... W, contra la alternativa de que existen, al menos,
dos medias diferentes.

A las poblaciones que se comparan se les suele llamar “tratamientos”,
debido a que originalmente la técnica se utilizd6 para comparar, por ejemplo,
productividades de plantas sometidas a tratamientos agricolas (abonados, riegos,
labores de arada, aplicaciones fitosanitarias, variedades de semillas, etc.)
diferentes.

> Sobre el gran estadistico Fisher ya nos hemos referido con anterioridad. George Waddell Snedecor
(1882 -1974) nacioé en Memphis, Tennessee, EUA. Estudié matematicas y fisica en las Universidades de
Alabama y Michigan y posteriormente se convirtid en profesor de la Universidad Estatal de Iowa.
Trabajo en conjunto con Ronald Fisher y de dicha colaboracion surgieron muchos de los resultados en los
que se basa el anélisis de la varianza. Uno de sus textos mas famosos es el de Célculo e Interpretacion del
Anélisis de Varianza y Covarianza, que publico en 1934.
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El procedimiento del analisis de la varianza consiste en suponer que la
variabilidad observada, en el conjunto de todas las muestras, se debe a dos
posibles causas: una, la variabilidad real de todas las poblaciones, es decir, la
variacion de origen aleatorio o “error”, y la segunda, a la posible diferencia que
exista realmente entre las poblaciones o “tratamientos”.

IV. LA UNIFORMIDAD EN LA DISTRIBUCION DE LAS
VARIABLES PSICOLOGICAS

1. El concepto de “coeficiente de uniformidad psicolégica”

La uniformidad es una magnitud que caracteriza a la distribucion de
cualquier variable psicoldgica por un colectivo de individuos determinado. Por
ello, hemos creido conveniente ampliar el concepto de “uniformidad
psicologica” al estudio del comportamiento de ciertas variables psicolégicas.
Los nuevos coeficientes de uniformidad aqui propuestos se podran utilizar,
indistintamente, para la evaluacién psicologica de los colectivos analizados.

Por lo que se refiere a los antecedentes, veamos que ya en el libro de este
mismo autor titulado Andlisis territorial (Divisidn, organizacion y gestion del
territorio), citado en la bibliografia, y concretamente en su capitulo 12
(“Uniformidad y equilibrio del territorio”), se propone y define el concepto de
“coeficiente de uniformidad territorial” como medida de la uniformidad de la
distribucion de una variable socioecondémica por un cierto territorio,
precisamente de sentido contrario a su grado de variabilidad. Pues bien, creemos
que una extension de dicho concepto a la evaluacién de la distribucion de las
variables psicologicas resulta perfectamente posible y provechosa.

El proceso de calculo que aqui se propone comienza con la determinacion
del coeficiente de variacion (CV) de Pearson (que, como es sabido, tratase de una
medida abstracta de dispersion relativa de los valores de la variable aleatoria
estadistica, profusamente utilizada) de los cocientes intelectuales (CI) de todos
los individuos pertenecientes a un colectivo determinado; de hecho, en el
siguiente anexo lo hemos aplicado a un colectivo de superdotados. Es obvio que,
desde los respectivos puntos de vista, el colectivo en cuestion se hallara tanto
mas equilibrado desde el punto de vista, por ejemplo, de la distribucién de los
cocientes intelectuales de sus diferentes miembros, cuanto menores sean los
valores de su CV (“coeficiente de variacion” de Pearson) referido a la variable CI
o a cualquier otra, que toma valores para cada uno de ellos. Destaca, del
coeficiente elegido como medida de la variabilidad, su adimensionalidad, es
decir, su independencia de las unidades de medida, permitiendo la comparacion
entre grupos diferentes de datos, lo que no resulta posible establecer mediante el
exclusivo empleo de la varianza o de su raiz cuadrada: la desviacion tipica o
“standard” de la correspondiente distribucion de frecuencias.
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Al respecto, y como medida de la uniformidad en la distribucién de los
cocientes intelectuales o de cualquier otra variable psicologica en un colectivo
determinado, pueden utilizarse los diversos coeficientes que propondremos a
continuacion (expresados en %), de sentido contrario a la variabilidad antedicha.

El primero de ellos podria ser el siguiente:

CU, =100(1 - CV), de gran sencillez y aplicabilidad, siendo: CV = o/ X

,en que X es la media aritmética de los valores de la variable analizada Cl y
es su desviacion tipica o "standard" (desviacion cuadratica media).

El significado fisico del CV se deduce claramente si aceptamos que todos
los valores de la variable CI, o cualquier otra significativa elegida para su
aplicacion, se distribuyen de acuerdo con la curva campaniforme de una
distribucion normal y, por lo tanto, se tendra lo siguiente en base a los conceptos
ya sefialados en el epigrafe inicial del presente anexo:

a) Practicamente, todos los valores observados se hallardn comprendidos
en el entorno: (1 +3-CV)X.

b) Aproximadamente, el 95% de las observaciones se encuentran
comprendidas en el entorno: (1+2:CV)X.

c) Si se toman las n/4 observaciones de valores mas bajos del total de los n
valores medidos de la variable en cuestion (cuyo valor superior sera el primer
cuartil Q, de la distribucion de frecuencias), su media aritmética sera igual a:

q25=(1-1'27-CV)§.
d) El 68'27% de las observaciones realizadas estaran comprendidas en el
intervalo: (1+CV)X.

Otros coeficientes de uniformidad psicologica podrian definirse a partir de
las siguientes expresiones:

CU, = (Q4/X) x 100 (de menor aplicabilidad) y CU, = (q,/ X ) x 100,

siendo q,., como ya se ha visto, el valor medio del cuarto inferior de los valores
de la variable psicoldgica analizada.

En relacion a la uniformidad psicoldgica a la que nos venimos refiriendo
en el presente epigrafe, veamos que la propiedad mas interesante de la
distribucion normal de los valores de la variable psicologica analizada es que si
se toma el 25% de los valores mas bajos, su valor medio, es decir, lo que hemos
denominado q,., valdra, segin se deduce del estudio de la distribucion normal:

Qs =(1-127-CV)-X
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con lo que el coeficiente de uniformidad CU; anteriormente definido, tomara el
valor:
CU,=100(1-127-CV)<CU,

Si suponemos, v.gr., un cierto colectivo en el que analizando la
distribucion de las puntuaciones individuales en un test de clave sildbica (en el
que una serie de silabas sin sentido deben ser substituidas por otras) obtenemos
un CV =032, veamos que:

CU, =100 (1 - 0'32) = 68'00%
CU, =100 (1 - 127 x 032) = 59'36% ,

aunque dependeria de las circunstancias el escoger uno u otro indice para la
medida de la uniformidad psicologica que se analiza, lo que constituye una
responsabilidad del psicélogo experimentador o de la reglamentacion que pudiera
elaborarse al respecto. De hecho, el CU; siempre ofrecera, expresado en %, por
su propia configuracion analitica, valores absolutos mas bajos que el
correspondiente CUj, tanto si se trata de valores positivos como negativos (véase,
al respecto, el grafico de la figura A-1.19.). Por otra parte, segun se deduce del
estudio ya realizado de la distribucidbn normal, se cumplird que:
Q, =(1-0'68-:CV)- X, que sera el intervalo correspondiente al 50% de los casos o
"rango intercuartilico" (Q, - Q,) de la distribucién de probabilidad, con lo que
también:
CU,=100 (1 -0'68-CV),

que, légicamente, serd el mayor de los cuatro coeficientes de uniformidad
psicoldgica aqui definidos (ver figura A-1.19.).

Asi pues, y en base a dichos coeficientes, resulta un CU (medio) de : Z =
-0'9375 (media aritmética), o bien Z = -0'9117 (media geométrica), por lo que
podriamos considerar, como medida "standard" de la uniformidad de un
colectivo cualquiera, un CU= 100 (1 - 0'92-CV), cuyo intervalo, bajo la hipotesis
de normalidad en la distribuciéon de los valores de la variable psicoldgica
analizada, abarcaria un 64'24% de los casos, segiin puede comprobarse mediante
las tablas de las figuras mas completa de areas y ordenadas bajo la funcidon
normal, que adjuntamos en este mismo anexo (ver figuras A-1.8., A-1.9. y A-
1.10).

En el ejemplo anteriormente propuesto, se tendra:

CU, =100 (1-0'68 x 0'32) = 7824%
CU =100 (1-092 x0'32) = 70'56%

pudiendo, en la practica, escoger cualquiera de ellos como medida de la
uniformidad psicoldgica que deseamos realizar.
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2. Otros coeficientes de uniformidad psicolégica
2.1. Basados en la desviacion media absoluta

La "desviacion media" es la media aritmética de las desviaciones absolutas
de los n valores de la variable psicoldgica analizada respecto a un promedio
cualquiera. Si tomamos, como dicho promedio, la media aritmética o esperanza
matematica X =o, su expresion serd, en el caso de una distribucion de
frecuencias unitarias:

n
=Kty =X+t e, - K] 2K

i=1

DM

n n

(este valor resultaria minimo si en vez de considerar la X hubiéramos tomado la
mediana Me = Q, o valor central de la correspondiente distribucion de

frecuencias).

Por otra parte, en el caso de operar con frecuencias agrupadas o conjuntas,
lo que sucederd cuando se opte por agrupar los valores de la variable psicoldgica
analizada por intervalos de clase, como hemos hecho en el ejemplo practico
desarrollado en el posterior anexo n°: 2, se tendra que:

h
N, +n,+..+n, =y n,=n
i=1

‘x —X‘-n +‘x —X‘-n +...+‘x —X‘-n
1 1 2 2 h h
DM = =

n

h —
Z‘xi —X‘-ni
— =1

n

:Z‘xi —X‘fi

h
i=1
Pues bien, en base a ella, podriamos definir el siguiente nuevo coeficiente
de uniformidad: B
CU, =100 (1 - DM/X),

que, en realidad, resulta similar al CU,, habiendo substituido la desviacion tipica
o "standard" por la desviacion media absoluta, como medida absoluta de
dispersion, por el colectivo analizado, de los valores de la variable aleatoria
estadistica (puntuacion de un examen, tiempo de latencia, cociente intelectual,
...). Normalmente, para un mismo colectivo, se cumplira que:

CU, <CU, <CU<CU, < CU, <CU,

estando los valores de todos estos coeficientes de uniformidad limitados o
acotados superiormente en el 100%, segun podrd comprobarse, de modo gréfico,
en la figura A-1.19.
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2.2. Basados en otras medidas de dispersion y concentracion
2.2.1. Indice de Gini y curva de Lorenz

Teéricamente, la distribucion perfecta de la variable psicologica tendra
lugar cuando, por ejemplo, en un determinado colectivo, todos sus componentes
tengan el mismo cociente intelectual, lo que podria constituir un desideratum
ideal pero, en cualquier caso, presenta una medida de la uniformidad en la
distribucion del CI por dicho colectivo. En este caso, al representar los
porcentajes acumulados del CI frente a los porcentajes acumulados de los
individuos, se obtendra la recta de ecuacion: q; = p;, coincidente con la bisectriz
del primer cuadrante, y el indice de GINI valdra 0. Obviamente, este indice se
encuentra mas préoximo a 1 cuanto peor estd distribuida, por el colectivo, la
variable psicologica que estamos evaluando.

En los libros de A. PULIDO SAN ROMAN® y de A. ALCAIDE
INCHAUSTT’, podemos encontrar presentaciones diferentes de la medida que
hemos empleado para parametrizar la concentracion de los CI en el ejemplo
practico desarrollado en el siguiente anexo: el indice de GINI. Para interpretar
correctamente su significado, resulta suficiente con observar que G varia entre
los valores extremos 0 y 1, tomando el valor minimo o nulo cuando cada pj es

igual a su correspondiente gj, lo que provoca la anulacion del numerador de su

expresion definitoria; es decir, cuando cualquier porcentaje de individuos posee
un porcentaje igual del cociente intelectual sobre el global. O bien, dicho de otra
manera, G = 1 tendria lugar en el supuesto tedrico o hipotético de que todas las g;j

fuesen nulas, excepto la ultima o k-ésima (correspondiente al ultimo intervalo de
clase considerado) que concentraria todo el cociente intelectual del colectivo que
nos ocupa, lo que sefialaria la menor uniformidad u homogeneidad en la
distribucion posible.

Todos estos conceptos pueden precisarse mucho mejor representando en
un diagrama la funcion: p;= f(qj), o bien su inversa: qj = ¢ (pj), que permite

obtener una linea poligonal construida por encima (o por debajo) de la diagonal
de un cuadrado que tiene un extremo en el centro u origen de coordenadas
cartesianas rectangulares y el otro extremo en el punto de coordenadas (100,
100). Esta figura, denominada CURVA DE LORENZ, frecuentemente usada en
el Andlisis estructural econdmico, pondrd de manifiesto una distribucioén de los
CI mas equitativa en la medida que la linea poligonal resultante (que tendera a
convertirse en una curva al aumentar el nimero de puntos en estudio) se sitiie
mas proxima a la citada diagonal (o bien G mas proximo a 0) y también
reciprocamente®.

SEstadistica y Técnicas de Investigacion Social. Ed. ANAYA. Madrid, 1971, pag. 111.
"Estadistica Econémica. Ed. SAETA. Madrid, 1973, pag. 294.
8A r , ~ , . .

si pues, cuanto mas pequeia sea el area rayada comprendida entre la curva de Lorenz y la diagonal del
primer cuadrante del circulo, mejor sera también la distribucion de la variable psicoldgica que es objeto
de nuestro estudio.
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Otra forma de observar la curva de Lorenz es estimando el area de la
superficie que se encuentra comprendida entre la curva y la diagonal del primer
cuadrante (la recta p = q). Esa superficie se denomina area de concentracion. El
indice Gini constituye un indice de concentracion de los valores de la variable
aleatoria estadistica o psicoldgica y equivale al doble del area de concentracion.
Su valor estard siempre comprendido entre cero y uno.

Se considera, en definitiva, que existe equidistribucion de los CI cuando p;
= q;, Y en este caso, la expresada curva de Lorenz adopta la configuracion grafica
siguiente:

4 (100, 100)
(0, 100)
di
Pi = Qi
45°
(0, 0) pi (100, 0)

0 sea, se trata de una recta que descansa sobre la bisectriz del primer cuadrante
del circulo.

2.2.2. indice de Williamson

Por otra parte, en el mismo orden de ideas, juzgamos recomendable la
utilizacion, a los efectos de medir el grado de concentracion/dispersion de la
variable psicoldgica en estudio, del denominado "indice de Williamson", que nos
ofrecera una buena informacion en cuanto al nivel de agrupacion de los valores
de la variable aleatoria estadistica (q;) en relacion al valor central o media de la
correspondiente distribucion de frecuencias.

En el caso que se desarrolla en el anexo n°®: 2 de nuestro libro, la variable
psicologica estudiada es el CI global maximo (CI); que poseen los individuos que
forman parte de cada uno de los 8 intervalos de clase en que hemos considerado
particionado el conjunto del colectivo (ver el ejemplo practico que hemos
propuesto en dicho anexo). Por esta razdn, la formula pertinente, en relaciéon al
numero de estos individuos, vendra dada por la expresion:
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i=1 I n

1

CI
n

L(en, _cY) o,
2

W, = ,Vie(l,?2,..,8), donde :

(CI), = cociente intelectual global maximo de cada intervalo de clase.
n, = nimero de individuos de cada intervalo de clase.

CI = cociente intelectual global méximo del conjunto del colectivo.
n = numero total de individuos del colectivo estudiado.

De hecho, los valores de la variable psicoldgica (Cl)j vienen dados, en las
tablas auxiliares correspondientes de calculo, como:

(CDi =% - nj
2.2.3. Indice de concentracion de Lorenz

A mayor abundamiento, desarrollaremos el célculo de este nuevo indice
desde el mismo diagrama o curva que hemos propuesto anteriormente. Tal como
se ha venido considerando, se obtendran siempre curvas concavas hacia las y
positivas, y que se hallan situadas por debajo de la diagonal del cuadrado que
pasa por el origen de coordenadas y por el punto (100,100).

Asi pues, tendremos:

L= (a_q1)+(2a_q2)+"'+[(n_1)a_qn—l] ),

at2a+..+(n-1)a

donde a es la media aritmética de los porcentajes de los CI de los diferentes
individuos correspondientes a cada intervalo de clase, o sea:

X;*n. ZX‘

=1 —1-x100 ; a="— =
n n
D oxen,
i=1

(en nuestro caso, como se vera posteriormente, se tiene: n = 8).

X =

De esta manera, se cumplird también que:
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osea: q; = Zi:Xi

i=1
que es justamente el criterio que hemos seguido para la elaboracion de la tabla

correspondiente. Debe tenerse bien presente que, en este caso, la ordenacion
de los valores de las Xj es preciso realizarla de menor a mayor.

Desarrollando la expresion anterior (1), obtendremos:

_ at2a+.+(n-la-(q, +q,+..+q,,)
at2a+..+(n-1)a

n-1
q;
_ Lt tqn ; _
at+2a+..+(n-1a nn-1)

L

yaque: 1 +2+ ...+ (n-1) =n(n-1)/2 , dado que se trata de la adicion de los (n-1)
primeros términos consecutivos de una progresion aritmética de razén igual a la
unidad (demostrable por induccion completa), y ademas: n-a = q_, por la propia

definicion que hemos considerado de la media aritmética a.

Veamos, entonces, los valores que adopta este nuevo indice en los casos
extremos posibles. Efectivamente, si la concentracion del Cl es maxima,
tendremos que:

X,=X,=X,,=0, ytambién:q,= ZXi
i=1
n-1
2 ;qi 2 0
X =1- X— =
n-1 q, n-1 q,

n-1
dado que: »,q; =0

i=1
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Sin embargo, si la concentracion del Cl es minima, o sea, la distribucion
de la misma variable psicoldgica es tedricamente perfecta desde el punto de vista
estadistico (no necesariamente debe suceder esto en la realidad, sino mas bien
acontecerd muy raramente, habida cuenta de las diferencias existentes entre los
individuos de cualquier colectivo por lo que se refiere al comportamiento de sus
variables psicologicas), se tendré lo siguiente:

X, =X,=..=X, =a,

n(n-1)
;ql 5

en cuyo caso, el indice de concentracion de Lorenz sera:
n-1
2 z qi
x=—=1-

n-1 q, n-1 2enea

2 Xn°(n-1)°a:1_1:0

De hecho, estos valores extremos del indice analizado se corresponden
con similares valores del indice de Gini anteriormente estudiado. Podemos ver
que, cuando: L = 0 (X,=X,=...=X,=a), sucede justamente que: q,= n-a, razéon por
la cual la curva pertinente es el segmento recto coincidente con la diagonal del
cuadrado al que nos hemos referido con anterioridad. En el caso de la
concentracion maxima, resulta: L = 1 (X,=X,=...=X,,.;1=0), y la curva poligonal de
Lorenz, que constituye un triangulo rectangulo, viene dada por los dos lados
normales o perpendiculares del cuadrado construido al objeto de trazar el
diagrama en cuestion. Obviamente, cuanto mds se aproxime la curva a la
diagonal relacionada, més perfecta sera -al menos desde el punto de vista
estadistico- la distribucion de la variable psicoldgica en estudio. Incluso podemos
dar una interpretacion geométrica del indice de Lorenz de esta manera: el
numerador de la formula (1) se puede considerar como la adicion de las areas de
(n-1) rectangulos de base igual a la unidad y altura: (h-a - q;), Vh €[1,2,...,(n-1)].
El denominador, en este caso, es la suma de las areas de (n-1) rectangulos de
base unidad y altura: h-a, Vh €[1,2,...,(n-1)]. Si observamos lo que representa la
suma de estos rectangulos, deduciremos que el numerador de la expresion (1) es
el area comprendida entre la curva poligonal de Lorenz y la diagonal del
cuadrado, mientras que el denominador es precisamente el area de la mitad de
dicho cuadrado’.

Este indice es equivalente al anteriormente estudiado de Gini y obliga a la
realizacion del célculo de la superficie rayada de la figura, comprendida entre la
diagonal y la correspondiente curva o poligonal de Lorenz. Un valor aproximado
es el que se obtiene mediante la aplicacion de la formula basada en los

9 ’ . ’ 3 s 7 ’ ’ ~
Asi pues, también el indice de concentracion de Lorenz sera tanto mas pequeflo cuanto menor sea el
valor del area limitada por la diagonal del primer cuadrante y la misma curva poligonal.
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porcentajes acumulados, que resulta muy empleada en los trabajos practicos. En
nuestro caso, como se verd posteriormente, la formula (1) tomard la
configuracion simplificada (con n =8 y q,= 100):

n-1

7
Zqi Zqi
i1

L=1-Sxil -

7 100 350

3. Otras caracteristicas interesantes de la distribucion de las variables
psicoldgicas

3.1. Ecuaciones de ligadura entre los coeficientes de uniformidad

Las medidas de tendencia central ofrecen una idea aproximada del
comportamiento de una serie estadistica. No obstante, no resultan suficientes
para expresar sus caracteristicas: una misma media puede provenir de valores
cercanos a la misma o resultar de la confluencia de datos estadisticos
enormemente dispares. Para conocer en qué grado las medidas de tendencia
central son representativas de la serie, se han de complementar con medidas de
dispersion como la varianza o la desviacion tipica.

Normalmente, la Psicologia experimental también se ocupa de la
dispersion de la distribucion de las variables psicoldgicas, es decir, si los datos
aparecen sobre todo alrededor de la media o si estan distribuidos por todo el
rango. Una medida bastante usada de la dispersion es la diferencia entre dos
percentiles P, por lo general entre el 25 y el 75, que equivale al rango
intercuartilico. El percentil r es un nimero tal que un r por ciento de los datos
son menores o iguales que r. En particular, los percentiles 25 y 75 se denominan
cuartiles inferior o primer cuartil (Q;) y superior o tercer cuartil (Q;)
respectivamente. La desviacion tipica o “standard” es otra medida absoluta de la
dispersion, pero resulta mas 1til su empleo que los percentiles, pues esta definida
en términos aritméticos.

Las medidas de centralizacién ayudan, en definitiva, a determinar el
«centro de gravedad» de una distribucion estadistica. Para describir el
comportamiento general de la serie se necesita, sin embargo, una informacién
complementaria para saber si los datos estdn dispersos o agrupados. Asi, las
medidas de dispersion pueden definirse como los valores numéricos cuyo
objeto es analizar el grado de separacion de los valores de una serie estadistica
con respecto a las medidas de tendencia central consideradas.

Las medidas de dispersion, basicamente, son de dos grandes tipos:

- Medidas de dispersion absoluta: como recorrido, desviacion media,
varianza y desviacion tipica, que se usan en los analisis estadisticos generales.
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- Medidas de dispersidn relativa: que determinan la dispersion de la
distribucion estadistica independientemente de las unidades en que se exprese la
variable. Se trata de parametros mas técnicos y utilizados en estudios especificos,
y entre ellas se encuentran los coeficientes de apertura, el recorrido relativo, el
coeficiente de variacion (indice de dispersion de Pearson), el indice de dispersion
mediana y el coeficiente de uniformidad aqui definido.

A

0 -

X-20X-06 X X+0 X+2

La distribucion de probabilidad normal, o campana de Gauss, es una
funcién simétrica con respecto a la ordenada o frecuencia maxima (con la media
aritmética en el centro de la serie) con un grado de dispersion bajo, dado que la
mayoria de los valores de la variable psicologica en estudio estaran
comprendidos dentro del entorno cuyo centro es la media aritmética y de radio la
desviacion tipica, como puede comprobarse de la contemplacion del grafico
anterior.

Evidentemente, existen en la metodologia estadistica otras medidas del
grado de concentracion y/o dispersion de las variables psicoldgicas que pueden
emplearse eficazmente en la medida de la uniformidad psicolodgica (como, por
ejemplo, el recorrido "semi-intercuartilico", el "coeficiente de apertura", el
"recorrido relativo", etc...), debiéndose tener en cuenta que, para distribuciones
moderadamente asimétricas, se pueden aplicar, con buena aproximacion, las
formulas empiricas siguientes (donde Q, y Q, son, respectivamente, el primer y

tercer cuartil de la correspondiente distribucion de frecuencias):
DM~ (4/5)c ; (Q;-Q)2=(2/3)c

, que no son mas que consecuencias directas del hecho de que, para
distribuciones normales, se tiene que la desviaciéon media absoluta DM y el
"rango semiintercuartilico" son, respectivamente, iguales a 0’7979 y 0°6745
veces la desviacion tipica o "standard" o.

Desde esta perspectiva, y para distribuciones aproximadamente normales

con suficiente nimero de valores de la variable psicoldgica en estudio (n > 30),
los coeficientes de uniformidad anteriormente definidos pueden representarse,
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geométricamente, por rectas o funciones lineales cuya variable independiente o
explicativa sea el coeficiente de variaciéon de Pearson CV. En concreto, se tendra
que:

CU, = 100 (1 - 0,7979 - s/X) ~ 100 - (1 -0,80-CV)

La representacion grafica resultante serd la siguiente:

J

Cv

-100

FIG. A-1.19. Coeficientes de uniformidad en funcion del coeficiente de variacion de Pearson

A su vez, las relaciones que ligan entre si los diferentes coeficientes de
uniformidad psicologica aqui definidos, pueden deducirse del siguiente modo:

CU, =100 (1-CV)=100-100-CV
CU, =100 (1-0,68-CV)=100—-68-CV
CU,=100(1-1,27-CV) =100 - 127-CV
CU, =100 (1-0,80-CV) =100 —-80-CV

CU = 100(1 - 0,92-:CV) = 100 - 92-CV

De donde:
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CU, - CU, =100-100-CV - 100+ 127-CV = 27-CV
CU, - CU, =100-127-CV-100+80-CV = -47-CV
CU, - CU, = . (27:CV—47-CV) ........ = 20CV

Se tendria que:

CU,/CU,=(1-CV)/(1-1,27-CV) ;
CU,-1,27-CV-CU1 =CU, -CV - CU, ;
CU,-CU,=27-CV=1.27-CV-CU, -CV - CU, ;
27=1,27-CU, - CU, ; CU, +27=127-CU, ; con lo que:
CU,=(CU,+27)/1,27

Asi mismo:

CU,/CU,=(1-CV)/(1-0,8-CV) ;
CU,-08-CV-CUI=CU,-CV-CU, ;
CU,-CU,=-20CV=0,8CV-CU,-CV-CU, ;
-20=0,8-CU, - CU, ; CU,-20=0,8-CU, ; y entonces:
CuU,=(Cu,-20)/0,8

Si observamos la representacion grafica adjunta A-1.20., la convergencia
de ambas rectas tendra lugar para los valores:

(CU, +27)/1,27=(CU,-20)/08 y  CU,=CU,

, lo que implica que, en dicho punto, tendra lugar la méaxima uniformidad
psicologica posible, con:

CU, =CU, = CU, = 100% = CU, = CU
También se cumplira que:

CU,/CU,=(1-127CV)/(1-08CV)
CU,-0,8-CV-CU,=CU,-127-CV-CU, ;
CU,-CU,=-47-CV=08-CV-CU,-127-CV-CU, ;
127-CU,-47=08CU, ;y
CU,=(1,27-CU,-47)/0,8

Las relaciones existentes entre los diferentes coeficientes de uniformidad
psicoldgica anteriormente definidos, y que ya han sido expresadas
analiticamente, pueden verse graficamente a continuacion:

288



ANEXO 1

FIG. A-1.20. Relaciones existentes entre los diferentes coeficientes de uniformidad, para distribuciones
psicoldgicas aproximadamente normales (I)

El grafico anterior puede complementarse, por su elevado interés practico,
con el siguiente, que relaciona el coeficiente de uniformidad CUj con el CU, del
siguiente modo:
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FIG. A-1.21. Relaciones existentes entre los diferentes coeficientes de uniformidad, para distribuciones
psicoldgicas aproximadamente normales (IT)

De las expresiones anteriores, se deducen inmediatamente las tres
siguientes, hasta completar las seis relaciones posibles existentes entre los indices
psicologicos de tal suerte definidos, esto es:

CU,=127-CU,-27 ; CU,=08-CU,+20 ;
CU,= (0,8 CU, +47) /1,27

Idénticas consideraciones podriamos realizar respecto a CU, y a CU en

relacion con los tres restantes coeficientes de uniformidad psicolédgica, y cuya
materializacion brindamos, como ejercicio recapitulatorio, a nuestros amables
lectores.

3.2. Agrupamiento en ""clases' y otras caracteristicas de las distribuciones
psicoldgicas

3.2.1. Los intervalos de clase
Asi mismo, cuando el nimero n de los valores de la variable psicoldgica

analizada sea grande, lo que tendrd lugar en aquellos casos de muestras de
colectivos formadas por un ntmero elevado de individuos, resultardn poco
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manejables las tablas estadisticas que recojan todos los valores con sus
correspondientes frecuencias. En tales casos, se agruparan los valores de la
variable en "clases", que podran ser de la misma o diferente amplitud; una norma
practica genérica pudiera ser el establecer una misma amplitud equivalente al
10% de la observacion mayor, con lo que el nimero de clases oscilara alrededor
de la decena. Cuando esto acontezca, el calculo de la desviacion tipica necesaria
para el hallazgo de los CV y de los pertinentes coeficientes de uniformidad
registrara algo de error, debido, precisamente, al "error de agrupamiento" en
clases. Para ajustarnos mejor a la realidad, se utilizard entonces la varianza
corregida, ofrecida por la denominada "correccion Sheppard", a saber:

GCZ = 62 - C2/12

siendo C la amplitud del intervalo de clase escogido y o2 la varianza de los datos
agrupados, y ello tendra lugar en distribuciones continuas donde las "colas" van
gradualmente convergiendo a 0 en ambas direcciones (-* y +).

En lineas generales, veamos que un nimero excesivo de "clases" reduce
las ventajas de la agrupacion, pero también resulta cierto que un nimero escaso
de ellas puede llegar a anular la significacion de los datos. Un criterio usado
frecuentemente es que el numero de clases debe ser aproximadamente igual a la
raiz cuadrada del numero de datos. Por ejemplo, la raiz cuadrada de 30 (niumero
de individuos) es mayor que cinco, por lo que se seleccionan seis clases.
También la regla de Sturgess no es sino una recomendacién acerca del nimero
deseable de clases que deben considerarse a la hora de elaborar un histograma.
Este viene dado por la siguiente expresion:

k = namero de clases =1 + 3’3 - logyg N,

siendo n el tamafio del colectivo. En el ejemplo que desarrollamos en el anexo
siguiente de nuestro libro, con un colectivo de individuos superdotados de n =
1.000, esta formula aconsejaria el establecimiento de: 1 + 3’3 x log. 1.000 = 10’9
~ 11 clases. Sin embargo, se han considerado solamente 8.

Respecto a la amplitud de las "clases" establecidas, conviene observar
que, en general, es conveniente que sea la misma para todas; sin embargo, esto
dependera mucho de los propios datos y del objetivo final de la distribucion de la
variable en estudio. En principio, si la distribuciéon es mas o menos uniforme,
todas las "clases" serdn de igual amplitud, y si, por el contrario, presenta grandes
oscilaciones, puede ser interesante considerar intervalos de amplitud diferente.

De hecho, la construccion de una distribucién numérica -como la mayoria
de las que elaboraremos aqui- consta de tres etapas fundamentales: 1) determinar
las “clases” con sus intervalos mas procedentes, tal como ya hemos expresado
antes, en las que se han de agrupar los datos de la variable psicoldgica en estudio,
2) clasificar (o distribuir) los datos en las clases apropiadas, y 3) contar el
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numero de casos de cada clase. Como sea que las dos ultimas etapas son
puramente mecanicas, asi como el establecimiento de la correspondiente “marca
de clase” (obtenida normalmente, a falta de mas datos, como la semisuma de los
valores extremos del intervalo de clase), nos fijaremos solo en la primera. Por
esto, hace falta determinar el nimero de clases asi como la amplitud del intervalo
de los valores de la variable aleatoria estadistica con la que trabajamos (notas de
un examen, CI, tension arterial, ...). Por esto, en términos generales, se pueden
observar al efecto las siguientes normas:

a) Pocas veces emplearemos menos de 6 6 mas de 15 clases; el numero
exacto de las mismas dependera de la naturaleza, cuantia e intervalo
que cubren los datos.

b) Siempre escogeremos las clases de manera que todos los datos queden
comprendidos.

c) Se procurara, siempre que sea posible, que todos los intervalos de
clase tengan la misma amplitud, lo que obviara la determinacion de las
“densidades de frecuencia” -que determinan la altura de los
rectangulos yuxtapuestos del histograma- para el calculo de algunas
medidas centrales de la correspondiente distribucion de frecuencias
(como la “moda”) o la representacion grafica de los histogramas.

Veamos, por ultimo, que mediante el razonamiento ya expuesto que sirve
para definir la “desviacién tipica o standard” como una medida de dispersion
absoluta de los valores de la variable psicoldgica, se puede afirmar que si este
estadistico resulta pequefio, los valores se encuentran concentrados en el entorno
de la media aritmética y, ademas, si la desviacion tipica es grande, los valores
estan mucho mas esparcidos o dispersos en relaciéon a los centrales. Para
comprender este razonamiento sobre una base algo menos intuitiva, nos
referiremos brevemente al importante Teorema de Tchebyshev, que expresa que
para cualquier clase de datos (poblaciones 0 muestras), al menos el 75% de
los datos se encuentran sobre el intervalo que se extiende a cada lado de la
media aritmética en dos veces el valor de la desviacion tipica (+ 2c). Segun
este teorema, también se puede afirmar que por lo menos el 88°8% de los datos
se encuentran dentro del intervalo de tres veces (£ 3c) la desviacion tipica (a
ambos lados de la media aritmética) y que al menos el 96% de los mismos se
hallan comprendidos dentro del intervalo de amplitud de cinco veces la
desviacion tipica (£ 50).

Genéricamente, este teorema indica que cualquiera que sea la forma de
una distribucion de frecuencia de poblacion, la proporcion de observaciones que
caen dentro de k desviaciones estandar de la media es, al menos, de: 1 - (1/k%),
siempre que k sea 1 o més.
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Precisamente, una caracteristica importante del teorema de Tchebyshev'”
es que resulta valido para cualquier tipo de datos, incluidos los psicologicos. No
obstante, si se dispone de alguna informacion adicional en relacién a la forma
global de la distribucién que estamos trabajando, también se pueden realizar
afirmaciones mucho mas estrictas. Por ejemplo, si una distribucion es
campaniforme o gaussiana, se puede esperar que aproximadamente el 95% de los
datos (en lugar de al menos el 75%) se encuentren dentro del intervalo + 2c y el
99% de los datos (en lugar de al menos el 88°8%) se encuentran dentro del
intervalo = 3c. Estos porcentajes, en definitiva, corresponden a la llamada
distribucion normal, que es objeto de estudio en diversas partes de nuestro libro.

3.2.2. Forma de la distribucion de frecuencias

También existen otras caracteristicas de menor interés practico, que tratan
de precisar la forma de la distribucién de la variable que se estudia en relacion
con una distribucion normal. Asi, la curva de Gauss sabemos que es simétrica
respecto de la ordenada x = a (el parametro a es la media aritmética o esperanza
matematica de una distribucion normal de frecuencias) y la distribucion
observada puede ser asimeétrica o sesgada respecto a la ordenada correspondiente
e, incluso, dicha asimetria puede representar una mayor area bajo la curva, a la
derecha o a la izquierda de dicha ordenada; por otra parte, a la distribucion
observada puede corresponderle un éarea bajo la curva mas achatada o mas
alargada que la correspondiente area de una distribucién normal; a tal
caracteristica la denominaremos curtosis o medida de apuntamiento.

Todas estas caracteristicas, bien conocidas por otra parte, de una
distribucion de frecuencias originan medidas exactas si estan utilizando todos los
posibles valores de la variable psicoldgica, es decir, si corresponden a la
poblacion o universo de datos; pero un objetivo esencial de la Inferencia
Estadistica es el de estimar dichas caracteristicas poblacionales a partir de una
muestra o subconjunto poblacional, lo que en la Psicologia aplicada sucedera en
numerosos casos. En esta tesitura, las caracteristicas de la distribucion muestral
suelen ser, en general, los mejores estimadores de las caracteristicas de la
distribuciéon de la poblacién, pero las estimaciones que originan han de
presentarse, como sabemos, acompanadas de los errores de muestreo y de otras
medidas de naturaleza probabilistica, que permiten apreciar el grado de confianza
o fiabilidad de la correspondiente estimacion de la caracteristica poblacional, y
que no procede analizar aqui con mayor profundidad por comprensibles razones
de espacio.

19 Otra aportacioén importantisima de este autor estriba en la denominada “Desigualdad de Tchebyshev”,
que permite generar un intervalo de valores de la variable aleatoria dada la probabilidad de que esto
ocurra, o también es posible realizar el hallazgo de la probabilidad de que ocurran los valores que toma la
caracteristica aleatoria incluidos en un intervalo dado. En cualquier caso es necesario disponer de la
varianza poblacional.
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3.2.3. Otros coeficientes de uniformidad psicoldgica

Veamos, por ultimo, que en base a los mismos o parecidos conceptos,
seria posible la definicion de otros coeficientes de uniformidad psicolégica. Y
asi, valga como ejemplo el que tendria en cuenta el valor del primer y tercer
cuartil de la distribuciéon de frecuencias de la variable contemplada, a saber:

CU, =100x Q

3

que, en el caso de una distribucion moderadamente asimétrica (aproximadamente
normal), ofrecerd un valor en funcion de Q3 y de ¢ equivalente a:

Q,-Q, =40/3 ;estoes:
(Q3 - Ql)/Q3 ~ 46/3Q3 =~ 1- QI/Q3 . de donde:

~ — —— , con lo que:

Q, 3Q, 9

CU; =100- &2«/10.000-\/1—4—0:\/10_ooo_w
Q 30Q 30

3 3 3

(*) Una vez que hemos definido la distribucion de probabilidad “gamma”, veamos que
son numerosas las aplicaciones de esta funcidon a experimentos o fendmenos aleatorios
que tienen asociadas variables aleatorias que siempre resultan ser no negativas
(positivas o nulas) y cuyas distribuciones son sesgadas a la derecha (asimetria positiva),
es decir, cuya area bajo la funcion de densidad disminuye progresivamente a medida
que nos alejamos del origen de coordenadas. Estas circunstancias suelen presentarse en
la Psicologia experimental y en la Psicometria.
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ANEXO 2
Ejemplos practicos

. PRIMER PROBLEMA

1. Datos y enfoque del problema

Sea un colectivo de superdotados especialmente entrenados,
constituido por 1.000 individuos, de los que conocemos el correspondiente
cociente intelectual, siendo precisamente esta variable psicologica la que
sera analizada desde el punto de vista de su uniformidad. Los valores de
esta variable se hallan agrupadas en ocho "clases™ de la misma amplitud,
concretamente: Cl = 5, constituyéndose la primera y altima clases de la
tabla en "intervalos abiertos', ya que no se han fijado el extremo inferior de
la primera y el extremo superior de la ultima, que corresponderian,
respectivamente, a los Cl més bajo y mas alto de los individuos en cuestion.
Se desea averiguar los diferentes coeficientes de uniformidad psicologica,
“normalizar” la distribucidn, obtener las medidas centrales y de dispersion
asi como las restantes caracteristicas estadisticas de interés.

La tabla resultante del conteo y agrupacién de frecuencias realizados
con posterioridad a la administracion del test de inteligencia correspondiente
(Binet, Wechsler-Bellevue, Wais, Army-tests, ...), donde cada individuo
obtuvo una determinada nota o puntuacién, es la siguiente:

COCIENTE INTELECTUAL (CI)

cl f. simple | f.acumul. f.acumul. | f.simple | f. acumul.[ f.acumul.

nj ascen. Njt descen. Nil fi ascen. Fj1| descen. Fjl
Menos de 150 3 3 997 0'003 0'003 07997
De 150 a 155 15 18 982 0'015 0'018 07982
De 155 a 160 50 68 932 0'050 0'068 07932
De 160 a 165 240 308 692 0240 0'308 07692
De 165a 170 312 620 380 0312 0'620 0’380
De170a175 235 855 145 0235 0'855 0’145
De 1752180 108 963 37 0'108 0'963 0’037
De 180 y mas 37 1.000 0 0'037 1'000 0’000

TOTAL 1.000 /1] /1] 1'000 /1] /1]

FIG. A-2.1. Frecuencias de la distribucion de cocientes intelectuales

La expresada variable psicologica se ha calculado con arreglo a la
férmula clasica: Cl = (EM/EC) x 100, siendo EM la edad mental y EC la
edad cronoldgica de los individuos componentes del colectivo analizado. De
hecho, estos calculos estan ya realizados en todos los manuales de evaluacion
de los tests que utilizan esta unidad de medida, que ha llegado a adquirir una
extraordinaria difusion.
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Solucion:

Cabe sefalar, antes de proceder a la resolucion del ejercicio propuesto,
que el CI ha sido objeto de algunas criticas, principalmente dirigidas hacia el
problema de su estabilidad temporal o historica. En efecto, el ClI deberia ser
constante en el tiempo para un mismo individuo, mientras que, de hecho, puede
experimentar ciertas fluctuaciones. Se ha arguido también que, tomados dos
grupos representativos de la poblacion de edades cronoldgicas diferentes, los
individuos situados en el mismo lugar de la curva de distribucion deberian tener
el mismo CI. En otros términos, que la variabilidad de los cocientes intelectuales
y de las distribuciones debe ser la misma. La revision Terman del test de Binet-
Simon fue llevada a cabo en forma tal que respondiera a esta condicion, aungue
haya sido necesario para ello recurrir a un procedimiento estadistico harto
complicado e incluso algo artificioso; pero lo cierto es que la cumple de un modo
notablemente satisfactorio.

La agrupacion anterior de la distribucion de frecuencias constituye la
etapa previa para cualquier otro proceso de analisis estadistico a que se hayan de
someter unos valores numéricos que toma cualquier variable psicoldgica. De esta
forma, se puede facilmente comprender donde estan los promedios o valores
centrales de la distribucién antedicha y juzgar las caracteristicas de cualquier
nota en relacion con las restantes.

Para interpretar correctamente dicha tabla, deben formularse las siguientes
observaciones:

a) La columna de las frecuencias simples, encabezada por nj, Vi € (1, 2, ...

, 8), recoge la frecuencia absoluta de cada uno de los ocho intervalos de clase;
asi, 240 es el numero de individuos cuyos valores del Cl estdn comprendidos
entre 160 (inclusive) y 165. La frecuencia total toma el valor n = 1.000
individuos.

b) Las frecuencias acumuladas ascendentes las hemos designado por NjT

(Vi=1, 2, ..., 8) y a cada una de ellas corresponde el nimero de individuos de Cl
inferior al extremo superior de la clase; asi, N,7 = 308, significa que se han

hallado 308 individuos con un ClI inferior a 165.

c) Las frecuencias relativas ordinarias y acumuladas ascendentes y
descendentes encabezadas, respectivamente, por fi, FT y Fil vienen

determinadas por el cociente de dividir la correspondiente frecuencia absoluta o
acumulada (ascendente o descendente) por la frecuencia total. Asi, v. gr.:

f, = 240/1.000 = 0'240, F,T =308/1.000 = 0'308 y F4J« =692/1.000 = 0’692
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La suma de las frecuencias relativas ordinarias y la Gltima frecuencia
relativa acumulada ascendente han de ser siempre iguales a la unidad, puesto que
representan la probabilidad total del espacio muestral.

d) La representacion grafica de una tabla de frecuencias ordinarias
(absolutas o relativas), cuando la variable es continua (como es el caso de
muchas de las variables psicoldgicas, que pueden tomar valores intermedios entre
dos consecutivos) esta distribuida en clases -como las de la tabla anterior-, debe
realizarse mediante un histograma de rectangulos yuxtapuestos (FIG. A-2.2.),
que se construye tomando como abscisas los extremos de los intervalos y
levantando sobre cada intervalo, tomado como base, un rectangulo cuya area sea
directamente proporcional a la correspondiente frecuencia (absoluta o relativa).
Si los intervalos son de la misma amplitud (caso de la tabla de la figura anterior,
que van de 5 en 5 unidades), la altura de cada rectdngulo es proporcional a la
correspondiente frecuencia. En nuestra figura se ha supuesto que el extremo
inferior de la variable es 145 y el superior 185, aunque, de hecho, los extremos
inferior y superior, respectivamente, del campo de existencia de la misma son de
120 y 208, correspondientes a los individuos de CI minimo y m&ximo de todos
ellos, pero deben ser considerados como “outliers”.

nitfi

300103

200402

145 150 I55 160 65 170 175 180 185 X

FIG. A-2.2. Histograma de rectangulos yuxtapuestos

e) La representacion gréafica de una tabla de frecuencias acumuladas,
cuando la variable continua se ha distribuido en intervalos de clase (figura A-
2.3.), se obtiene mediante un poligono de frecuencias o diagrama acumulativo
ascendente, que consiste en unir mediante una linea poligonal los puntos cuyas
abscisas son los extremos superiores de cada intervalo de clase (150, 155, 160,
etc., en nuestro ejemplo) y cuyas ordenadas son las correspondientes frecuencias
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acumuladas. En la figura mencionada, para un valor cualquiera de la variable
psicologica en estudio x, la ordenada correspondiente representa el ndmero
(absoluto o relativo) de individuos que tienen su ClI inferior a dicho valor de x.

El diagrama suele partir de un punto de ordenada cero cuya abscisa es el
extremo inferior de la tabla (en nuestro ejemplo, hemos tomado para dicho
extremo la abscisa x = 145>120); a partir del extremo superior de la tabla
(185<208, en nuestro caso) la linea es una recta paralela al eje de abscisas, cuya
altura constante es igual a la frecuencia total (n = 1.000 individuos, en el
problema cuya resolucion afrontamos). Asi:

Iy .
NilFi
1000+ 1.0 '
.
900109 t t
/ | !
80040.8 : } :
/ I I |
700407 t 4 +
/ R
6004 0.6 1 ] 1
| | { |
{ | | [
5004+ 05 % i f IL
[i 10
400404 I |
/ | | | I
[] 1 1 []
1 ] ] i i
300+ 03 + 1 t t
/ | | | |
2004 0.2 | | i i |
] | ] | |
{ | | | (
1061 0.1 —+ t { 1 t
___.-,—-—)/( | | | i |
0 | { i 1 1 | » ClI
45 150 155 160 K5 170 175 180 185 X

Fig. A-2.3. Diagrama acumulativo ascendente de los cocientes intelectuales

De la tabla anterior, que se reproduce en la figura anterior A-2.1, se
deduce también el siguiente grafico, donde se representan simultdneamente los
diagramas acumulativos ascendente y descendente, cuyo punto de interseccion
debe ser la mediana o segundo cuartil de esta distribucion de frecuencias, como
se vera mas adelante:
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DIAGRAMAS ACUMULATIVOS ASCENDENTE Y

DESCENDENTE

1200 1200
<
£ . 1000 1 - 1000
°Z
@ 2 800 - - 800
< © —o— Ni+
@ & 600 - 600 _
g g Punto de corte (168'08, 500 Ni-
S S 400 - - 400
N S)
O ©
o 200 - 200
L

0 -0

145 150 155 160 165 170 175 180 185
Marcas de clase (CI)

Fig. A-2.4. Diagramas acumulativos ascendente y descendente de los cocientes intelectuales

2. ""Normalizacion™ del problema

Una variable aleatoria que se distribuya con la funcion de densidad que ya
hemos relacionado en otras partes de este mismo libro, concretamente en el
anexo n° 1 anterior, recibe el nombre de normal debido a que la distribucion
binomial, considerada en su caso limite, es la que corresponde corrientemente o
habitualmente a la mayor parte de las variables empiricas, entre ellas las
psicologicas. Una ampliacion de conceptos tedricos en relacion a la expresada
distribucion de probabilidad, puede encontrarse en el anexo n° 1 de este mismo
libro (“Restantes especificaciones metodoldgicas”).

Desde luego, entre las muchas distribuciones continuas que se utilizan en
Estadistica y que pueden tener provechosas aplicaciones en el estudio de las
variables psicoldgicas, la curva normal o distribucion normal es, con mucho, la
mas importante de ellas. Su estudio data de investigaciones sobre la naturaleza de
los errores experimentales, llevadas a cabo en el siglo XVIII. Se observaba
entonces que las discrepancias entre las medidas repetidas de la misma cantidad
fisica mostraban un sorprendente grado de regularidad; sus aspectos
(distribucion), segun se encontrd, podian aproximarse muy bien mediante un
cierto tipo de curva de distribucion continua, denominada “curva normal de
errores” y atribuida a las leyes del azar. Las propiedades matematicas de este tipo
de curva de distribucion continua y su base teorica fueron investigadas, por
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primera vez, por Abraham de Moivre! (1667-1745), Pierre Laplace (1749-1827)
y Karl Gauss (1777-1855). Este ultimo fue un gran matematico aleman que, con
sus brillantes aportaciones sobre las geometrias no euclideanas, hizo posible la
aparicion de las ciencias formales.

La importancia de la distribucion normal radica, en primer lugar, en que
son muy numerosas las variables aleatorias que la siguen, resultando adecuada
para describir la distribucion de muchos conjuntos de datos. En efecto,
numerosas medidas fisicas, datos meteorologicos, caracteristicas biologicas,
variables economicas y sociales, etc., siguen la ley normal, asi como también
aparece en muchas investigaciones tedricas. En segundo lugar, como
consecuencia del teorema del limite central, que establece que la suma de un
nimero elevado de variables aleatorias converge a una distribucion normal, sea
cual sea la distribucion de estas variables. Ademas, en ciertas condiciones, las
distribuciones discretas pueden ser substituidas por distribuciones normales, lo
que simplifica notablemente los calculos correspondientes. Hay que tener mucho
cuidado, en fin, al suponer que un determinado conjunto de observaciones se
puede aproximar por una distribucion normal, pues serd necesario realizar una
comprobacion previa.

Como se ha visto, la curva normal tiene forma de campana extendida
indefinidamente en ambas direcciones, positiva y negativa, siendo asintética en
relacion al eje de abscisas. Rara vez es necesario extender las colas de la curva
normal muy lejos de la media, porque el area comprendida bajo la curva y el eje
horizontal que queda a méas de cuatro o cinco desviaciones tipicas de la media
aritmética o esperanza matematica resulta insignificante para la mayoria de los
fines préacticos y, entre ellos, los propios de la Psicologia aplicada. Debe tenerse
en cuenta que no todas las distribuciones acampanadas simétricas en relacion al
eje de ordenadas son distribuciones normales, y las palabras distribucion normal
refiérense al hecho de que el area bajo la curva se distribuye de una manera
determinada.

Una importante propiedad de la curva normal es que estd completamente
determinada por su media y su desviacion tipica. Es decir, la ecuacion
matematica de dicha curva es tal que se puede determinar el area existente bajo la

1 Abraham de Moivre (Vitry-le-Frangois, Champagne, Francia, 26 de mayo, 1667 - Londres, 27 de
noviembre, 1754). A pesar que la posicion social de su familia no esta clara, su padre, cirujano de
profesion, pudo mandarlo a la academia protestante de Sedan (1678-82). De Moivre estudié logica en
Saumur (1682-84), asistio al College de Harcourt en Paris (1684), y estudié privadamente con Ozanam
(1684-85). De todas maneras no hay referencias que De Moivre haya obtenido titulo académico alguno.
Conocido por la formula de Moivre, la cual conecta los nimeros complejos y la trigonometria, y por su
trabajo en la distribucion normal y probabilidad. Fue elegido un miembro de Royal Society de Londres en
1697, y fue amigo de Isaac Newton y Edmund Halley. De Moivre escribié un libro de probabilidad
titulado The Doctrine of Chances. Como era calvinista, tuvo que salir de Francia después de la revocacion
del Edicto de Nantes (1685), y paso el resto de su vida en Inglaterra. Toda su vida fue pobre y era cliente
regular del Slaughter's Coffee House, en St. Martin Lane, en Cranbourn Street, donde ganaba algo de
dinero jugando al ajedrez. Murié en Londres, siendo enterrado en St Martin's-in-the-Fields, aunque mas
tarde su cuerpo fue trasladado.
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curva entre dos puntos cualesquiera del eje horizontal si se conoce el valor que
adoptan ambos pardmetros, aunque en la practica dichas areas se obtienen
valiéndose de tablas especiales elaboradas al efecto. Por otra parte, la
probabilidad o frecuencia relativa con que una variable psicologica tomaré
valores entre dos puntos es el area bajo la curva comprendida entre los dos
puntos del eje horizontal.

Si se representa graficamente esta funcion (FIG. A-2.5), encontraremos
que esta definida para todos los valores de x (desde -co hasta +w) y con las
siguientes propiedades:

a) Solamente existe la curva para valores positivos de las ordenadas.

b) El eje de abscisas OX es una asintota horizontal de la curva.

c) Existe un maximo absoluto para el punto x = a.

d) Es creciente hasta el maximo y después es decreciente.

e) Existen dos puntos de inflexion: para X = a-o y para X = a+c.

f) Es concava hacia la region positiva del eje 0Y, para -0 < X < a-G y

para a+oc < X < +oo y clncava hacia la region negativa del eje de
ordenadas en el intervalo: a-c < X < a+o.

FIG. A-2.5. Area bajo la curva normal entre los puntos X; y X,

Dentro de la ley normal los valores méas préximos a o son mas frecuentes
que los mas alejados de a. La utilizacion e interpretacion de esta funcién para
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Gauss puede verse a través de un ejemplo como el que nos ocupa: supongamos
que se efectuan 1.000 mediciones del cociente intelectual de un mismo individuo
superdotado, cuyo CI verdadero es de 168; en este caso se dice que o = 168. Las
medidas efectuadas se acumularan en mayor proporcion alrededor de o cuanto
mas proximas estén a dicho valor y seran menos frecuentes cuanto mas alejadas
se encuentren de a.

El pardmetro o estid relacionado con la precision de las mediciones
realizadas al medir el pardmetro a. Si se hace igual a la unidad el éarea
comprendida entre la curva y el eje de abscisas y se supone que los ClI medidos
que han estado comprendidos entre los valores X; y X, representan el diez por
ciento de las 1.000 mediciones realizadas, el area rayada de la figura anterior
debe ser igual a 0’10. También sabemos hoy que el area comprendida entre la
curva, el eje de abscisas y las ordenadas X = a-c y X = a+c corresponde,
aproximadamente, al 64 por ciento del area total. Por lo tanto, ya tenemos un
significado del hasta ahora desconocido pardmetro o: cuanto menor sea el valor
de o (que se denomina desviacién tipica o standard en la terminologia
estadistica) también seran de menor cuantia los errores que se cometen al medir
el Cl a; es decir, si el test empleado para medir el Cl es mas perfecto o si es mas
habil la persona encargada de medirlo (psicélogo experimentador), ¢ sera un
namero menor que en el caso contrario.

La funcion de densidad normal o la funcion de distribucion normal son
dos modelos matematicos inspirados por la conocida “ley de los errores” o ley de
Gauss, cuya introduccién ya ha sido realizada en el anexo anterior. Pues bien, la
Estadistica ha incorporado a su metodologia —como un modelo probabilistico
esencial- esta ley de Gauss con el nombre de funcion de densidad normal. Siy =
f(x) es dicha funcion de densidad o de probabilidad, se puede definir a partir de
ella la denominada funcion de distribucion normal F(x), tal que:

F(x)= ]‘f(x)-dx,

y dicha integral impropia de primera especie significa que a cada valor de x
corresponde un numero F(x) determinado por la probabilidad de que la variable
(Cl, en nuestro ejemplo) tome un valor menor o igual a x.

Las areas comprendidas bajo la curva normal y el eje de abscisas
representan probabilidades, que quedan acotadas por las correspondientes
ordenadas. En estas condiciones, la probabilidad de que la variable x (en nuestro
caso se trata del CI del individuo) tome un valor comprendido entre X; y X,
vendria dada de la siguiente forma, como deduciremos posteriormente, aplicando
la propiedad de la aditividad del intervalo de integracion en las integrales
definidas:
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P.(X; <x<X,)=F(Xx,)-F(x,)= XJ.zf(x)-dx - Xff(x)-dx = XJ.zf(x)-dx =

X, (x-a)?
:j L e 2 xdx——
x, ON 27 6'36 x/27
X,  (x-168'325)°
=0063x [e % xdx

X1

X, (x-168'325)°
a2
e 2636° dx =

1

, en que ya hemos aplicado los parametros correspondientes de nuestro problema,
que tendremos ocasién de calcular con posterioridad. Es decir, como la Gltima
integral permite conocer el area rayada de la figura A-2.5, dicha area representa
la probabilidad de gue la variable x = CI (que en el Célculo de Probabilidades es
una variable aleatoria o estocéstica, en lugar de una variable estadistica) tome
un valor comprendido entre X; y X,.

En el caso de que la tabla anterior correspondiera a 1.000 mediciones
distintas de un mismo CI (en lugar de corresponder a los ClI medidos en 1.000
individuos distintos), la distribucion de frecuencias determinada por las columnas
encabezadas por "CI" y por "f;" presentaria una imagen empirica de una funcién
de densidad normal. Si los resultados se hubieran obtenido a partir del modelo
matematico, en lugar de constituir una observacion de la realidad, para: X, = 165

y X, =170, se tendria que:
170
j f(x)-dx = 0'312
165

Conocidas la media aritmética y la desviacion tipica, se pueden tabular las
areas comprendidas bajo la curva normal. En realidad, para o = 168’325 (media
aritmética o esperanza matematica de aquella distribucion de frecuencias) y para
o = 6'36 (desviacion tipica) se tiene que:

170
j f(x)-dx = 0'303 |,
165

cuya diferencia: 0'312 - 0'303 = 0'009 es una medida de la discrepancia existente
entre la realidad y el modelo tedrico que ha sido considerado y para la clase
particular "CI comprendido entre 165y 170",

Las areas comprendidas entre menos infinito y x son los valores de la
funcion de distribucion para cada valor de la variable psicologica x.

De la misma manera, la distribucion de frecuencias determinada por la

primera columna de la tabla de la figura A-2.1. y la encabezada por F;T,
constituyen una imagen empirica de la funcién de distribucion normal que
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venimos considerando. En este caso, los resultados empirico y tedrico, para X
=170, serian, respectivamente:

Fs =] " f()-dx =0620 ,y también: [ " f(x)-dx = 0622

que implicarian una discrepancia absoluta de 0'002 y relativa del 0°32% entre el
valor teorico y el correspondiente valor observado, que resulta ser francamente
baja.

3. Caracteristicas de la distribucion
3.1. Medidas centrales o promedios
Comenzaremos, como es habitual, por el calculo de los diferentes

promedios o valores de la distribucién de la variable “Cl”. Para ello, y a partir de
la tabla inicial, elaboraremos la siguiente:

nilogx; | log x; Cl X; n; xini | NT Xi? N nilxi
6’506 | 2’1687920 | Menos de 150 | 147’5 3 442’5 3 65.268°75 | 0’020
32°749 | 21832698 | De 150 a 155 152’5 15 2.287°5 18 348.843°75| 0’098
109’864 | 2°1972806 | De 155 a 160 157’5 50 7.875°0 68| 1.240.312°50| 0’318
530’605 | 2’2108534 | De 160 a 165 162’5 240| 39.000°0| 308| 6.337.500°00| 1’477
693’893 | 2’2240148 | De 165 a 170 167’5 | 312 52.260°0| 620| 8.753.550°00| 1’863
525’645 | 22367891 | De 170 a 175 172’5 235| 40.537°5| 855| 6.992.718°’75| 1’362
242°913 | 22491984 | De 175 a 180 177’5 108 | 19.170°0| 963| 3.402.675°00| 0’608
83’667 | 2’2612629 | De 180y mas | 182’5 37 6.752°5(1.000| 1.232.331’25| 0’203
2225842 | 111111 TOTAL /// [1.000|168.325°0| /// | 28.373.200°00 | 5’949

FIG. A-2.6. Célculos auxiliares de la distribucion de cocientes intelectuales (1)

Veamos, a continuacion, los diferentes promedios o valores centrales
analizados:

* Media Aritmética: a partir de los correspondientes resultados se tiene
que, tratdndose de una distribucion conjunta de frecuencias:

h
X =%, -n,/n=a =168.325/1.000 = 168'325

i=1

que constituye la media aritmética o esperanza matematica de la distribucién de
frecuencias de la variable psicoldgica analizada.

Por otra parte, y por lo que se refiere a la determinacion de otros

promedios o medidas centrales de esta distribucion de frecuencias, veamos que, a
partir de la primera columna y de la encabezada por Njt (tabla de la figura A-
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2.6.) se obtienen los siguientes resultados promedios (como NjT = 500 esta en el
intervalo del 165 a 170, en €l se encuentra la mediana o segundo cuartil):

* Mediana: Me = 165 + [(500-308)/312] x 5= 168’08 ~ 168
, que se halla situada en el punto de corte o interseccion de los diagramas

acumulativos ascendente 'y descendente, por definicion (véase figura
correspondiente A-2.4).

* 1.81 cuartil: Q, = 160 + [(250-68)/240] x 5=163'79 ~ 164

* 3.81 cuartil: Q, = 170 + [(750-620)/235] x 5=17277 ~ 173

Es decir, entre los individuos integrantes del colectivo en estudio, la mitad
tienen un Cl inferior a 168’08, la cuarta parte, un CI inferior a 163’79, otra cuarta
parte, mas de 172’77 y entre los cocientes intelectuales 163’79 y 172’77 se
encuentra el 50% de aquellos individuos.

Otros promedios interesantes para nuestro estudio serian los siguientes:

* Moda: M, = 165 + [(235/240+235)] x 5 = 167'47

* Media cuadratica:

8
C=[>x?-n /n=128373.200/1.000 —168'44
i=1

* Media geométrica:

8 8
G =1/ -x" =antilog. > n,-log x; /n =
i=1 i=1

= antilog 2.225'842/ 1.000 =168'2062

* Media armonica:

8
H = n/z n,/x, =1.000/5'949 =168'0955

i=1

Desde luego, las cuatro medias aqui estudiadas quedan ordenadas, con
arreglo a su magnitud, del modo siguiente:

armoénica < geométrica < aritmética < cuadréatica

(H = 168'0955) < (G = 168'2062) < ( X =1683250) < (C =168'4435)

305



EJEMPLOS PRACTICOS

3.2. Medidas de dispersion o concentracion

Por lo que se refiere a la desviacion tipica o "standard”, como medida de
la dispersion absoluta de la distribucion por el colectivo analizado de nuestra
variable psicolégica Cl, veamos que su valor vendra dado por:

o =~+/C?— X? =+/168'4435° —168'3257 = 6'36 ,
y un coeficiente de variacion de Pearson (medida de dispersion relativa) de :
CV = o/ X = 6'35/168'325 ~ 0'038 = 3'8%.

Recorrido o rango: R = 182’5 — 147°5 = 35

Recorrido relativo: R’ = R/ X =35/168"325 = 0°208

Coeficiente de apertura: C,, = Xg/X; = 182°5/147°5 = 1’2373

Recorrido intercuartilico:

Q;-Q;=173-164 =09,
Recorrido semi-intercuartilico:
(Qz-Q1)/(Q3+Qp) =9/ (173 +164) =0'02671 =~ 2’ 7%,

es decir, que en ambos casos, la medida de dispersion empleada viene a
representar aproximadamente sélo alrededor del 3% del correspondiente
promedio. Desde luego, ello indicaria que el grado de uniformidad y
equilibrio del colectivo que nos ocupa, en relacion a la distribucion de los
cocientes intelectuales de los individuos que lo componen, resulta
francamente elevado. En efecto, los coeficientes de uniformidad

anteriormente definidos (ver anterior anexo n°: 1), tomaran, en este caso, los
siguientes valores:

CU, =100-(1-CV )=100-(1-0'038) = 96'2%

CU, =100-(1-127-CV)=100-(1-127-0'038) = 95'2%
CU, =100-(1-0'80-CV )=100-(1—0%80-0'038) = 97'0%
debiendo considerarse también que:

CU, =(Q,/X)-100 = (16379/168:325)-100 = 97'3%

, Si bien otra determinacion del mismo coeficiente de uniformidad psicoldgica
conduciria al valor:
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CU, =100 (1- 068 - CV) =100 (1 - 0'68 x 0'038) = 97'4% ,

cuya pequefia discrepancia (+0'1%) con el resultado anterior débese al propio
ajuste de normalidad, o bien al proceso de calculo decimal.

Veamos, por ultimo, que el "coeficiente de uniformidad psicolégica
medio", ofrecerd un valor de:

CU =100 (1 - 0'92-CV) = 100 (1 - 0'92 x 0'038) = 96'5% ,

mientras que también:
CU, =100- Q =100- /@ =97'4%
Q, 17277

La representacion grafica de los valores de los diferentes coeficientes de
uniformidad hallados, en definitiva, es la siguiente:

COEFICIENTES DE UNIFORMIDAD (%)

98

97,5 1

97 |
96,5 -
96 |
95,5 -
95 |
94,5 |
94 | : : : : ———
cuL cu2 cu3 cu4 cus cu

FIG. A-2.7. Valores de los diferentes coeficientes de uniformidad psicoldgica

3.3. Otras caracteristicas de la distribucion de frecuencias

Por lo que se refiere a las restantes caracteristicas de la distribucion de la
variable psicoldgica CI, veamos que una de la asimetria o sesgo la constituye el

denominado "1.8" coeficiente de asimetria de Pearson", que viene expresado por:
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p, = X-M, :168325—16747 _0134%0 |
o 6'36

luego se trata, en nuestro caso, de una distribucion practicamente simétrica.

También podriamos calcular el ""2° coeficiente de asimetria de Pearson", a
saber:
o _ 3-(X-M,) 3-(168'325-168'08)
= =
(o}

= 0113 |
6'36

0 bien el "coeficiente de sesgo cuartilico”, de valor:

Q3_2Q2+Q1 _

17277 —2-168'08 +163'79

= 0'045

Qs_Ql

que conducen, en todos los casos, a conclusiones similares. Cabe observar, no
obstante, una ligera asimetria o sesgo hacia la derecha, puesto que: P,>0, P,>0 y

también:

17277

—-163'79

X = 168’325 > Me = 168’08 > Mo = 167’47

Asi mismo, se elaborara la siguiente tabla:

ni | xi-168|(x-168)° -n;| (x-168)* -n; | | x;-168 | -n;
3| -20'5] -25.844’4| 529.810°2 61’5
15| -15’5| -55.8512| 865’693’6 232’5
50| -10'5| -57.881'3| 607.753’6 525°0
240 -5°5| -39.930°0| 219.615°0 1.320°0
312| -0’5 -390 19°5 156°0
235| 45| 21.414’6| 96.365’7 1.057°5
108| 95| 92.596’5| 879.666°7 1.026°0
37| 14’5] 112.800°0]1.635.600°0 536’5
8
1.000| //11 | 47.265°2|4.834.524’3 4.915°0
i=1

FIG. A-2.8. Célculos auxiliares de la distribucion de cocientes intelectuales (1)

De los resultados de la tabla de la figura anterior, se deduce que el

momento central (respecto a la media aritmética) de tercer orden es:

por lo que se tendra un "coeficiente directo de asimetria” o "coeficiente de sesgo"

de Fisher de:

m, = 47'2652 ,
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g, = myfo° = 47°2652/6'36° = 0'18

que confirma la existencia de una distribucién aceptablemente simétrica (en
curvas simetricas como la normal, se cumple que: g, = 912 =0).

Por otra parte, m, = 4.834'5243 (momento central o respecto a la media

aritmética, de 4° orden) y, por tanto, se tendra un “coeficiente de curtosis” de
Fisher de:

4 4
g,=(m,/c ) - 3=(4.834'5243/6'36 ) - 3=2'95-3=-005~0 ,

lo que permite asegurar que la distribucion es mesocurtica y aproximadamente
normal (la curva normal, como es sabido, tiene un valor: g, = 0).

Veamos, asi mismo, que la anterior tabla de calculo (ver figura A-2.8), en
su ultima columna, nos permitira el calculo de otra medida de dispersion absoluta
a la que ya nos hemos referido con anterioridad: la desviacion media respecto a
la media aritmética (que seria minima con respecto a la mediana), a saber:

3 [x, - X|n,
= i=1

DM =- =4.915/1.000 =4'915~ 40 /5=

n
=4.6'36/5=5'088

Este valor de la DM, en la presente distribucidn agrupada de frecuencias,
conducira a una determinacién mas ajustada y directa del valor del coeficiente de
uniformidad psicologica CU,, a saber:

CU, =100 (1-4'915/168'325) = 9708 % |,

practicamente coincide con el anteriormente calculado (97°00%) mediante
procedimientos indirectos.

3.4. Indice de Gini y curva de Lorenz
Para la determinacion de dichos items, cuya fundamentacion teorica y
aplicacion a los problemas psicoldgicos ya ha sido explicada en el anterior anexo

de este apéndice de nuestro libro, resulta necesaria la elaboracion de la siguiente
tabla de célculos auxiliares:
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(C|)i: .

Li X n, R i i i-0i

n | xeny | 00 | S0 ok | (06)

<150 |135°0 3 405°0 0’3 0°24 0’3| 0°24| 0’06

150-155 | 152’5 15 2.287°5 1’5 1’36 1’8| 1’60| 0’20

155-160 | 157’5 50 7.875°0 50 4’67 6’8| 6’27| 0’53

160-165 |162°5 240| 39.000°0| 24°0 23’12 30’8(29°39| 1’41

165-170 |167°5 312| 52.260°0| 31’2 30797 62°0|60°36| 1’64

170-175 (172’5 235| 40.537°5| 23’5 24’03 85’5184°39| 1’11

175-180 |177°5 108| 19.170°0| 10’8 11’36 96°3|95’75| 0’55

>180 |194°0 37| 7.178°0 3’7 4’25 100 100| 0’00
8

izﬂ: 1?060 16§|71_3’0 100% 100% 383'5|378°0| 5’50

FIG. A-2.9. Célculos auxiliares para la determinacion de G

En este caso, al objeto de precisar mejor los calculos, los valores de la
primera y Ultima marca de clase: x; = 135’0 y xg = 194’0 se han estimado
teniendo en cuenta los valores extremos: (Cl), = 120°0 y (Cl)4 = 208’0, a los que
antes hemos considerado “outliers”.

Asi pues, segun la formula dada por Pulido, el valor del indice de Gini, en
este caso, sera de:

K-1

G ;(pi _qi) _ 550
& 2835
Zpi

i=1

=002 =2%

Habida cuenta del bajisimo valor del indice obtenido, podemos afirmar
que la distribucion de los CI de los individuos componentes del colectivo
analizado es casi perfecta desde el punto de vista estadistico.

La correspondiente curva poligonal de Lorenz apenas se separa de la
diagonal o bisectriz del primer cuadrante, dado el bajisimo valor del indice de
Gini ya obtenido, por lo que obviaremos su representacion grafica, a efectos
practicos. En cualquier caso, ampliaremos el concepto acerca de esta importante
curva en epigrafes posteriores de este mismo anexo.

3.5. Indice de Williamson
En nuestro caso, la variable psicoldgica en estudio es el CI global que

posee cada intervalo de clase. Por ello, la formula pertinente (ver anexo n°: 1), en
relacion al nimero de individuos, vendra dada por la expresion:
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i(@')i_C']zxni

=i F n n .
W, . ,Vie(1,2,..,8)
' (Cl)/n
Esto es:
8 ( 168.713j
z X; — xf;
Y = 1.000 _
168'713
~ \/ (135'0-168'713) x 0'003+ (1525 -168713) x 0015 + (157'5-168'713f x 0'05+
168713
\/+ (1625-168713)* x 024 + (167'5-168'713Y x 0'312+ (172’5 -168713)* x 0235+
168713
\/ +(177'5-168'713) x 0108+ (1940 -168713)* x0'037 _ / 5873 059
168713 168'713

que, como era de esperar, resulta ser muy bajo.
3.6. Curva e indice de concentracién de Lorenz
3.6.1. Otras especificaciones acerca de la curva de Lorenz

En el ejemplo que desarrollamos se considera una poblacion de N = 1.000
individuos y la variable estadistica X = {x;, n;}, Vi =1, 2, 3..., r, donde x; es el ClI

r
correspondiente a cada una de los individuos del colectivo, siendo N=>n,.

i=1

i
Supongamos ademas que: X; < X; < ... < X,. Llamemos u, = ij-nj es decir, el
j=1
cociente intelectual total poseido por los individuos cuyo CI es menor o igual que
N/ . : N
Xj. Sea p, :W'-loo, es decir, el porcentaje de individuos poseedores del

cociente intelectual u; (NiT es la frecuencia absoluta acumulada ascendente, es
decir, el namero de individuos poseedores del cociente intelectual u;); sea

u;
g, =—
ur

individuos anteriores.

100 , es decir, el porcentaje del cociente intelectual poseido por los NiT

Pues bien, la curva de Lorenz es la linea poligonal quebrada que une los
puntos (0, 0), (p1, d1), (P2, 92), (P3, 3), ---, (Pr, Qr). EN este caso, r = 8.
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En el problema que nos ocupa, la correspondiente curva poligonal de
Lorenz apenas se separa practicamente de la diagonal o bisectriz del primer
cuadrante, dado el bajisimo valor del indice de Gini obtenido (G = 0°02), como
hemos tenido ocasidén de comprobar con anterioridad.

También puede resultar de interés, en nuestro caso, la aplicacion de la
funcion del econémetra italiano Vilfredo Pareto (1848-1923) a la distribucion de
los cocientes intelectuales por todo el colectivo de superdotados en cuestién2.

3.6.2. Indice de concentracion de Lorenz

En el problema que contemplamos, veamos que un valor aproximado de
este indice es el que se obtiene mediante la aplicacion de la formula basada en los
porcentajes acumulados, que se emplea cominmente en los trabajos préacticos.
Aqui, la férmula correspondiente explicada en el anexo anterior de este mismo
libro, tomara la configuracion simplificada (con n =8y g, = 100):

7

ZQi ich
1-=

i=1

L=1-2x 5 _1.
7 100 350

El resultado que ofrece la aplicacion de la formula anterior es el siguiente,
teniendo en cuenta, como ya se ha dicho, que resulta necesario ordenar los
valores de la variable psicologica en estudio (Cl) de menor a mayor, para la
aplicacién correcta de la formula, asi:

Xi Qi
024| 024
1’36] 1760
425| 585
4'67| 10’52
11°36| 21’88
23’12 45’00
24°03| 69°03
30°97| 100700

8

> | 100°00| 254’12

i=1

FIG. A-2.10. Ordenacion creciente de los porcentajes acumulados de cocientes intelectuales

2 Educado como ingeniero y matematico, Pareto se dedicd, en una primera etapa, a la aplicacion de las
matematicas a la economia. Sucedi6 a Leon Walras en la catedra de economia de la Universidad de
Lausanne, en 1892. Utilizando las curvas de indiferencia introducidas por Edgeworth, logré establecer las
condiciones matematicas para que se produjera el Equilibrio General; cred el concepto de "6ptimo",
Ilamado luego éptimo paretiano, para referirse a una situacion donde se obtiene una maxima utilidad dado
un conjunto previo de bienes o servicios. Sus trabajos sirvieron como punto de partida para la llamada
“Economia del Bienestar”. Criticd agudamente al socialismo.
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A esta distribucion de probabilidad le corresponde, pues, el indice de
Lorenz:

15412
350

L=1- =0’56

4. Ajuste a una distribucién normal

4.1. La hipotesis de normalidad y el estadigrafo xz

La distribucion que venimos estudiando de la variable psicologica Cl, en
el colectivo de superdotados considerado, puede ajustarse a una distribucion
normal. De este modo, la distribucion tedrica de los cocientes intelectuales
vendra dada, como ya se ha visto, por la funcion de densidad normal:

(x-168'325 )2

y= (1/6'36-\/27[).QW

Mediante los métodos adecuados de la Estadistica Matematica, seria
posible justificar la bondad de este ajuste contrastando la hipotesis de

. : ] 2
normalidad mediante el empleo del estadigrafo ¥ de Pearson, tal como ya se
realiza en algun otro apartado de esta misma obra.

En la figura A-2.11 se ha representado graficamente la funcién anterior.
En realidad, tal representacion significa el ajuste de una funcion de densidad
normal a la distribucién de los Cl observados por medicién de los mismos.
Utilizando una tabla de la distribucion normal como la que incluimos en este
mismo capitulo, podemos obtener las areas de las superficies que estan limitadas
por la curva normal, el eje de abscisas y las ordenadas en los extremos o limites
de los intervalos de clase. Dado que, como es bien sabido, dicha &rea total es
igual a la unidad (probabilidad total del espacio muestral), resultard que cada una
de ellas expresa la probabilidad pj de que la variable “CI” tome un valor

perteneciente al correspondiente intervalo de clase.

Para proceder al ajuste es necesario transformar los valores observados de
la variable CI (en este caso representados por el limite superior Lj de cada
intervalo de clase) en valores tipificados o "estandarizados", lo que se consigue
restando de cada Lj la media aproximada de valor 168 (columna 22 de la tabla de
la figura A-2.12) y dividiendo dicha diferencia por la desviacion tipica 6'36 de la
distribucién observada (3% columna), al objeto de poder emplear las tablas de la
distribucién normal, obtenidas para una distribucion de media o = 0 y desviacion
tipica o = 1. Asi:
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FRECUENCIA
ORDINARIA
FREC.| FREC.
A8S0L | REL.(%)
3204320 ol _
4\\
288+ 288 -
v
256256 i
71 ' I\
2244224 i
924192 / I \
B0+ 160 / ‘ \
28+ 128 1 i \
%1 96 / i
ol oo / | \
324+ 32 : i
o 4 l [ —— »
¥ g 2 3 2 2 g £ 2 e X
LIMITES DE INTERVALOS DE CLASE (Cl)
FIG. A-2.11. Distribuciéon campaniforme o gaussiana de los ClI
AJUSTE DE UNA DISTRIBUCION NORMAL A LA DE LOS COCIENTES INTELECTUALES
L;-168
Li I.i—lﬁa t= 536 P Pi Ti n;
150 -18 -2,817 0,002 0,002 2 3
155 -13 -2,034 0,021 0,019 19 15
160 -8 -1.252 0,105 0,084 84 50
165 -3 0,469 0,319 0,214 214 240
170 2 0,313 0,622 0,303 303 312
175 7 1,095 0,864 0,242 242 235
180 12 1,878 0,971 0,107 107 108
= = = 1,000 0,029 29 37
1,000 1.000 1.000

Las areas bajo la curva normal se obtienen como diferencia entre los
valores correspondientes de la funcién de distribucion. A partir de estos valores
tipificados se puede emplear la Tabla de la Distribucion Normal, calculando

FIG. A-2.12. Ajuste a una distribucién normal de los ClI

mediante las oportunas interpolaciones, en su caso, los valores P, tales que:

siendo:

-2817 ' -2034 ,
P :j.w f(t)dt= 0002 ; P, :j_w f(t)-dt= 0021 ;etc,
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t=Z=(x-a)lc

La diferencia entre dos Pj consecutivas determina las probabilidades pj de
que la variable CI tome un valor comprendido entre L, , y Lj, de tal manera que:

p, =P, =0002 ;
p,=P,-P;=0021-0002 =0'019 ; etc.

Las frecuencias tedricas son proporcionales a las correspondientes areas
existentes bajo la curva normal. Distribuyendo la frecuencia total, n = 1.000
individuos, en nuestro caso, proporcionalmente respecto a las probabilidades p;,
se obtienen las frecuencias tedricas T;, que corresponderian a los cocientes
intelectuales observados si la variable Cl se ajustara exactamente al modelo
teorico de la distribucion normal. En nuestro ejemplo, las discrepancias entre
los valores observados n; y los tedricos T; son lo suficientemente pequerias
como para que pueda aceptarse la hipotesis de que la variable psicolédgica Cl
sigue una distribucion normal, a pesar de la determinacion que realizaremos a
continuacion.

En cualquier caso puede hacerse, como ya se ha apuntado, un contraste de

la bondad del ajuste utilizando el estadigrafo XZ de Pearson, con (n-1) grados de
libertad, a saber:

Zz _ Zn: (ni -_riTi )2

i=1

puesto que V Tj > 5, a excepcion del correspondiente al primer intervalo de clase
L., yaque T, =2

De este modo, se tendra:

2 2 2 2 2
, (3-2) +(15—19) +(50—84) +(240—214) +(312—303) .

T 19 84 214 303
2 2 2
.\ (235 - 242) . (108 —107) . (37-29)° _ 20'95
242 107

El valor de x2 con: 8-1 =7 g.l., para una probabilidad del 5% es 14'067 <
20'95, luego se rechaza la hipdtesis nula y, en su consecuencia, el ajuste o
asimilaciéon a una distribucion normal sera sélo orientativo, pero no aceptable
estrictamente.

4.2. Determinacion y fiabilidad del coeficiente de correlacion no lineal

Podemos, no obstante, calcular el coeficiente de determinacion o critico
del ajuste anterior, a partir de la siguiente formula de la varianza residual:
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2

S 204

. SZ

n

=12617

2 1
8%, 2555

e —1- =0980 |,
s2 12.617

lo que implica un coeficiente de correlacion de:
r=++ 0980 == 0'990

que resulta suficientemente aceptable, razén por la que aceptaremos como
valido el presente ajuste normalizado.

Por otra parte, y por lo que se refiere a la fiabilidad del coeficiente de
correlacion hallado r, definimos la variable aleatoria:

Z=1/2 - In[(1+r)/(1-N] ; e*=[(1+n)/(@1-1] ;
con: p=0990yn=8.
Se trata de determinar un intervalo de valores entre los que puede

razonablemente esperarse (con una probabilidad del 95%) que se encuentre r,
con media:

nite 199
1_ In—
i, = L __001_5e47
2 2
y desviacion tipica:
o, S BV
n-3 45

El intervalo buscado sera:
Z=uz + 2-067=2'647 + 0894 =3541 y1'753
valores éstos que corresponden a: r, =0998 y r,=0'042.

Asi pues, puede afirmarse que la probabilidad de que se cumpla la
desigualdad: 0'942 < r < 0'998, es del 95%.

Aungue la relacion precedente simplifique, de modo notable, el problema
de determinar la exactitud de r como estimador de p, tiene la desventaja de no ser
fiable si las dos variables analizadas no poseen una distribucion normal conjunta.
En su consecuencia, a menos que se esté bastante seguro de que estas variables
tengan tal distribucion -por lo menos con una buena aproximacion- no debe
confiarse grandemente en los resultados obtenidos.
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5. Distribucién exponencial

Un caso particular de la distribucion anteriormente estudiada I'(a.,a) en el
anexo anterior de nuestro libro se presenta cuando: o = 1, circunstancia que da
lugar a la denominada “distribucion exponencial”, a la que también nos hemos
referido con anterioridad. O sea, se tiene la siguiente funcién de densidad:

e—x/ﬂ
, VX >0

fx) =< B
0 VX <0

En nuestro caso, asimilamos: B = X = 168’713 (media aritmética de la
distribucién o esperanza matematica de la misma), con lo que:

(x) 1 e -168‘X713

~ 168713

Asi pues, si se trata, por ejemplo, de saber la probabilidad de encontrar, en
el colectivo de superdotados analizado, un individuo de CI méaximo inferior a
160, el problema estriba entonces en calcular la integral definida:

150 @ 168713 t = x/168'713
dt

F(x <160) = [ =~ ————dx =
135 168 '713 dx = 168713

(haciendo el correspondiente cambio de variable)

= ["Tetdt = [-e [ = -% + &7 = 044933 — 038674 = 0'06259 = 6'3%

0'80

resultado éste que diverge algo del que se deduce de la tabla de la figura anterior
A-2.1, donde corresponderia el 6’8%, como se puede comprobar. De hecho, la
determinacion del grado de exactitud del ajuste de la distribucion anterior a la
distribucion teorica exponencial se habria de contrastar mediante un test de
hip6tesis x con (k-1) grados de libertad, siendo k el nimero de pares de clase
comparados. En nuestro caso, tendriamos que:

Xi

e "168713 5'03

©i = Teg71z | gnen

Obviamente, el valor del estadigrafo es:
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P :Zl“ (n; ;ei)

que resulta ser elevado e inapropiado, habida cuenta del caracter descendente de
esta distribucidn teorica de probabilidad, que no se corresponde con la realidad
del caso préctico cuya resolucion nos ocupa, con lo que, la discrepancia entre los
valores tedricos (propios de la distribucién exponencial) y los reales es bastante
grande, y haria falta buscar una distribucion mejor, circunstancia que excede las
pretensiones de nuestro problema, ya que y%es (5 g.l.) = 11°07, en el caso de
escoger una region critica del 5%.

6. Correccion por agrupamiento en "‘clases"

Veamos, por ultimo, que por haberse realizado, en este ejemplo practico,
un agrupamiento en clases o intervalos de amplitud: ¢ = 5 de los valores de la
variable psicologica analizada (coeficientes intelectuales de los individuos
componentes del colectivo de superdotados analizado), procede aplicar la
correccion de Sheppard para la determinacion de la desviacion tipica mas
ajustada de los datos del problema. Esto es:

2 2
cl=0"- ;—2 =168'44% —168'32° — i—z = 38'33 = m, (varianza corregida)

o. =+ 3833 =619 (desviacion tipica corregida),

que ldégicamente, resultan ser de alguna menor cuantia que en la primera
determinacion efectuada. Ello podria obligar a una ligera revision de los célculos
anteriores en los que se haya hecho intervenir a la expresada medida de la
dispersion, por el colectivo, de los valores de la variable psicolégica estudiada
Cl. Como consecuencia de estas correcciones, se tendria también un coeficiente
de asimetria corregido de:

corregido = M _ Araes2 0'20, que resulta ser algo superior
o J (y/m, corregido)®  (¥3833)° & go sup
al obtenido anteriormente.

Del mismo modo, obsérvese que el valor del momento central de 4° orden
sin corregir es: m, = 4.834’5243. Practicando ahora la correccion Sheppard
pertinente, que puede verse con mayor extension en el ejemplo siguiente, se tiene
que:

m, corregido = m, — (¥4)c’m, + (7/240) ¢* =

= 4.834°5243 — Y5(5)%(40°45) + (7/240)-(5)* =
= 4.834°5243 — 505’625 + 182292 = 4.347°1285
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Asi mismo, por lo que se refiere al coeficiente de curtosis corregido, se
tendra que:

g» corregido = a4 corregido — 3 =

m, corregido 3_ 4.3471285

——— 3= ——3=2'96 -3'00 = -0'04
(m, corregido) 38'33

En cualquier caso, la restriccion que se impone para poder emplear este
tipo de correccion es el hecho que sélo se puede aplicar para variables continuas,
donde las colas de la distribucion en ambas direcciones van a cero, como es el
caso de la que nos ocupa. Sin embargo, su inconveniencia estriba en que la
correccién puede modificar substancialmente algunos resultados, lo que conlleva
a cometer otro error, habiéndose generado mucha polémica entre los expertos
sobre cuando usar la correccion explicitada.
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1. SEGUNDO PROBLEMA

El presente ejercicio esta adaptado del libro clasico de Murray R. Spiegel
titulado “Teoria y problemas de Estadistica”. Ed. McGraw-Hill. México, 1969,
citado en la bibliografia.

La tabla de la figura siguiente A-2.13. muestra las marcas de clase y
las frecuencias simples del cociente de inteligencia (Cl) de 480 alumnos de
una cierta escuela elemental, obtenido mediante un test WISC (Wechsler
Intelligence Scale for Children). Se trata de hallar: (a) las medias aritmética
y cuadratica. (b) la desviacién tipica o “standard” y la varianza mediante los
metodos clave. (c) los coeficientes de uniformidad psicoldgica. (d) Otras
medidas centrales y de dispersion de la variable psicolégica. (e)
Comprobacién Charlier y correccion Sheppard de los apartados anteriores
(@) y (b). (f) porcentaje de estudiantes del problema cuyos cocientes de
inteligencia caen dentro de los intervalos: X = s, X +2s, X £ 3s.(g)
Convertir los Cl en referencias tipificadas y construir un gréafico de
frecuencias relativas de la variable normalizada. (h) Hallar los momentos
para los datos agrupados, aplicando la comprobacion Charlier y la
correccion Sheppard. (i) Calcular la asimetria y la curtosis de esta
distribucion, aplicando las correspondientes correcciones Sheppard.

Marcasdeclase |70 74 78 82 86 90 94 98 102 106 110 114 118 122 126
(Xi)

Frecuencias(f) |4 9 16 28 45 66 8 72 54 38 27 18 11 5 2

FIG. A-2.13. Marcas de clase y frecuencias simples
Solucion:

El cociente de inteligencia, como se sabe, viene dado por: (C.l.) = edad
mental/edad cronoldgica, y esta expresado como porcentaje. Por ejemplo, un
nifo de 8 afnos que, de acuerdo con ciertos procedimientos poblacionales tiene
una mentalidad equivalente a la de un nifio de 10 afios, tendra un C.I. = 10/8 =
1°25 = 125% o simplemente 125, puesto que el porcentaje se sobreentiende.

Por lo que se refiere al numero de clases, en este caso, y en base a la
férmula de Sturgess, deberian haberse considerado, orientativamente:

k=1+33:1log. 480 =9’85 ~ 10 clases,

habiendo considerado, sin embargo, k = 15 clases.
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Para hallar cdmodamente la media aritmética y la desviacién tipica de los
cocientes de inteligencia, el trabajo puede ordenarse como indica la tabla de la
figura siguiente:

Li Xi u f fu fu’ Ni7 | Nié
68-72 70 -6 4 24 144 4 476
72-76 74 -5 9 -45 225 13 467
76-80 78 -4 16 -64 256 29 451
80-84 82 -3 28 -84 252 57 423
84-88 86 -2 45 -90 180 102 378
88-92 90 -1 66 -66 66 168 312
92-96 | A—94 0 85 0 0 253 227
96-100 08 1 72 72 72 325 155

100-104 | 102 2 54 108 216 379 101
104-108| 106 3 38 114 342 417 63
108-112| 110 4 27 108 432 444 36
112-116 | 114 5 18 90 450 462 18
116-120| 118 6 11 66 396 473 7
120-124 | 122 7 5 35 245 478 2
124-128| 126 8 2 16 128 480 0
N =>f =480 | >fu = 236 | >fu® = 3.404

FIG. A-2.14. Frecuencias ordinarias y acumuladas de la distribucion de cocientes intelectuales

_ _ E fu
a =A+cu=A+cC =94 +4 — | =
(@) X=A A 94 + 4 236 95'97
N 480

(b) s=cvu? -u’ _c\/zlflu2 —(quj =4\/ﬂ—(@j2 - 4,/6'8499 =10'47

N 480 480

.y un valor de la varianza de: s?> = 109°60.

Debe tenerse en cuenta que la media cuadréatica tendra un valor de:

C=vs’ + X = 1/109'60 + 95'97% = 96'54 .

Conociendo los valores de la media aritmética y la desviacion tipica,
también podriamos intentar el ajuste de la variable psicolégica Cl a una
distribucién normal. En este caso, la distribucion tedrica de los cocientes
intelectuales de los alumnos constituyentes del colectivo analizado vendria dada
por la funcion de densidad normal:

(x—95'97)2

y = (1/10'47 x+[2n) xe 292
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aunque habria que comprobar la bondad de dicho ajuste mediante el empleo del
test %, tal como hemos realizado en el ejercicio anterior.

(c) El recorrido o rango entre los valores extremos de la variable psicoldgica
de esta distribucion de frecuencias vendra dado por: R = 128 — 68 = 60, y
el recorrido relativo sera:

R’ = R/ X =60/9597 = 0’625, con un coeficiente de apertura de:
Cap = X15/X1 =126/70 = 1’8,

mientras que el coeficiente de variacion de Pearson, sera:

1047

x100 =1091% .
95'97

CV = > %100
X

Observese que, en este caso, al configurar la tabla de la figura A-2.14
hemos ampliado el rango o recorrido artificiosamente, resultando en todos los
casos intervalos de clase de la misma amplitud (c; = 4), incluyendo los intervalos
extremos. De hecho, el recorrido o rango existente entre las marcas de clase
extremas vendria dado por:

R =126 — 70 = 56, y el recorrido relativo valdria, entonces:

R’=R/X=56/9597 = 0’584.

En este segundo ejemplo, como puede observarse, la dispersion de los Cl
por el colectivo analizado resulta mayor que en el caso anterior, por lo que la
medida de la “uniformidad psicologica” sera menor, asi:

CU; =100 (1 -CV) =100 (1-071091) = 89°09%

CU,=100(1-0’68 - CV) =100 (1 -0’68 - 0’1091) = 92°58%

CU;=100(1-1"27-CV) =100 (1-1"27-0’1091) = 86°14%

CU,=100(1-0’80-CV)=100(1-080-0'1091) =91°27%

Veamos, por ultimo, que el “coeficiente de uniformidad psicolégica
medio” ofrecera un valor de:

CU=100 (1 -0’92 CV) = 100 (1 - 0’92 - 0°1091) = 89°96%

La representacion grafica de los valores de los diferentes coeficientes de
uniformidad hallados, a los que hemos afiadido el CUs que se calcula més
adelante, en definitiva, sera la siguiente:
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COEFICIENTES DE UNIFORMIDAD (%)

94

92

90

88

86

84

82 - ;
Cul cu2 Cu3 Cu4 CU5

FIG. A-2.15. Valores de los diferentes coeficientes de uniformidad

[

CU Medio

(d) Como la frecuencia absoluta acumulada ascendente NiT = 480/2 = 240 se
encuentra en el intervalo de clase 92-96, en él se encuentra también la mediana o
segundo cuartil de esta distribucién de frecuencias, con lo que:

240 —-168
Me=Q2:92+T-4=95’39.

Las medias que venimos estudiando (aritmética, geométrica, cuadratica y
armoénica) constituyen medidas de posicion central que representan el conjunto
de valores observados de la distribucion psicoldgica, equilibrando los mas
elevados, los intermedios y los méas bajos, ya que en su computo intervienen
todos ellos. El problema que tienen estas medias es que resultan sensibles a los
valores extremos y cuando existe mucha dispersion son poco representativas del
conjunto de observaciones; de ahi la conveniencia de calcular también la
mediana que, en vez de equilibrar los valores de la variable psicoldgica analizada
para determinar el centro de gravedad de la distribucion, equilibra las frecuencias
observadas a ambos lados de la misma.

Desde el punto de vista geométrico, la mediana es el valor de la abscisa
(X) que corresponde a la vertical u ordenada (Y) que divide la representacion
grafica de la funcion de densidad en dos partes de igual area, dejando a su
izquierda el mismo namero de frecuencias que a su derecha. Este promedio
sefiala también el punto de interseccion de los diagramas acumulativos
ascendente y descendente, que se deducen de la tabla inicial del problema, como
puede verse a continuacion:
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DIAGRAMAS ACUMULATIVOS ASCENDENTE Y

DESCENDENTE
o 600 600
5 = 500 - + 500
o Z H"\I\.\ /’H_‘
c,‘: @ 400 400
—&— Ni-

2 B 300 | 1 300 !
S 3 Punto de corte (95'39, 240) ——Ni+
c £ 200 - L 200

5
S0 O
S ® 100 100
H 0 +~4/‘// ‘ Lo

68 72 76 80 84 88 92 96 100104108112116120124128

Marcas de clase (Cl)

FIG. A-2.16. Diagramas acumulativos ascendente y descendente de los cocientes intelectuales

Del mismo modo se tendra:

-Primer cuartil: Q,= 88 +$ . 4=89°09

-Tercer cuartil:  Q;=100 + 3605% 4 = 102’59

Es decir, entre el alumnado analizado, la mitad tiene un CI inferior a
9539, la cuarta parte un ClI inferior a 89’09, y el intervalo 89’09 < ClI < 102’59
comprende el 50% de los alumnos.

Con todo ello, también, definiremos los siguientes parametros:

- Moda: Mo = 92 + z_ 4=94’09
66 + 72

-Recorrido intercuartilico: Q; — Q; = 102’59 — 89’09 = 13’5

-Recorrido semi-intercuartilico:

Q,-Q, 135
Q,+Q, 102'59 +89'09

= 0’07, y también:
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| 89'09
CU; =100 x % =100 x 10259 =079319 = 93’19%.
3

()  Comprobacién Charlier y correccién Sheppard

Mediante la comprobacion Charlier, se verifican los célculos de (a) la
media aritmética y (b) la desviacion tipica del problema gque nos ocupa.

Para hacer la comprobacion pedida, se afiaden las columnas de la tabla de
la figura A-2.17 a las de la tabla de la figura A-2.14, con la excepcion de la
columna 2 que se repite aqui por conveniencia.

Comprobacion de (a):

2. f(u+ 1) =716, de la tabla de la figura A-2.17.

2. fu+ N =236 + 480 = 716 de la tabla de la figura A-2.14.
Esto suministra la comprobacion de la media aritmética.

Comprobacion de (b):

> f(u + 1)? = 4.356, de la tabla de la figura A-2.17.

> fu? + 23 fu + N = 3.404 + 2(236) + 480 = 4.356 de la tabla de la figura A-2.14.
Esto suministra la comprobacion de la desviacion tipica o standard.

u+1 f f(u + 1) f(u + 1)°

-5 4 -20 100
-4 9 -36 144
-3 16 -48 144
-2 28 -56 112
-1 45 -45 45
0 66 0 0

1 85 85 85
2 72 144 288
3 54 162 486
4 38 152 608
5 27 135 675
6 18 108 648
7 11 77 539
8 5 40 320
9 2 18 162

N=Xf=480 | Xf(u+1)=716 | Xf(u+1)*=4.356

FIG. A-2.17. Tabla auxiliar de calculo (I)

Comprobacion Sheppard para la varianza:
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s?= 109’60, ¢ = 4. Varianza corregida = s* — (c?/12) = 109’60 — (4%/12) = 108°27.
Desviacion tipica corregida =+/108'27 =10'41

()  Mediante el empleo de las propiedades de la desviacion tipica, se trata de
determinar el porcentaje de estudiantes del problema cuyos cocientes de

inteligencia caigan dentro de los intervalos: (1) X + s, (2) X + 2s, (3) X + 3s.

(1) X +s = 95'97 +10°'47 da un intervalo de 85’5 a 106’4.

El nimero de cocientes de inteligencia en este intervalo es:
(88 85 5J(45) +66+85+72+54 + (—106 44‘ 104j(ss) =339

Porcentaje pedido: (339/480) x 100 = 70°6%.
(2) X + 2s = 95'97 + 2(10'47) da el intervalo de 75’0 a 116°9.

El nimero de cocientes de inteligencia en este intervalo es:

(76—750 (A1) 451

)(9)+16+28+45+66+85+72+54+38+27+18+(Mj

Porcentaje pedido: (451/480) x 100 = 94°0%.
3 X +3s = 95'97 + 3(10'47) da el intervalo de 64’6 a 127°4.

El nimero de cocientes de inteligencia en este intervalo es:

480 — (Mj(z) =479'7 6 480

Porcentaje pedido: (479°7/480) x 100 = 99°9% o practicamente 100%.

Los porcentajes obtenidos de (1), (2) y (3) estan bastante de acuerdo con
aquellos que cabria esperarse de una distribucién normal para los mismos
intervalos, es decir, 68’27%, 95’45% y 99°73%, respectivamente, tal como
hemos visto en el anexo n°: 1.

Adviértase que no se ha empleado la correccion Sheppard efectuada
anteriormente para la desviacion tipica. Si se emplease en este caso los resultados
aun se acercarian mas a los esperados. También estos resultados pueden
obtenerse mediante la tabla de la figura A-2.18.
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(g)  Se trata ahora de convertir los C.1. en referencias tipificadas y construir un
grafico de frecuencias relativas de la variable normalizada.

El trabajo de conversion en referencias tipificadas puede ordenarse tal
como se indica en la tabla de la FIG. A-2.18. En esta tabla se han afadido, para
utilizar posteriormente, las marcas de clase de C.I. 66 y 130 que tienen
frecuencia cero.

Tampoco se ha utilizado la correccion Sheppard para la desviacion tipica.
Las referencias corregidas en este caso son practicamente las mismas que las
dadas aqui para la precision indicada, teniendo en cuenta que, para simplificar los

calculos: X=96’0, s = 10’5.

La tabla resultante es la siguiente:

CL{X) X=X [ z= -———-——X_X - Frecuenciss f | FHeeonenclas. retativas
(I _ T v

66 | %00 : ~2,86 | 0 | 00
70 —26,0 | ~2,48 H 4 ] 08
74 | —22:0 , =210 1 9 { 19
78 180 1 ~171 f 16 33
82 | ~14,0 1 ~1,33 28 58
86 ~10,0 1 ~0,95 45 | 94
90 =60 ; ~0,57 66 i 13,8
% i : =019 ‘ 8’ 17,7
98 20 ~ 0,19 72 | 15,0
102 | 60 0,57 | 5| 11,2
106 | 100 | 0,95 1 79
110 : 140 138 1 1 ! 56
114 18,0 1,71 ' 18 * 58
118 220 2,10 1 11 23
122 | 26,0 248 5 : 1,0
126 30,0 f 2.86 i 2 i 04
130 34,0 ' 324 i 0 0,0
480 100%

FIG. A-2.18. Tabla para la tipificacion

El grafico de frecuencias relativas de la variable normalizada z (poligono
de frecuencias relativas) se muestra en la figura siguiente A-2.19. El eje
horizontal o de abscisas se mide en unidades de desviacion tipica s. Adviértase
que la distribucion que nos ocupa es moderadamente asimétrica y ligeramente

sesgada a la derecha. En efecto:
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FIG. A-2.19. Gréfico de frecuencias relativas de la variable tipificada

(h)  Se pide, ahora, hallar: (a) m;’, (b) m,’, (c) ms’, (d) m,’, (¢) my, (f) m,, (9)
ms, (h) Ma, () X, G)s, (K) Xy () X para la distribucion de nuestro

problema.

Los momentos potenciales pedidos son medidas obtenidas a partir de todos
los datos de una variable estadistica psicologica y sus frecuencias absolutas.
Estas medidas caracterizan a las distribuciones de frecuencias de tal forma que si
los momentos coinciden en dos distribuciones, diremos que son iguales, siendo

tanto méas semejantes cuanto mayor sea el nimero de momentos que coinciden.

Para ello, elaboraremos la siguiente tabla:

Xi u f fu fu’ fu’ fu*
70 | -6 4 -24 144 -864 5.184
74 | -5 9 -45 225 -1.125 5.625
78 | -4 16 -64 256 -1.024 4.096
82 | -3 28 -84 252 -756 2.268
86 | -2 45 -90 180 -360 720
0 | -1 66 -66 66 -66 66
94(A)| 0 85 0 0 0 0
98 1 72 72 72 72 72
102 | 2 54 108 216 432 864
106 | 3 38 114 342 1.026 3.078
110 | 4 27 108 432 1.728 6.912
114 | 5 18 90 450 2.250 11.250
118 | 6 11 66 396 2.376 14.256
122 | 7 5 35 245 1.715 12.005
126 | 8 2 16 128 1.024 8.192
N=>f=480| Sfu=236 | Xfu?=23.404 | >fu® = 6.428 | >fu=74.588

FIG. A-2.20. Tabla auxiliar de calculo (1)
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Los momentos ordinarios son los siguientes:

(@ m’=¢ Z (4)( 236} 1'9667 =~ (95797 — 94)

(b) my’ = cZZ u” = (4) (34%4j 113'4667
(c)my’ = c32 = (4) (64%8j 857'0667

(A my = ¢ Zf _ (a) (74 5(;38}:39.780'2667

Los momentos respecto a la media aritmética o centrales, son los
siguientes:

(e) my; =0, por la 12 propiedad de la media aritmética

(f) my = my” — my’? = 1134667 — (1°9667)° = 109’5988 = 109’60 (varianza
sin corregir)

(@ m; = my’ — 3m’m,” + 2my"® = 857°0667 — 3(1'9667)(113°4667) +
2(1°9667)° = 202’8158

(h) ms = m,” —4m;’mg’ + 6m,’’m,’ — 3m,’* = 35.627°2853

El resto de especificaciones es el siguiente:

— fu
(1) X:(A+d):A+m1':A+cZN =94 +19667 ~ 95'97

(i) s=+/m, =+/109'5988 = 10’47 (sin corregir)

=(A+d)2 = (A% +2Ad+d?) =A% +2Ad +d? = A? + 2Am,+m,'=
= (94)? + 2(94)(1'9667) +113'4667 = 9.319'2063, 6 9.319
con cuatro cifras significativas.

(k)

X =(A+d)® = (A* +3A%d +3Ad2 +d°) = A* + 3A%d +3Ad2 +d° =
= A® +3A’m,"+3Am, '+m,'= 915.571'9597, 6 915.572
con seis cifras significativas.

()
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Por otra parte, la comprobacién Charlier, en el calculo de momentos por el
método clave, utiliza las siguientes identidades:

YXfu+l)=>fu+N

> f(u+1)°> = fu + 22fu + N

> f(u +1)° = 2fud + 33fu® + 3 fu + N

> f(u +1)* = Tfu* + 431U + 63fu’ + 43 fu + N

Para realizar la comprobacién pedida afiadimos las siguientes columnas a
las del problema que nos ocupa, con la excepcion de la columna 2, que se repite

aqui por conveniencia. Asi:

u+1 f f(u + 1) f(u+1)? f(u+1)® fu+1)*
-5 4 -20 100 -500 2.500
-4 9 -36 144 -576 2.304
-3 16 -48 144 -432 1.296
-2 28 -56 112 -224 448
-1 45 -45 45 -45 45
0 66 0 0 0 0
1 85 85 85 85 85
2 72 144 288 576 1.152
3 54 162 486 1.458 4.374
4 38 152 608 2.432 9.728
5 27 135 675 3.375 16.875
6 18 108 648 3.888 23.328
7 11 77 539 3.773 26.411
8 5 40 320 2.560 20.480
9 2 18 162 1.458 13.122

N=>f=480| Xf(u+1)= Sfu+1)?’= | Jfu+1)>*= | Ifu+1)*=
716 4.356 17.828 122.148

FIG. A-2.21. Tabla auxiliar de calculo (I11)

En cada uno de los siguientes grupos, la primera y la segunda igualdades
se sacan de las tablas anteriormente elaboradas. La igualdad de los resultados de
cada una suministra la comprobacion pedida. Esto es:

Y f(u +1) = 716
Sfu + N =236 + 480 = 716

> f(u +1)* = 4.356
>fu? + 22 fu + N = 3.404 + 2(236) + 480 = 4.356

> f(u+1)°*=17.828
>fu® + 33 fu? + 3Xfu + N = 6.428 + 3(3.404) + 3(236) + 480 = 17.828
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> f(u +1)* = 122.148
Sfut + 43 fu® + 63 fu® + 43 fu + N = 74.588 + 4(6.428) + 6(3.404) + 4(236)
+480 = 122.148

Por otra parte, la correspondiente correccion Sheppard ofrece (los
momentos m; y ms no necesitan correccion):
[ m, corregido = m, — ¢%/12 = 109’5988 — 4%/12 = 108’2655 = s? (varianza
corregida). Con ello, también, s = (108°2655)” = 10’405 =~ 10’41 (desviacion
tipica corregida)

{
m, corregido = m, — (¥4)c?m, + (7/240) ¢* =
= 3562772853 - Yi(4)(109'5988) + (7/240)-(4)" =
\ =34.757°9616

(i)
Por lo que se refiere a las restantes caracteristicas de la distribucién de la
variable psicoldgica CI, veamos que una de la asimetria o sesgo la constituye el
“primer coeficiente de asimetria de Pearson”, o sea:

X—-Mo 9597 -94'09

P, =
! S 10'47

=018,

luego se trata de una distribucion practicamente simétrica.

También podriamos calcular aqui, con los datos de que se dispone, el
“segundo coeficiente de asimetria de Pearson”, o sea:

3(X —Me) 3(95'97 — 95'39)

P
? S 10'47

= 0’166,

0 bien el “coeficiente de sesgo cuartilico”, de valor:

Q,-2Q,+Q, 10259 —2x95'39 +89'09 _ 0'067
Q3 _Ql 135 ’

cuyos resultados conducen, en todos los casos, a conclusiones similares. Cabe
observar, no obstante, una ligera asimetria 0 sesgo hacia la derecha
(positivamente) puesto que: P, > 0, P, > 0 y ademas:

X =95’97 > Me = 95’39 > Mo = 94’09

Por otra parte, el “coeficiente de sesgo” de Fisher o “coeficiente directo de
asimetria” vendra dado por:
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m, m, 2028158 ,
g, =—2 = = =01768 6 0’18.

s (ym,)* (+1095988)°

Si se utilizan las correcciones Sheppard, se tiene:
20218158

m
corregido = > =
g J (4/m, corregido)®  (¥1082655)°

=07180000°18

, con lo cual, la diferencia obtenida resulta inapreciable.

Adviértase que se trata de una distribucién moderadamente sesgada a la
derecha (positivamente), tal como ya se ha dicho.

Por lo que se refiere al apuntamiento o curtosis, veamos que:

m, m, 35.627'2853
s  mZ (109'5988)

ay = =2'9660~2°97; ¢g,=a,—-3=-003.

Si se aplican las correcciones Sheppard, ya explicitadas con anterioridad,

se tiene:

m, corregido  34.757'9616
(m, corregido) >  (108'2655)>

a4 corregido = =29653 ~ 2°97 ;

Puesto que para una distribucion perfectamente normal se cumple que:
a4 = 3, se deduce que esta distribucion es ligeramente platicurtica o achatada con
respecto a la distribucion normal, es decir, de menor apuntamiento que ésta.
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I1l. TERCER PROBLEMA

Los tres ejercicios que siguen, como aplicaciones de la distribucion de
probabilidad hipergeométrica a los problemas psicoldgicos, estan adaptados del
libro de José M. Casas Sanchez y Julidn Santos Pefias titulado “Introduccion a la
Estadistica para Economia y Administracion de Empresas”, Ed. Centro de
Estudios Ramoén Areces, S.A., Madrid, 1995, citado en la bibliografia.

a) Se sabe, por experiencia, que un grupo de 100 inmigrantes
contiene un 10% de individuos sospechosos. El control fronterizo decide
investigar dos individuos aleatoriamente, y si ninguno de las dos presenta
problemas, entonces acepta el grupo. Definimos la variable aleatoria X como
el numero de individuos sospechosos en una seleccidén aleatoria de dos de
ellos. Obtener la distribucién de probabilidades de la variable aleatoria X,
asi como la funcion de distribucion.

Solucion:

El experimento aleatorio de seleccion de dos inmigrantes al azar define los
sucesos elementales siguientes:

L,: Primer individuo sospechoso.

L,: Segundo individuo sospechoso.

L:: Primer individuo no sospechoso.
L. Segundo individuo no sospechoso.

Al considerar la seleccién conjunta de los dos individuos, el espacio
muestral generado por este experimento aleatorio contiene cuatro sucesos
mutuamente excluyentes y forman un sistema completo de sucesos.

En la tabla de la figura siguiente aparecen los sucesos elementales del
espacio muestral, las correspondientes probabilidades y los valores que puede
tomar la variable aleatoria X. Asi:

Sucesos | Probabilidades | Valor de la variable aleatoria X
LinL, 0’0091 2
LN L, 0’0909 1
LinL, 0’0909 1
LiN Lo 0’8091 0
>.= 1’0000

FIG. A-2.22. Sucesos elementales, probabilidades de los mismos y valor de la variable aleatoria.
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Las probabilidades para cada suceso, segun la regla de multiplicacion de
probabilidades o probabilidad compuesta, serian:

10 9

P(L,"L,)=P(L,)-P(L,/L,)= 100795 " 0'0091
— — 10 90
P(L,nL2)=P(L,)P(L2/L,)=-——=0'0909
< ( 1 2) ( 1) ( 2 1) 100 99
— — — 90 10
P(Li nL,)=P(L1)-P(L,/L1)=——===0'0909
( 1 2) ( 1) ( 2 1) 100 99
P(EmEz)zP(L)-P(EZ/L)=£§=0'8091
100 99

Y consecuentemente las probabilidades con que la variable aleatoria X
toma sus diferentes valores serian:

P, =P(X=0)=P(0) = 0’8091
P,=P(X=1)=P(1) =0°0909 + 0’0909 = 0’1818
P; =P(X=2)=P(2) = 0’0091

La probabilidad de que el control acepte el grupo de los 100 inmigrantes
sera:
P(X =0)=P(0) =0°8091

La distribucién de probabilidad P(x), de la variable aleatoria X aparece en
la tabla de la figura A-2.23, en donde aparecen los diferentes valores “x” de la
variable aleatoria y sus probabilidades P(x).

Valores de la variable aleatoria x | Probabilidades P(x)
0 0’8091
1 0’1818
2 0’0091
> 1’0000

FIG. A-2.23. Distribucién de probabilidad de la variable aleatoria X.

Ya que los cuatro sucesos del experimento forman un conjunto
mutuamente excluyente y exhaustivo de sucesos, las probabilidades
correspondientes a estos sucesos suman la unidad.

De hecho, la funcién de probabilidad de una variable aleatoria discreta se
puede expresar de tres maneras:

- Tabular.

- Algebraica o funcional.
- Grafica.
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La forma tabular consiste en expresar en forma de tabla una lista de los
valores posibles de la variable aleatoria X y las correspondientes probabilidades
P(x), como aparece en la tabla de la figura anterior A-2.23.

La forma algebraica o funcional se presentan cuando es posible escribir
una funcion en la forma de una ecuacion, de tal manera que para cada valor de la
variable aleatoria se pueda obtener su probabilidad. Asi pues, para el ejemplo a)
que estamos tratando, la forma funcional de la distribucion de probabilidad

serias:
(10}(100 —10) (10}( 90 J
X 2—X X N2-X
P(x)=P(X =x) = = Vx=01,2.

100 4.950
2

Otra forma de presentar la funcion de probabilidad seria mediante un
gréafico o diagrama de barras, en el que sobre el eje de abscisas llevariamos los
diferentes valores x, de la variable aleatoria X y sobre el eje de ordenadas, las
probabilidades P(x). Asi pues, para este ejemplo a) tendriamos la figura siguiente
A-2.24:

P(x)

1,0 +
0,8091
0,8 +
0,6 +
04 -+
02+ 0,1818
I 0,0091
./\/ I l| x
0 1 2

FIG. A-2.24. Funcidn de probabilidad de la variable aleatoria X asociada al experimento aleatorio del
presente ejemplo.

Llegados a este punto, una consideracion importante sobre variables
aleatorias discretas y sus distribuciones a realizar es la siguiente: si X es una

3 Esta funcion de probabilidad corresponde a la de una variable aleatoria hipergeométrica.
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variable aleatoria discreta y deseamos determinar la probabilidad de que X sea
mayor o igual que un cierto valor que un cierto valor a y menor o igual que un
valor b, siendo a < b, solamente tenemos que sumar las probabilidades
correspondientes a los valores de X comprendidos entre a 'y b; es decir:

x=b x=b
P(@a<X<h)=> P(X=x)=> P(x)
Asi pues, para el presente ejemplo, se tiene:

P(0§X<2):P(O£X£1):§P(X=X)
:P(X:O)+P(XX_: 1)

=0’8091 + 0’1818 = 079909

Sea ahora una variable aleatoria X de tipo discreto que toma
un namero finito o infinito numerable de valores X, X, ..., X; Y
cuya distribucién de probabilidad es P(x). Se define la funcion de
distribucion acumulativa de la variable aleatoria X, que notaremos
por F(x), como la probabilidad de que la variable aleatoria X tome
valores menores o iguales que X, es decir:

F(X) =P(X<x)= > P(x;) = ip(xzxi)

X <X Xj=Xq

y representa la suma de las probabilidades puntuales, hasta el valor
x inclusive, de la variable aleatoria X.

Para el ejemplo que nos ocupa, la funcion de distribucion F(x) viene dada
en la tabla de la figura siguiente.

Valores de X | Funcion de probabilidad | Funcion de distribucion
X o0 densidad F(X) = P(X<X)
P(x)
0 0’8091 F(0) =P(X <0)=08091
1 0’1818 F(1) =P(X <1)=079909
2 0’0091 F(2) = P(X < 2) = 1’0000

FIG. A-2.25. Funcién de distribucion de la variable aleatoria del ejemplo a)

Asi pues la funcién de distribucion, para cualquier valor de x, quedaria de
la siguiente forma:

336



ANEXO 2

0 ,X<0

0’8091 ,0<x<1
F(x) =

0’9909 ,1<x<2

1 X >2

Se deduce, de la propia definicién, que la funcion de distribucién de una
variable aleatoria discreta es una funcion no decreciente de los valores que toma
la variable aleatoria y tal que verifica:

l. 0<F(Xx)<1, Vx
Il. Si x; < x;, entonces F(x;) < F(X;).

La representacion grafica de la funcion de distribucion viene dada por el
grafico de la figura siguiente:

F(x)
1 —
 P(x,)
‘_i
Px3)
P(xy)
| P(x;)
- i ! % ; | : : box
X1 X2 I3 o e Xy

FIG. A-2.26. Funcion de distribucién de una variable aleatoria discreta.

Vemos pues que una variable aleatoria discreta X, estd caracterizada por
su funcion de probabilidad o distribucion de probabilidad P(x) y también por su
funcion de distribucion F(x).
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b) Una determinada empresa quiere aumentar su plantilla de
vendedores en 20 personas, para lo que inserta un anuncio en prensa y se
presentan 40 personas al proceso de seleccion. Determinar la probabilidad
de que, después de realizar todas las pruebas psicotécnicas de seleccion y
haber seleccionado, por diferentes mecanismos, a las 20 personas solicitadas,
entre ellas se encuentren las 10 mejores de las 40 personas que se
presentaron.

Solucion:
Sea la variable aleatoria X:
X: numero de los mejores vendedores entre los 20 seleccionados.

La variable aleatoria X se distribuye segin una distribucion
hipergeométrica, H(N, N4, n), con:

N=40, N;=10 y n=20

Luego teniendo en cuenta la expresion de la correspondiente funcion de
densidad, la probabilidad que nos piden sera:

(10)(40 —~ 10} (10}(30}
10 \ 20-10 10 \ 10
P(X =10) = 30.045.015

20 = = =0'000218 ~ 0’22%o0
20

(40) ~ 137.846.528.820
que resulta ser francamente baja.

20

C) Entre los 60 aspirantes a unas plazas de educadores sociales en
la Administracion autonomica, 40 son mujeres. Si seleccionamos una
muestra aleatoria, sin reemplazamiento, de 20 aspirantes, obtener la
probabilidad de que 10 sean mujeres.

Solucion:

Sea la variable aleatoria X.

X: numero de mujeres seleccionadas en la muestra de 20 aspirantes.

Esta variable aleatoria X se distribuye segin wuna distribucion
hipergeométrica H(N, Ny, n), con:

N=60 ,N;=40 ,n=20
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Teniendo en cuenta la expresion de la correspondiente funcién de
densidad, podemos calcular la probabilidad que nos piden, que ser4, en este caso:

4060 - 40 4020
P(X =10) = 10 \20-10) (10 \10) 847.660.528x184.756 0037 —
60 60 4.191.844.505.805.495 B
20 20
=3"7%.

Las tablas que siguen también han sido extraidas del excelente libro de
José M. Casas Sanchez y Julidn Santos Pefias titulado “Introduccion a la
Estadistica para Economia y Administracion de Empresas”, Ed. Centro de
Estudios Ramén Areces, S.A., Madrid, 1995, citado en la bibliografia.

Tablas de la funcién de probabilidad hipergeométrica
Esta tabla ofrece la probabilidad de obtener x elementos que pertenezcan a

la primera subpoblacion cuando se toma una muestra aleatoria sin
reemplazamiento o reposicion de tamafio n, de la poblacién total. Esto es:

)

H(x; N, Ny, n) = P(x) = P(X = x) =

N »n N .x P(x) N n N, x PQ)

2 1 1 0 05000 5 1t 1 0 0,8000
2 1 1 1 10,5000 5 1 1 1 0:2000
3 01 1 1 0,6666 5 2 1 o0 0,6000°
301 1 1 10,3333 s 2 1 1 0:4000
3 2 1 0 '0,3333 5 2 2 0 0,3000
3 02 1 1 0,6666 s 2 2 1 0.6000
3 2 2 1 10,6666 5 2 2 2 0;1000
3 2 2 2 10,3333 s 3 1 ¢ 0,4000
4 1 1 0 0,7560 503 1 1 0,6000
4 1 1 1 02500 5 3 2 0 01000
4 2 1 0 0,5000 5 3 2 6,6000
4 2 1 1 0,5000 5 3 2 2 0,3000
4 2 2 0 0.1666 5 3 3 7 0,3000
4 2 2 1 0,6666 5 3 3 2 0,6000
4 2 2 2 0,1666 5 3 3 3 0,1000
4 3 1 0 0,2500 5 4 1 0 0,2000
4 3 1 1 0,7500 5 4 1 1 0,8000
4 3 2 1 - 05000 5 4 2 1 0,4000
4 3 2 2 0,5000 5 4 2 2 0,6000
4 3 3 2 0,7500 5 4 3 2 0,6000
4 3 3 3 0.2500 5 4 3 3 0,4000
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)
(%)

H(x; NN, n)=P(x)=PX = x) = (

N n N «x Pix) . N n N x P(x)
5 4 4 3 0,8000 7 2 2 1 0,4761
5 4 4 4 0,2000 - 7 2 2 2 0,0476
6 1 1 0 0,8333 7 3 1 0 0,5714
6 1 1 1 0,1666 7 3 1 1 0,4285
6 2 1 0 0,6666 7 3 2 0 0,2857
6 2 1 1 0,3333 7 3 2 1 0,5714
6 2 2 0 0,4000 7 -3 2 2 0,1428
6 2 2 1 0,5333 7 3 3 0 0,1142
6 2 2 2 0,0666 7 -3 3 1 0,5142
6 .3 1 .0 0,5000 7 3 3 2 0,3428
6 3 1 1 0,5000 7 3 3 3 0,0285
6 3 2 0 0,2000 - 7 4 1 0 0,4285
6 3 2 1 0,6000 7 4 1 1 0,5714
6 3 2 2 0,2000 7 4 2 0 0,1428
6 3 3 0 0,0500 7 4 2 1 0,5714 .
6 3 3 1 0,4500 7 - 4 2 2 0,2857
6 3 3 2 0,4500 7 4 3 0 0,0285
6 3 3 .3 0,0500 7 4 3 1 0,3428
6 4 1 0 0,3333 7 4 3 2 0,5142
6 4 1 1 0,6666 7 -4 3 3 0,1142
6 4 2 0 0,0666 7 4 4 1 0,1142
6 4 2 1 0,5333 7 4 4 2 0,5142
6 4 2 2 0,4000 7 4 4 3 0,3428
6 - 4 3 1 0,2000 7 4 4 4 0,0285
6 4 3 2 0,6000 7 5 1 0 0,2857
6 4 3 3 0,2000 - 7 5 1 1 0,7142
6 4 4 2 0,4000 7 .5 2 0 0,0476
6 4 4 3 0,5333 7 5 2 1 0,4761
6 4 4 4 0,0666 7 5 2 2 0,4761
6 5 1 0 0,1666 7 .5 4 4 0,1428
6 5 1 1 0,8333 7 5 5 3 0,4761
6 5 2 1 0,3333 7 5 5 4 0,4761
6 5 2 2 0,6666 7. 5§ 5 5 0,0476
6 5 3 2 0,5000 - 7 6 1 0 0,1428
6 5 3 3 0,5000 7 6 1 1 0,8571
6 5 4 3 0,6666 7 6 2 1 0,2857
6 5 4 4 0,3333 7 6 2 2 0,7142
6 5 5 4 0,8333 7 6 3 2 0,4285
6 5 5 5 0,1666 7 6 3 3 0,5714
7 1 1 0 0,8571 7 6 4 3 0,5714
7 1 1 1 0,1428 7 6 4 4 0,4285
7 2 1 0 0,7142 7 6 5 4 0,7142
7 2 1 1 0,2857 7 6 5 5 0,2857
7 2 2 0 0,4761 7 6 6 5 0,8571
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H(x; N, Ny, n)= P(x) = P(X = x) = (

N,

X

)(N—N1

n—x

)

(»

)

341

N n N, x P(x) N n x P(x)
7 6 6 6 0,1428 8 5 5 2 0,1785 -
8 1 1 0o 0,8750 8§ 5 5 3 0,5357
8 1 1 1 0,1250 8 5 5 4 0,2678
8 2 1 0 0,7500 8 5 5 5 0,0178
8 2 1 1 0,2500 8 6 1 0 0,2500
8 2 2 -0 0,5357 8 6 1 1 0,7500
8 2 2 1 0,4285 8 6 20 0,0357
8 2 2 2 0,0357 8 6 2 1 0,4285
8 3 1 0 0,6250 8 6 2 2 0,5357
8 3 1 1 0,3750 8 6 3 1 0,1071
8 3 2 0 0,3571 8 -6 32 0,5357
8 3 2 1 0,5357 8 6 3 3 0,3571
8 3 2 2 0,1071 8 6 4 2 0,2142
8 3 3 0 0,1785 8 6 4 3 0,5714
8 3 3 1 0,5357 8 6 4 4 02142
8 3 3 2 0,2678 8 6 5 3 0,3571
8 3 3 3 0,0178 8 6 5 4 0,5357
8 4 1 0 0,5000 8 6 5 5 0,1071
8 4 1 1 0,5000 8 6 6 4 0,5357
8 4 2 0 0,2142 8 6 6 5 0,4285
8 4 2 1 0,5714 8 6 6 6 0,0357
g8 4 2 2 0,2142 8 7 1 0 0,1250
8 4 3 0 0,0714 8 7 1 1 0,8750
8 4 3 1 0,4285 8 7 2 1 0,2500
8 4 3 2 0,4285 8 7 2 2 0,7500
8 4 3 3 0,0714 8 7 3 2 0,3750
8 4 4 0 0,0142 8 7 4 3 0,6250
8 4 4 1 0,2285 8 7 4 3 0,5000
8 4 4 2 0,5142 8 7 4 4 0,5000
8 4 4 3 0,2285 8 7 5 4 0,6250
8 4 4 4 0,0142 8 7 S 5 0,3750
8 5 1 0 0,3750 8 7 6 5 0,7500
8 5 1 1 0,6250 8 7 6 6 0,2500
8 5 2 0 0,1071 8 7 7 6 0,8750
8 5 2 1 0,5357 8 7 7 7 0,1250
8 5 2 2 0,3571 9 1 1 0 0,8888
8 5 3 0 0,0178 9 1 1 1 0,1111
8 5 3 1 0,2678 9 2 1 0 0,7777
8 5 3 2 0,5357 9 2 1 i 0,2222
8 S 3 3 0,1785 9 2 2 0 0,5833
8 5 4 1 0,0714 9 - 2 2 1 0,3888
8 5 4 2 0,4285 9 2 2 2 0,0277
8 5 4 3 0,4285 9 3 1 0 0,6666
8 5 4 4 0,0714 9 3 1 1 0,3333
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H(x, N, Nl’ -n) = P(x) = P(X = x) =

N n N, «x P(x) N n i x P(x)
9 3 2 0 04166 9 6 3 2 0,5357
9 3 2 1 0,5000 9 6 3 3 0,2380
9 3 2 2 0,0833 9 6 4 10,0476
9 3 3 0 0,2380 9 6 4 2 0,3571
9 3 3 1 0,5357 9 6 4 3 04761
9 3 3 2 0,2142 9 6 4 4 0,1190
9 3 3 3 0,0119 9 6 5 2 0,1190
9 4 1 0 0,5555 9 6 5 3 0,4761
9 4 1 1 0,4444 9 6 5 4 0,3571
9 4 2 0 0,2777 9 6 5 5 0,0476
9 4 2 1 0,5555 9 6 6 3 0,2380
9 4 2 2 0,1666 9 6 6 4 0,5357
9 4 3 0 0,1190 9 6 6 5 0,2142
9 4 3 1 0,4761 . 9- 6 6 6 0,0119
9 4 4 | 0,3174 9 7 1 0 0,2222
9 4 4 2 04761 9 7 1 1 0,7777
9 4 4 3 0,1587 9 7 2 0 0,0277
9 4 4 4 0,0079 9 7 2 1 0,3888
9 5 1 0 0,4444 9 7 2 2 0,5833
9 5 1 1 0,5555 9 17 3 1 0,0833
9 5 2 0 0,1666 9 7 3 2 0,5000
9 5 2 1 0,5555 9 7 3 3 0,4166
9 5 2 2 02777 9 7 4 2 0,1666
9 5 3 0 0,0476 9 7 4 3 0,5555
9 5 3 1 0,3571 9 7. 4 4 0,2777
9 5 3 2 0,4761 9 7 5 3 0,2777
9 5 3 3 0,1190 9 7 5 4 0,5555
9 5 4 0 0,0079 9 7 5 5 0,1666
9 5 4 1 0,1587 9 7 6 4 0,4166
9 5 4 2 04761 9 7 6 5 0,5000
9 5 4 3 03174 9 7 6 6 0,8333
9 5 4 4 0,0396 9 7 7 5 0,5833
9 5 5 1 0,0396 9 7 7 6 0,3888
9 5 5 2 0,3174- 9 7 7 7 0,0277
9 5 5 3 0,4761 9 8 1 0 01111
9 5 5 4 0,1587 9 8 1 1 0,8888
9 5 5 5 0,0079 9 8 2 1 0,2222
9 6 1 0 0,3333, 9 8 2 2 0,7777
9 6 1 1 0,6666 9 8 3 2 0,3333
9 6 2 0 0,0833 9 8 3 3 0,6666
9 6 2 1 0,5000 9 8 4 3 0,4444
9 6 2 2 0,4166 9 8 4 4 0,5555
9 6 3 0 0,0119 9 8 5 4 0,5555 -
9 6 3 1 0,2142 9 8 5 5 04444
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Gl
: , X n—x
H(x; N, N;,,n)=P(x)=P(X = x) = N

(+)

N n N x P(x) N n N x P(x)
9 8 6 5 0,6666 100 5 3 2 0,4166
9 8 6 6 0,3333 10 5 3 3 0,0833
9 8 7 6 0,7777 . 10 5 4 0 0,0238
9 8 7 7 0,2222 10 5 4 1 0,2380 .
9 8 8 7 0,8888 10 5 4 2 0,4761
9 8 8 8 0,1111 10 5 4 3 0,2380

10 1 1 0 0,9000 10 5 4 4 0,0238

10 1 1 1 0,1000 10 5 5 0 0,0039

10 2 1 0 08000 10 5 5 1 0,0992

10 2 1 1 0,2000 - 10 5 5 2 0,3968

10 2 2 0 0,6222 10 5 5 3 0,3968

10 2 2 1 0,3555 ' 10 5 5 4 0,0992

10 2 2 2 0,0222 10 5 5 5 0,0039

10 3 1 0 0, 17000 10 6 1 0 0,4000

10 3 1 1 0,3000 100 6 1 1 0 6000

10 3 2 0 0 4666 10 6 2 0 0,1333

10 3 2 1 0,4666 10 6 2 1 0 5333

10 3 2 2 0,0666 10 6 2 2 0,3333

10 3 3 0 0,2916 10 6 3 0 0,0333

10 3 3 1 0,5250 10 6 3 1 0,3000

10 3 3 2 0,1750 10 6 3 2 0,5000

10 3 3 3 0,0083 10 6 3 3 0,1666

10 4 1 0 0,6000 10 6 4 0 0,0047

10 4 1 1 0,4000 10 6 4 1 0,1142

10 4 2 0 0,3333 10 6 4 2 0,4285

10 4 2 1 0,5333 10 6 4 3 0,3809

10 4 2 2 0,1333 10 6 4 4 0,0714

10 4 3 0 0,1666 10 6 5 1 0,0238

10 4 3 | 0,5000 10 6 5 2 0,2380

10 4 3 2 0,3000 10 6 5 3 0,4761

10 4 3 3 0,0333 10 6 5 4 « 02380

10 4 4 0 0,0714 10 6 5 5 0,0238

10 4 4 1 0,3809 10 6 6 2 0,0714

10 4 4 2 0,4285 10 6 6 3 0,3809

10 4 4 3 0,1142 10 6 6 4 0,4285

10 4 4 4 0,0047 10 6 6 5 0,1142

10 5 1 0 0,5000 10 6 6 6 0,0047

10 5 1 1 0,5000 10 7 1 0 0 3000

10 5 2 0 0,2222 10 7 1 1 07000

10 5 2 1 0,5555 10 7 2 0 0,0666 _

10 5 2 2 0,2222 10 7 2 1 0,4666

10 5 3 0 0,0833 10 7 2 2 0,4666

10 5 3 1 0,4166 0 7 3 0 0,0083
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Tablas de la funcion de distribucion hipergeométrica

La funcién de distribucion hipergeométrica viene dada por:

0 , VX <méx (0,n - N-q)

F(X) =P(X<X) = ,Max (0,n-N-g) < x <min(n, N-p)

1 , VX > min (n, N-p)

En esta tabla tenemos los valores correspondientes a la funcién de
distribucién de una H(N, Ny, n), para N <10, N;< 8y n <8, es decir:

Ny\(N — N,
2 G)G0)

Fx)=PX € x)=

N
= 2
N—

N n N x F(x) N n N x F(x)
2 1 1 0 0 5000 5 2 1 1 1,0000
2 1 1 1 1,0000 5 2 2 it 0,3000
3 1 1 0 0,6666 5 2 2 1 0,9000
3 1 | 1 1,0000 5 2 2 2 1,0000
3 2 1 0 0 3333 5 3 1 0 0,4000 :
3 2 1 1 1 OOOO 5 3 1 1 1 0000
3 2 2 1 0,6666 5 3 2 0 0 1000
3 2 2 2 1,0000 5 3 2 0 0,1000
4 1 1 0 0,7500 5 3 2 1 0 7000
4 1 1 1 1,0000 5 3 2 2 1,0000
4 2 1 0 0,5000 5 3 3 1 0 3000
4 2 1 1 1,0000 5 3 3 2 0 9000
4 2 2 0 0,1666 5 3- 3 3 1,0000
4 2 2 1 0, 8333 5 4 1 0 0,2000
4 2 2 2 1,0000 5 4 1 1 1 0000
4 3 1 0 0,2500 5 4 2 1 0 4000
4 3 1 1 1,0000 5 4 2 2 0,0000
4 3 2 1 O 5000 5 4 3 2 0,6000
4 3 2 2 1 OOOO 5 4 3 3 1,0000
4 3 3 2 0 7500 5 4 4 3 0,8000
4 3 3 3 1,0000 5 4 4 4 1 0000
5 1 1 0 0,8000 6 1 1 0 0,8333
5 1 1 1 1,0000 6 1 1 1 1 OOOO
5 2 1 0 0 6000 6 2 1 0 0,6666
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TN

N_Nl
h— X;

N
z (%)
F(x) = P(X < x) =252~

TN
32
N—

N n N, «x F(x) N n N «x F(x)
6 2 1 1 1,0000 7 3 2 1 0,8571
6 2 2 0 04000 7 3 2 2 1,0000
6 2 2 1 09333 7 3 3 0 0,1142
6 2 2 2 ,m 7 3 3 1 0,6285
6 3 1 0 . 0,5000 . 7 .3 3 3 0,9714
6 3 1 1 1,0000 73 '3 3 1,0000
6 3 2 0 02000 7 4 1 0 0,4285
6 3 2 1 08000 7 4 1 1 1,0000
6 3 2 2 10000 T 4 .2 0 0,1428 .
6 3 3 0 00500 7 4 2 1 0,7142
6 3 3 1 0 5000 7 4 2 2 1,0000
6 3 3 2 09500 7 4 3 0 0,0285
6 3 3 3 -1,0000 7 4 3 1 0,3714
6 4 1 0 03333 g 4 3 2 0,8857
6 4 1 1 1 0000 7 4 3 3 1,6000
6 4 2 0 00666 7 4 4 1 0,1142
6 4 2 1 0,6000 7 4 4 2 0,6285
6 4 2 2 1,0000 7 4 4 3 09714
6 4 3 1 0,2000 7 4 4 4 1,0000
6 4 3 2 08000 : 7 5 1 0 0,2857
6 4 3 3 1,0000 7 5 1 1 1,0000
6 4 4 2 0,4000 7 5 2 0 0,0476
6 4 4 3 0,9333 7 5 2 1 0,5238
6 4 4 4 1,0000 Y 2 2 1,0000
6 5 1 0 0,1666 7 5. 3 1 - 01428
6 5 1 1 1,0000 75 3 2 0,7142
6 5 2 1 0,3333 7 5 3 3 1,0000
6 5 2 2 1,0000 75 4 4 1,0000
6 5 3 2 0,5000 75 5 3 0,4761
6 5 3 3 1,0000 7 5 5 4 0,9523 -
6 5 4 3 0,6666 7 -5 5 5 1,0000
6 5 4 4 1,0000 7 6 1 0 0,1428 -
6 5 5 4 0,8333 7 6 1 1 1,0000 °
6 5 5 5 1,0000 7 6 2 1 0,2857 -
7 1 1 0 0,8571 7 6 2 2 - 1,0000
7 1 1 1 1,0000 7 6 3 2 0,4285
7 2 1 0 0,7142 7 6 3 3 1,0000
7 2 1 1 1,0000 7 .6 4 3 0,5714
7 2 2 0 0,4761 7 6 4 4 1,0000 -
7 2 2 1 0,9523 7 6 5 4 0,7142
7 2 2 2 1,0000 7 6 5 5 1,0000
7 3 1 0 0,5714 7 6 6 5 0,8571
7 3 1 1 1,0000 . 7 6 6 6 1,0000
7 3 2 0 0,2857 8 i 1 0 08750
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2 G
X; n—x
F(x) = P(X < x) = &=
N
)

N n N x F(x) N n N, x F(x)
9 3 2 2 1,0000 9 6 4 1 0,0476
9 3 3 0 0,2380 9 6 4 2 0,4047
9 3 3 1 0 7738 9 6 4 3 0,8809
9 3 3 2 0 9880 9 6 4 4 1 0000
9 3 3 3 1 0000 : 9 6 5 2 O 1190
9 4 1 0 0,5555 9 6 S 3 0,5952
9 4 1 1 1,0000 9 6 5 4 0 9523
9 4 2 0 0 2777 9 6 5 5 1,0000
9 4 21 0,8333 9 6 6 3 0 2380
9 4 2 2 1,0000 9 6 6 4 0,7738
9 4 3 0 0 1190 9 6 6 5 0,9880
9 4 3 1 0 5952 9 6 6 6 1,0000
9 4 4 1 0,3571 9 7 1 0 0,2222 .
9 4 4 2 0,8333 9 7 1 1 1,0000
9 4 4 3 0,9920 9 7 2 0 0 0277
9 4 4 4 1,0000 9 7 2 1 O 4166
9 5 1 0 0,4444 9 7 2 2 1,0000
9 5 1 1 1,0000 9 7 3 1 0 0833
9 5 2 0 O 1666 9 7 3 2 0 5833
9 5 2 | 0 7222 9 7 3 3 1,0000
9 5 2 2 1,0000 9 7 4 2 0 1666
9 5 3 0 0,0476 9 7 4 3 0 7222
9 5 3 1 0,4047 9 7 4 4 1,0000
9 5 3 2 0,8809 9 7 5 3 0 2777
9 5 3 3 -1,0000 9 7 5 4 0,8333
9 5 4 0 0,0079 9 7 5 5 1,0000
9 5 4 1 0,1666 9 7 6 4 0 4166
9 5 4. 2 0,6428 9 7 6 5 0,9166
9 5 4 3 0,9603 9 7 6 6 1 0000
9 5 4 4 1,0000 9 7 7 5 0,5833
9 5 5 1 0,0396 9 7 7 6 0,9722
9 5 5 2 0,3571 9 7 7 7 1,0000
9 5 5 3 0,8333 9 8 1 0 0 1111
9 5 5 4 0,9920 9 8 1 1 1,0000
9 5 5 5 1 ()000 9 8 2 1 0 2222
9 6 1 0 0 3333 9 8 2 2 1,0000
9 6 1 1 1,0000 9 8 3 2 0,3333
9 6 2 0 0 0833 9 8 3 3 1 0000
9 6 2 1 0,5833 9 8 4 3 0,4444
9 6 2 2 1,0000 9 8 4 4 1,0000
9 6 3 0 0,0119 9 8 5 4 0 5555
9 6 3 1 0,2261 9 8 5 5 1. 0000
9 6 3 2 0,7619 9 8 6 5 0 6666
9 6 3 3 1,0000 9 8 6 6 1,0000
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M
N
® =
N
TN
~ 2
|
® o=z
~

F(x) = P(X < x) =252

N
> 2z
~——

N n N x Fx) N n N x F(x)
9 8 7 .6 0,7777 10 5 3 3 1,0000
9 8 7 7 1,0000 10 5 4 0 0,0238
9 - 8 8 7 0,8888 10 S 4 1 0,2619
9 8 8 8 1,0000 10 5 4 2 0,7 380

10 1 1 0 0,9000 100 5 4 3 0,9761

0 1 1 1 1,0000 10 5 4 4 1,0000

10 2 1 0 0,8000 10 5 5 0 0,0039

10 2 1 1 1,0000 10 5 5 1 0,1031

10 2 2 0 0,6222 10 5 5 2 0,5000

10 2 2 1 09777 10 5 5 3 0,8968

10 2 2 2 1,0000 10 5 5 4 0,9960

10 3 1 0 0,7000 10 5 5 5 1,0000

10 3 1 1 1,0000 10 6 1 0 0,4000

10 3 2 0 0,4666 10 6 1 1 1,0000

10 3 2 1 0,9333 10 6 2 0 0 1333

10 3 2 2 1,0000 10 6 2 1 0,6666

10 3 3 0 0 2916 10 6 2 2 1,0000

10 3 3 1 08166 10 6 3 0 0,0333

10 3 3 2 0,9916 10 6 3 1 0,3333

10 3 3 3 1,0000 10 6 32 0,8333

10 4 1 0 0,6000 10 6 3 3 1 OOOO

10 4 11 1,0000 10 6 4 0 0 0476

10 4 2 0 0 3333 10 6 4 1 0,1190

10 4 2 1 0,8666 10 6 4 1 0,5476

10 4 2 2 1,0000 10 6 4 3 0,9285

10 4. 3 0 0 1666 10 6 4 4 1,0000

10 4 3 1 0,6666 10 6 5 1 0,0238

10 4 3 2 0,9666 10 6 5 2 0,2619

10 4 3 3 1,0000 100 6 5 3 0,7380

10 4 4 0 0,0714 106 5 4 0,9761

10 4 4 1 0,4523 10 6 5 5 1,0000

10 4 4 2 0,8809 10 6 6 2 0,0714

10 4 4 3 0,9952 10 6 6 3 0,4523

10 4 4 4 1,0000 10 6 6 4 0,8809

10 5 1 0 0,5000 10 6 6 5 0,9952

10 5 1 1 1,0000 10 6 6 6 1,0000
10 5 2 0 0, 2222 10 7 1 0 0,3000

10 5 2 1 0,7777 10 7 1 1 1,0000

10 5 2 2 1,0000 10 7 2 0 0,0666

10 5 3 0 0 0833 10 7 2 1 0,5333

10 5 3 1 0,5000 10 7 2 2 1,0000

10 5 3 2 0,9166 10 7 3 0 0,0083
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V. CUARTO PROBLEMA

Sin entrar en la justificacion tedrica del procedimiento seguido, que el
lector encontrara en numerosos tratados de Estadistica como algunos de los
relacionados en la bibliografia, vamos a contemplar ahora una muestra de la
utilidad y aplicabilidad a la Psicologia del andlisis de la varianza mediante la
resolucion del siguiente ejercicio.

Se tienen cuatro individuos, obteniéndose, después de diversas
pruebas, los siguientes tiempos de realizacion de un test determinado
expresados en segundos: el primero (1.600, 1.610, 1.650, 1.680, 1.700, 1.720 y
1.800 segundos), el segundo (1.580, 1.640, 1.640, 1.700 y 1.750 segundos), el
tercero (1.460, 1.550, 1.600, 1.620, 1.640, 1.660, 1.740 y 1.820 segundos) y el
cuarto (1.510, 1.520, 1.530, 1.570, 1.600 y 1.680 segundos). ¢ Puede aceptarse,
al nivel de significacion del 5%, la hipotesis de que los individuos completan
el “test” con la misma duracion?.

Solucion:

A efectos operativos, procede, en primer lugar, la elaboracién de la
siguiente tabla de doble entrada:

Individuos

Ii« j—) 1 2 3 4 )
1 1.600 1.580 1.460 1.510 6.150
2 1.610 1.640 1.550 1.520 6.320
3 1.650 1.640 1.600 1.530 6.420
4 1.680 1.700 1.620 1.570 6.570
5 1.700 1.750 1.640 1.600 6.690
6 1.720 1.660 1.680 5.060
7 1.800 1.740 3.540
8 1.820 1.820

X=T] 11.760 8.310 13.090 9.410 42.570
T 138.297.600 | 69.056.100 | 171.348.100 | 88.548.100

T2.j/ni 19.756.800 | 13.811.220 [21.418.512°5|14.758.016°7 |69.744.549°2

FIG. A-2.27. Tabla auxiliar de calculo.

Los resultados de los calculos intermedios, reflejados en la tabla anterior,
son los siguientes:
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T.1°
T.1=11.760; . =19.756.800
2
T.2=8.310; T'52 = 13.811.220
T.3?
T.3=13.090; 3 =21.418.512°5
2
T.4=9.410; T.64 = 14.758.016°7
T 2
T..=42570; 2_6 =69.700.188’5

También debe tenerse en cuenta que:

-

4 P2
S LI _69.744 54972
=LY
<
4 N
> > xi =169.895.900
=l oi=l

Con esto obtenemos las siguientes medidas de las variaciones:

42.570°

(- Suma de cuadrados total: SC = 69.895.900 — =195.711°5

- Suma de cuadrados entre tratamientos:
425702

SCq, = 69.744.549°2 - =44.360’5
- Suma de cuadrados del error: SCg, = SCt — SCt, = 151.351

El cuadro correspondiente de analisis de la varianza, en definitiva, quedara
del siguiente modo:

Origen de Sumade | Gradosde | Cuadrado
S . . F
variacion cuadrados libertad medio
Tratamientos | 44.360°5 3 14.786°83 .
[} 5 F3 22 — 2 15
Error 151.351°0 22 6.879°59 ’
TOTAL 195.711°5 25

FIG. A-2.28. Tabla de analisis de la varianza.
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Ahora, de las tablas de la distribucion F de Snedecor-Fisher que

, citado en la

oz

ion del libro de J. Santos y A. Mu

| de sign

reproducimos a continuac

obtenemos que:

del 5%

ion

ficac

Ive

para unn

1a,

e

bibliograf

F0’05 =305

tesis nula) que los

cuatro individuos analizados producen resultados iguales en cuanto al

tiempo empleado por ellos en la cumplimentacion del “test”.

ipd

Como 2’15 < 3’05, no se rechaza (o se acepta la h

Distribucion F. Probabilidad 0’05
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Grados de libertad del numerador (n,)

Distribucion F. Probabilidad 0’90
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ilidod de 0,90. Es decir: P(F,,;, < 2,67) = 0,90.

hsnﬁnminﬂimmnmpaﬂmulosvuloresdelavaﬁableanlos rados de libertad que se recogen en la pri fila y la pri coll mrrospond te. Por ej b
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Grados de libertad del numerador (n,)

Distribucion F. Probabilidad 0’95
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,03 =0,95.
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con 5y 13 g.. el valor que aparece en el cruce es 3,03 que corresponde al valor de la vari
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Distribucién F. Probabilidad 0’975
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. Por

oo rex s ko primera fila v lo-prime cnhnin
,,.Wd*;mmmm‘

mMim

3&%

975. Es decir: P(Fpys < 6,28

m?a.mq.;.

olosmd.hvaﬁau. F con los

oorrupmdm
que aparece en

0

el cruce es 6,28 que comresponde de la variable F

con 24y 5gll. el valor
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