b.

Variables dependientes
discretas y limitadas

Existen muchos fendmenos en la actividad econdmica que responden a elecciones
discretas como la decision de trabajar, la decision de comprar una bien, la decision
de votar por un candidato, etc.

Para Amemiya (1981), existen dos factores que explican el interés en los modelos de
respuesta cualitativa: Primero, los economistas trabajan con modelos que involucran
mas de una variable discreta, mas de dos respuestas, y por supuesto, mas de una
variable independiente. Segundo, el creciente nimero de encuestas que se realizan
y la posibilidad de trabajar los datos que éstas producen.

A continuacion, se desarrollaran algunos modelos estadisticos cuyo objetivo consis-
te en facilitar la contrastacién empirica de la teoria del consumidor. Estos modelos
son el de probabilidad lineal, el Logit, el Probit y el Tobit en sus diferentes versiones.
Luego se presentara una versién del modelo de autoseleccion de Heckman vy, final-
mente, el modelo de variables latentes.

6.1. Especificacion del modelo

Suponga que usted desea considerar la ocurrencia de un evento como "comprar un
carro"; para describir este evento, definiremos la variable aleatoria dicotémica Y, la
cual tomard el valor de 1 si el evento ocurre y 0 si no ocurre. De igual forma,
deberemos asumir que la probabilidad del evento depende sobre un vector de
variables independientes x* y un vector de parametros desconocidos 0. El subindice
i denotaeli-ésimoindividuo. De estaforma, un modelo general dicotémico univariado,
se puede expresar cCOmo:
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(6.1) pi=p(Y,=1)=G(x*,0);i=12,..n.

Los Y, son distribuidos independientemente. Por otro lado, dado que Y, es la pro-
babilidad de comprar un auto, x*; estaria representando aquellas variables que explican
Y como el ingreso, el sexo, la edad, el estatus, la educacion del individuo i, asi como los
precios del auto. Ya que (6.1) es muy general, el investigador debera escoger alguna
funcién H(x*; , 8) sobre un vector de parametros 6:

(6.2) p(Yi=1) = F[H(x*;, )]

6.2. Formas comunes de las funciones de probabilidad

Considere el siguiente modelo de consumo de automoviles: el consumidor respon-
dera Y=1 si compra el automovil y Y=0 si no lo compra. Dado que nosotros consi-
deraremos que los factores x*;, explican la decision que toma el consumidor:

(6.3) Prob(Y=1)=F(BX)
Prob (Y=0)=1-F(BX%)

El conjunto de parametros [ refleja el impacto de los cambios en x sobre la probabi-
lidad. Una primera forma de representar este evento es considerar la siguiente
regresion lineal:

(6.4) F(x, B) =BX%
Dado que E[Y] = F(x, B) , el modelo de regresion sera:

(6.4.1) Y, =E[Y]+ (Y-E[Y])
=B %+ ¢, cong =Y, -E[Y]

que se conoce como el modelo de Probabilidad Lineal. El modelo de Probabilidad
Lineal tiene como "debilidad" que B'x; no esta restringido a pertenecer entre 0y 1
como deberia ser en términos de la probabilidad. Esto significa que no se satisface
en el modelo de probabilidad lineal la condicién 0 < 3'x; < 1.

Amemiya (1981) nos indica que este defecto podra corregirse si definimos F=1 si
F(B'x;) > 1y F=0si F(B'% ) <1, lo cual produce puntos de truncamiento no reales.
Este procedimiento fue utilizado en los primeros afios de investigacion por su simpli-
cidad computacional.

Igualmente, el modelo de probabilidad lineal presenta problemas de heterocedasticidad,
ya que € debera serigual auno o cero. Entonces € debera serigual tanto a-3’x como
a 1- B'x con probabilidades 1-F y F por lo cual V [€]x] = V(Y) = B'%; (1-B'%).

Como menciona Green (1999), restringir B'x; al intervalo (0, 1) produciria probabilida-
desyvarianzas negativas. Dadas las desventajas del modelo de Probabilidad Lineal,
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suinterés haido decayendo, lo cual ha originado que modelos como el Logit o Probit
se usen mas frecuentemente. Veamos en qué consisten estos modelos.

Suponga gue para un vector de regresores se cumple:

6.5)  Lim prop (v, =1)=1

B'x—>+w

Lim prop (v=0) =0

B'x—>+w

Asumiendo una distribucién normal estandar @, obtenemos el modelo Probit:

'

B'x

(66) Prob(v=1)= |0}

-0

=

P

= o @x) = _J T

De igual forma se obtiene la distribucion logistica:

e Py

B'x
(6.7) Prob (Y=1) =~ = ABX) = L(BX)
I+e

Donde A(B'X) es la funcién de distribucidon acumulativa logistica. Las funciones de
distribucion Logit y Probit estan acotadas entre 0 y 1. La distribucién logistica tiene
varianza igual a T8/3. Considere ahora:

AB'x

©8) L x)=—"—p

Para un valor apropiado de A se puede aproximar (6.8) a una normal estandar. Esto

significaque cuando A = TE/\/E setendria unadistribucién con media ceroy varianza
unitaria. Amemiya (1981) muestra los diferentes valores para los cuales (6.6) y (6.7)
difieren a partir de (0,5). Debido a la similitud entre (6.6) y (6.7), es dificil distinguir
estadisticamente entre estas funciones, a menos que uno tenga una gran cantidad
de datos [Chambers y Cox (1967)].

De esta forma, en modelos univariados dicotdmicos no es posible distinguir cuando
usar Logit o Probit, a menos que exista una concentracién en la cola dadas las
caracteristicas del problema estudiado. Debido a las anotaciones anteriores, la
distribucion logistica tiende a dar mayores probabilidades a Y= 0 que la distribucion
normal cuando B'x es muy pequefio y probabilidades menores que la distribucion
normal a Y = 0 cuando [3'x es muy grande. De esta forma, el tamafio de la muestra
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podria influenciar los resultados aunque asintéticamente ambas distribuciones no
difieren significativamente?,

Amemiya (1981) muestra las equivalencias en los pardmetros entre ambos modelos.
N

Si 3 es el pardmetro estimado en ambos modelos:

A A
Biss)~04PBss, excepto para el término constante

(6.9) A A
Biss) #0445, +0.5 para el término constante

Biss) =025, excepto para el término constante

Brss) #0.25B,,,,+0.5 para el término constante

Cuando se desea comparar modelos con diferentes funciones de probabilidad, es
mejor comparar directamente las probabilidades que los coeficientes estimados. De
esta forma, observaremos las derivadas de las probabilidades con respecto a una
variable independiente en particular. Sea x, el k elemento del vector x; y sea 3, el k
elemento del vector de parametros 3, entonces, las derivadas para (6.4), (6.6) y (6.7)
seran:

if"xi =By

Xy,

OB x;) = o(B' x; )P,

eﬁ'xi

L(B'xi)=mﬁk

(6.10)

0
0
x,

Donde @ es la funcién de densidad normal estandar. En el limite, como muestran
Amemiya (1981) y Green (1999) la diferencia no es sustancial.

12. Green(1999) menciona que los modelos generan predicciones diferentes si una muestra contiene pocas respues-
tas afirmativas (Y=1) o pocas respuestas negativas (Y=0) y si existe una gran variacion en la variable indepen-
diente de importancia.
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6.3. Estimacion

Aexcepcion del modelo de Probabilidad Lineal, los modelos Probity Logit se estiman
por maxima verosimilitud donde cada observacion es extraida de una distribucién de
Bernoulli. EI modelo con una probabilidad de suceso f(B'x) y observaciones indepen-
dientes lleva a una probabilidad conjunta o a unafuncién de verosimilitud de laforma:

6.11) Prob(¥, = y,,Y, = ,,Y, = y,,...,Y, = y,)= H[J—F(B'x,.)]EF@'x,.)
Reacomodando términos, (6.11) puede escribirse como:

©12) L=[]IF@ x)F l1-F@x )™

Lacual eslaprobabilidad parauna muestrade n observaciones. Tomando logaritmos:
(6.13) LnL=3y, LnF('x,)+ I~y nll- F@'x,)]

Al derivar con respecto al vector de paradmetros se obtiene:

x;, =0

(6.14) OLnL _ Z[ yF(P'x,)

. _F(B'x)
P ,~ +(1-y;) —}

F(p'x;) I-F(B'x;)

La eleccion de una F( ¢ ) en particular lleva a un modelo empirico. Entre las formas
disponibles para calcular (6.13) se encuentra el método de algoritmos de Newton,
Newton-Rampson, Maxima verosimilitud. Hoy dia, calcular un Logit o un Probit es
bastante sencillo, pues estos métodos se encuentran en paquetes estadisticos como
el RATS, SAS, SPSS, GAUSS, LIMDER, E-Views, Easy Reg (de Libre Uso) y el STATA
debiendo solamente especificarse qué algoritmo se desea.

6.4. Algunos modelos aplicados

En economia, la tradicion de usar modelos Logit y Probit es extensa, aqui menciono
tan sélo algunos modelos, quedando en deuda con el resto.

6.4.1. Domencich y McFadden

Considérese a un individuo que toma la decisién entre conducir o usar un método
alternativo para ir al trabajo (autobus, metro, etc.). La utilidad que se asocia a cada
forma de transporte, estd en funcion de las caracteristicas Z (principalmente el
tiempoy el costo en que seincurre en cada eleccién) y las caracteristicas individuales
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socioecondmicas w, mas un término aleatorio de error €. Definiendo ; y [, como la
utilidad indirecta®® asociada a la i-ésima persona cuando conduce o toma otro
transporte y cuando esta funcion es lineal:

Uy =0y +B'Z,+v',w, +g,

6.15
( ) =0, +B 2, +y W +ey

De estaforma, lai-ésima persona conduce el automavil si u,, > u, y viaja en otro tipo
de transporte si u;; < uj. El individuo estaria indeciso si u; = u,, pero esto sucedera
con una probabilidad de cero si g, y €, son variables continuas aleatorias. Definiendo
y; = 1 si la i-ésima persona conduce un automoévil y cero de otra forma, se tendran
las probabilidades:

Prob (yi :1): Pmb(”u >”i0): PrOb[Sio ~8y <0y 0 T B'(Zu _Zi0)+(71 _"/o)wi]

(6.16) = Fllo, - 0,)+B'@Z, - Z,)+ G, = v, ) w,]

Donde F es la funcién de €i, - €. Si se asume una distribucion normal para g, - €, se
obtendra un Probit .

Domencich y McFadden sustentan que el término aleatorio de error esta determina-
do por el tipo de transporte, que a su vez vendra determinado por una serie de
caracteristicas socioecondmicas que no son observadas por el investigador. Conve-
nientemente debe asumirse que las utilidades de individuos diferentes son distribui-
das independientemente, es decir, que la correlacién entre €, y €, €s cero.

Porotrolado, laideade que las constantes a,y a, en (6.15) sean diferentes no es muy
consistente con la idea "abstracta de una forma de transporte" ya que esto significa
diferencias en el efecto de transportar en una forma especifica mas que diferencias
en los atributos que son los que explican uno u otro. Por esta razon, los autores
deberan asumir que a,= a, y excluir el término constante. Sin embargo, las constan-
tes se incluyeron con el fin de ajustar mejor los datos.

El modelo utilizado fue un Logit para una encuesta con 115 individuos en Pisttburg
(U.S.A)) en 1967; los resultados fueron:

(6.17) }_—3 82+ 0.158Tw—0.382( Aiv—Tss )— 2.56(Ac — F )+ 4.94 A w—2.9I1R- 2.36 Z

(0.51) (0.05) (0.25) (0.58) (1.07) (137) (117)

Desviaciones estandar entre paréntesis, y Tw es el tiempo de transito a pie (en
minutos), Aiv es el tiempo en automovil, Tss es el tiempo de transporte entre estacio-

13. En el capitulo siguiente, se discutird con mayor detalle los modelos de utilidad aleatoria.
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nes, Ac es el costo de parqueadero mas costos de operar el vehiculo (en délares), F
es el precio del pasaje en autobus, A/w es el nimero de autos por trabajador en el
hogar, R es laraza (0 si es blanco, 1 si no es blanco), Z es la ocupacién (0 si no es
trabajador profesional, 1 si es trabajador profesional). El ingreso y otras variables
socioecondmicas se excluyen dado que son comunes en ambas funciones de
utilidad.

En el modelo de eleccion de transporte se puede también definir un indice que nos
muestre la propension a preferir un carro con relacién a transitar en algan otro
transporte para la i-ésima persona. Sea y*, = B'x - § donde x; es el vector de
variables que aparece a la derecha de (6.17) y &, corresponde a g,-¢,. Entonces, el
modelo de transporte vendra determinado por la distribucion especificade &,. De esta
forma si definimos y, = 1 si y solo si y*; > 0 encontraremos un indice continuo.

6.4.2. Lee, L.F.

Lee define la propension del i-ésimo trabajador de unirse a un sindicato como:

6.18) Vi =B, + Bz[u} +P'x; - &

i0

Donde w;, y w,, sera el salario cuando el trabajador pertenece a un sindicato y cuando
no respectivamente, x; es un vector de caracteristicas del i-ésimo trabajador asi como
los atributos en la industria en la cual estd empleado. El trabajador se une a un
sindicato (y, = 1) si y solo si y*; > 0. Lee asume una distribucion normal para &, y
estima los parametros por maxima verosimilitud para un Probit.

6.4.3. Pencavel

Pencavel estudiacémoinciden en las decisiones de trabajar de laesposay el esposo
la ayuda econdmica brindada por el gobierno de los Estados Unidos en Seattle y
Denver. De estaforma, estima la probabilidad de trabajar de la esposa usando 1657
familias durante 2 afios. Las variables que el autor usa son: Figual a uno sila familia
pertenece al experimento y cero lo contrario; L igual a uno si el esposo trabaja
durante el afio anterior al experimento y cero lo contrario; Y igual a uno si la obser-
vacion es extraida del segundo afio de experimento y cero si es extraida del primer
afio; Uigual a uno si el esposo estuvo desempleado durante el afio. Se estimaron dos

modelos: uno que reporta estimaciones bajo un modelo de probabilidad lineal ¥ pp y

A

otro que estima un modelo Logit y,, como se observa a continuacion:

(6.19) y ro=—0.069F +0.497 L+ 0.0055Y + 0.043U +0.036 F.L—-0.08F.Y —0.041F.U
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(6.20) ;L —0327F+2305L+0309Y+025U+0097FL 0.425FY—-0.23FU

0.15) (0.126) (0.121) (0.131) (0.169) (0.167) (0.175)

Entre paréntesis, los errores estandar. Por otro lado, los términos constantes fueron
incluidos en el modelo pero no fueron reportados. Como observa Pencavel, las
probabilidades estimadas por los dos modelos son parecidas.

6.5. Modelo de efectos fijos y aleatorios en datos de panel

Considérese el modelo estructural Probit para datos de panel:'4

(6.21) y,=B'x,+€,3¢e, ~N(0,1),i=1..n;t=1,..T

¥, = Isiy, > 0 y cero de otra forma

Si las g, son variables estandar independientes, la naturaleza de los datos de panel
es irrelevante. Como el modelo Probit en si mismo no tiene efectos fijos, esto es,
€ = a;, remover la heterogeneidad presente en los datos, sobre todo en corte
transversal, es bastante complicado, por esto idealmente nosotros debemos espe-
cificar que g, y €, sean libremente correlacionados (en el grupo y no entre grupos), lo
cual involucrara calcular la probabilidad conjunta de una distribucion normal bivariada
de dimension T, lo cual también es problematico.

En contraposicién al Probit, el Logit puede incorporar tratamientos de efectos fijos,
por lo cual:

o+

e
+e

o +B'x;

(6.22) Prob(y,=1)= 7

El cual es un modelo no lineal. Chamberlain (1980) sugiere que cuando el conjunto
de datos tiene un gran ny el T, es pequefio, la probabilidad no condicionada para nT
observaciones vendra dada por:

©23) L=[][](F)“(1-F,)"

Chamberlain sugiere maximizar la funcién condicional de verosimilitud:

(624) Lc :HprOb(Yil = yil’Yiz y12’ ylt |Zyltj

14. Son datos obtenidos a través de un seguimiento a lo largo del tiempo de secciones cruzadas; por ejemplo, un
seguimiento a las familias en diferentes periodos de tiempo (Green, pag 256).
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De estaforma, para T observaciones en (6.24) se condiciona la verosimilitud al nUmero
de unos que hay en este conjunto de T observaciones. Por ejemplo, suponga que la
muestra consiste en un gran nimero de unidades de corte transversal y que cada
observacion se da solamente en los periodos 1y 2. Laverosimilitud no condicionada
sera:

6.25) L= H P"Ob(Y;'l = yil)P"Ob(Y;‘z = yiz)

Si las observaciones son independientes, la funcién de verosimilitud es el producto
de las probabilidades, y para cada par de observaciones se tienen las siguientes
posibilidades:

* Vuo=0¢ey,=00 prob(0,0]suma=0)=1
* yva=0ey,=10 prob(l1]suma=2)=1

Como podra observarse el i-ésimo término en la funcién de verosimilitud condiciona-
da sera uno por lo que su contribucién a la funcién de verosimilitud condicionada es
nula. En el caso de que y;=0 y que y,=1, tendremos:

o prob(0,1)
e prob((0,1) | suma=1) = prob(0,1)+ prob(1,0)

En términos generales, la probabilidad condicionada para un par de observaciones
vendra dada por:

B'x;,

(6.26) 57—
eB Xi1 +eB Xiz

Al condicionar las probabilidades a la suma en las dos observaciones se remueve la
heterogeneidad existente. Por lo tanto, la funcién de verosimilitud condicional sera el
producto de los conjuntos de observaciones para los que la suma no es cero ni T.

6.6. El modelo Logit condicionado

Esta es una version reciente para incluir los atributos presentes en los bienes. Suponga
que exista un modelo de eleccién no ordenada que provenga de una utilidad aleatoria
para el i- ésimo consumo en j elecciones. De esta forma, la utilidad de la eleccion j es:

— {2r
@827 U; =P'Z; +¢;
Sielconsumidor realiza una eleccionjen particular, y asumiendo que U; es el maximo

entre j utilidades, el modelo estadistico que depende de la eleccion j sera:
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(8.27.1) Prob (U; > Uy) O k#]

Seay,unavariable aleatoria indicando la eleccién realizada, McFadden muestra que
si y solo si las j perturbaciones son independientes e idénticamente distribuidas
siguiendo una distribucién Weibull:

(6.28) F(c,y)— expé )

(6.28.1) Prob(y, = j)= z ~ 77

El cual se denomina Logit Condicionado. Usualmente la eleccién depende de los
atributos de Z;. Por lo tanto, x;, varia entre los individuos ademas de las w; caracte-
risticas |nd|V|duaIes De esta manera, el modelo puede plantearse de la forma:

BZ +ou'w;

6.28.2) prob(y, = j) z N Pz

Schmidty Strauss (1975), estiman un modelo de ocupacién basado en una muestra
de 1000 observaciones cuya variable dependiente es la Ocupacion, que esigual a 1
si es empleado doméstico, 2 si es obrero no especializado, 3 si es artesano (traba-
jador manual), 4 si es oficinistay 5 si es trabajador profesional. En el conjunto de
variables independientes se incluyeron la constante, la educacion, la experiencia, la
raza y el sexo. El modelo, incluyendo los estratos sociales, sera:

(6.28.2) prob(y,=1)=—F——

Debe observarse que las probabilidades estimadas dependen de los estratos 1, 2, 3,
4y 5. De esta forma, el modelo condicional Logit computa las probabilidades relati-
vas a cada estrato, el estrato podra contener pocos casos 0 muchos casos. Por lo
tanto, la probabilidad de que la i-ésima observacion pertenezca a un estrato social s;,
viene dada por:

(6.28.3) P@ 1} e
3B
I

meS;
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6.7. Modelos multinomiales

Un modelo multinomial de respuesta cualitativa se define de la siguiente forma.
Asuma que la variable dependiente y,toma m,+ 1 valores {0, 1, 2, . . ., mi}, entonces
el modelo multinomial vendra dado:

(6.29) P(y;=j)=F;(x*,0);i=1,2,...,nyj=12,...m.

Donde x* y 6 son vectores de variables independientes y parametros respectiva-
mente. De esta forma, m,depende de un i en particular cuando los individuos tienen
diferentes conjuntos de eleccidn. Para definir el estimador de 6 en el modelo (6.29)
usualmente se definen Y"=1 (m, + 1) variables binarias, de la forma:
(6.29.1) y;= 1siy,=]j

=0siy;#j;i=1,2,...,nyj=12,...m,.

La funcién de verosimilitud viene definida como:

6202 Ln L = > > y,LnF,
=1 j=0

N

Donde el estimador insesgado O de 8 se define como una solucion a la ecuacién

oLnL —o
00

6.7.1. Modelos ordenados

Los modelos multinomiales de respuestas cualitativas se pueden clasificar en mode-
los ordenados y no ordenados. Un modelo ordenado se define como:
(6.30) P(Y =] X, 6)=p(S)

Para alguna medida de probabilidad p, sobre x y 6, y una secuencia finita de
intervalos sucesivos { S; } que depende sobre x y 6 tal que Uj Sj =R.

En los modelos ordenados, los valores que y toma, corresponden a una particion
sobre la linea real. A diferencia de un modelo no ordenado, donde la particién
corresponderia a particiones no sucesivas sobre la linea real o a particiones de
dimensiones mayores sobre el espacio euclideano. En la mayoria de las aplicacio-
nes, el modelo ordenado toma la forma:

(6.31)P(Y=j|x,a,B)=F(0u-xB)-F@;-xB);j=0,1,..ma;=-0; 0 < Uy ;0lpey =0

Para alguna distribucion F, se puede definir un modelo Probit ordenado o un modelo
Logit ordenado.
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6.7.2. Modelo Logit multinomial

El modelo Logit multinomial se define como:
m; -1

(6.32) P(Y, =J) = [Zexp(x',-,ﬁ)} exp(x';B):i=12..nyj=01,.,m.
k=0

McFadden (1974)® considera el siguiente modelo multinomial derivado del proble-
ma del consumidor. Considere a un individuo (i) cuyas utilidades estan asociadas
con tres alternativas, de la forma siguiente:

(6.33) U;=p;+ g,conj=0,1,2

Donde U; no es una funcion estocastica sino deterministica. En Mora (2001) se
presenta un resumen de u; estocasticay no estocastica. Por otro lado, y g;, es el usual
término aleatorio de error. De esta forma, el individuo elige aquella alternativa en la
que obtiene la mayor utilidad. EI multinomial Logit se puede derivar del problema de
maximizar la utilidad siy solo silos g; son independientes y la funcion de distribucion
de g; viene dada por exp[-exp(g;)]. De esta manera, la probabilidad de que el i

individuo elija una alternativa j, sera:

(6.34) P(y=2)=P (U,>Uy, U, >Uy)
=PE+ -l = €4,8F -y > g

2 tH2—Hy E2tH2—Hy

_ s Jfteme, [ fee0es, o,

o

= |exp(—e,)exp[—exp(—c, )] x exp[ —exp(—c, —y1, + 1, )] xexp[—exp(—e, —, +11, )]G,

-0

exp(W;, ) +exp(u,;,)+exp(L,,)

Y tomard una forma parecida a (6.32) si hacemos W, - Mo = X B Y Hi - Ho
=X"i,B.

6.8. Variables dependientes limitadas

Existe un gran nimero de datos cuya observacion nos muestra que estan limitados
o acotados de alguna forma. Este fendmeno lleva a dos tipos de efectos: el trunca-
miento y la censura.

15. En el capitulo siguiente se profundizara en el modelo de McFadden.
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El efecto de truncamiento ocurre cuando la muestra de datos es extraida aleatoriamente
de una poblacién de interés, por ejemplo, cuando se estudia el ingreso y la pobreza se
establece un valor sobre el cual el ingreso se encuentra por encima o por debajo del
mismo. De esta forma, algunos individuos podran no ser tenidos en cuenta.

Por otro lado, censurar es un procedimiento en el cual los rangos de una variable son
limitados a priori por el investigador; este procedimiento produce una distorsion
estadistica similar al proceso de truncamiento.

6.8.1. Truncamiento

Una distribucion truncada es la parte de una distribucion no-truncada antes o des-
pués de un valor especifico; imaginese por ejemplo que nosotros deseamos conocer
la distribucion de los ingresos anteriores a 100.000 o el nUmero de viajes a una zona
mayores de 2, ésta serda tan solo una parte de la distribucion total.

6.8.1.2. Densidad de una variable aleatoria truncada

Si una variable continua aleatoria x, tiene una funcién de densidad de probabilida-
des, pdf(x), y a es una constante, entonces:

fx)

(6.35) f(x | x> a)= W

Si x tiene una distribuciéon normal con media p y desviacion estandar

(6.36) prob(x>a)=1- cb(a —pj
(e)

=1-D(x)

a—|L . . . .
Donde & = TJ’ q)(x) es funcion de densidad acumulativa, entonces la distri-

bucién normal truncada sera:

f(x)

6.37) flx|x>a)= T o6)

_(27:0 )/ - %"2

ICDOC

V)q((x “/)

1- CD(OL)
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Donde @ sera la pdf normal estandar. La distribucion normal estandar truncada con
pM=0y o=1paraaiguala-0.5 0y 0.5, sera:

A
1.2
1.0 r-\
0.8 /"‘\
/\ GRAFICA 6.1. Distribuciones normales
truncadas.
0.6
N4
0.2 & »
-3 2 -4 05 0 05 1 2 3

6.8.1.3. Momentos de una Distribucién Truncada

Los momentos de mayor interés son la media y la varianza. Estos momentos son
convenientes para hallar la razén inversa de Mills. Si x—N[u,0?] con U constante,
entonces la media vendra dada por E[x|truncamiento] = u+ oA(a), y lavarianza por
var[x|truncamiento]= 0?%(1-&(a)) donde a=(a-p)/c. Por otro lado, nosotros obser-
vamos que:

d(et)

(6.38) 7M(OC)= l—d)(oc) Si el truncamiento ocurre en x > a
7‘((1): %((3)) Si el truncamiento ocurre en x < a

o9(01) _ )

como ()= Ao (o) — o )donde 0 <3(o < IVa, Y Toc) -

Donde A(a) se conoce también como la razén inversa de Mills.

6.8.1.3.4. Estimacién por maxima verosimilitud

Tomando el logaritmo de (6.37), y al realizar la suma de los logaritmos de estas
densidades, nosotros obtenemos:

(6.39) LnL:%@n(Zn)Jancz} 1 z(y,._Bvxi)z_iLn{l_@(a—B'x,ﬂ
i i=1 (0}

202
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Las condiciones necesarias para maximizar (6.39) seran:

op ~ c’ G
n _ R 2
(6.40) aanL _ 12 N (yl § 4xl _ocl.le. 9
0c | 20 2c 2c
dondeo,, =L i A = 0(o,)
c 1 —CD(ocl.)

6.8.2. Censuramiento

Un procedimiento normal con datos microeconémicos, consiste en censurar la
variable dependiente. Cuando la variable dependiente es censurada, los valores en
un determinado rango son todos transformados a un valor singular. De esta forma,
si definimos una variable aleatoria y transformada de la variable original como:

(6.41) y=0Siy*<0 y=y* Si y* >0

GRAFICA 6.2. Distribucién sensurada.

v

Y* Y

La distribucién correspondiente a y* — N[u,0?] seré:

prob (y=0) = prob(y* <0)

of2
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Si y* >0y tiene la densidad de y*, entonces la distribucion tiene partes discretas y
continuas, donde la probabilidad total sera de 1 como se requiere. Para lograr esto,
se asigna la probabilidad total en la regién censurada al punto de censuramiento.

6.8.2.1. Momentos

La media de una variable censurada vendra dada por:

(6.42) E(y)=®a+(I-0)pu+oL)

Y lavarianza:

6.43) Var ()=c’(1-0)|[(1-5)+ (0 -21)* @]

Donde q)|:ﬂ} = CI)(()(): prob(y* <a)=0; A= % ; §=27 -\t
G —

6.8.3. Modelos Tobit

Los modelos Tobit se refiere a modelos censurados o truncados donde el rango de la
variable dependiente se restringe de alguna forma. El problema puede verse como:

(6.44) y=y* Siy*>y, 0 y=0Siy* <y,

Asumiendo que y* = 3, + B,x + |, con [ el término de perturbacion aleatoria, y que y,
varia entre los hogares pero que dicha variacion es conocida, el modelo que genera los
datos para una funcion de verosimilitud con n observaciones independientes sera:

(6.45) L= IZIE(V.;,-)JF Hﬁ(ﬂ)

Donde F,y f; son las funciones de distribucién y de densidad de y;*. Por otro lado, I,
significa el producto sobre aquellos i para los cuales y* < vy, y [, significa el
producto sobre aquellosiparalos cualesy* >y,,. Por estarazén, el modelo estandar
puede definirse como:

yi =
(6.46) Y = yi*’Si yi* >0
y,=0,8iy; <0

B'x, +e,,i=1,2,3,...,n
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Asumiendo que g~ N[0, a?], lafuncion de verosimilitud para el modelo Tobit estandar
sera:

o122 e

1 (&)

Donde @ y ¢ son las funciones de distribucién y densidad normal estandar. La
funcién de verosimilitud de la version truncada del Tobit puede escribirse como:

o o221 {2

1 (&)

De igual forma se puede plantear la funcion:

lcl)[yy— " 11]/
1 d)EB'xy]/cs

(&m1)f(h)= s Si y; >0

, de otra forma

Dado el creciente uso de los modelo tipo Tobit, Amemiya realizd la laboriosa tarea de
clasificar, los modelos Tobit de acuerdo con similitudes en la funcion de verosimilitud.
La caracterizacion de los tipos de modelos Tobit es la siguiente:

Tipo Variable Dependiente
Y1 Y2 Y3
1 Censurado - -
2 Binario Censurado -
3 Censurado Censurado -
4 Censurado Censurado Censurado
5 Binario Censurado Censurado

Las funciones de verosimilitud seran:

Tipo Funcién de Verosimilitud
1 p(y:<<0) . p(y1)

2 p(y:<<0) . p(y:=>0, y,)
3 p(y:<<0) . p(y1, ¥)

4 P(Y1<0,Ys) . P(Y1, Y2)
5 pP(Y:<0,Ys) . p(y:>0, y,)
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Caday; conj=1,2,3 se asume que tiene una distribucion del tipo N( 3'x;, 0%) y p denota
una probabilidad, o densidad o una combinacién. Amemiya toma el producto de cada
p sobre la observacion que pertenece a una categoria particular determinada por el

signo dey,. De estaforma, eltipo 1, modelo Tobit estandar, la funcién de verosimilitud

[p(y,<0).p(y,)], serd una notacién abreviada paraH P(Vfi < OH fi (,Vu ) donde
0 1

f, esladensidad de N(B',x,;, 0%). De igual forma, en cada tipo de modelo el signo de
y; determina cada una de las dos posibles categorias para las observaciones y la
variable censurada se observa en una categoria y no en la otra.

6.8.3.1. Modelo Tobit tipo 2: {p(y;<0) . p(y;>0, v¥,)}

Este modelo se define como:

vy =By Xy ey
Yy =B X, ey,

(6.49) Iy Sy >05i=1,23,...... ,n
*losSiy.L<o

Donde {g,;, €,,} son i.i.d extraidos de una distribucion normal bivariada con media
cero, varianzas 02, y g2, y covarianza g;,. Se asume que solamente el signo de y*;;
se observa y que y*, se observa cuando y*;>0. De igual forma, x;; se observa para
todos los i, sin embargo x, no necesariamente se observa para aquellos i tales que
y*, < 0. La funcién de verosimilitud para este modelo sera:

6.50) L= HP(Y; < O)Hf(yzi lyy > O)P(y;i > 0)
0 1

Donde N,y M, es el producto para aquel i en el cual y,; =0y y,, #Z 0 respectivamente
y f(=]y*,;>0) es la densidad condicional de y*,, dado y*;;> 0. Este tipo de modelos
fueron originalmente usados por Nelson (1977), Dudley y Montmarquette (1976),
Weslin y Gillen (1978). Veamos el modelo de Gronau (1976).

Gronau (1976) asume que el salario ofrecido W° a cada ama de casa es independien-
te de las horas trabajadas H. En este sentido no existe un menu de salarios W°(H).
Dado W°, una ama de casa solucionard el siguiente problema:

(6.50.1) Maximizar u(C,X)

Sujeto a WPH + V =Y [Restriccién de ingresos]
C +H =T [Restriccidn de tiempo]
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Donde C es eltiempo gastado en el hogar para cuidar los nifios, X esun vector de dos
bienes, T estiempo total disponible y V otros ingresos. De esta forma unaama de casa
no trabajara si:

ou(ou)" 0
(6.50.2) %[&j >W

H=0

Y trabajara sila desigualdad contraria se mantiene. Si ella trabaja Hy la tasa actual
de salario es W°, entonces:

ou( ou\'
——| =W
(6:503) oC [8Xj

La parte derecha de (6.50.2) se conoce como el salario de reservay, en adelante, se
denotaracomo W'. Asumiendo que W°y W"son combinaciones lineales de variables
independientes mas el término de perturbacién aleatoria ¢;, el modelo estadistico
puede plantearse como:

0 _ Nt
W' =B, x, +ey

6504y i T Zi+E,
0 - 0 r
w, = Wi S "fj W i c12n
0 SiW <w

Donde los {g,, € } son i.i.d extraidas de una distribucion normal bivariada con
media cero, varianzas o?%, y 02, y covarianza o, .. Note que si se hace
2

W' -W' =y, yW' =y tendremos el modelo (6.49).

6.8.3.2. Modelo Tobit tipo 3: {p(y,;<0) . p(y., ¥.)}

El tipo 3 se define como

yi =By Xy ey

Yy =B, X, +ey,
y:i Si y:i >0
yli = 0 S. * <0 ;

(6.51) P =
Yy iy >0
y2i = . *
0S8iy; <0

Vi=12,3,...,n
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Donde los {¢,;, €, } son extraidos de una distribucién normal bivariada con media cero,
varianza o2, y 6%,y covarianza a,,. Este modelo difiere del anterior en que y*,; también
se observa cuando este es positivo. La funcién de verosimilitud vendra dada por:

(6.52) L= HP(V;I' < ol_[f(yli’yzi)
0 1

Donde f(.,.) es la densidad conjunta de y*,; y y*,i. Dado que y*;;se observa cuando
es positivo, todos los parametros son identificables, incluyendo o2,.

El modelo tipo (3) también se conoce como de autoseleccién tipo Heckman; a
continuaciéon se expondra en qué consiste.

Heckman (1974) propone un modelo diferente al de Gronau en el sentido de que
Heckman incluye la determinacion del nUmero de horas trabajadas [H] en el modelo. Al
igual que Gronau, Heckman asume que el salario ofrecido W° es independiente de las
horas trabajadas, ademas la ecuacion de W° es la misma de la ecuacion de Gronau:

(6.52.1) WO = "Xy +¢&,

Y define:

6.52.2 oufou i =W’
(6522) 30l ax

Por lo tanto:

(6.523) W, =yH, +a” Z +v,
De esta forma, un individuo trabajara si:
(6.52.4) Wi (H,=0)=0a" Z, +v,<W?
El salario W, y las horas trabajadas H, se determinan cuando se soluciona simulta-
neamente (6.52.1) y (6.52.3), entonces W% = W' = W,. El modelo de Heckman se
puede definir como:
(6.52.5) W, =B X, +¢&,
(6.52.6) W, =yH +a” Z +v,
Y para el i que cumple la restriccién de las horas trabajadas:
(6.52.7) H*=p"X;+¢&;>0
JHON JAMES MORA
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Donde 3" X =y 1 (B Xy-0" Z)ye; =y?1(ey-Vv;). Se puede observar que (6.52.4)
y (6.52.7) son equivalentes dado que y > 0.

6.8.3.3. Modelo Tobit tipo 4: { p(y;<0, ¥5) . p(Y1, ¥2)}

El modelo Tobit tipo 4 se define como:

Vi =B Xy +ey
y;i =B’ xy +ey,
=B’ x5 +ey
{yn Si yg; >0
PET 0 81y <0 s vic 123, 0m
,Siy;, >0
0.S8iy,;<0

Sl y11<0
0S1 y,; >0

(6 53) y21 {

Donde los {&,;, €, €5} SON i.i.d extraidos de una distribucion normal trivariada. Este
modelo difiere del tipo 3 en la adicién de y*;, el cual se observa solamente si
y*;; £ 0. La funcién de verosimilitud vendra dada por:

0
6.54) L= H I f3(YTi’Y3i dYTinz (Yli’YZi)
0 o 1

Donde fy(. ,.) sera la densidad conjunta de y*;; e y*;, yf, (., .) la densidad conjunta
de y*; e y*,i.

Nelsony Olson (1978) proveen el siguiente ejemplo: Sea y*, eltiempo que se usaen
entrenamiento escolar vocacional, que es completamente observado si y*, > 0. Si
esta condicion no se cumple entonces pertenecera al intervalo (<o, 0]. El tiempo que
se usa en educacion y*, se observa que pertenece a uno de los intervalos (-, 0],
(0, 1] y (1, ). El salario y*, se observa completamente. De igual forma, y*, son las
horas trabajadas y son observables completamente.

Dado que cada variable pertenece a un conjunto de ecuaciones simultaneas se
puede estimar solamente la forma reducida, en un modelo de 2 ecuaciones simulta-
neas:

(6.54.1) ¥y =Cpyu+ou'xy,; +8y,
— * '

(6:54.2) y,; = Loy +a,'x, +8y
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Donde y,; se observa siempre. Por otro lado, y*,;; se observa comoy;; si y*;;>0.Los
parametros estructurales de este modelo se estiman de la siguiente forma:

« Paso 1: Estime los parametros de la ecuacion en la forma reducida para y*, con
un Tobit de maxima verosimilitud y para la ecuacion reduciday, estime los
parametros por minimos cuadrados ordinarios.

« Paso 2: Reemplace y, al lado derecho de (6.54.1) por la estimacion de los
minimos cuadrados ordinarios obtenido en el paso anterior y estime los
parametros de (6.54.1) a través de un Tobit de maxima verosimilitud.

« Paso 3: Reemplace y*;; en ellado derecho de (6.54.2) por su estimacion obtenida
en el paso 1y estime los parametros de (6.54.2) por minimos cuadrados
ordinarios.

6.8.3.4. Modelo Tobit tipo 5: {p(y,<0, v,) . p(y:>0, y,)}

El modelo Tobit tipo 5 se deriva del tipo 4, y se omite la ecuacién para y,;. Dado que
solamente observamos el signo de y*,;,, tendremos:

Yi = B'ixy; +ey;

Vai =By Xy 8y,

Vi =By Xy +ey

~ y;‘l Si y; >0Vl :1,2,3,...,11

655 7| 08iyp <0

Vi Si pp; <0
y3i: . *
0Siy,;>0

Donde los {g;;, €, €5} son i.i.d extraidas de una distribucion normal trivariada. La
funcién de verosimilitud para este modelo sera:

0 "
6.56) L= H If3(y:i7y3i)dy:i]:[jf2 (y:i’yzi) dy;,
0

0 o 0

Donde f,4(.,.) y f,(.,.) se definen como la densidad conjunta de y*,;y y, . Por otro lado,
f,(.,.) esladensidad conjuntade y*,;y y*,. Lee (1978) desarrolla el siguiente modelo:
Sea y*, el logaritmo de la tasa de salario del i-ésimo trabajador en el caso de que él
o ella se unan a un sindicato. Cuando el trabajador decide unirse o no al sindicato,
este evento estara determinado por el signo de la variable (y*;;):

(6.57) ¥ =Vu—Yu+d'Z +g,
JHON JAMES MORA
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Dado que nosotros observamos y*, solamente si el trabajador se une al sindicato y
si no se une al sindicato ( y*; ), el logaritmo del salario observado, denotado pory;,
se define como:

Y=Yy siy; >0

6.57.1 .
( ) Y =Vs5 st y; <0

Lee asume que X, Y X, las variables independientes en (y, ) ¥ ( y*5 ), incluyen
caracteristicas individuales de las firmas y trabajadores tales como la localizacion
regional, el tamafio de la ciudad, la educacién, la experiencia, la raza, el sexo y la
rigueza. Porotro lado, Z incluye caracteristicas individuales y variables que represen-
tan el costo monetario y no-monetario de ser miembro del sindicato. Dado que y*; no
es observado a excepcién del signo, la varianza de y*, puede asumirse como
unitaria. Lee estima el modelo en dos etapas tipo Heckman aplicado separadamente
a (y*,)y(y*;). Amemiya (1994) define también el Tobit tipo 5 como:

y;i :B'jxji—"_gji
Zji :Y'iji"'Vji
Y, =y, SiZ,=maxZ’ ; j=123,.i=123..
j

i

(6.57.2)

Donde caday, x;, S; son observados. Se asume que {g;, V;} son i.i.d a través de i,
pero correlacionado a través de j, y paracadai y jlas dos variables pueden estar

correlacionadas. La forma de verosimilitud vendra dada por:

(6.57.3)
L:Hf(y:i | Z,; es el max)p,; XH.f(y;i | Z,; esel max)pzi XHf(,V;,- | Z; es el max)Pﬁ
1 2 J

Donde I1; es el producto sobre aquel i para el cual Z*; es el maximo (max) y
p; = P ( Z*; maximo).

6.9. Contrastes de especificacion

De lamano con el desarrollo de las formas de estimacion de los modelos, la literatura
ha venido ofreciéndonos una serie de contrastes para conocer la "bondad" de los
modelos estimados. El origen de estos contrastes se remonta a los trabajos de Rao
(1947) en lo que se conoce como "contraste Score" o "contraste de puntuacién”.
Posteriormente Silvey (1959) propone el contraste de multiplicadores de Lagrange
que no es otra cosa que el mismo contraste de Rao.

El contraste de multiplicadores de Lagrange no es el Unico que se pueda usar, pues
estan el de Hausman (1978) y el contraste de momentos condicionales [Newey

INTRODUCCION A LA TEORIA DEL CONSUMIDOR
______________________________________________________________________________________________[Jyky
1 (CES|



(1985) y Tauchen (1985)]. Para Pagany Vella (1989) el uso del contraste de especifica-
cion en variables dependientes limitadas no es muy comudn debido a la dificultad
computacional de los mismos.

Los contrastes de especificacion que se desarrollaran seran: El contraste de Rao 6
contraste de puntuacion; el contraste de especificacion de Hausman, el cual parte de
los trabajos de Durbin (1954) y por lo tanto se conoce también como Durbin-Hausman
o Durbin-Wu-Hausman debido a los trabajos de Wu (1973); el contraste de la matriz
de informaciéon de White (1982) y el contraste de momentos condicionales sugerido
por Newey (1985) y Tauchen (1985).

6.9.1. Contraste de Rao 6 contraste de puntuacion

Suponga que existen n observacionesindependientes y,, ¥,, Ys,......, Y, con funciones
de densidad idénticas f(y, 6) donde 6 es un vector p x 1 de p pardmetros. Entonces
la funcién de verosimilitud L( 6), el vector de puntuacion (Score vector) d(8),y la
matriz de informacién I( 0 ) vienen definidas como:

L(8)= (3,00 L,(6)

d(e)= % , paraalgunq, E[d(6)]=0

0000’
El estimador maximo verosimil © viene dado por la ecuacion d(O) = 0. La hipotesis
a probar sera H,=h(6)= 0, donde h(8) es una vector de dimensién r de 6 (r < p) con
una constante dada c. Rao (1948), propone el siguiente estadistico:

3 O’L
I(8)=cov[d(q)]=E[d(B)d(8)]= E

(6.58) dI(©)[I(0)]* d(O)

Donde (é) es el estimador maximo verosimil restringido de (6 ) bajo Ho. Si Ho es

cierto, entonces d(© ) se espera que tienda a cero. Rao muestra que el estadistico
Score tiene una distribucion chi-cuadrada (x?) con r grados de libertad bajo Ho.

Breusch y Pagan (1980) sugieren usar este estadistico como un contraste de espe-
cificacion. Laventaja del contraste de puntuacion consiste en que depende solamen-
te de los estimadores maximos verosimiles del modelo restringido, ya que tanto el
vector de puntuacién como la matriz de informacién se basan en el modelo total. Una

extension del contraste de puntuacion consiste en un estimador general~/ # mas que
en la restriccibn maximo verosimil, a esta extensién se le denomina el contraste
Neyman-Rao [Hall y Mathiason (1990)].

JHON JAMES MORA
118

ICESI




Para modelos de eleccion binarios, Davidson y Mackinon (1989) muestran que el
contraste de puntuacién con base en la matriz de informacién puede ser computado
facilmente y Orme (1992) muestra que las propiedades se conservan en los modelos
Tobit?®.

6.9.2. El contraste Durbin-Hausman

El contraste de especificacion sugerido por Hausman se basa en la comparacién de
dos conjuntos de parametros estimados: Sea O un estimador de 6 el cual es

eficiente bajo Ho, pero inconsistente bajo H,;, y 6 un estimador de 6 el cual es
_ + —
consistente bajo Ho y H, pero ineficiente bajo Ho. Sead=0 -0 y var(\/ze) =V,

N
yvar(\/ZO) =V,. Elcontraste de Hausman se basa en el resultado de var(\/; d)=V,

-V, bajo Ho (Rao 1973,pp.317). Eltest estadistico consiste en (\/;d)'( V-V, )'1(\/;
d) que tiene una distribucion chi-cuadrada con p grados de libertad, que es la
dimension de 6. En el caso de que (V, - V, ) no exista, se puede usar la inversa
generalizada [Rao y Mitra (1971)], pero la chi-cuadrada tendrd menores grados de
libertad. Existe una variacién del tipo Hausman, en el que ambos estimadores son

inconsistentes bajo H,, aunque pLimé #pLimO bajo H,[ver Ruud (1984)].

6.9.3. El contraste de la matriz de informacion de White

La matriz de informacion de White(1982) se basa en el hecho de que en un modelo
especificado correctamente, tendremos:

B - O°L
(6.59) E[d(6) d(8) 1= E| ~ ==

'L
0000’
media cero para un modelo especificado correctamente. Como problema de esta
constante se encuentra el hecho de que al tratar de obtener la varianza de este

contraste se requieren derivadas de orden superior de al de L. Lancaster (1984) ha
mostrado que este estadistico se puede obtener a partir de la regresion:

Si nosotros consideramos el estadistico d(6) d( 6 )"+ [ } éste debera tener

(6.60) r = GC, + ZC, + ¢,

16. Como existen diferentes formas del contraste Score, que dependen de los estimadores de la matriz de informacion,
en datos pequefios, las propiedades del estimador son bastante malas con respecto a la matriz de informacion
cuando se usa el método del gradiente del producto externo (outer product gradient) [Davidson y Mackinon (1989),
Orme (1990)]. Una alternativa consiste en tomar el hesiano como lo observa Taylor (1991).
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Donde r es un vector de unos, G es una matrizn X p cuyos i,j elementos son:

AL,()
G,(6)= 0. ,1=1,2,3,...,n;j=1,2,3,...,p; Zes unamatriz cuyos elementos tipicos
J

son:

6°L(0) OL(6)aL(6) |
00,00, T 00, 0, 0j=1,2,...,.p; k=1,2,...,J.

Z y G son evaluados en el estimador restringido maximo verosimil. El nimero de
columnas en Z sera Y(k? + k). Cox (1983) y Chesher (1984) demuestran que el
contraste de la matriz de informacién puede ser interpretado como un contraste de
puntuacién para rechazar heterogeneidad o una variacion de los parametros en 6.

6.9.4. El contraste de momentos condicionados (CM)

El contraste de momentos condicionados fue sugerido por Newey (1985) y Tauchen
(1985), y se basa en la premisa de que bajo una especificacién correcta, no solamen-
te se tiene E[d( 6 )] = 0 sino también condiciones de sobreidentificacion como
E[m (y, 6)] =0. El contraste de momentos condicionados puede reducirse a la
regresion:

A

(6.61) i=G C + b m +¢,

A
Donde G es lamatriz { G; = M } eiesun vector de unos. G' es ortogonal a i
j
N N N
dado que i” G =0 son las ecuaciones de solucion maximo verosimil © y m sera
ortogonal ai sila condicion de momentos se satisface. De esta forma, un contraste
para la condicidbn de momentos consiste en la hipdtesis b = 0 en la ecuacion (6.61).
En el caso de que existan r condiciones de momentos, se define la matriz

m=m (0O)den xr,y se contrasta la hipotesis b= 0 en la regresién (6.61). Aun

cuando i” G' = 0 es importante incluir G' en la regresién [Mackinon (1992, pp,132)]. La
regresion artificial se basa en laigualdad informacional (6.59) la cual es valida solamente
cuando la densidad completa de las observaciones es especificada correctamente.

Un Ultimo contraste de especificacién proviene de Pregibon (1980); este contraste
consiste en que si la regresién esta bien especificada, no se deberian encontrar
variables independientes significativas. De esta forma, una clase de error consistira
en que la variable dependiente necesitase algun tipo de transformacion en su rela-
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cion con las variables dependientes, en lo que se conoce como una funcion de union
(LINK FUNCTION). El contraste consiste en la regresion:

(6.61.1) y=B"x+¢g

N
Donde 3~ seran los paramentos estimados, entonces B'x, debera ser significativo y
l

N
2 .z . ., .
(B'x; )" no. El modelo también se usa para especificacion en transformaciones de
las variables independientes, de esta forma, si en un modelo inicial Logit o Probit

N
(B 'xl-)z da significativo entonces alguna variable independiente podria necesitar algin

N
. ., . 2 , . ‘g .
tipo de transformacion, una vez realizada esta (3'x; )* no debera ser significativo.

6.9.5. Contrastes de heterocedasticidad

Entre los primeros trabajos sobre Heterocedasticidad realizados por Maddala y
Nelson (1975) se argumentan que una regresion con Heterocedasticidad en los
errores, los estimadores son consistentes pero ineficientes. En el caso del Tobit, el
estimador maximo verosimil (ML) esinconsistente en la presencia de Heterocedasticidad
[Brannas y Laitila (1989)].

En un modelo de regresion, la comprobacién de Heterocedasticidad se realiza con
base en los residuos del modelo de minimos cuadrados. Pagan y Park (1993)
sugieren que los contrastes existentes para probar heterocedasticidad pueden ser
considerados como un contraste de momentos condicionados(CM). La condicion
de momentos para un contraste CM, sera:

(6.61) %ZE(ZI (e’ —02)): 0

Siendo ¢; el error con varianza o2 bajo Homocedasticidad, y Z; es indicador mal
especificado. Por ejemplo, si asumimos que Var(y, ) = 0% (1 + Z, y)? se debera
mostrar que esta condicidn se sigue del contraste de puntuacion en el caso del Tobit.
En el caso de un Probit o Logit, seay*, =p3"'x; + ¢ ;¢ — 1.i.d(0, 0?), el cual es

1Siy* >0
0 De otra forma

do como una variable dicotomica, solamente (/o es estimable. Asumiendo que
o0 = 1, entonces:

observado solamente cuando V; = { . Dado que y* es observa-

(6.63) Probabilidad [y, = 1] =F (B"x;)
De esta forma, el logaritmo maximo verosimil L sera:
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630 L= LF(Bx) -y )1-FEx )T L,

_ aLi — i _ I_yi
SeallB)= o [F(B’xi) l—F(B’xi)}fi K

= |: yi—F(B'x;) :|f, X,
F(Bx)(1-F(B'x;)) ’

Donde f, es la primera derivada de Fi, es decir, f(B"x,) es la funciéon de densidad. El

n
j-ésimo elemento del vector de puntuacién d(f) es igual a ZGij(B). Si nosotros
i=1
deseamos probar la hip6tesis de que 3=0 entonces se debera obtener un contraste
de puntuacién con nR? en una regresion artificial de i sobre G(3) dondei es un vector

de unos. Davidson y Mackinnon (1984) denotan este contraste como LM;.

Considere ahora el estadistico basado en la matriz de informacion. Diferenciando L,
dos veces con respecto a 3, obtenemos:

L 3 [y,-f(B’x,-)_ 1-y.f(Rx)

(664) aBaé/ - aB' F(B’xi) 1_ F(ﬁ,xi) xi

PP’

= X, X

o°L, {yiF(B’xi)f’(B’xi)fz(B'xi)_(ly,-)lF(B’xi)f’(B’xinz(B’xi) -
F*(B'x;) (I-F(Bx;))’ o

Tomando E(y,) = F(B"x) entonces:

B n aZL _ n fZ(B,xi) ’
(6e4D)(b) = E{ 2 asaﬁ'} = X F (1 F i

Davidson y Mackinnon sugieren el siguiente contraste de puntuacion: Defina la
matriz R() de n x p cuyos elementos tipicos son:

(664.2) R(B) = [F(B'x,)1- F(B'x, )] 7 £(B'x,)x,

El n-vector, r( B ) tendra como elemento tipico:
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De estaforma, la matriz de informacion sera l(B) =R™ (B)R(B) y el vector de puntuacion
d(B) = R (B)r(B). De aqui, el contraste estadistico sera:

(6.64.4) LM, = d'ld=r" R(R"R"Rr

El cual no es mas que nR? de la regresion artificial r= Rc+ g. Davidson y Mackinnon
arguyen que LM, tiene propiedades débiles con relacion a LM,. Para comprobar
Heterocedasticidad, se especifica Var(y,) = (1 +y~ Z)?y se contrasta Ho: y=0. Por
otro lado, Davidson y Mackinnon especifican Var(y;) = exp(2y”~ Z) y Harvey (1976)
Var(; ) = [ exp(y~ Z)]>. Reemplazando B"x; en el modelo de regresion por

B"x /(1+y~ Z)yhaciendo [3 el estimador méaximo verosimil de § bajo Ho: y=0

entonces se reemplaza B por (3 enLM; y LM, La matriz G sera ahora de
nx(p -+ m)donde m esladimension de vy, de esta forma:

X, X,
oty | M T
oL, ~ T4, Y4, .
©65) Bl Bx, px, l
R P P
1+vy'Z, 1+vy'Z,
Bx; B'x;
Yl 7| V-»fl——7F
1+y'Z, 1+y'Z,
aLi i i /\'
5 = - - Brxi(=Z))
(6.65.1) 60 - -
1+y'Z, 1+y'Z,

La matriz R es ahoran x (p + m)y en la i-ésima fila tendremos:

~1/2
_| L BX; B’ X; B'X;

Ri 1Ri — 1 _ l [ . ! . .

[Ri(B), Ri(Y)] [F(1+Y'Zi)£1 F{1+y,2}]J] ‘f[1+y,Z;J[X¢ B x,(ih)]

El Score vector d(é ,0) es Rr el cual es un vector (p + m):

[f(lﬂ’l,-j(yi F(1+Y’Zij)}[F(1+Y’Zij(l F(“Y'Z:M =
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Bx, _ B'x; B'x; 3 B'x; ; ' =
{f{lw’zl-](y" F£1+V’ZJ)}{F[1+WZI. (! F[“—Y,ZJ)} (B'x)Z; =0
-1
Bx B'xi ﬁ B L
Dadoque[f(l +1'Z; j(y' (1+y’Z,-H[F 1+y’Z,.j(1 F(1+yfz,.j)}

eselresiduo generalizado [Gauriéroux, Monforty Trognon (1987)] y denotandolo por
¢, entonces (6.65) puede escribirse como:

| 1", .,
(6.66) —2.0,x =0ay—> ¢(p'x)Z =0

A N
De esta forma, el contraste de heterocedasticidad involucra solamente @, yno (P.z_
l H
Veamos qué sucede en el modelo Tobit.

Lee y Maddala (1985) usan la forma funcional Var(y;) = 0?i=G(a + 8~ Z) y sugieren
probar & = 0. Asumiendo que o, = 0 + 0 Z y definiendo un indicador I, como:

1Siy* >0
1, ={ Y

el logaritmo de la funcién de verosimilitud L, viene dado por:
0 De otra forma g P

(6.67) L = il{-;mﬂ -2%( i -Bx, )2}5;(1—1,. )Ln{I—CD(B,x" H
G i

i=1 i=1 G;

Bajo Ho: & = 0, entonces:

oL (¥ — Bx) _ Bx;
T g

Donde A, es la razén de Mills, esto es:

o
G

6.68.1) A; =—————
( ) I_q)(Bxij

(&

El vector de puntuacion, sera proporcional a:
(6.68.2) Z(Szi— GZJZI-
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La condicién de momentos para probar Heterocedasticidad en el contraste CM, es:

1 A
(6.68.3) _Z e’i-c’|Z, =0
n
De esta forma, el test para comprobar Heterocedasticidad se reduce al CM. Otro
contraste comunmente usado consiste en el contraste de las razones de verosimili-
tud o LR-test, el cual consiste en:

(6.69) LR=-2[Ln L -LnL]

Donde L, y L son los logaritmos de las funciones de verosimilitud del modelo
con heterocedasticidad y el modelo sin heterocedasticidad. De esta forma,
nosotros podemos probar Heterocedasticidad sobre una varianza del tipo
Var(g) = (1+vy~ Z)?6 Var(g) = exp(2y~ Z) 6 Var(e) = [exp(y~ Z)J bajo
Ho: y=0. Por lo tanto, si no existe evidencia estadistica para rechazar Ho existira
homocedasticidad y de forma contraria existira. Ademas, LR ~ x? 4.4 donde dy dr
son los grados de libertad asociados al modelo general y al modelo con
heterocedasticidad.

6.9.6. Contrastes de normalidad

Cuando no existe normalidad, existen sesgos en los estimadores[Goldberger (1983)].
Pagany Vella (1989) sugieren un contraste CM para normalidad con base en el tercer
y cuarto momento de los residuos. En términos generales, ya se trate de un Logit,
Probit o Tobit, el problema consiste en evaluar el momento E[ pu?; | y; = 0]. Leey
Maddala (1985) sugieren usar el método de recursividad para los momentos de

!
W= (yt—thj , el cual consiste en:
c

(6.70) E [(Mipil yi=0) ] =pc’ [Mipillyi = 0] —cA (—B'x; )"

Parap=1yE(W | y=0)=-0A donde A; eslarazén de Mills. Definiendo el indicador:

1,:{ 1Siy, >0

, entonces:
0 De otra forma

671) 0, = E@%|y, )= L’ —(1-1,)04, (25 +(B'x,)?)
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(6.72) 0, = EQ@* ~30*| 3, )= L, (1" ~30 )+ (1~ L)%, (B'x, )30 * +(B'x,)?)

De esta forma, el contraste de normalidad se basa en 6,y 6,, [Pagan y Vella (1989)
y Skeels y Vella (1993)]. Paraimplementar este contraste se necesitan los residuos,

N
pero no se pueden obtener de (y;-[3"x; ) pues éstos no tienen media cero. Una forma
de corregir este problema consiste en obtener los residuos generalizados:

6.73) n.=—c@-I) A, +1, u,

Para el Probit, el valor esperado del error sera:
(6.74) E(Hil yi)=¢,(y;, -0, )q)iil(l - D, )71
El residuo generalizado 1A»| para un modelo de eleccion discreto, viene dado por:

(675) n, =f, (v, —F:)F:i ' (1-F:)"

Powell (1986) desarrolla un estimador de cuadrados ordinarios censurado
simétricamente (SCLS) para un Tobit de la forma siguiente: Se eliminan las observa-

N /N
ciones para las cuales [3 “xi < 0. A continuacion, se hace y, = 2 [3"x, De estaforma,
N

los y;son distribuidos simétricamente sobre (0,23 "x;) y los errores (y;-[3 "X;) son

/N N
distribuidos simétricamente sobre - 3"x; y [3 "X, por lo cual tendran media cero.

Newey (1985) parte de una distribucién F,, bajo la hipétesis alternativa de que

!

B'x;
Fi= (W + yi* +y, w*) donde p= |~

resultantes seran:

j . Las condiciones de momentos

j 1’5
6.76) — . =0 - i i:0
676) —3 u, 1,=0y PO

Bera, Jarquey Lee (1984) construyen el siguiente contraste: Suponga unafuncién de
densidad g(m) que satisface la ecuacion diferencial:

dlng() ¢ +p
ou ¢, +c,u+e,u’

(6.77)

Si p tiene media cero, esto implica que a = -b,, después de reparametrizar:

JHON JAMES MORA
oy _______________________________________________________|
1CES | | N



oLng(un) _ c,u
o c,cu+e,un’

(6.78)

De esta forma, si se hace ¢,= 0,c, = 0 y ¢, = 02 obtendremos una densidad de
N(0, a?), por lo tanto, un contraste de normalidad consiste en contrastar ¢,= 0,c, =
0. Smith (1989) sugiere usar polinomios ortogonales y construir un contraste de
puntuacién para los supuestos distribucionales. Bajo condiciones generales, se
puede escribir una densidad h(Z, 6, ) de Z como el producto de otra densidad f(Z,
0) con momentos finitos de todos los 6rdenes y una serie de polinomios ortogonales
p« ( Z, 0); de esta forma tendriamos:

679 h(Z, 0 0)= F(Z.8)> a,(0,w)p,(Z8)
k=0

Donde a,( 6, Y) =1y py(Z,0) =1. La hipbtesis de Smith para normalidad consiste
en hacer Ho: a,( 6, ¢ ) =0 para k > 1.

Newey (1987) considera un contraste de normalidad tipo Hausman de la forma:

18iy* >0

6.80) y* = 7,5 + g i =
(6.80) y*, = 2,8+ ¢ con i {0 De otra forma

Donde Z,incluye variables enddgenas. El contraste se basa en la diferencia entre un

A Fay
estimador Tobit maximo verosimil (MLE), &, y un estimador SCLS, & minimo cuadra-
do censurado simétricamente. El contraste de normalidad de Hausman, sera:

N

A A A A -,
6.81) Ho:n(5 & )'[v(s i )} (5 .-5)

Los supuestos distribucionales del contraste podrian ser afectados por especifica-
ciones erréneas en la ecuacion [Blundell y Meghir (1986)]. Por otro lado, cuando
existen distorsiones en el tamafio el contraste podria sobrerrechazar la hipotesis nula
[Newey (1987)]. Algunos autores como Chesher, Lancaster e Irish (1985) proponen
usar métodos graficos para detectar fallas en los supuestos distribucionales. Aunque
el procedimiento es menos formal, podria informarnos preliminarmente sobre pro-

N
blemas de distribucién, y consiste en tomar los residuos L, Y computar lafuncién de
l
distribucion usando el método de Kaplan-Meier (KPM). La comparacion visual de esta

funcién conrespecto ala distribucion F se hace através de graficar F-1[KPM( PAH')] contra
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A

K; en el caso de una distribucion normal F = @. Si el modelo es correcto, la grafica
que resulta sera continua [Horowitz y Neuman (1989)].

6.9.7. Contraste de correlacion contemporanea

Considere el siguiente Probit bivariado:

* o ’
y; =B x,; +ey

(6.82) . ,
Y, =P %, +ey

Donde y*, y y*, son variables dependientes dicotémicas y {¢, y €,} son normales
bivariadas con media cero varianza unitaria y correlacién p. El vector de puntuacién
para este modelo viene dado por:

oL oL . L_osi ¢
(6.83) E:ZxﬁSzi,aBZ ZxZiSZiuap ZSIiSZi

Donde €1 y €2i son los residuos generalizados para las dos ecuaciones Probit. El

contraste estadistico viene dado por nR? de una regresion artificial de un vector de
A A AN

unos sobre (X, g7, X, €2, g;€2). Una alternativa simple consiste en computar los

residuos generalizados, su correlacién al cuadrado r?, y usar nr?2 como una chi-

cuadrado con un grado.

Kiefer (1982) desarrolla un contraste Score para un Probit multivariado: él comienza
con el supuesto general de que la matriz de correlacion de los errores es Ry crea un
contraste de puntuacion para la hipétesis R = I. Kiefer también desarrolla un
contraste para la hipétesis p=0 cuando R = (1-p)l +pee”, donde e es un vector de
unos; este contraste es bastante conveniente en modelos de efectos aleatorios con
datos de panel.

6.9.8. Contraste de sesgos de seleccion

El contraste para sesgos de seleccion fue el primer contraste de especificacion en
modelos con variables dependientes limitadas. Este contraste fue desarrollado por
Gronau (1974) y Heckman (1979). En términos generales se le conoce como el
contraste de Heckman. El problema planteado parte del modelo de autoseleccion
tipo Heckman, de la forma:

e _ [
(6.84) Y= B 1% TE€
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Y la ecuaciéon de seleccion es:

(6.85) ¥ ¥, =P',Xx, +€, >0

De esta forma, y*,; es observado e igual a y,;si y solo si y*,, > 0. Por lo tanto, y*,; es
censurado por la ecuacién de seleccion. Estambién de esperar que€,; Y €, tengan
ungradode correlacién p. Dado que y*,; es observado como unavariable dicotémica,
normalizando (6.85) a través de Var( €, ) = 1, deberemos asumir:

€4 0\(c® po
_N|| |,
Pt e

Una estimacién por minimos cuadrados ordinarios de (6.84) da como resultado
estimadores sesgados de (3, dado que E [ €; | y*, = 0] es diferente de cero; esta
expresion viene dada por poA; donde A, es la razén de Mills. De esta forma (6.84) en
términos de la variable observada y,; puede escribirse como:

(6.87) y;y = B 1%y + pOA; + €, donde E[g,,] =0

Una inspeccioén de (6.87) nos muestra la naturaleza del error, esto es, la omision de
A.. Dado que A, no es observado, Heckman sugiere obtener el estimador preliminar

N

de ;Aw conbaseen(3,, el Probitestimado de (6.85) y luego estimar (6.87) por minimos
cuadrados ordinarios. Adicionalmente si p es igual a cero no existiran sesgos.
Melino (1982) muestra que el contraste de significanciade A, en (6.87) es un contraste
de puntuacién sobre p=0. Elmodelo puede ser estimado en dos etapas, sinembargo,
existen restricciones: Si x, contiene solamente una constante entonces A; es una
constante y el coeficiente po no es estimable; si A, es una funcién lineal de los
componentes de x,; entonces se producird multicolinealidad, esto ocurre cuando x
contiene solamente variables dummy (falsas) y x,; incluye las mismas variables
dummy y sus combinaciones. Usando ML el problema puede resolverse, sin embar-
go la estimacién bajo ML tiene como problema que se podria entrar en un LOOP al
buscar convergencia, y en muchas ocasiones podria encontrarse maximo locales y
no globales. Recientemente se ha popularizado el estimador ML provisto por el
programa LIMDEP para este tipo de Modelos; Nawata (1993a, 1993b) ha demostra-
do como los estimadores obtenidos por LIMDEP no son confiables. Olsen (1982)
muestra que la funcion de verosimilitud para el modelo de seleccién tiene un Unico
maximo condicionado sobre p. Olsen, sugiere que uno puede obtener estimadores
ML condicionados sobre p y examinarlos en p. El procedimiento ha sido usado por
Nawata, mostrando que este procedimiento da resultados mas confiables que usar
el programa LIMDEP.
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6.9.9. Contraste de estabilidad

No es muy comun contrastar estabilidad en modelos de variables dependientes
limitadas, sin embargo, Anderson (1987) abre el camino en este tipo de contrastes.
Anderson propone comparar el logaritmo de la verosimilitud cuando el modelo es
regresado sobre un periodo, con respecto a un periodo posterior. El trabajo se
inspira en el contraste de estabilidad de Chow, extendiéndose el uso de las variables
dummy a los modelos Tobit y Probit. Hoffman y Pagan (1989) sugieren, siguiendo a
Anderson, definir primero un periodo de 1 hasta s y un periodo de s+1 hasta s+S,
y elaborar el estadistico:

A s+5 A

1
(6.88) T=— Dd,

t=s+1

N
Donde d: son los estimadores de puntuacion. La media de los periodos del estima-
dor posterior debera ser cercana o igual a cero en el caso de estabilidad en los

parametros. La varianza asintética de —/E sera S(1+Kk)lg [Hoffman y Pagan (1989)]
donde K = s/S. De esta forma, el contraste estadistico sera:

A oA=T oA

;r'l T
(6.89) S(1+k) 00

el cual sigue una distribucién chi-cuadrada con s grados de libertad. Este contraste
puede ser aplicado a cualquier modelo de variables dependientes limitadas y se
estima por maxima verosimilitud.

6.9.10. Contraste de exogeneidad

En modelos de ecuaciones simultaneas que involucran variables dependientes limi-
tadas, Groger (1990) considera un contraste de exogeneidad tipo Hausman a través
de una estimacion de minimos cuadrados ordinarios no-linelaes. Smith y Blundell
(1986) consideran el siguiente modelo:

(6.90)

V¥ =V uy, + X B+e, o yEu Siy*,; >0
110 De otra forma

14 _ ! 14
Yoo =X T, +Y 5 T8y

D (W
€ 0 ) Zzz
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Donde y*;; no es observado. La hipétesis para probar exogeneidad consiste en
Ho: o,, = 0. Smith y Blundell sugieren:

* Suponga que g; =V ,A + ey; y sustitlyalo en (6.90)

» Denote Var(e;;) = 0y,

 Estimey*; =y vy, +x B, +V ', a+ E; como un Probit y pruebe la hipétesis
Ho: a =0. Smith y Blundell a este estimador, el estimador condicional ML.

Rivers y Voung (1988) consideran el mismo modelo que Blundell y Smith pero en un
contexto Probity Vellay Verbeek (1993) lo consideran para el caso de un modelo de
panel.

6.10. Variables latentes

Las variables latentes representan conceptos unidimensionales en su mas pura
forma, puede decirse que se trata de variables abstractas como inteligencia, paisaje,
etc. Como todas las variables latentes corresponden a conceptos, ellas son varia-
bles hipotéticas que varian en su grado de abstraccidn: inteligencia, clase social,
podery expectativas son variables latentes abstractas creadas en la teoria. Variables
menos abstractas son la educacion y el tamafio de la poblacion.

Un ejemplo es la hipétesis de Emile Durkheim sobre la relacién inversa entre la cohesion
social y el suicidio: la cohesion social se refiere a la solidaridad de grupo, la cual es una
variable abstracta; el suicidio es directamente observable, pero la relacion directa-
indirecta es muy débil de acuerdo con la misma clasificacién de los suicidios.

Un modelo latente se acomparfia de un conjunto de ecuaciones estructurales que
resumen las relaciones entre las variables latentes. Bollen (1989) usa las relaciones
entre la democracia politica y la industrializacion en paises desarrollados, para
introducir la nociéon de modelos de variables latentes. Dado que algunas sociedades
han alternado entre dictaduras y regimenes electorales, es dificil discernir si la
asociaciéon realmente existe. La democracia politica se refiere a la extension de los
derechos politicos (imparcialidad de las elecciones) y libertades politicas (libertad de
prensa) en un pais. La industrializacién es el grado en el cual la economia de una
sociedad se caracteriza por el proceso de manufactura mecanizado, esto implica
rigueza social, poblacidn educada, avances en el estandar de vida, y éstas son las
oportunidades de una democracia.

Suponga que se tienentres variables latentes aleatorias: democracia politicaen 1965
y 1960 e industrializacion en 1960. Uno podria asumir que la democracia politica en
1965 es una funcién de la democracia politica e industrializacién de 1960. No existe
nada que nos diga que el nivel de industrializacion es una variable latente exdgena
(independiente) y se simboliza como §,, esta es exégena, en tanto sus causas estan
porfueradel modelo. Lavariable democracia politica es unavariable latente endégena,
ella esta determinada por variables en el modelo, cada variable latente es represen-
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tada por ;. De esta forma, la democracia politica en 1960 es representada porn, y la
democracia politicaen 1965 porn,, las variables latentes enddgenas son parcialmente
explicadas en el modelo y el componente no explicado y; es un término aleatorio; de
esta forma, el modelo de variables latentes para el ejemplo sera:

N, =Y u&; v,
N, =B,m; +v.,&; +7;

(6.91)

Escribiéndolo en notacion matricial:

osin (U] o[ B[]

Compactamente, tenemos:
(6.92) n=Bn+yE +vy

Ademas, E(n)=0, E(&) =0, E(y) =0 y yno esta correlacionado con . Por otro
lado, (I-B) es no singular. De esta forma (6.92) es una matriz general que representa
las ecuaciones estructurales para un modelo de variable latentes.

6.10.1. Ecuaciones estructurales con variables observadas

La ecuacioén (6.92) es una representacion general de ecuaciones estructurales con
variables observadas de la forma:

(6.93) y=By+Ix+y

Donde y es unvector de variables endégenas de mx1, B es una matriz de coeficien-
tes de mxm, ' es una matriz de coeficientes de mxn, x es un vector de variables
exdgenas nx1 y y es un vector de errores en las ecuaciones de mx1. Los y
representan los errores aleatorios en las relaciones entre los y;s y los x;s. El supuesto
estandar consiste en que los errores y no estan no-correlacionados con x. Por otro
lado, E(y?,) = Vary Oky Cov(y,,V,) =00k #1.

El modelo implicito para las ecuaciones estructurales con variables observadas, sera:

y =m donde y = m x 1 vector de var iables observadas

(6.93.1) x =& donde x = nx 1 vector de var iables observadas

Los modelos recursivos son sistemas de ecuaciones que tienen casualidad no
reciproca como en 6.3.a o retroalimentacion como en 6.3.b. Cuando esto es cierto
es posible denotar a B como una matriz triangular inferior, adicionalmente la matriz
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de covarianzas de los errores en las ecuaciones (W) sera diagonal, esto significa que
los errores para una ecuacion no estan correlacionados con los errores de las otras
ecuaciones. Por ejemplo, siy, causay,, ¥, no tiene efecto sobre y, ni directamente,
ni a través de alguna relacién con otras variables, veamos:

GRAFICA 6.3.a. Causalidad unidireccional.

GRAFICA 6.3.b. Retroalimentacion.

McDonaldy Clelland (1984) proponen el siguiente modelo, el cual representa el deseo
de unién de los trabajadores textiles en el suroeste de los Estados Unidos. Donde x,
representa los afios en la fabrica de textiles, x, representa la edad, y, la sumision al
empresario, y, el apoyo alas actividades de los trabajadoresy, y, la propensién hacia

lasuniones.

X1

X2

T12

V3
T31
> K
Y2
l /
T22
> )2
B
B2
Y1
V4

GRAFICA 6.3.c. Retroalimentacién en un modelo de sindicatos.
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El ordenamiento causal de McDonald y Clelland consiste en que la sumision influencia
la actitud hacia el activismo y, y las uniones y,, y el activismo afecta el sentimiento de
unién. Por otro lado, los ys errores no estan correlacionados a través de las
ecuaciones. La ecuacion en términos matriciales sera:

Vi 0 0 0|y, 0 1, x A&
6.94) |V2 |~ By 0 Oy, |+ 0 1, |: 1}"" Y2
Vs Bsy Bs 0] s Ty 0 V3

6.10.2. La Matriz de covarianzas

La hipétesis del modelo de ecuacion estructural general, consiste en

695 >=>6)

Donde % es la matriz de covarianzas de la poblacién de y e x, y Z(0) es la matriz de
covarianzas como funcion de un modelo de parametros libres en 6. La ecuacion
(6.92) implica que cada elemento de la matriz de covarianzas es una funcién de uno
0 mas parametros del modelo. La relacion entre ¥ y 2(6) es fundamental para
entender la identificacion y estimacion del modelo ajustado.

La matriz de covarianzas Z(8) retine los siguientes elementos: Primero, la matriz de

covarianzas dey. Segundo, la matriz de covarianzas de x cony. Tercero, la matriz de
covarianzas de x. Considérese primero %,,(0), esto es, la matriz de covarianzas dey:

5y 0 =E{yy)
. |:(I_B)—1(FX +y)(I—B)_1(Tx+Y))}
el e8|

— (- B) [E(xc D)+E (T )+ EGx T+E G )](1-B)

—(-B) (Tor+w)(-B)y"

(6.95.1)

Donde @ es la matriz de covarianzas de x, W es la matriz de covarianzas dey. La
matriz de covarianza de x, Z(0), es igual a @, esto es:

(6.95.2) Z o (9): E(xxx")=®
JHON JAMES MORA
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La parte final de la matriz de covarianzas es %,,(8), esto es, la covarianza de x con y:

> . 6)=E()
= E[x((l ~-B)'([Cx+ y))'}

—or'(1-B)"

(6.95.3)

De esta forma, encontramos que X(8) sera:

(-B) (Cor+wYi-B)"' (i-B)'To
or'(i-B)" @

(6.96) Y (0)=

6.10.3. Identificacion

La identificacién del modelo (6.96) con una 0 mas ecuaciones, requiere una investi-
gacion de cudles parametros son conocidos y desconocidos. Por pardmetros cono-
cidos entiéndase aquellos que pueden ser identificados, estos parametros general-
mente son caracteristicas de la poblacion y de la distribucion de las variables obser-
vadas como las varianzas y covarianzas para los cuales los estimadores de la
muestra son consistentes. Los parametros desconocidos son aquellos parametros
cuyo estatus de identificacion no es conocido, estableciendo entonces el investiga-
dor cuando existen valores Unicos para estos.

El modelo se encuentra identificado si se muestra que los parametros desconocidos
son funciones solamente de los parametros identificados, y que estas funciones
llevan a soluciones Unicas. Suponga que la Var(y) es el parametro identificado, 6, y
0, son pardmetros desconocidos, y la ecuacion que los relaciona es Var(y) = 6, + 6.,.
La identificacion debera establecer cuando se alcanzan valores Unicos de 6,y 6, en
esta ecuacion. Claramente con dos parametros desconocidos 6;, 6, en una sola
ecuacion, laidentificacion no es posible. Para algun valor dado de Var(y) un conjunto
infinito de valores de 6, y 6, satisfacen dicha ecuacién. Sin embargo, adicionando
una segunda ecuacion 6, = 6, se puede asegurar la identificacion por la cual cada

pardmetro sera igual a M .
2

Este principio general debera mantenerse para ecuaciones estructurales mas com-
plicadas. Los parametros cuya identificacion es desconocida estan en 6 y 6 contiene
t libres parametros restringidos(no-redundantes) de B, I', @ y W. La ecuacién que
relaciona X aBeslahipotesis de la estructurade la covarianza . = 3(8). Este principio
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general lo enuncia Bollen de la siguiente forma"Si un parametro desconocido en 6 se
escribe como una funcién de uno o mas elementos de Z, este parametro es identifi-
cado, si todos los parametros desconocidos en 6 son identificados, entonces el
modelo es identificado".

Un conjunto méas apropiado de identificaciéon es conocido como lareglat, laregladel
B nulo, la regla recursiva y las condiciones de rango y orden.

6.10.3.1. Reglat

Esta es la condicién mas sencilla, pero no es una condicion suficiente. La regla t,
parte de que el nUmero de elementos no-redundantes en la matriz de covarianzas de
las variables observadas debera ser mayor o igual al nimero de parametros desco-
nocidos en 0, esto es:

(6.97) ts(lé)(p+q)(p+q+1)

Donde, p+q es el nimero de variables observadas y t es el nUmero de pardmetros
libres en 6.

6.10.3.2. Regla del B nulo

En un modelo multiecuacional donde las variables que no son enddgenas afectan a
alguna variable enddgena, la matriz B es cero. Veamos:

Vi =TuX; TT X, 7,

(6.98) V2 =T X, +T X5 +7,
covlx, v, )=0vi=123;j=12

La matriz B es cero dado que y, no afecta a y,, ni y, afecta y,. De esta forma se
establece que la identificacién de algin modelo donde B es cero, los parametros
desconocidos en I, @ y W son funciones de los parametros identificados de .
Sustituyendo B=0 en (6.96) y particionando Z, obtenemos:

(6.99) Ly Ly

[rorv ro
S Zel

or’ ()
Como puede observarse ®= 3, , por lo cual @ es identificado. Por otro lado:

(6.100) @I''=x =X _ I''=T''=X1>

JHON JAMES MORA
< __________________________________________________________________________________ |
1CES | | N



De estaforma, I es una funcién conocida que se identifica a partir de las matrices de
covarianzas y que en si misma es identificada. También podemos observar que:

Y =3 -Tor’
S5 2 35 0 I o
S 30 S

(6.101)

Entonces, cuando B=0, ', ® y ¥, pueden escribirse como funciones de las matrices
de covarianzas identificadas de las variables observadas. Si los errores de una
ecuacion no estan correlacionados con aquellos de las otras ecuaciones, en un
sistema (W es diagonal), entonces esas ecuaciones pueden tratarse como separa-
dasonorelacionadas. SiWno es diagonal y los errores de las Gltimas dos ecuaciones
estan correlacionadas, entonces tal modelo sera llamado "Seemingly unrelated
regresions". La regla B nula es una condicién suficiente para identificar un modelo.

6.10.3.3. Regla recursiva

A diferencia de la regla anterior, la regla recursiva no requiere que B=0; para aplicar
la regla recursiva B debera ser una matriz triangular, y ¥ diagonal. Una condicion
mas exacta para B, consiste en que ésta sea una matriz triangular inferior. Si ambas
condiciones se mantienen, el modelo esta identificado. Supongamos el modelo de
sindicatos de la grafica 6.3.c:

Vi =TpX, TV,
(6.102) V2 =Bubi +T%, 47,
Vs =Bay By, +15%, +7;

Una propiedad para todos los modelos recursivos consiste en que para una ecua-
cion dada, el término de error yno esté correlacionado con las variables explicatorias.
De estaforma, cov (x,,Y,) =0, cov (X, y;) =0y cov (X,, Y;) =0, y de igual forma para
coV (Y, Y1)= coV (V,,Y-X,*+Y;) = 0. Asi, y, no esta correlacionado cony, y x,, las dos
variables explicatorias de la segunda ecuacion, y de igual forma cov (y;, y;)=0y
cov (vs, ¥,)=0. En general, para la i-ésima ecuacion en algin modelo recursivo, y, no
esta correlacionado con las variables enddgenas, las cuales son variables explicatorias
en esa ecuacion; esto se debe a que las variables enddgenas estan en funcion de las
variables exdgenas y de los errores de las otras ecuaciones, los cuales no estan
correlacionados con y;.

6.10.3.4. Condiciones de rango y orden

Siuna condicion de restriccion en una ecuacion se determina a partir de las variables
excluidas, entonces "una condicién necesaria para que una ecuacion sea identifica-
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da consiste en que el nimero de variables excluidas de la ecuacion sea al menos
p-1". Considere el modelo:

6.103) ¥, =BV, )2 +v,

Multiplicando ambos lados por N y tomando el valor esperado:

6.104) o' =[B 17, ]Z,.

Si By Y, son funciones solamente de los elementos de las covarianzas de @', y 2,
ellos son identificados. Una condicidon necesaria consiste en que el nUmero de
ecuaciones en (6.104) sea al menos igual al nimero de parametros libres descono-

cidosen [B'l. | Y'i] . EInumero de ecuaciones es el nimero de elementos en ¢'y, , esto

es, g. De esto se sigue que q covarianzas con y, resultan de q variables en x. El
numero de parametros desconocidos en B', es (p-1) y en y, es g. De esto se deduce
que, con g ecuaciones en (p-1) + q desconocidos, B', y Y, no pueden ser identifica-
dos, entonces los (p-1) + g desconocidos deberan ser reducidas a q.

La condicién de orden se define propiamente como "si las variables excluidas son
solamente el tipo de restricciones, entonces las (p-1) variables deberan ser excluidas
de la i-ésima ecuacién para que sea posible la identificacién" Bollen. Suponga el
siguiente modelo:

Vi 0 B, 0|y T, 0 v Y1
(6.105) |y, |=|By 0 Oy, |+ 0 1, I:xl]" Y2
¥3 Bsy Bi 0 0 0 ? T3

Y suponga que en la primera ecuacion 3,; Y y;, N0 sean restringidas a cero, entonces:

(6.105.1) V; =By, + By +1,X, +7,,X, +,

El cual tiene la misma forma que (6.103). Multiplicando ambos lados por las
variables exdgenas y tomando valores esperados:

cov (yl ,x]) =B, cov(yz,xl)+ [ cov(yg,xl)+y” var (xl)+y " cov(x2 ,x,)

(6.105.2)
cov(yl,xl) =B, cov(yz,x2)+ By cov(y‘},xl)ﬂ/12 var(x2 +7,, cov (xl,xz)

El resultado son dos ecuaciones para cuatro desconocidas (B,,, B1z, Vi1, Yi2) Y €S Claro

entonces que una unica solucion no es posible, la condicion de orden requiere (p-1)

0 2 exclusiones de la primera ecuacion. La especificacion de ,,=0y y,,=0 satisface

este requerimiento, asi que a partir de la primera ecuacién, se encuentra una condi-

cion suficiente para la identificacion.
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Unaforma pararevisar la condicién de orden paratodas las ecuaciones en el modelo
consiste en formar una matriz C, la cual es [(1-B)] -I']. Asi, para cada fila se cuenta
el numero de ceros, si una fila tiene (p-1) o mas ceros, esta es una condicién de
orden. Para el ejemplo anterior, tendremos:

1 _Blz 0 Ty 0
(6.1053) C=|-B, 1 0 0 -1y
_B31 _B32 1 0 0

Cadafilaen (6.105.3) tiene (p-1) 0 2 exclusiones, asi que se satisface la condicién de
orden. De igual forma la condicion de orden nos brinda una regla para detectar
sobreidentificacién para modelos norecursivos. Con Wlibres de sobreidentificacion,
ésta podra ocurrir si es posible producir una nueva ecuacién con la misma forma
pero con pardmetros diferentes de una ecuacién anterior, a través de usar una
combinacion lineal de las otras ecuaciones en un modelo, esto ocurre cuando dos
0 MA&s ecuaciones tienen restricciones idénticas, veamos:

(6106) Vi = Blzyz +’511x1 +T12x2 +’y1
Vo = BaVi TTnX, +7,

Suponga que se excluye x, de ambas ecuaciones (1,,=T,,=0), entonces la matriz C
sera:

1 - Blz “Tu 0
(6.106.1) | B 1 0 0
21

La condicion de orden para ambas ecuaciones consiste en hallar si cada ecuacién
tiene una exclusion (p-1). Multiplicando la segunda fila de (6.106.1) por una cons-
tante a y al sumar este resultado a la primera fila, se obtiene:

(6.106.2) {1_521" =P +a -1y 0}
T - By 1 0 0

Dividiendo cada elemento de la primera fila por (1-a3,,) se obtiene:

1 _Bl*z _Tl*l 0

C" =
(6.106.3) b1 o 0
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Donde B, = M y—1; = T Laprimeraecuacion representada por
I1-af, (1 - aBzz)

laprimerafilade C*en (6.106.3) tiene lamismaformay las mismas variables excluidas
que Cen (6.105.3). De esta forma, existira un infinito conjunto de valores para *,, y
de 1*,, pero que no son iguales al verdadero B,, y T,;, €S por estarazén que B, y T,
no son identificados incluso cuando se satisface la condicién de orden. Este procedi-
miento es sencillo con dos ecuaciones, pero en sistemas complejos multiecuacionales
no es tan viable. Para determinar la regla del rango con C { [(I-B)] -I'] } revise la
identificacion paralai-ésima ecuacién, borre todas las columnas de C que no tengan
ceros enlai-ésimafilade Cy use las columnas que quedan para construir una nueva
matriz C. Y de esta forma, una condicion suficiente y necesaria para la identificaciéon
de la i-ésima ecuacién consistira en que el rango de C, sea igual a p-1. Esta es la
condicion de rango de Bollen.

A manera de ilustracion considere (6.106) y la C matriz es (6.106.1) y examinemos
la identificacion de la primera ecuacion: solamente existen ceros en la primera filaen
la cuarta columna, de esta forma se borran las 3 columnas y C; queda como:

0

6.106.3.1) C; = 0

Dado que el rango de una matriz o vector es el nimero de filas independientes y
columnas, conambos elementos de C, cero, surango sera cero; con unrango menor
que uno, la primera ecuacion no es identificable como se demostré anteriormente.
Para la segunda ecuacion de C en (6.106.1) C, sera:

Yy 0

6.106.3.2) C, =
( ) €, 0 0

Excepto cuando y,; es cero, el rango de C, sera uno, lo cual satisface la condiciéon
de rango y entonces la segunda ecuacion es identificada.

Haavelmo (1953) desarrolla un modelo de propensién marginal a consumir, esto es,
la parte del ingreso disponible para comprar bienes de consumo. De esta forma, si
este ingreso es igual a los gastos en inversion (x;), a un gasto en consumoy, y los
gastos en consumo estan en funcion del ingreso disponible y, mas un término de
error vy, el sistema de dos ecuaciones sera:

Y=Y+ X,

(6.107)
Yy =Bl +7;
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Entérminos matriciales:

o[22 A g e

La matriz C sera:

61072) c<| T TPz~ 0
-B,; 1 0 0

La matriz, C, sera:

-1
6.107.3) C, =[ 0 }

El rango es uno, lo cual satisface la condicién de rango, por lo tanto es identificada.

6.10.3.5. Resumen de las reglas de identificacion

Las reglas de identificacion para ecuaciones estructurales con variables observadas
asumiendo que no existen errores de medicion, esto es y = By +1 . +vy, sera:

Reglas de EvallGa Requisitos Condicién Condicion
identificacion necesaria suficiente
t-regla Modelo t< (1/2)(p+q)(p+q+1) Si No
Regla B nulo Modelo B=0 No Si
Regla recursiva Modelo B triangular, ¥ diagonal No Si
Condicion de Orden Ecuacion Restriccion > p-1, W libre Si No
Condicién de rango Ecuacion Rango (C) = p-1, ¥ libre Si Si

6.10.4. Estimacion

El procedimiento de estimacién se deriva de la relacion de la matriz de covarianzas
de las variables observadas a los parametros estructurales. De esta forma:

_| @-B)' Cor+¥XI-B)" (I-B)'T®
6.108) 2.0)= or'(i - B) o

Si el modelo de ecuaciones estructurales es correcto y los parametros de la pobla-
cién son conocidos, entonces X sera igual a Z(8). La forma de estimar el modelo de
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ecuaciones estructurales se realiza a través de una funcién de maximo verosimilitud,
donde dicha funcién se ajusta maximizando:

(6.109) F,, = Log|X(0)| +traza (S > (9)} Log | S|-p+q

Donde S es la matriz de covarianzas paray, y x;. A través de este procedimiento se
obtendran estimaciones maximoverosimiles. Mora (1997), supone el siguiente mo-
delo: Supdéngase que el paisaje rural es una variable latente. Debido a que existen
diferentes caracteristicas que determinan un paisaje supondremos que este tiene
cuatro indicadores principales, como se observa en la siguiente grafica:

P =%1,E+9,
P, =h,E,+86,
Py =258, +9;
Py =280 +9,

Con

(6.110) p; =A,E,+ ;
£(8,) =0;cov(E,, 0, ) =0V : in;8,(0,6,°)

Donde el paisaje p*; eslavariable latente y &; es el verdadero paisaje. EI P indicador
del paisaje en P’; sirve comoindicador de lavariable latente &, , el verdadero paisaje.
Sin pérdida de generalidad, si el indicador es centrado alrededor de cero, de tal
forma que P* tiene un valor extremo, con los pardmetros consistentes de los
elementos de A, la varianza de P*,, @, y la varianza del error. Tomando segundos
momentos a ambos lados de la ecuacién (6.110)
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(6.111) > (0)=E(PP')=E(A,P+38)(P'A,+8,)=A,ON, +0O,

(6.112) Cov(&;)= A, DA, +O,=> (0)

o2l

Donde@)a: | P=(Dy)

S S D
S 2 <
S

Siguiendo a Bollen (1989), el modelo anterior puede ser identificado siempre que
t <1/2(p)(p+1), es decir, t <10 factores desconocidos. A través de (6.111) se obtiene:

(6113) Z(O) _ Aok Dy, ?Vzlzq)u +Vars, ,
sy Dy, Ak @y Ny @y +Vard;
2 -
Aurh Dy Myrhz Dy rash s Dy, Ayf Py +Vars,

En (6.113) existen 10 elementos desconocidos, escribiendo cada elemento en la
matriz de covarianzas P1, P2, P3, P4 en términos de sus correspondientes parame-
tros estructurales y haciendo A;;= 1 para escalar &, y poder identificar %(8), se
encuentran 9 ecuaciones con 9 elementos desconocidos, lo que lleva a una solucion
para los parametros desconocidos. Con este resultado, se calcula (6.113). De Saris
(1978) se conoce ademas:

-1
(6.114) P" = DA, > P,

Se podra observar ademas que P ;_; ,, esunindicadorimperfectode p*;si o >0

ysic; =0P;_, ,, esunindicador perfecto de p*;. Entonces, obtenemos (6.114)

como una aproximacion del paisaje y su funcién de verosimilitud vendra dada por:

N e W -1
(6.115) likelh:ﬂZ(@)ﬂ_7e B s > 0007

'

P
Donde S, = T . Para estimar (6.115) se requiere estimar (6.113) a través de

maximaverosimilitud; los resultados encontrados usando una encuesta sobre paisa-
je, que se describe en el capitulo 9, fueron:
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1 0.01349

wi=| 00 | @, —poozsj @, = © 152026
0,467748 | ~ 11 =[0.00026] ©; = 0 0 0.012205
1,596955 0 0 0 0.019107
0.013288

Z(G )= —0.00596 0.015987
| -0.00012 —0.00279 0.012148
—0.00042 -0.00952 -0.00019 0.018442

Bollen (1989), provee el siguiente contraste de sobreidentificacion:

©6.116) FmL | 52.6) Z—LH|Z(9)\+Tr SE(G) —Log|s|—q

Y FML =~ qu,gl donde Ho=z = Z(e) MAIC= Min AIC. El resultado encontrado

fue FML =0.389563; dado este valor, bajo H, no existe sobreidentificacion, esto es,
no existe suficiente evidencia estadistica para rechazar H,,.
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