4,
Separabilidad

Cuando usted va a comprar alimentos, es natural que destine una parte de suingreso
para la compra de éstos. Al igual como destina parte de su ingreso en comprar
alimentos, destinara dinero para alquiler, servicios publicos, ropa, entretenimiento,
etc. Observe que esto implica que en cada item se agrupe una serie de bienes (por
ejemplo alquiler de apartamento, garaje, etc.; ropa: camisas, zapatos, etc., y asi
sucesivamente). Agrupar los bienes requiere que las preferencias reflejen este agru-
pamiento. Hace algunos afilos Sono(1962), Goldman y Usawa (1964) y Pudney
(1981), entre otros, observaron que es posible separar las decisiones de los indivi-
duos de asignar sus ingresos a una serie de bienes, manteniendo la estructura de
preferencias, de las decisiones intertemporales de gastar.

De esta forma, el objetivo de este capitulo consistira en mostrar como manteniendo
la estructura de las preferencias es posible separar las decisiones de gastar en cada

grupo.

4.1. Estructura de las preferencias

Supongamos que los bienes son particionados en dos subgrupos, con un vector
X = (y,z), estoes, X =Y xZ. Para un z fijo se define un orden condicional >, sobre
Y tal que larelaciony >, y~ se mantiene siy sélosi(y,z) * (y~,z). De esta forma,
> ,, es unarestriccion sobre el orden original definiendo un z fijo. Debera observar
que paraalgun z larelacion >, es de hecho un orden de preferencia sobre Y. Para
una particiéon x = (y,z) si el orden de preferencias condicionado sobre Y es indepen-
diente de z, nosotros diremos que y es independiente de z.

4.1.1. Independencia

Suponga un orden de preferencia representado por una funcién de utilidad u(y,z).
Entonces, si y es independiente de z la funcion de utilidad sera:
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(4.1) u(y,z) = U(v(y).2)

Donde U(v,z) es estrictamente creciente en v. Si u es continua y fuertemente mono-
tona, entonces v y u son continuas.

4.1.2. Débil y fuerte independencia

Suponga la existencia de n bienes particionados en g grupos. Una particion se define
. .. L4
como {n,,n,,....,n,} con n; n n; vacio para todo i#jy UHni = N. Para una canasta

de bienes arbitraria x [ SR" particionada como X = (X,X,,...,X) dado algini=1,2,...,g.
Sea x, el vector de bienes en el complemento de n, de tal forma que
X5 = (X1, X1 X3, 000 sXig Xig1s -, Xg), ENTONCES:

A) Un orden de preferencias es débilmente independiente, con respecto a una
particion {n,,n,,....,n}, siparacadai=1,2,..,g el vector x; es independiente de su
complemento.

B) Un orden de preferencias es fuertemente independiente con respecto una parti-
cion {n,,n,,....,n }, si este es débilmente independiente con respecto a la parti-
cion {n;,n,,....,n.} y, con respecto a las particiones que consisten de todas las
uniones de ny,....,n,y alos subconjuntos propios de n.

Dado que v es continuay creciente, vtu es aditiva y representara el mismo orden de
preferencias®’. En general, no se requieren mas supuestos excepto cuando X,,...X,
son consumos en el tiempo 1,...,t. Ental caso se debe usar el principio de Stroz, esto
es, la consistencia dindmica de las preferencias.

4.1.3. Separabilidad débil y fuerte

SeaN= {nj}’_{ ,una particién del conjunto del conjunto { 1,....,g}, y asuma el conjun-
f

to de consumo X = S X........ xS,. Tal particién es apenas natural si el consumo es
considerado en varios lugares. La separabilidad implica que las preferencias sobre
las canastas en cada elemento de la particion, en lafechay en el lugar sera indepen-
diente del nivel de consumo [Barten, Ay Bohn, V (1982)].

4.1.3.1. Separabilidad débil

Una funcién de utilidad u:HjeJSj —> N es débilmente separable, si existe

una funcién continua ul-:Sj—>§R, i 0OJy v:iR SR tal que
u(x)=v (ul (xl )’""ul (xl ) -

10. Ver Barten, Ay Bohn, V. (1982).
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4.1.3.2. Separabilidad fuerte

Una funcién de utilidad # : HjeJSi — R es fuertemente separable si existe una

funcién continuau; :.§; >R, jO0Jy v:R — Rtal queu(x):v(Zuj(xj)).
jeJ

4.2. Separabilidad de las preferencias

Para definir grupos de bienes o estructuras de bienes, deberemos partir de la defini-
cion de separabilidad en torno a las preferencias. Si esto es plausible, los bienes
pueden ser particionados en grupos donde las cantidades en un grupo son indepen-
dientes de las cantidades en otros grupos. Si los alimentos pertenecen a un grupo,
el consumidor puede ordenar diferentes canastas de alimentos en un orden bien
definido, el cual es independiente del consumo en gasolina, entretenimiento, arren-
damientos, y cualquier bien por fuera del grupo. Esto significa que nosotros tendria-
mos funciones de subutilidades para cada grupoy que los valores de cada subgrupo
de utilidades se combinan de tal forma que se puede obtener una utilidad total.

Para una definicion mas formal, considere J={1,...,k} yparaalginjdJyx X, sea
X5 = (X0, X2, X3, ..., X1, X1, .., Xg) €] VECtOr de componentes diferentes de x;. Para algin

x_ fijo, el orden de preferencias i, induce un orden de preferencias sobre S;, el cual

estéa definido por x; s X" siysolosi (E_i,xj) >(x,,x )paraalginxyx’;enS, La

j o~

primera nocidn de separabilidad nos indica que los 6rdenes de preferencias para un

elemento particular j de la particion son idénticos para todos los x .

Débil separabilidad de las preferencias: Un orden de preferencias 7 sobre l_J[ S].
Jje

es llamado débilmente separable, siparacadajJ, x i;,ix’jimplicaxj X_X";para

todo x, O HSI. Supongamos el siguiente esquema:
Jje

1 1 [ ]

GRAFICA 4.1. Separabilidad de la funcién de utilidad.
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GRAFICA 4.2. Presupuesto en dos etapas.

A partir de la gréfica (4.2), se puede plantear la siguiente funcién de utilidad:

(4.2) U=v(q;, 9z s, 94y Gs, ds) = F [ VA (03, 95), VP (03, da), VE (Ts, dg) ]

Donde, F(.) es una funcién creciente y VA, vB, VE son funciones de subutilidades
asociadas con alimentos, proteccién y entretenimiento.

Este diagrama de utilidad nos muestra un presupuesto en dos estados; esto ocurre
cuando el consumidor puede asignar el gasto total en las dos etapas. La primera
etapa podria caracterizarse como un mayor estado del gasto total en un grupo
extenso de bienes como alimentos, proteccion, entretenimiento, y un segundo
estado, mas bajo, de bienes individuales como cereales, carne, casa, ropa, internet
y deportes. La separabilidad de las preferencias y el presupuesto en dos etapas esta
intimamente relacionadas, pero esto no significa que la una implique la otra; lo que
si es cierto es que la separabilidad en (4.2) es necesaria y suficiente para el segundo
estado de presupuesto.

Si algan grupo de bienes aparece solamente en una subfuncion de utilidad separa-
ble, entonces las cantidades compradas en el grupo pueden descomponerse como
una funcién del gasto del grupo y precios con el grupo solamente. Esto se puede ver
de la gréfica (4.2). La maximizacion de la utilidad en (4.2) debera implicar que VA, vP
y VE se maximizan cada una, sujeta a la restriccion de cuanto se gasta en alimentos,
proteccién y entretenimiento; si esto no fuese asi, v,, Vo ¥ Vg Seran crecientes,
violando la restriccion presupuestaria.

Los gastos sobre g, y q, son el resultado de maximizarv,(q,, g,) sujeto a p,g;+p,q,=X,
el gasto total sobre el ingreso, asi el gasto total en alimentos puede escribirse como:

(4.3) 4 =gk (Xe P1, P2) ;1 =1,2

Donde g; es lademanda marshalliana para un subgrupo. ¢ Qué tipo de relacion existe
entre la débil separabilidad y el segundo estado? En primer lugar, la separabilidad
sobre las preferencias impone restricciones sobre el comportamiento y limita los
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posibles efectos sustitucion entre los bienes en grupos diferentes. En segundo lugar,
aparte de los efectos ingreso, un cambio en el precio de los cereales podria afectar
las cantidades de gasolina o deporte. Para mantener la consistencia, diremos que
los siguientes lemas deben cumplirse:

Lema 1: Las preferencias son débilmente separablesintertemporalmente. Este supuesto
depende del periodo de tiempo; es decir, el supuesto implica que la demanda de cada
bien, en cada periodo, es una funcion del gasto total y precios en cada periodo.

Lema 2: Siel ocio es débilmente separable de los bienes, la asignacion del gasto total
es independiente de las decisiones sobre las horas, lo cual es claramente imposible
para bienes que sean complementarios totalmente como el ocio y bienes recreacionales
como la televisidn o entre bienes sustitutos como viajar al trabajo y el ocio; sin
embargo, podria ser aceptable para el tamafio de los gastos de los consumidores.
En un segundo estado del presupuesto, se debera usar la débil separabilidad y, la
asignacion de todo el gasto, sin considerar las horas trabajadas, sera valida siempre
y cuando todos los bienes sean separables del ocio.

Lema 3: El gasto sobre el bien se relaciona con el gasto y precios del grupo sola-
mente.

Lema 4: Aplicacion de racionamiento: Si algin bien o grupo de bienes es racionado
y si otro grupo de bienes es separable del bien racionado o del grupo racionado,
entonces el efecto del racionamiento sobre los bienes en el grupo separable se hace
a través del gasto total en el grupo. Si uno de los bienes es racionado y los otros
bienes son separables de éste, el gasto necesario para comprar la racion se deduce
simplemente del gasto total, y lo que queda se asigna entre los otros bienes indepen-
dientemente de la racion. Como ejemplo, tomaremos el ocio: Si un consumidor no
tiene eleccion sobre el nUmero de horas trabajadas y si los bienes son separables
débilmente del ocio, lo que se gasta como resultado del ingreso es explicable sin
necesidad de usar el nimero de horas actualmente trabajadas; lo inverso es también
importante: Si los bienes no son débilmente separables del ocio y si el consumidor
es restringido en las horas trabajadas, las horas trabajadas apareceran como un
argumento exégeno en la asignacion del gasto.

4.3. Separabilidad y sustitucion intergrupal

La separabilidad débil implica restriccion sobre el grado de sustituibilidad entre los
bienes, en grupos diferentes. Suponga que las preferencias separables son repre-
sentadas por una funcion de utilidad de la forma:

(4.4) U=F[v.(ay), vo(dy), -, Va(do)]

Con los subvectores ql,...,qs y una funcion F(.) creciente en sus argumentos. La
anterior funcion de utilidad implica un subgrupo de demanda o demandas condicio-
nales de la forma:
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(4.5) ¢, = gGi(xG’pG); 010G

Con x; = zk Paidq: =acantidad total gastada sobre el grupo G. Ahora suponga,

que existeuni O GyunjOHdonde G #H son subgrupos. Sidiferenciamos (4.5) con
respecto a j, manteniendo constante la utilidad, el efecto sera a través de xg:

46) Sy = 24, 3 _ 04 Oxy =S
. ! axG ap J luconstante ! axH ap i |Uconstante ’
Por simetria,
g Oxy
oq; O oq. o op. .
oxg op; ox, op;  O4;  Oq;
ox,  Oxg
Oxy
Y como gp i esindependiente de j, nosotros podemos representar esta cantidad por
;.
Oxg
oq. O
Acu- Haciendo X =% %4, y por (4.6) conocemos que S =iﬁ, de
op; M ox, Ox¢ ap;
donde se deduce:
oq. oq .
S =—tiy -/
(48) 2y ax, oy,
" 0x; Ox,
GH A AL
[ g Oy = Aoy tendremos que S; = 04,04 ; ___adx ox
Y, haciendo ox  ox OX.0X
0x0x
entonces : S.. =0q.0q . __TGTH
i = i Hen OXOXAX .0
oq, o4,
S =
(4-10) 3y ox ox @ M
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La ecuacion (4.10) muestra la condicion necesaria y suficiente para separabilidad
débil. Esta ecuacion resume las implicaciones empiricas de la separabilidad. La
sustituibilidad entre bienes en grupos diferentes esta limitada como es natural. La
cantidad g, resume la interrelacién entre los grupos y es independiente de iy de j.

4.4. Separabilidad y aditividad

La hipétesis de separabilidad [Sono (1962), Leontief (1947)] implica que la utilidad
puede ser aditiva o separable. Una funcion de utilidad es aditiva si cumple:

@10) U = Flu,(g)+ u,(a:)+ o+, (g,)]

Donde las utilidades individuales u, estan en funcion de las cantidades consumidas y F(.)
esunafuncionaditivade n utilidades. Adicionalmente, unafuncion sera aditiva grupalmente
si cada funcién de utilidad esta definida por (4.2). Una funcion es separable si toma la
forma (4.4). Pearce(1964) ha mostrado como la ecuacién de Slutzky, correspondiente a
una funcién de utilidad grupalmente aditiva, tiene la forma:

oq. oq. oq. 0q;

(4.12) Kl:i:i—"_qji:d)i—l P
op, oY oY oY

Para algan i O 1, j O J, I#J, donde K; son los términos de sustitucion del ingreso

compensado, g son las cantidades, p los precios, Y el ingreso y 6 un escalar.

Expresando (4.12) en elasticidades:

€ ¢ e,
(4.13) ;’j”ﬂ =5 EiE; =OEE, 271,-+E"

Haciendo 6 = @/y y reescribiendo (4.13) como una restricciéon no lineal:

(4.14) e; =w,OE.E, —w,E,

Donde e; es la elasticidad de la demanda para el bien (i) con respecto al precio del
bien. E; es la elasticidad ingreso de la demanda para el bien (i) y w; = p,g/Y es la
proporcion del gasto total usada en el bien (j). Donde 1/¢ es denominado por Frish
(1959) como la "flexibilidad de la utilidad marginal del dinero" y por Barten (1964)
como "la elasticidad de la utilidad marginal del dinero". La ecuacién de Slutzky para
una funcion de utilidad separable, puede escribirse como:

W;

ei. e.i
(4.15) ;Jj‘"Ei =0,EE,=—+E,=0,EE,
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Para Pearce (1964) los coeficientes de separabilidad entre grupos 6,; pueden ser
interpretados como lamedida del nivel general de sustitucion entre diferentes grupos
que representan diferentes deseos. Con relacién a los trabajos empiricos, se ha
llegado aladistincion entre: aditividad, aditividad grupal, y separabilidad. Y, con el fin
de presentar un conjunto de restricciones, deberéa adicionarse la homogeneidad, la
agregacion de Engel y la simetria de Slutzky:

(4.16) Homogeneidad €7 = _Z;eij ~E,
)
1 n-1 w.
(4.17) Agregacion de Engel E, = ——z—’Ej
wn j=1 wn

w.
— J
(4.18) Simetria Slutzky €5 = " €ji +w,E; —w,E,

i

(4.19) Separabilidad (o Separabilidad de Pearce) e; =w,0,,E.E, —w,E,

Claramente la restriccién de separabilidad depende sobre la hipotesis de aditividad
y delaagrupacién elegida. Debera observarse que las condiciones locales para que
se cumpla la condicion de Slutzky implican pequefios cambios bajo el supuesto de
que los gustos no cambian.

4.5. Pruebas de separabilidad*

La mayoria de las pruebas de separabilidad son desarrolladas por Byron (1969),
Jorgenson-Lau (1975) y Pudney (1981), quienes han usado esta técnica para
encontrar patrones de separabilidad entre bienes con cierto grado de separabilidad
en un periodo determinado.

Barten ha comprobado la hipétesis de la restriccion de separabilidad entre bienes 'y
ocio usando series de tiempo para datos en U.S.A 'y ha rechazado la separabilidad.
Losresultados en Ultimas podran sugerir una considerable especificacién errébnea de
los estudios tradicionales.

Es también posible usar un test de separabilidad de corte transversal entre bienes 'y
ocio como lo hace Muellbauer (1981). Sea la siguiente funcién de gasto:

1. Para una mejor comprension de esta seccion debera leerse primero el Capitulo 6.
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420 Coyw, p)=d(p)+ bW+ ppY *wn ]

Donde w es el salario, d(p), b(p) y a(p) estan en funcion de p y son homogéneas de
grado 1, 0, 1 respectivamente. A través del Lema de Sheppard, Muellbauer muestra:

(4.21) g=o; + Bw +yn

(4.22) w,= 0, + BW + YN

Para uningreso transferido en n unidades, una cantidad de horas trabajadas h, y una
serie de parametros a, 3, y constantes en una serie de corte transversal. Observe que
(4.20) satisface (4.4) para el ocio a través de los bienes solamente cuando b(p) es

B,

constante, esto implica que en (4.21) y (4.22) 7»_ sea independiente para todo

i=1,..,n.

El sistema (4.20) se estima por minimos cuadrados ordinarios y se usa la prueba de
Wald para los (n-1) restricciones, i=1,....,(n-1); esto significa probar la restriccién:

(4.23) By,-yB,=0

Deaton (1981) sugiere que existe poco conflicto con la separabilidad. Blundell y
Walker (1982) usando una variacion de (4.20) rechazan la hipotesis de que el ocio de
las esposas sea separable de los bienes. Deberemos observar que probar la
separabilidad entre diferentes periodos de tiempo es muy dificil, ya que es imposible
obtener estimadores no restringidos de los efectos sustitucion entre los bienes
individuales a través de los diferentes periodos.
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