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CAPITULO 6.- PROBABILIDAD

6.1 Introduccion.

Como ya se ha visto, la Estadistica es una Ciencia con la que se pretende buscar las
regularidades existentes en el comportamiento de los datos. Sabemos que la
Estadistica se puede clasificar en dos grandes bloques: Estadistica Descriptiva e
Inferencia Estadistica. Con el primero lo que se hace es dar un conjunto de métodos y
herramientas que permiten estudiar esas regularidades cuando lo que observamos es
toda la poblacion. Es decir admitimos que es posible realizar esa operacion de
recuento exhaustivo. En tal caso lo que realizamos con la estadistica es estudiar,
describir, el comportamiento de una variable determinada. Esa observacion exhaustiva
nos permite realizar afirmaciones “categoricas” sobre las distintas caracteristicas de la

variable, tales como cual es su media , su dispersion, la forma de la distribucion, etc.

Pero esa posibilidad de observacién exhaustiva no siempre es posible. En la gran
mayoria de los casos nos vemos limitados a realizar una observacion parcial de la
variable. Con ese conjunto limitado de datos intentaremos conocer las caracteristicas
de toda la poblacion, es decir, intentaremos inferir su comportamiento. Asi una
empresa antes de lanzar un nuevo producto estara interesada en conocer cual puede
ser su cuota de mercado, para lo cual realizar4 un sondeo de opinion entre algunos de
sus potenciales clientes. Pero el resultado de ese sondeo, basado en una muestra
(observacion parcial), no le permite concluir cual sera su verdadera cuota de mercado.
La decision que tome respecto a ese producto estard marcada por un cierto grado de

incertidumbre.

Pero que duda cabe que, en esas situaciones, nuestras afirmaciones ya no pueden ser
“categéricas” y las decisiones que se tomen puede que no sean las mas acertadas
como consecuencia de la informacibn no contenida en la muestra. Mas bien al
contrario debemos admitir que nuestras conclusiones estan sujetas a un margen de
incertidumbre que es la consecuencia de nuestra observacion parcial de la realidad.
Ante tales circunstancias nuestro objetivo serd doble: por un lado estudiar el
comportamiento de la variable y de otro reducir en la medida de lo posible ese margen
de incertidumbre o, al menos, intentar cuantificar esa falta de certeza en relacion a las

caracteristicas de las variables. Una forma de cuantificar esa incertidumbre es
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haciendo uso del concepto de probabilidad. De hecho la probabilidad es un concepto
con el que convivimos de forma diaria, incluso sin percatarnos de él. Cada vez que
hacemos uso de las expresiones quizas, tal vez, es probable, puede que, etc. estamos
implicitamente hablando en términos probabilisticos. La incertidumbre es una
acompafante inseparable de todas las ciencias sociales e incluso de las fisicas como
sefial6 Heisenberg con el enunciado del principio de incertidumbre de la mecéanica

cuantica.

6.2 Conceptos previos.

Pero antes de dar la definicion de probabilidad es aconsejable introducir una serie de
conceptos previos que nos seran de gran utilidad. Empezaremos con el de fenébmeno
aleatorio. Como sabemos un fendmeno es algo observable y que en la mayoria de los
casos es, ademas, cuantificable. Podemos decir que la estadistica tiene por objeto el
estudio y comportamiento de fenomenos. Estos fendbmenos son a su vez el resultado
de una experimentacion, por lo que podemos hablar indistintamente de fenémenos y
experimentos aleatorios. De forma especifica se dice que un experimento aleatorio es
aguel que puede concretarse en al menos dos resultados posibles, con incertidumbre

en cuanto a cual de ellos tendra lugar.

Los experimentos se pueden clasificar en deterministas y aleatorios. Los primeros son
aquellos que repetidos en idénticas condiciones nos llevan siempre al mismo
resultado. Por el contrario, para el segundo tipo e experimentos nos encontramos
gue, incluso aunque las condiciones del experimento no cambien, el resultado del
experimento es impredecible antes de realizarlo. (Antes de lanzar una moneda al aire
no sabremos si saldra cara o cruz. También son experimentos aleatorios la cotizacion
de las acciones de una empresa, sus beneficios, sus ventas, su periodo de actividad,
etc. ). En general diremos que las caracteristicas de un experimento aleatorio son las

siguientes:

a) el experimento se puede repetir u observar de forma indefinida en circunstancias

practicamente muy similares.

b) Aunque no podemos predecir el resultado particular del experimento, si que

podemos conocer el conjunto de todos los posibles resultados.
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C) Si el experimento se repite pocas veces, los resultados parecen mostrar un
comportamiento cadtico, mientras que si se repite un numero infinito de veces

empieza a detectarse una regularidad en el comportamiento de los resultados.

Hemos sefialado antes que una de las caracteristicas del experimento aleatorio es
gue, aungue los resultados individuales no son predecibles con anterioridad, en cambio
si que podemos saber cual es el conjunto de todos sus posibles resultados. Pues bien,
a ese conjunto de posibles resultados le llamaremos espacio muestral y lo
representaremos en adelante por la letra E. Asi pues, E sera un conjunto formado por
los resultados del experimento. Estos resultados elementales de un experimento tienen
la caracteristica de que no son descomponibles. A partir de ellos surge el concepto de
suceso o0 evento. Un suceso 0 evento sera un conjunto de resultados elementales del
experimento. Antes de continuar con el concepto de suceso o evento conviene sefalar
gue un espacio muestral puede ser finito ( si esta formado por un conjunto finitos de
resultados) o infinito. Dentro los espacios infinitos se puede diferenciar entre los
infinitos numerable e infinitos no numerables. Tanto a los espacios finitos como a los
infinitos numerables se les suele conocer como espacios discretos, mientras a que los

infinitos no numerable se conoce también como continuos.

Habiéndose definido previamente el concepto de suceso, a continuacién vamos a dar
una tipologia de los mismos dentro de la cual se distingue: suceso elemental, suceso
compuesto (consta de dos 0 mas sucesos elementales), suceso seguro o universal
(coincide con el espacio muestral) y suceso imposible (no contiene ningun elemento

del espacio muestral E y por tanto no ocurrira nunca y lo denotaremos por A).

Ejemplo 1. En el experimento que consiste en lanzar un dado de seis caras vamos a
concretar los conceptos de suceso elemental, suceso compuesto 0 evento, suceso

seguro, suceso imposible, espacio muestral y naturaleza del mismo.

En este experimento si admitimos que cada una de las caras se identifican por los
enteros que van del 1 al 6, de forma que a la cara uno se la identifica por el valor 1, a la
dos por el valor 2, y asi sucesivamente, entonces los sucesos elementales de este
experimento, que representaremos por e;, seran los enteros e; =1, e, =2, e3 =3, e4 =4,
es=5, es =6. A partir de éstos se pueden definir otros eventos. Asi, el evento A =

“nimero par” se define como A ={2, 4, 6}, el evento B = “ndmero primo” viene dado por
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B ={1, 2, 3, 5}, etc. A su vez el suceso seguro en este experimento es E = “que salga
alguna cara” y esta formado por E ={1, 2, 3, 4, 5, 6}. Sobre un experimento aleatorio se
puede definir mas de un suceso imposible, aunque todos ellos satisfacen la definicion
dada con anterioridad. Asi en este ejemplo seria sucesos imposibles los siguientes: A
= “gue sal la cara siete”, /£= “obtener la cara dos y medio”, etc. Finalmente el espacio
muestral asociado a este experimento vendria dado por E ={1, 2, 3, 4, 5, 6}, es decir,
el conjunto de todos los resultados posibles del mismo. En este caso se trata de un

espacio finito y, por lo tanto, discreto.

Ejemplo 2 Sea el experimento que consiste en contar el nimero de mujeres en una

muestra de 12 parlamentarios seleccionados al azar.

En este caso el espacio muestral correspondiente a este experimento viene dado por E
={0, 1,2 3,4,5,6,7, 8,9, 10, 11, 12}, que también es finito y discreto. Para este
experimento también se puede definir distintos tipos de eventos como: A = “que el
namero de mujeres sea mayoria”’; b = “que el nimero de mujeres sea al menos tres”;

etc.

Ejemplo 3 Sea el experimento que consiste en contar el nimero de personas que

llega a la caja de un supermercado durante un mes.

El espacio muestral de este experimento viene dado por E ={0, 1, 2, 3,4, 5, ........ }. En
este caso estamos ante un espacio infinito numerable y, en consecuencia, también

discreto.

Ejemplo 4. Sea el experimento que consiste en anotar el instante en que se recibe una

llamada telefonica a lo largo de un dia.

Si se admite que esa llamada puede ocurrir en cualquier instante de ese intervalo de 24
horas, entonces el espacio muestral serd E = {el intervalo de tiempo correspondiente a

las 24 horas}, que origina un espacio infinito no numerable, es decir, continuo.

Una vez que se ha dado el concepto de suceso o evento, a continuacion se van a

definir las operaciones mas habituales que pueden realizarse con los mismos.
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a) Suceso contenido en otro. Se dice que A esta contenido en B y lo indicaremos por A

I B sitodos los elementos de A pertenecen a B.

Ejemplo 5 A partir del experimento definido en el Ejemplo 2, vamos a definir los
sucesos A = “que haya 8 6 9 mujeres” y B = “que haya mayoria de mujeres”. En este

caso se dice que Al B.

b) Igualdad de sucesos. Se dice que Ay B son dos sucesos iguales si se cumple

simultaneamente que Al B 'y BI A.

Ejemplo 6. Con el mismo experimento del Ejemplo 2 se puede definir los sucesos A =
“mayoria de mujeres” y B = “al menos siete mujeres”. Aqui se cumple que Al By B

I A, porloqueA=B.

¢) Unién de sucesos. Dados dos sucesos Ay B, se define la unién de ambos como
otro suceso, que indicaremos por AEB, que est4 formado por los elementos

pertenecientes a A, 0 a B o alos dos a la vez.

Ejemplo 7. Con el mismo experimento del Ejemplo 2 se puede definir los sucesos A =
“al menos siete mujeres” y B = “méas de cinco mujeres pero menos de diez”. En este

caso.

A={7,8,9, 10,11,12} B={6,7,8, 9}

Por lo que

AEB={7,8,9, 10, 11, 12}E{6, 7, 8, 9}={6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}

d) Interseccion de sucesos. Dados dos sucesos Ay B, se define la interseccion de
ambos como otro suceso, que representamos por A C B, compuesto por
resultados comunes a A y B simultdneamente.

Ejemplo 8. Con el mismo experimento del Ejemplo 2 se pueden definir los sucesos A

= “al menos siete mujeres” y B = “mas de cinco mujeres pero menos de diez”. En este

caso.
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A={7,8,910,11,12} B={6,7,8, 9}
Por lo que

ACB={7,8,09, 10, 11,12} C {6,7,8,9}={7, 8, 9}

e) Sucesos disjuntos, incompatibles o mutuamente excluyentes. Dados dos sucesos
Ay B, se dicen que ambos son incompatibles, disjuntos o mutuamente excluyentes

si la presencia de uno impide la del otro. En tal caso ocurre que ACB=A

Ejemplo 9. Con el mismo experimento del Ejemplo 2 se pueden definir los sucesos A

= “al menos siete mujeres” y B = “no mas de cinco mujeres”. En este caso:
A={7,8,9,10,11,12} B={0,1,2,3,4,5}
Por lo que

ACB={7,8,9,10,11,12}C {0, 1,2, 3, 4,5} = &

fy Complementario o contrario. Dado un suceso A, se define el complementario de A

COMO otro suceso que ocurre cuando no ocurre A y que representaremos por A.

Ejemplo 10. Con el mismo experimento del Ejemplo 2 se puede definir el sucesos A =

“al menos siete mujeres”.

El complementario de este suceso es:

A={0,1,2,3,4,5,6}

6.3 Concepto de probabilidad.

El concepto de probabilidad es muy antiguo y a lo largo de la historia se ha definido de
distintas formas, aunque todas ellas mantienen en comun las caracteristicas basicas
del concepto. En general cuando hablemos de probabilidad lo haremos siempre en

referencia a la probabilidad de un suceso y la entenderemos como una medida
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cuantificada de la verosimilitud de ocurrencia de un suceso frente a los demés
sucesos del experimento. Pero que duda cabe que esta definicibn no es del todo
buena, pues se utiliza el término verosimilitud para definir la probabilidad, cuando el
mismo es un sinénimo de lo que se quiere definir. También podria hablarse del grado
de incertidumbre en la ocurrencia de los resultados de un experimento. En cualquier
caso la probabilidad de un suceso es una medida cuantificable que toma valores entre

cero y uno a diferencia del concepto de posibilidad que es una medida cualitativa.

Una vez que se ha dado el concepto de probabilidad en sentido amplio debemos
sefalar que a lo largo de la historia podemos encontrar tres formas distintas de definir
o interpretar la probabilidad. Cada uno de ellas responde a un tipo de experimento
distinto. En concreto, supongamos que queremos calcular la probabilidad de los

siguientes sucesos:

Obtener un seis al lanzar un dado honesto.
Obtener un seis al lanzar un dado cargado.

Que la tasa de crecimiento del VAB de Espafia sea superior al 4%.

Para obtener esas probabilidades hay que recurrir a enfoque o definiciones distintas.
En realidad esos enfoques sirven para establecer reglas de asignacion de

probabilidades a los sucesos méas que para definir la probabilidad.

Probabilidad clasica o a priori (Regla de Laplace). Si el experimento que estamos
realizando da lugar a un espacio muestral E que es finito y cuyos resultados son
conocidos de antemano y equiprobables o simétricos, entonces, la probabilidad del
suceso A perteneciente a E se define como el cociente de los resultados favorables a

A respecto del total de resultados posibles.

_ Numero deresultados favorables a A

P(A) - :
NUmero deresultados posibles

A esta expresion se le conoce como regla de Laplace.

Este concepto de probabilidad esta intimamente ligado a los juegos de azar. Esta

definicién satisface tres propiedades:
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1) No negatividad, P(A) 3 0.
2) Certeza, P(E) =1.
3) Aditividad. Si A'y B son dos sucesos del espacio E y ambos son mutuamente

excluyentes, entonces la probabilidad de C =AE B sera: P(C) = (PA)+P(B).

Antes de finalizar con este concepto de probabilidad hay que sefalar la razén de su
denominacion. Asi el adjetivo “clasica” hace alusiéon a que fue la forma en la que los
primeros estadisticos abordaron este concepto. A su vez el término “a priori” se
refiere a que la probabilidad de cualquiera de los sucesos de este tipo de
experimentos es conocida incluso antes que los mismos tengan lugar. De hecho no
es necesario realizar el experimento para conocer las probabilidades de sus

resultados.

Probabilidad frecuencial o a posteriori. En este caso la probabilidad de un suceso A
se define como el limite de una frecuencia relativa, cuando el experimento se realiza un

namero infinito de veces. Formalmente diremos que

P(A)=lm . @ i=123,.....k

Esta definicion de probabilidad cumple también las tres propiedades enunciadas en el

caso anterior.

Con este concepto de probabilidad lo que se pretende es dar respuesta a experimentos
en los que no se cumplen los requisitos sefialados antes, en especial el de
equiprobabilidad o simetria de los resultados. Esta circunstancia conlleva que la
probabilidad de cada resultado no sea conocido de antemano, siendo necesaria la

realizacion del experimento para la cuantificacion de la misma.

Con esta definicion se puede determinar la probabilidad de: las caras de un dado
cuando el mismo esta cargado; pieza defectuosa en la produccion de una empresa;
accidente de trafico; factura impagada; cliente moroso; que el cliente de un
establecimiento comercial sea menor de 25 afios; que los ingresos de una persona

sea superior a la media; etc.
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La probabilidad definida bajo este enfoque también satisface las tres propiedades
dadas anteriormente.

Ejemplo 11. Los 1000 empleados de una empresa, segun la edad y el sexo de los

mismos, vienen dados en la siguiente tabla de doble entrada.

exo

Mujeres | Hombres | Total
Edad
Menos de 30 afos 100 250 350
De 30 y més afios 200 450 650
Total 300 700 1000

Obtenga la probabilidad de que elegido un empleado al azar el mismo sea:
a) Hombre

b) Mujer

c) Menor de 30 afios

d) De 30 o mas afios

e) Mujer menor de 30 afos

f) Hombre de 30 y mas afios

Antes de calcular esas probabilidades vamos a definir simbdlicamente cada uno de
€S0S SuCesos:

A = el empleado seleccionado es hombre

B = el empleado seleccionado es mujer

C = el empleado seleccionado es menor de 30 afios

D = el empleado seleccionado tiene 30 0 mas afios

Definidos los sucesos de esta forma, las probabilidades pedidas son:

a) P(A) = (700/1000) = 0,7

b) P(B) = (300/1000) = 0,3

c¢) P(C) = (350/1000) = 0,35

d) P(D) = (650/1000) = 0,65

e) P(B C C)=(100/1000) = 0,10
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f) P(A C D) = (450/1000) = 0,45

Probabilidad subjetiva. Hay determinados experimentos aleatorios que no son
susceptibles de realizarse y sus resultados no son equiprobables. Imaginemos que se
guiere determinar la probabilidad: de que la economia de Espafia crezca en el proximo
afio un 3%; que las acciones de una empresa se revaloricen en un 10% en un mes;
gue una empresa presente suspension de pagos; que un nuevo producto sea hien

acogido en el mercado; que ocurra un accidente nuclear; etc.

En estas circunstancias, donde los experimentos solo se pueden realizar una vez o
ninguna o que se puedan repetir pero en condiciones distintas, no son aplicables
ninguna de las dos definiciones dadas anteriormente, por lo que no es posible asignar
probabilidades mediante un procedimiento objetivo, debiendo recurrir a procedimientos
de tipo subjetivo, a opiniones de expertos. En estos casos la probabilidad expresa un
grado de creencia o confianza individual en relaciébn con la ocurrencia o0 no de un
determinado suceso. Se trata de un juicio personal sobre el resultado de un
experimento aleatorio. Ademas debemos admitir la posibilidad de que distintos sujetos
asignen probabilidades diferentes al mismo suceso. No obstante esta definicién de

probabilidad también satisface las tres propiedades vistas antes.

Probabilidad axiomatica. Para dar esta definicion es preciso, previamente, definir el
concepto de s-algebra de Boole. Un s-algebra de Boole, que representaremos por
A=P(E), es una familia de sucesos no vacia, la cual contiene necesariamente los
sucesos Ay E y que, ademas, es cerrada para las operaciones de complementacion y
de unién de infinitos subconjuntos numerables de E, sien E el espacio muestral del
experimento. En base a este concepto, la probabilidad axiomética se define como una
funcién de conjunto, que llamaremos P, cuyo dominio es el s-algebra de Boole y cuyo
recorrido es el intervalo cerrado [0,1] si ademas satisface los tres axiomas siguientes

(axiomas de Kolmogorov):

1) Axioma de no negatividad. P(A)3 0, para todo Al A.

2) Axioma de certeza. P(E) =1.

10
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3) Axioma de aditividad. Si Ag, Ay, ..... €s una sucesion numerable de sucesos

pertenecientes a A, tales que entre si son mutuamente excluyentes, ACA=/

¥ 0 ¥
paratodoi?! j, entonces P@ Azz é P(A )
i=1 i=1

6.4 Teoremas basicos sobre probabilidad.

A continuacién vamos enunciar una serie de teoremas sobre probabilidad, de gran

utilidad, que se deducen de los axiomas anteriores.

1. Para cualquier suceso Al A se verifica que la probabilidad de su
complementario P?Agzl-P(A).

Para demostrar este teorema partimos de que:

E=AEA y ACA=£

Por otro lado segun los axiomas segundo y tercero se tiene que:
1= P(A) + P(A)
por lo que:

P(A) =1- P(A)

2. La probabilidad del suceso imposible es nula. P(A)=0

Sien el teorema 1 se hace que A = A entonces E =A, por lo que
P(&E)=1- P(E)=1-1=0

3. La probabilidad P es monétona no decreciente, es decir, para cualesquiera

sucesos A, Bl A, tales que Al B, entonces P(A )£ P(B).

Para demostrar este teorema se parte de que
B=AE(BCA) yque AC(BGCA)=A&

1
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Pero segun los axiomas primero y tercero resulta que

P(B) = P(A) +P(BC A)® P(A)

4. Para cualquier suceso Al A se verifica que 0 £ P(A) £1.

La primera desigualdad de este teorema es el primero de los axiomas. En cuanto a

la segunda se tiene que Al E, por lo que, seglin el teorema anterior, resulta que:

P(A) £ P(E) =1

5. Regla de la suma. Para cualesquiera sucesos A , B1 A se verifica que P(AE B)
=P(A) + P(B) - P(ACB).

Para demostrar este teorema vamos a expresar los sucesos (AEB) y A como la

union de los siguientes sucesos disjuntos:
(AEB)=BE (ACB) A=(ACB)E(ACB)

A su vez, la probabilidad de los mismos, segun el tercero de los axiomas, viene

dada por
P(AE B) = P(B)+ P(AC B) y P(A) = P(AC B)+P(AC B)
De la segunda probabilidad se deduce que
P(ACB)=P(A)- P(AGB)
Si ahora se sustituye este resultado en P(AE B) se llega a que

P(AE B) = P(B)+ P(AC B) = P(B)+ P(A)- P(AC B)
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Ejemplo 12. Sean Ay B dos sucesos tales que: P(AEB) = 3/4; P?Ag: 213y P(ACB)

=1/4. Hallar: a) P(A); b) P(B); c) P(A C B).

a) P(A) =1- PEA=1- 213 = 1/3
b) P(B) = P(AEB) - P(A) + P(ACB) = 2/3

c) P(AC B)=P(A) - P(ACB) = 1/12.

Ejemplo 13. La probabilidad de que las acciones de una empresa financiera coticen al
alza es 0,8, mientras que esa probabilidad para una empresa del sector nuevas
tecnologias es 0,4. A su vez, la probabilidad de que las dos coticen al alza es 0,3.
Obtenga las siguientes probabilidades: a) que coticen al alza al menos una de las dos

empresas; b) que ninguna de las dos cotice al alza; c) que solo cotice una al alza.

Para dar solucion a este ejercicio vamos a proceder en primer lugar a definir los
siguientes sucesos:

A = la empresa del sector financiero cotiza al alza.

B = la empresa del sector nuevas tecnologias cotiza al alza.

C = al menos una empresa cotiza al alza.

D = ninguna de las dos empresas cotiza al alza.

E = solo una empresa cotiza al alza.

a) A partir del enunciado sabemos que P(A) = 0,8; P(B) = 0,4y P(A C B) =0,3.

Con ello tenemos que:
P(C)= P(AEB) =P(A) + P(B)-P(ACB)=0,8+0,4-0,3=0,9

b) El suceso D se puede expresar como:

—_—

D=ACB=AEB

Este resultado nos lleva a que

13
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———

P(D) =P(AE B)=1- P(AE B)=1- 09=01
c) Elsuceso E se puede expresar como
E=(AcB)E (AC B)

Pero como se trata de la union de dos sucesos disjuntos, entonces la probabilidad del

suceso E es
P(E) =P(AGC B)+ P(AC B)
Ahora bien
A=(AGB)E (AGB) porloque P(AGB)=P(A)- P(AG B)

A su vez

B=(AcB)E (ACB) porloque P(AC B)=P(B)- P(AG B)
Todo ello nos permite escribir

P(E) = P(AC B)+ P(AC B)= P(A) + P(B) - 2P(AC B)=08+04- 2(0,3) = 06

6.5 Probabilidad condicional, regla de la multiplicacion e

independencia de sucesos.

Hasta ahora hemos definido la probabilidad de un suceso A referida a todo el espacio
muestral E del experimento. Supongamos ahora la existencia de otro suceso B definido
sobre E y que no sea incompatible con A, es decir que (A C B) * A Esto significa que
los sucesos Ay B tienen partes en comun. Supongamos adicionalmente que tenemos

la certeza de que ha ocurrido el suceso B. Ahora estamos interesados en saber como
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cambia la probabilidad de A sabiendo que ha ocurrido B. Sabiendo que ha ocurrido B, la
probabilidad de que ocurra A se representa por P(A / B) y se le conoce como
probabilidad condicional. En estas circunstancias, para calcular la probabilidad de A
hay que cambiar el espacio de referencia el cual, ahora ya no es E sino B, y habra que
exigir que no sea un espacio nulo, es decir, debe cumplirse que P(B) > 0. Si sabemos
que el suceso B ha ocurrido, entonces se sabe que el resultado del experimento es
uno de los incluidos en B. Por tanto, para evaluar la probabilidad de que ocurra A, se
debe considerar el conjunto de los resultados incluidos en B que también implique la
ocurrencia de A. Este conjunto viene dado por la interseccion de Ay B, es decir (A C
B). En tales circunstancias resulta natural definir la probabilidad condicional de A dado

gue ha tenido lugar B de la siguiente forma:

P(A/B)= PlACE)

P(B)
En realidad para definir esta probabilidad se ha recurrido a la regla de Laplace, en el
sentido de que si sabemos que ha ocurrido B, entonces, ahora, estos son los casos
posibles del experimento, mientras que los favorables estarian constituidos por todos

aquellos elementos que pertenecen simultdneamente a Ay a B, es decir (A C B).

Esta definicion de probabilidad tiene la particularidad de que ha implicado una
redefinicion de las probabilidades de A en base a la informacion que representa el
conocimiento de la presencia del suceso B, el cual es ahora el nuevo espacio muestral
de referencia y que al ser mas pequefio que E supone una reduccion de incertidumbre

en relacion con el suceso A.

Una vez dado el concepto de probabilidad condicional no resulta dificil demostrar que

esta definicion satisface los tres axiomas de la probabilidad.

A partir de esta definicién del concepto de probabilidad condicional se puede expresar

la correspondiente al suceso interseccion como:

P(AC B)= P(A)P(B/ A) = P(B)P(A/B)
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A esta forma de dar la probabilidad de la interseccion de dos sucesos se le conoce
como regla del producto. Si en lugar de tener dos sucesos se tuvieran tres, entonces la

probabilidad de la interseccion de los tres vendra dada por:
P(ACBCC)=P(AP(B/AP(C/AC B)

0 por cualquiera de las otras cinco ordenaciones posibles. Esta regla puede extenderse

para el caso de que el nUmero de sucesos sea mayor que tres.

La definicion de probabilidad condicional pone de manifiesto que la ocurrencia de un
suceso B puede modificar la probabilidad de otro suceso A. Si esto no ocurriera se
diria que los sucesos A y B son independientes. Antes de dar una definicion formal de

este concepto haremos uso de un ejemplo donde queden claras estas ideas.

Ejemplo 14. Supongamos que se tiene un dado de seis caras construido de forma
honesta. En tal caso todas las caras son equiprobables y el espacio muestral asociado
al experimento que consiste en lanzarlo al aire es E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. A partir de este
espacio muestral vamos a definir los sucesos: A = “obtener nimero par”’; B = “obtener

un dos o un cinco”; C = “obtener un 4”.

Para este experimento aleatorio, las probabilidades de los sucesos definidos antes
son: P(A) = 1/2; P(B) = 1/3; P(C) =1/6. Ahora bien, si nos dijeran que al lanzar el dado
ha tenido lugar el suceso C, entonces P(A/C) = 1, dado que (C 1 A). Vemos como el
conocer que ha tenido lugar C modifica la probabilidad de A. Por otro lado, si nos

hubieran dicho que ha ocurrido B resulta ahora que:

En este caso la presencia de B no ha alterado la probabilidad del suceso A. En estas
circunstancias se dice que la probabilidad de A no depende de la presencia de B. Esta
idea se puede expresar también diciendo que A y B son dos sucesos independientes.
Es decir, los sucesos A y B se dicen que son independientes cuando la presencia de

uno de ellos no afecta a la probabilidad del otro.
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Si el resultado de este ejemplo lo llevaramos a la regla del producto definida antes se

tiene entonces que:
P(AC B)=P(A)P(B)

Pues bien, cuando se cumple esta Ultima igualdad se dice que bs sucesos son
independientes. Esta condicion de independencia entre sucesos es equivalente a que
P(A) = P(A/B), o bien que P(B) = P(B/A). Pero que dos sucesos sean independientes
no significa que sean mutuamente excluyentes. Este segundo caso se da cuando esos
sucesos no pueden ocurrir simultaneamente y, por lo tanto, su interseccién es el

suceso imposible, por lo que su probabilidad sera nula.

Si en lugar de tener los sucesos A y B se tuvieran los sucesos A, B y C, entonces se
diria que los tres son independientes si lo son dos a dos y los tres a la vez. Es decir si

se cumple que:
P(ACB)=P(A)P(B), P(ACC)=P(A)P(C), P(BCC)=P(B)P(C)

P(ACBC C)=P(A)P(B)P(C)
Ejemplo 15. En un departamento hay cuatro ordenadores numerados del 1 al 4. Si se

seleccionan dos ordenadores al azar y se definen los sucesos A ={1,2},B={1,3}yC
={1, 4} resulta que P(A) = P(B) = P(C) = 1/2. Ademéas

P(ACB)===P(AP(B). P(AGC)=-=P(AP(C). P(BCC)=—=P(B)P(C)

NP

1
4

NG

Este resultado nos permite decir que los sucesos son independientes por pares. En
cambio:

P(AGBGC)=11 == PAP(EIP(C)

Ello nos lleva a concluir que esos tres sucesos no son independientes.

Ejemplo 16. La probabilidad de que una empresa venda un producto defectuoso

cuando la produccion se somete a un proceso diario de control de calidad es 0,005. La
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probabilidad de que un dia no haya control de calidad es 0,05 y la probabilidad de que

esa empresa venda un producto defectuoso es 0,02. Determinar:

a)

b)

f)

9)

La probabilidad de que se venda un producto defectuoso y que haya control
de calidad.

La probabilidad de que habiéndose vendido un producto defectuoso haya
habido control de calidad.

La probabilidad de que habiéndose vendido un producto defectuoso no haya
habido control de calidad.

La probabilidad de que habiéndose vendido un producto no defectuoso haya
habido control de calidad.

La probabilidad de que habiéndose vendido un producto no defectuoso no
haya habido control de calidad.

La probabilidad de que no habiendo control de calidad se venda un producto
defectuoso.

La probabilidad de que no habiendo control de calidad se venda un producto

no defectuoso.

Antes de dar respuesta a cada uno de estos apartados vamos a definir los siguientes

sucesos: D = “venta de producto defectuoso” y C = “hay control de calidad”.

A su vez, el enunciado del ejercicio nos facilita la siguiente informacion:

P(D/C)=0005 P(D)=002 P[C)=005

A partir de esta informacion resulta inmediato que:

P(D/C)=

1- P(D/C)=0995 P(D)=1- P(D)=098 P(C)=1- P[C)=095

Con toda esta informacion tenemos que:

a)

P(D/C)=

Plcc D) porloque P(C ¢ D)= P(C)P(D/C)=(0,95)(0,005) =0,00475

P(C)

18



Introduccién a la Estadistica Empresarial. Capitulo 6.- Probabilidad
JesUs Sanchez Fernandez

b)
p(C/D)= P(CC D) _0,00475_ 475 _ 0.2375
P(D) 0,02 2000
c)
P C/D)=1- P(C/D)=1- A 1525 _ 42695
2000 2000
d)
Plc/B)- PlccD)_ PC)PDrc) _ (0.95)0995) _ ) oess
P(D) PD) (0og)
e)
P(C/D)=1- P(c/D)=0,0355
f)
o(0/E)- PCcD)_ MDJP(C/D) _ (002)(07625) _ 4\
P(C) Pc) 0,05
9)

P(B/E) = ﬂ%(%@ =1- P(D /6) = 0,695

Para todos los apartados, puede apreciarse como influye de manera decisiva sobre la
probabilidad inicial de los sucesos C y D (asi como de sus respectivos
complementarios) la informacién que se incorpora en el calculo de las respectivas
probabilidades condicionales. Asi, mientras que P(C) = 0,95, en cambio, P(C/D) =
0,2375. Es decir, la probabilidad de que se realice un control de calidad es alta y, en
esas circunstancias, es poco probable que se venda una pieza defectuosa (esa
probabilidad no llega al 1%). Sin embargo, si se sabe que la pieza vendida es
defectuosa entonces sera poco probable que haya habido control de calidad, como de
hecho se confirma con la nueva probabilidad. Este tipo de razonamiento es aplicable a

todas las demds situaciones contempladas en este ejercicio.
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Ejemplo 17. Una empresa que se dedica a la venta de sus productos por internet esta
interesada en conocer cuales son sus clientes potenciales. Para ello realiza una

encuesta a 1000 personas atendiendo a su edad y al nimero de horas semanales que

navegan en al red, obteniendo los resultados que se dan en la tabla siguiente.

ad Menores De 25 a 45 Mayores de | Total
de 25 afos o o
Horas anos 45 anos
Menos de 7 horas 100 250 100 450
De 7 a 14 horas 100 150 100 350
Mas de 12 horas 100 50 50 200
Total 300 450 250 1000

A partir de la informacion de esta tabla se van a definir los siguientes sucesos:

A;: persona menor de 25 afios

A;: persona de 25 a 45 afios

Ag: persona mayor de 45 afios

B1: navegar menos de 7 horas a la semana

B,: navegar entre 7 y 14 horas a la semana

B3: navegar mas de 14 horas a la semana.

Con esta notacion, la tabla anterior se puede expresar como:

ad Ay A, Ag Total
Horas
B: (A1GB1)=100 | (A2GB;)=250 (A3CB1)=100 |B;=450
B, (A1CB2)=100 | (A2CB3)=150 (AsCB»)=100 |B,=350
Bs (A1GB3)=100 | (A2GCB3)=50 (A3CB3)=50 | B3=200
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Total

A;=300

Ax=450

As=250

1000

Llegados a este punto se obtiene la siguiente tabla de probabilidades, siempre y

cuando admitamos que la muestra anterior es representativa de la poblacion de la que

se ha extraido:

d A A A Total
Horas
B: P(A1GCB1)=0,1 P(A2GB1)=0,25 P(A3GB1)=0,1 P(B1)=0,45
B> P(A1GB2)=0,1 P(A2GB2)=0,15 P(A3GB2)=0,1 P(B2)=0,35
Bs P(A1GCB3)=0,1 P(A2GB3)=0,05 P(A3GCB3)=0,05 |P(B3)=0,2
Total P(A1)=0,3 P(A2)=0,45 P(A)=0,25 1

La lectura del contenido de esta tabla es sencillo e inmediato. Supongamos ahora que
gueremos determinar la probabilidad de que, seleccionada una persona al azar, ésta
navegue mas de 14 horas a la semana sabiendo que es menor de 25 afios. Para
determinar esa probabilidad no tiene sentido que trabajemos con todo el espacio
muestral (las 1000 personas de la muestra), pues sabemos que es menor de 25 afios.
Asi pues nuestro nuevo espacio muestral sera el formado por el suceso A;. Ahora el
denominador de esa frecuencia relativa, que es la probabilidad, no es 1000, sino que es
A;=300. A su vez el numerador deja de ser B3=200, pues dentro de ese colectivo de
200 personas que navegan mas de 14 horas a la semana hay algunas que tienen mas
de 25 afos, pero nosotros sabemos que nuestra persona seleccionada es menor de
25. Ahora el numerador es (A;CB3)=100. Todo ello lleva a que la nueva probabilidad

viene dada por el cociente:

n(B,C A)
P(B,/ A) = PB,CA)_" 1000 _n(B,GCA)_100_1
’ P(A) n(A) n(A) 300 3
1000

Ademas, como P(B3) = 0,20, resulta que los sucesos A; y Bz no son independientes.

Pero como estos suceso no son independientes, se puede concluir que, para este
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ejemplo, los atributos edad y horas de navegacion en internet tampoco son
independientes.

A partir de los datos de esta Ultima tabla de doble entrada podemos definir los
conceptos de probabilidad conjunta y probabilidad marginal. La primera es la que hace
alusion a la presencia o aparicion simultanea de mas de un suceso elemental, es decir,
la probabilidades de la interseccion P( A C Bj) para cualquier i o j. En cambio las

probabilidades marginales son las de los sucesos elementales, P(A;) o P(B)).
Pero cualquier suceso elemental se puede expresar como la unién de un conjunto de

sucesos mutuamente excluyentes. Para el ejemplo que estamos usando se tiene que

el suceso A, seria:

Az = (A2 C B1) E (A2 C B2) E (A2 C Bg)

y, en general, para el suceso A,

A=(AICB)E (ACBYE ... E (A C By

Esto lleva a que cualquier toda probabilidad marginal se pueda poner como una suma

de probabilidades conjuntas. Es decir:

P(A) =P(AiC B1) + P(AIC By + ... + P(Ai C Bi)=SP(Bi)P(Ai/By)

A este resultado se le conoce como Teorema de la probabilidad total.

Ejemplo 18. Una empresa dedicada al montaje de ordenadores recibe procesadores
procedentes de tres fabricantes distintos. Los procesadores que recibe pueden ser
buenos o defectuosos y, por experiencia anterior, esta empresa trabaja con los
siguientes datos:

Empresa

H1 Ho Hs
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o Bueno (B) 023 030 0,39
o
5
g— Defectuoso (D) 0,02 0,05 0,01
@]
@)

a) Si se elige un procesador al azar de entre todos los recibidos, ¢cudl es la
probabilidad de que sea defectuoso?

b) Si se elige un procesador al azar de entre todos los recibidos, ¢cual es la
probabilidad de que proceda de la empresa H;?

c) ¢Cual es la probabilidad de que un procesador procedente de la empresa H, sea
defectuoso?

d) ¢Cual es la probabilidad de que un procesador defectuoso elegido al azar proceda
de la empresa H;?

e) ¢ Es la calidad del procesador independiente del proveedor?

f) Teniendo en cuenta la calidad, ¢,cual de las empresas es mas fiable?

En este ejemplo la informacion viene dada en forma de tabla de doble entrada que se

puede completar en la manera siguiente:

Hi Ho Hs Total
B 0,23 0,30 0,39 0,92
D 0,02 0,05 0,01 0,08
Total 0,25 0,35 0,40 1,00

Con esta informacién las respuestas a cada uno de los apartados anteriores serian las

siguientes:

a)
P(D)=0,08 =S; P(H; CD)= 0,02 + 0,05 + 0,01 = 0,08

b)
P(H,) = 0,25
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c)
P(D/H,) = PDCH,) 002 _ 508
' PH,) 025
d)
P(H,/D) = PDGH,) 002 _ 0,25
' P(D) 008
e)

No, porque aunque P(H;/D) = P(H3), sin embargo, P(H./D) * P(H,) y P(Hs/D) * P(Hs),

como es facil de comprobar.

f)
La mas fiable resulta ser Hz, segun se desprende de las siguientes probabilidades

condicionales:

P(D/H1) = 0,08; P(D/H,)=0,143; P(D/Hs)= 0,025

Ejemplo 19. En este ejemplo vamos a realizar una aplicacion del concepto de
probabilidad condicional en un contexto de muestreo, donde alguna de las preguntas
del cuestionario sea de tal naturaleza que haya reticencias a contestarla de forma
directa. En concreto, imaginemos que deseamos conocer la probabilidad de que una
familia, en su declaracion de renta, cometa fraude. Esta claro que, si esta pregunta se
hace de forma directa, lo mas probable es que se tengan muchas respuestas falsas o
muchas respuestas en blanco. Para evitar cualquiera de estas dos posibilidades y
alcanzar el objetivo marcado se puede proceder de la forma siguiente. Se formulan dos
preguntas: a) ¢es par el ultimo digito de su DNI? b) ¢ha cometido fraude en la
declaracion de la renta?. Cada entrevistado ha de responder solo a una de ellas en
funcion del siguiente criterio: antes de responder lanza una moneda al aire y solo él
conoce el resultado de ese hnzamiento. Si sale cara respondera a la pregunta a),
mientras que si sale cruz respondera a b). Realizado este experimento el 40% de los
entrevistados respondieron “si”. En estas circunstancias nuestro interés radica en

determinar la probabilidad de que habiendo contestado a la pregunto b) haya dicho que
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“si”. Como puede comprobarse, con este procedimiento se garantiza al entrevistado
gue su respuesta es andénima y que solo él conoce la naturaleza de la misma. A este

procedimiento se le conoce como muestreo con respuesta aleatorizada.

Veamos ahora cual es la probabilidad pedida. En primer lugar definamos los siguientes
sucesos: A = el entrevistado responde “si”, B = el entrevistado responde a la pregunta

a), C = el entrevistado responde a la pregunta b).

Para estos suceso sabemos que: P(A) = 0,40; P(B) = 0,50 y P(C) = 0,50. Estas dos
Ultimas probabilidades se deben a que son el resultado del lanzamiento de una
moneda. Ademas sabemos que P(A/B) = 0,50, pues la mitad de los DNI termina en
namero par. Con toda esta informacion lo que se pretende es calcular P(A/C). Como
los sucesos B y C se han construido de forma que sean mutuamente excluyentes y

exhaustivos se tiene que:
(BCAE(CCA=A
por lo que
P(A)=P(BC A)+P(CG A)= P(B)P(A/B)+ P(C)P(A/C)
Si en esta expresion se sustituyen los valores conocidos se tiene que:
0,40 = (0,50)(0,50) + (0,50)P(A/ C)

Llegados a este punto es facil determinar que la probabilidad buscada es: P(A/C) =
0,30.

Ejemplo 20. Un analista financiero esta realizando un estudio para la captacion de
clientes en base a los registros de su antigua empresa. A partir de esos datos ha
concluido que la probabilidad de que un cliente entre en el mercado de renta variable es
0,10. Ademés ha observado que para ese tipo de clientes, el 30% crean su propia

cartera de valores y de ellos la mitad son participes de fondos de inversion. También
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ha observado que de los que no tienen cartera propia, el 40% destinan sus ahorros a

fondos de inversion.

Con esta informacion vamos definir los siguientes sucesos:
A: invierte en bolsa
B: invierte en cartera propia

C: Invierte en fondos.
Para ellos se sabe que:

P(A)=0,10
P(B/A) =0,30
P(C/AC B) = 0,50
P(C/IAC B)=0,40
Determinar:
a) Probabilidad de Ay B.
b) Probabilidad de Ay By C.
c) Probabilidad de C.
d) Probabilidad de B.
e) Probabilidad de AoB o C.
f) Probabilidad de no A, no By no C.

Dadas las probabilidades iniciales se llega a que:

P(A)=0,90; P(B/A)=0,70; P(C/ACB)=0,50; P(C/AC B)=0,60; P(B/ A)=0;

P(B/A)=1; P(C/ACB)=0; P(C/ACB)=1; P(C/ACB)=0; P(C/ACB)=1
a) El suceso definido en este apartado, para este ejemplo, es equivalente a este otro:
(AcB)=|AacBG(CEC)=(AcBGC)E(ACBCT)

por lo que la probabilidad pedida es:

P(ACB)=P|AGBC(CEC)=P(A¢BCC)+P(AGBGC)=
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= P(A)P(B/ A)P(C/ AC B)+ P(A)P(B/ AJP(C/ AC B)=
= P(A)P(B/ A)P(C/AG B)+P[C/AC B) = P(A)P(B/ A)

Pues la probabilidad entre corchetes vale en nuestro caso la unidad. Todo esto nos

leva a que:
= P(AG B) = P(A)P(B/ A) = (0:10)(0,30) = 0,03

b)

P(ACBC C)= P(A)P(B/ AJP(C/ AC B) = (0,10)(030)(050) = 0015
(QQ=PMQBgchP@QBQCFPMQEQC%PGQEQCF

= P(AIP(B/AJP(C/ AG B)+ P(AIP(B/APIC/ AG B)+ P(A)P(B/ AIP(C/ AG B +
+P(AJP(B/ AP(C/ AC B)= (0,015) +(0.90)(0,00)(0,00) + (0:20)(0,70)(0.40) +

+(0,90)(1,00)(0,00) = 0,015 + 0,028 = 0,043

d)
P(B)=P(AcBCC)+P(ACBCGC)+P(ACBGC)+P(ACBCCT)=

- P(AP(/ AP(CIAG B)+ P(AJP(B] APIET AC B)+ P(AP(B /AP(C IAG B)+
+p(AP(BI AP(E/ AC B)= (0,015) +(010)(030)(050) + (490)0.00)(0.00)-+
+(0,90)(0,00)(0,00) =0,015+0,015= 0,03

)

P(AEBE C)=P(ACBGC)+P(ACBGT)+ P(ACBCC)+ PACBG C)+

+P(ACBCC)+P(ACBCCT)+P(ACBC C)= P(A)P(B/AP(C/ACB)+

27



Introduccién a la Estadistica Empresarial. Capitulo 6.- Probabilidad
JesUs Sanchez Fernandez

+P(A)P(B/ A)P(C/AC B)+P(A)P(B/ AlP[c/ AC B)+ P(AJP(B/A)P(C/ AC B)+
B)+

P(AP(B/AJP(c/AC B)=

+P(AP[B/AP(C/ ACB)+ P(A)P(B/ AJP[C/AC
(09)(0.0)(0.0)+(01)(0,7)(0.6) +

B)+P
= (01)(0,3)(05)+(01)(03)(05) + (01)(0,7)(0.4) +
= (09)(00)1) +(0.9)1)0.0) =

)
PACBCT)=P(AP(B/ AP(C/ACB)=(09)0)) =09

Ejemplo 21. La poblacién activa de un pais, segun grandes sectores econémicos, se
distribuye de la forma siguiente: el 10% pertenece al sector primario, el 20% al
industrial, el 5% a la construccién y el resto a los servicios. Por otro lado se sabe que
de la poblacion activa agraria el 35% esté parada, de la industrial ese porcentaje es el
20% y en la construccion es el 15%. Ademas, de entre todos los parados los sector

agrario son el 25%. Determine la probabilidad de paro que existe en el sector servicios.

Sean:

A = activo del sector primario

| = activo del sector industrial

C = activo del sector construccion
S = activo del sector servicios

P = activo parado

P(A) = 0,10; P(l) = 0,20; P(C) = 0,05; P(S) = 0,65; P(P/A) 0,35; P(P/l) = 0,20; P(P/C)
= 0,15; P(A/P) = 0,25.

Lo que nos piden es P(P/S). Para obtener esa probabilidad sabemos que:
P(P)=P(AC P)+P(IC P)+ P(C C P) + P(S C P) = P(A)P(P/A) + P()P(P/l) +

+ P(C)P(P/C) + P(S)P(P/S) = (0,10)(0,35) + (0,20)(0,20) +(0,05)(0,15) +(0,65) P(P/S)=
= 0,035 + 0,04 + 0,0075 + (0,65) P(P/S).

Por otro lado sabemos que:

P(A C P) = P(A)P(P/A) = (0,10)(0,35) = 0,035 = P(P)P(A/P) = P(P)(0,25)
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De donde resulta que P(P) = 0,14. Haciendo uso de esta probabilidad resulta,

finalmente, que:

P(P/S) = 0,088.

6.6 Teorema de Bayes.

Supongamos que tenemos un espacio muestral sobre el realizamos dos particiones
tales cada una de ellas es exhaustiva. Tal podria ser el caso de un conjunto de 1000
personas que las clasificamos en relacion a la actividad y la edad. Admitamos que esa

clasificacion nos lleva a la siguiente tabla:

16-19 (Hy) | 20-24 (H,) [ 25-54 (H3) | 55+ (H4) | Total

Activos (A7) 25 35 425 50 535
No activos (Az) 70 60 185 150 | 465
Total 95 95 610 200 | 1000

Ahora seleccionamos una persona al azar y nos preguntamos cual es la probabilidad

de que sea Activo. En este caso, tal probabilidad viene dada por
P(A1)=(535/1000)=0,535. Al mismo resultado se habria llegado si hubiéramos hecho

uso del teorema de la probabilidad total que se vio en el apartado anterior:

P(A1)=(535/1000)=0,535=
=SP(H;) P(A./H;)=0.095(25/95)+0.095(35/95)+0.61(425/610)+02(50/200)=0535.

Para este ejemplo puede resultar innecesario la aplicacién de esta Ultima expresion,
dada la abundante informacion de que se dispone. Pero si en lugar de conocer la tabla
completa solo conociéramos la distribucion porcentual de la poblacion por edad
(probabilidades de pertenecer a un grupo de edad concreto) y las tasas de actividad
por edad (probabilidades condicionadas), entonces no se podria haber aplicado la
definicion de probabilidad frecuencial y la Unica solucion habria sido el uso del teorema
de la probabilidad total. La probabilidad del suceso A; es, en ese caso, la tasa de
actividad total que, puede comprobarse, es una media ponderada de las tasas de

actividad por edades, siendo las ponderaciones el peso relativo de cada grupo de edad.
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Este resultado nos sirve para introducir el Teorema de Bayes. La aplicacién de este
teorema ha dado lugar al nacimiento de una rama de la Estadistica. La que se conoce
como Teoria Bayesiana. No es este el momento de entrar en mas detalles respecto de
esta cuestion, por lo que nos limitaremos exponer el teorema en si. Para ello haremos

uso del ejemplo.

Supongamos de nuevo que sobre un espacio muestral podemos realizar dos
particiones que son, cada una de ellas, exhaustivas. Entonces, por la definicién de

probabilidad condicional tenemos que:

P(H CA) _ P(H)P(AH,)

PA) & pparH)

P(H, / A)=

En el ejemplo con el que estamos trabajando k=4. A los posibles k resultados se les
conoce habitualmente como causas o hipétesis y a P(H;) se les llama probabilidades a
priori, mientras que a P(H; /A;) se les llama probabilidades a posteriori y, finalmente, a

P(A1/H)) se les conoce como verosimilitudes.

La idea de este teorema es muy simple. Con el mismo lo que se pretende es modificar
el conocimiento inicial que se tiene a cerca de una determinada realidad (las
probabilidades a priori), haciendo uso de una informacion adicional que generalmente
es de tipo muestral (las verosimilitudes). Se trata de ver en qué medida es informacion

muestral nos lleva a cambiar nuestras hipétesis iniciales.

Ejemplo 22. Un analista de coyuntura econdmica quiere realizar predicciones a corto
plazo sobre la evolucion de la economia. Para ello utiliza como indicador adelantado el
consumo de energia eléctrica. Por experiencia pasada sabe que cuando la economia
crece durante un periodo a un ritmo superior al del periodo anterior ( escenario
A) la probabilidad de que el consumo eléctrico sea alto es 0,90. Si ese crecimiento es
igual al del periodo anterior (escenario B) la probabilidad anterior es 0,50. Finalmente, si
el crecimiento esta por debajo al observado en el periodo anterior (escenario C),
entonces aquella probabilidad se reduce al 0,20. Ademas se sabe que los prondsticos

respecto del comportamiento de la economia asignan al escenario A una probabilidad
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del 0,20 y al B del 0,60. Determinar: a) La probabilidad de que se de el escenario Ay

gue el consumo eléctrico sea alto. b) La probabilidad de que el consumo eléctrico sea

alto. ¢) Si el consumo es alto, ¢,cual es la probabilidad de los distintos escenarios?.

Antes de responder a las tres cuestiones planteadas vamos a representar

simbdélicamente cada uno de los sucesos definidos en el ejercicio asi como a resumir

las probabilidades que se nos dan.

A =tiene lugar el escenario A.

B = tiene lugar el escenario B.

C =tiene lugar el escenario C.

D = consumo eléctrico alto.

P(A) = 0,20; P(B) =0,60; P(C) =0,20; P(D/A) =0,90; P(D/B) = 0,50; P(D/C) = 0,20.

a) P(ACD) = P(A)P(D/A) = (0,20)(0,90) = 0,18.

b) P(D) = P(ACD) + P(BCD) + P(CCD) = P(A)P(D/A) + P(B)P(D/B) + P(C)P(DIC) =
= (0,20)(0,90) + (0,60)(0,50) + (0,20)(0,20) = 0,52.

C)

p(ap) = PIAC D) _ P(AP(D/A) _ 020090 _ )6
P(D) P(D) 052

P(BID) = P(BC D) _ P(B)P(D/B) _ 060x050 _ -
P(D) P(D) 0,52 !

p(cipy = PICE D) _ PCJP(D/C) | 020x020 _ -

P(D) P(D) 052

En este ejemplo, la interpretacién de los resultados seria la siguiente. La probabilidad a

piori del suceso A es relativamente baja (solo del 0,20). Pero este suceso se asocia

positivamente con D y como este ha tenido lugar, ahora, la probabilidad a posteriori es

superior a la inicial. Es decir, las previsiones de las que se partia hay que revisarlas al

alza pues ha tenido lugar un suceso que nos induce a pensar que la probabilidad de

que la economia crezca es superior a la de partida.
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La informacion de este ejercicio, asi como los resultados del mismo, se puede resumir

en la siguiente tabla:

Sucesos Probabilidades a  Verosimilitudes Probabilidad total Probabilidades a
(Escenarios) priori posteriori
A 0,20 0,90 (0,2)(0,9=0,18 0,346
B 0,60 0,50 (0,6)(0,5=0,30 0,577
C 0,20 0,20 (0,2)(0,2=0,04 0,077
Total 1,00 =052 1,000

Ejemplo 23. Una empresa que se dedica a al envasado de café utiliza a tal efecto tres
maquinas A, B y C. De ellas sabe, por controles de calidad previos, que la primera
deposita menos cantidad de la establecida en un 2% de los paquetes, la segunda en
1% vy la tercera en un 3%. El 40% del envasado lo realiza la maquina A 'y el 35% la B.
Si se selecciona al azar un paquete, determinar la probabilidad: a) de que proceda de A
si tiene menos cantidad de la establecida; b) de que no proceda de A si tiene la

cantidad correcta.

Sean:

A = envasado por A

B = envasado por B

C = envasado por C

D = menos cantidad de la establecida.

P(A) = 0,40; P(B) = 0,35; P(C) = 0,25; P(D/A) =0,02; P(D/B) = 0,01; P(D/C) = 0,03.

a) Previamente es necesario obtener P(D).

P(D) = P(ACD) + P(BCD) + P(CCD) = P(A)P(D/A) + P(B)P(D/B) + P(C)P(DIC) =
= (0,40)(0,02) + (0,35)(0,01) + (0,25)(0,03) = 0,008 + 0,0035 + 0,0075 = 0,019.

P(AC D) _ P(A)P(D/A) _ 0,40x0,02

P(D) P(D) 019 042l

P(A/D) =

32



Introduccién a la Estadistica Empresarial. Capitulo 6.- Probabilidad
JesUs Sanchez Fernandez

b)

— —\_PlAcD)_P(AED)_1- P(AE D) _1- P(A)- P(D)+P(AC D)
p(A/D)= (;(5) ). (P(B) )_ AL s

1- P(A)- P(D)+P(A)P(D/A) _1- 0,40- 0,019+0,40x002 _
1- P(D) 1- 0,019

=0,6.

Ejemplo 24. EIl parlamento de un determinado pais esta integrado por diputados de
tres partidos, A, B y C. La proporcion de parlamentarios de esos partidos es de un
30%, un 50% y un 20%, respectivamente. La probabilidad de que un parlamentario del
parido A vote afirmativamente a una determinada propuesta es 0,80, mientras que las
probabilidades de votar en contra de esa propuesta para los parlamentarios de By C
son 0,7 y 0,9, respectivamente. Determinar la probabilidad de que un voto afirmativo

provenga del partido A o del C.

Sean:

A = diputado del partido A
B = diputado del partido B
C =diputado del partido C
S = vota afirmativamente

N = vota en contra.

Si se admite que no hay votos nulos ni en blanco, entonces:
P(A) =0,30; P(B) =0,50; P(C) =0,20; P(S/A) = 0,80; P(S/B) = 0,30; P(S/C)=0,10.

P(ACS)+P(CC S)

P(s)

— p(A/S)+P(C/9)= P(A)P(S/ All-(l-SI)D(C)P(S/C) _

P(AEC/S)=

- (0,30)(0,80) +(0,20)(0,120) )
~ (0,30)(0,80) + (0,50)(0,30) + (0,20)(0.10) 0,634
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Ejemplo 25. En un sistema de alarma, la probabilidad de que se produzca una
situacion de peligro es 0,10. Si esta tiene lugar, la probabilidad de que la alarma
funcione es 0,95. La probabilidad de que funcione la alarma sin que haya situacion de
peligro es 0,03. Determinar la probabilidad de que : a) habiendo funcionado la alarma
no ya situacion de peligro; b) se de una situacion de peligro y la alarma no funcione; c)

no habiendo funcionado la alarma, haya peligro.
Sean:

P = se da una situacién de peligro.

F = funciona la alarma.

P(P) = 0,10; P(F/P)=0,95; P(F/P)=0,03.

a)
o(prF)- PPCF)_ _ P(E)P(F/E) _
P(F)  PP)P(F/P)+P(P)P(F/P)

_ (0,90)(0,03) _

" (0,90)(0,03)+(0,10)(0,95) 0,219
b)

P(PC F)=P(P)P(F /P) = P(P)[1-P(F/P)] = (0,10)[1-(0,95)] = 0,005.

c)

ol E) - P(PE‘E)_ 'E(P)‘P(F/P) o
(PrF) PIF)  P(P)P[F/P)+P(P)P(F/P)

_ (010)(0,05) _
" (010)(0,05) + (090)(097) 0000572

Ejemplo 26. Suponga que Vd. es el responsable de una agencia de alquiler, para todo
el estado, de un modelo especifico de automdvil. Su agente de servicio en una

determina ciudad no ha sido totalmente digno de confianza, porque en el pasado
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suspendié el servicio en un 10% de las ocasiones. El efecto de dicha suspension es
que la probabilidad de que un cliente cancele el contrato pasa de 0,20 a 0,50. Si un
cliente cancel6 un contrato, ¢cuél es la probabilidad de que alguna vez haya sido

afectado por la suspension del servicio?.
Sean:

A = suspende servicio

C = cancela contrato.

P(A) = 0,10; P(C/A) = 0,50; P(C/ A)=0,20.

ACC) _ P(A)P(C/A) _
PC) ~ P(AR(c/ A)+P(AP(c/A)

P(A/C)= P(

(0,10)(0,50)

(010)(0,50) + (0,90)(0,20)

Ejemplo 27. Un gran almacén estéa considerando cambiar su politica de otorgamiento
de créditos para reducir el nimero d clientes que finalmente no pagan sus cuentas. El
gerente sugiere que en el futuro le sea cancelado el crédito a cualquier cliente que se
demore un mes 0 Mas en sus pagos en dos ocasiones distintas. La sugerencia del
gerente se basa en el hecho de que, en el pasado, el 90% de todos los clientes que
finalmente no pagaron sus cuentas se habian demorado en sus pagos por lo menos en
dos ocasiones. Supongamos que, tras una auditoria, se encuentra que el 2% de todos
los clientes que compran a crédito finalmente no pagan sus cuentas, y que de aquellos
gue finalmente si las pagan, el 45% se han demorado al menos en dos ocasiones.
Determine la probabilidad de que un cliente, que ya se demord por Io menos en dos
ocasiones, finalmente no pague su cuenta y, con la informaciéon obtenida, analice la

politica que ha sugerido el gerente.

Sean:
D = demora de pago en al menos dos ocasiones

P = paga
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P(P) = 0,98; P(D/P) =0,45; P(D/ P) = 0,90.

ofp/p)=PPCD)_ PPPD/PR)  _
[Pro) P((é:)) P(PJP(D/P)+ P(/P)P(D/P)

(0,02)(0,90)

(0,02)(0,90) +(0,98)(0,45) =0,0,0392

A la vista de este resultado se tiene que solo 4 de cada cien clientes (de brma
aproximada), que incurren en demora de al menos dos ocasiones, terminan por no
pagar. Asi, si se acepta el plan del gerente, y se le retira el crédito a todos aquellos
clientes que se demoran en pagar en al menos dos ocasiones, resultara que de esos
100 clientes a los que se le va a retirar el crédito, solo 4 son lo que realmente terminan
por no pagar, mientras que los otras 96 restantes si que pagan. Este plan conlleva la

posibilidad de perder a 96 clientes admisibles por castigar a 4 inadmisibles.



