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Resumen:
Teniendo en cuenta la necesidad imperiosa de satisfacer las necesidades de los pacientes cuando se encuentran recibiendo un servicio dentro de un centro hospitalario, se aplica la cadena de markov para determinar el tiempo promedio de estancia de los pacientes en una sala determinada, con un determinado nivel de probabilidad en dichos estados transitorios.

Se arriba a los resultados para dar a los directivos de la institución una herramienta para la toma de decisiones dentro del campo de la administración en salud, lo cual pudiera contribuir a conocer los costos hospitalarios de estadía, optimizar los recursos disponibles, perfeccionar los servicios de salud y lograr la excelencia en los servicios prestados.

Los autores hacen énfasis en el uso de la cadena de markov como herramienta estadística que permite determinar la ocurrencia de un evento futuro en dependencia de la ocurrencia del evento inmediatamente anterior, y tiene como bondades que permite encontrar la probabilidad de que un sistema se encuentre en un estado particular en un momento dado y más importante aún,  el promedio a la larga o las probabilidades de estado estable para cada estado analizado, prediciendo el comportamiento del sistema a través del tiempo.   
Dicha herramienta de análisis a pesar de haber surgido a principios del siglo pasado es una técnica novedosa, de gran utilidad y rigor científico que sirve tanto para economistas, sociólogos, físicos, y otros investigadores que analicen un proceso dado bajo ciertas circunstancias  probabilísticas.

Introducción:
La aplicación  de los procesos aleatorios a la salud constituye una herramienta básica y de fundamental  importancia para determinar el comportamiento de determinados  fenómenos, así como la función que lo determina, ejemplo de ello son los días camas, intervalo de sustitución, índice de rotación, de los pacientes en una determinada unidad hospitalaria, de forma que se puedan estimar con un determinado nivel de confianza los costos incurridos en la atención de los mismos.

El objetivo de este trabajo radica en la aplicación de las cadenas de Markov como herramienta estadística para la toma de decisiones en el campo de la salud, teniendo un impacto relevante por su rigurosidad técnica y científica para la determinación de indicadores que inciden en los costos de calidad.
Los Costos Totales de Calidad determinados por los costos de calidad y los costos de la mala calidad constituyen el nuevo indicador internacional  de medida de la calidad de un servicio, desplazando a los costos clásicos contables, de ahí que su estudio sea de vital importancia  para la implantación definitiva en nuestras unidades de salud, estudios determinados por  técnicas estadísticas, procesos aleatorios, el cual nos permitan  de una manera muy  precisa  llegar a la estimación de  dichos costos de calidad, con un determinado nivel de confianza.           
El empleo de las cadenas de Markov será una herramienta de vital importancia para la determinación  con cierto nivel de probabilidad de los períodos o intervalos de tiempos  de los pacientes que han recibido  a algún servicio de salud,  y así poder tener  de antemano una estimación  de los costos en los que  incurrirán, para luego poder determinar los Costos Totales de Calidad de esos servicios hospitalarios ofertados. 
Desarrollo.

Definición general del proceso aleatorio:

Hablando sobre el proceso aleatorio, como regla, se toma en consideración una determinada magnitud aleatoria ε(t), que varía en el transcurso del tiempo t.

Llamaremos proceso aleatorio ε= ε(t) a la función de parámetro real t € T , cuyos valores ε(t) para cada t son magnitudes aleatorias.

Procesos aleatorios de Markov:

Se denomina proceso aleatorio de Markov   ε = ε(t) si las magnitudes aleatorias ε(t),  t ≥ u, no dependen de  ε(s), s ≤ u ,  en cualquier momento de tiempo u , para el valor fijado  ε(u) = x ( cualquiera que fuese x). Si acordamos considerar ε(t) como el estado fásico de un sistema físico determinado en el momento de tiempo t, entonces el proceso de Markov  ε = ε(t) ,  que describe la evolución del sistema examinado, se puede caracterizar mas demostrativamente de la siguiente forma: el comportamiento del istema después de un determinado momento de tiempo u en el estado conocido x= ε(u) no depende de su comportamiento hasta este momento.
Una propiedad característica de los procesos  aleatorios de Markov se ve claramente en un ejemplo tan sencillo como el juego infantil de “quien va despacio va lejos” . En este juego la ficha del jugador deberá pasar un número determinado  de puntos 1, 2, ….. El paso de un punto al otro se determina cada vez por el resultado del lanzamiento del dado de juego. Precisamente, si en el  paso dado n, la  ficha se encuentra  en el punto ε(n)= i , por las reglas del  juego se establece el punto ε(n+1) de su desplazamiento en el paso siguiente, en dependencia del número de puntos con que cayó el dado de juego. Desde cualquier punto i la ficha pasa en su paso siguiente al punto j correspondiente con una determinada probabilidad pij. Se comprende fácilmente  que el proceso aleatorio del cambio de estado  ε(n)  durante el tiempo n= 1, 2 ,3….  Es un proceso de Markov. (Aquí figura , en lugar del tiempo real , el número n de pasos realizados: se puede considerar convencionalmente, que  cada paso se realiza en una unidad de tiempo).
Otros autores plantean de forma más sencilla que una cadena de Markov es una serie de eventos, en el cual la probabilidad de que ocurra un evento depende del evento inmediato anterior. En efecto las cadenas de Markov tienen memoria. “Recuerdan” el último evento y esto condiciona las posibilidades de los eventos futuros. 

Aplicación de Cadenas de Markov  a la salud. 

El período de observación se divide en una serie de intervalos de tiempo, no necesariamente pero usualmente del mismo tamaño. Supongamos que el j-ésimo intervalo, j = 1, 2, ... , m , se extiende desde tj hasta tj+1, y sean dj y cj el número de eventos y el número de observaciones censuradas en ese intervalo. Sea nj el número de sujetos al riesgo de que le ocurra el evento al inicio del j-ésimo intervalo.

 Si suponemos que el "proceso de censura" ocurre uniformemente a lo largo del j-ésimo intervalo, entonces podemos decir que el número promedio de sujetos a riesgo durante el intervalo es: nj ´ = nj - cj /2 .

Por lo tanto, en el j-ésimo intervalo, la probabilidad del evento es dj / nj ´  y la probabilidad de supervivencia es  1 - dj / nj . Finalmente, la probabilidad de que un sujeto sobreviva al tiempo tj es, como ya hemos visto, el producto de las probabilidades de sobrevivir a cada uno de los intervalos hasta el intervalo j-ésimo, es decir



S* (tj) =  (i=1 ,  j  ((nj´ - dj) / nj´) . 

Cada una de las probabilidades en este producto es una probabilidad condicional, en el sentido de que es la probabilidad de sobrevivir al intervalo en cuestión dado que se ha sobrevivido a los intervalos anteriores.
Obsérvese también que la estimación resultante de la probabilidad de supervivencia acumulada es 1 antes del inicio del primer intervalo. La representación gráfica de estas estimaciones es una función escalonada, pues la función de supervivencia es constante en cada intervalo de tiempo.
Aplicación práctica: 
En un determinado servicio de un centro hospitalario  de Santiago de Cuba, los pacientes una vez intervenidos quirúrgicamente  pasan a la sala de recuperación (Estado S1) , donde se sabe que la probabilidad de permanecer en ella es del  70 % , pero se conoce por estudios anteriores  que existe un 20 % de pacientes que pueden pasar a la sala de terapia intermedia (Estado S2) por ciertos fallos internos y externos y a su vez un 10 % de pasar a terapia intensiva (Estado S3) por los mismos fallos. A continuación se muestra el diagrama de estado. 
Diagrama de  Estados:
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Con su respectiva matriz de transición:
	 
	Matriz de transición
	 
	 

	 
	 
	 
	 
	 

	 
	S1 
	S2
	S3
	Totales

	S1
	0,7
	0,1
	0,2
	1

	 
	 
	 
	 
	 

	S2
	0,1
	0,2
	0,7
	1

	 
	 
	 
	 
	 

	S3
	0
	0
	1
	1

	 
	 
	 
	 
	 


Para el cálculo de las probabilidades de transición utilizaremos las ecuaciones de Chapman y Kolmogorov:
Hemos visto la probabilidad de transición Pij que es la probabilidad de pasar de un estado Ei a un estado Ej en un paso.

Si embargo, en muchos de los problemas resulta de interés conocer la probabilidad de pasar de un estado Ei a otro estado Ej en n pasos. Se definirá entonces:

Pij(n): Probabilidad condicional de que el proceso, comenzando en el estado Ei , esté en el estado Ej después de n pasos; es decir, probabilidad de transición de ir del estado Ei al estado Ej en n pasos.

Ya que Pij(n) son probabilidades condicionales, tienen que satisfacer las propiedades siguientes:
1. Pijn   = 0 para todo i,j  y  n = 0,1,2,… .                     
    m

2. ∑  Pij  = 1  para todo i  y  n = 0,1,2,..
   j=1 

Para n = 1 , Pij(n) es la probabilidad de transición estacionaria y se denota por Pij(1).

Esto significa que la suma de las probabilidades de transición  de cada fila de la matriz tiene que ser igual a 1, ya que a partir de un estado Ei en el experimento n-1, se tendrá como destino uno de los estados Ej del experimento n.

De la misma forma la matriz de las probabilidades de transición en n pasos se representa:
	 
	 
	E1
	E2
	E3
	……
	Em

	 
	E1
	P11(n)
	P12(n)
	P13(n)
	……
	P1m(n)

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	E2
	P21(n)
	P22(n)
	P23(n)
	……
	P2m(n)

	Pij(n)
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	E3
	P31(n)
	P33(n)
	P33(n)
	……
	P3m(n)

	 
	.
	.
	.
	.
	.
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	.
	.
	.
	.
	.
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	.
	.
	.
	.
	.
	.

	 
	Em
	Pm1(n)
	Pm2(n)
	Pm31(n)
	……
	Pmm(n)


Las ecuaciones de Chapman – Kolmogorov proporcionan un método para obtener las probabilidades de transición en n pasos, a partir de las relaciones recursivas entre probabilidades. Veamos:
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Se ha dicho que      es la probabilidad  condicional  de que la variable  aleatoria X 
comenzando en el estado i se encuentre en el estado j después de n pasos. 
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Para toda i, j,  n       y        0 ≤ m ≤ n 

Al ir del estado i al estado j en n pasos  el proceso estará en algún  estado k después de exactamente  m pasos.

Es sólo la probabilidad condicional de que, si se  comienza en el estado  i  el proceso vaya al estado k  después de m pasos  y después al estado j en  n-m pasos.

La matriz de probabilidades de transición de n pasos  se puede obtener calculando la n- ésima potencia de la matriz de transición de un paso, es decir:
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Para el caso en estudio se tienen  los siguientes resultados:
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Esta matriz queda clasificada como reducible absorbente

Resultados que concuerdan con:

P(s1) = .7p11 + .1p21 + .2p31= .7*.7 + .1*.1 + .2*0=.5

P(s2) = .7 p12 + .1p22 +.2p32=.7*.1 + .1*.2 + .2*0=.09
P(s3) = .7 p13 + .1p23 + .2p33=.7*.2 + .1*.7 + .2*1=.41

Conjunto transiente:  {  S1, S2   }

Conjunto ergódico absorbente: { S3 }
[image: image8.png]



[image: image9.png]05 009 041
0,09 005 086
00 1




Interpretación de los resultados:
 3.48 Es el promedio de visitas del médico en que el paciente  se encontrará  en  recupera ción estando en la sala de recuperación.
0.43  Es el promedio de visitas del médico  en  que el paciente se encontrará en terapia in termedia habiendo partido de recuperación.

0.43  Es el promedio de visitas del médico  en que  el paciente se encontrará en recupera ción habiendo partido de  terapia intermedia.
1.30  Es el promedio de visitas del médico  en que el paciente se encontrará en terapia in termedia habiendo partido  de terapia intermedia. 

Se  puede ver  que al multiplicar la matriz fundamental por el vector  R ( matriz columna) el resultado da otra matriz columna  cuyos resultados expresan la  probabilidad de los pacientes de pasar del estado S1 y S2  al estado absorbente S3,  expresando esto que todos los pacientes morirán.
Conclusiones:
1- Se ha aplicado la cadena de Markov con el objetivo de determinar con un nivel de probabilidad dado, la estadía promedio de los pacientes por sala, lo cual permite conocer los costos  hospitalarios del servicio prestado.
2-  Las ecuaciones de Chapman – Kolmogorov proporcionan un método para obtener las probabilidades de transición en n pasos, a partir de las relaciones recursivas entre probabilidades, obteniéndose que 3.49 es el promedio de visitas del médico en que el paciente se encontrará  en recuperación estando en la sala de recuperación.
3-  Los resultados en cuanto al tiempo de estadía  de los pacientes y las visitas realizadas por los especialistas, tienen una medida en términos de tiempo no siendo así  cuantificada en término monetarios, lo cual ofrece la posibilidad de compararlo con igual servicio a nivel  internacional.
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