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MAXIMUM RATE OF PROFIT AND RATE-STANDARD
FROM SRAFFA

In this article | will talk about the limits and kditions in the
sraffian system model of rate-standard and the maximum ahte
profit. Sraffa say the rate-standard is equah&rhaximum rate of
profit on the single-production and theaffianjoint-production, but
never it can be demonstrated. The firstly demotistrais done

here.

by Antonio Mora Plaza

TASA MAXIMA DE GANANCIA Y RAZON-PATRON
EN SRAFFA

En este articulo se trata de poner los limitessyctndiciones para
el cumplimiento de la afirmacion de Sraffa de gqaudalsa maxima
de ganancia es igual a la razdn-patrén en la podlusimple y en
la produccion conjunta esrafiana. Sraffa nunca d&do
formalmente esas afirmaciones, pero aqui se ddemastracion.

por Antonio Mora Plaza

AMP Tasa maxima de ganancia y razon-patrén 30/09/2®:01 -2 /17



TASA MAXIMA DE GANANCIA Y RAZON-PATRON
A PARTIR DE SRAFFA (teorema)

por Antonio Mora Plaza

El genial invento -¢,0 es descubrimiento?- de lacameia-
patron y de la razén-patron pareceria, visto eblile Sraffa, sélo
es aplicable a la produccion simple, es decir, sqjuema de
produccion en el que cada sector produce un saldupto. Una
situacion asi tiene la ventaja de que el esquemedepuser
formalizado mediante la ecuacion de definicion d&ttema
PY=(1+R)PX, la cual es susceptible de aplicarse el teorema de
Perron-Froebeniusy obtener con ello un vector de precios
negativos y un autovalor que asegure una tasa danga R
positiva y Unica para todos los sectofeéses el vector de precios
1xn, Y la matriz diagonal de productos finales X la matriz
cuadrada de medios de produccion, ambas de dinm&ssicn. Es
necesaria la ayuda de la ecuacie®l=1 para obtener los
multiplicadores a partir de la ecuacion matrici®Q=XQ, que esta
intimamente relacionada con la de definicion dsiesna.L es el
vector trabajo,Q el vector nx1 de multiplicadores yu un
multiplicador escalar que es a la vez un autovéldemas, con ello
relacionamos el autovalorconR mediante la ecuacidn=1/(1+R)
gue surge de la aplicacion del teorema. Con elcutzamosR. De
esta maneraR sera simultaneamente la tasa maxima de ganancia y
la razon-patron que buscaba Sraffa. Todo ello esblgy no
obstante, porqu¥ es una matridiagonal es decir, que tiene todos
los productos finales de las mercancias colocadok eliagonal
principal: el resto de los elementos de la matiz&ro. Si estamos
en la produccién conjunta, es decir, en la producdonde en cada
sector -y en cada empresa- produce mas de un popdaanatriz
de productos finale¥ yano es diagonal y la consecuencia funesta
para el esquemesrafiaro es que ahora no se puede aplRamron-
Froebenius con lo cual no podemos asegurar ni un vector de
precios no negativoB, ni unos multiplicadores no negativgs ni
gue la tasa de ganancia maxigaacoincida con la razon-patrdg,
suponiendo que la podamos calcular. Sin embargo,t@do tiene
solucion. Sraffa la encuentra en el capitulo VIB du libro
eliminando tompletamente mediante transformaciones lineakes la
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mercancias no basichdel sistema, tanto del lado de los medios de
produccién como del lado de los produ¢fosEn términos
matematicos eso equivale a realizar operacionesalés de
combinaciones de filas y columnas en la matrizedpierimientos

A (A=XY") de dimensionesxn, de tal forma que quede una matriz
de cuadrada deango igual al niumero de filas=€olumnas). Con
ello se puede calcular el determinante wleA y resolver el
polinomio de gradm (nimero de filas o columnas). El teorema de
Perron-Froebeniusnos asegura una solucion real, simple y
positiva, como hemos visto. El problema es que liegar a ello en

la produccion conjunta han de ocurrir dos cosasgjug)la matrizA
sea ya irreducible o reducible, aunque ningunaadalbs cosas la
podemos asegurar de antemano; 2) que se partapdedsto, como
hace Sraffa, de que el nimero de bienes de praltintdes sea el
mismo que el de medios de produccion, aunque epttido em
sectores de productos finales. Este es un supuoestaestrictivo,
pero Sraffa nunca salié de él porque se aferrdba wentas de sus
gueridas mercancia-patron y razon-patron. Y naes menos.

Hemos visto que el caso de la produccion conjastafiana
puede resolverse diagonalizando la matriz de ptodufinales
mediante la ecuacion=Y.D, obtenidaD=Y:Y,, gue es equivalente
a sumar todos los productos finales por columnak deatriz de
productos finalesY, en la produccidon conjunta y colocar estas
sumas en la diagonal de la matrizcomo en la producciéon simple
segun sectores. Asi podemos transformar la progiucobnjunta
esrafiana en un modelo de ecuaciones igual al dedduccion
simple. A Sraffa no se le ocurrio este sistemag er discusion
sobre la razén-patr6n minima mediante reducciéabsurdd es
equivalente a lo anterior. Sraffa lo hizo asi payaerder -y que no
perdiera el lector- el hilo de su discusion ecom@my no
meramente formal. La cuestion surge si los produoim-basicos
aparecen diferenciados de los basicos formalmentd modelo y

! Mercancias no basicas son aquellas que surgen como productos finales en el
proceso productivo pero que nunca se utilizan como medios de produccién. Las
basicas son lo contrario: entran como medios y como productos. Segun Sraffa en
todos los sectores sin excepcion. No obstante, ese todos no es necesario para la
existencia de una solucion de vectores no negativos y un autovalor positivo,
simple y real.

2Péag. 77 de Produccion de mercancias por medio de mercancias.

*Pag. 79 de PMPM.

AMP Tasa maxima de ganancia y razon-patrén 30/09/2®:01 -4 /17



si ambos no coinciden en el niumero de productaseatifes, cosa
ya cercana a la realidad. ¢Tenemos entonces rat@mpy

mercancia-patron o no? ¢Y si tenemos razon-paggidsta igual a
la tasa maxima de ganancia? ¢La podemos obterwradéorma?

Sraffa no pudo contestar a estas preguntas de anéomnal, es

decir, con alguna demostracion. Empezaremos camalgespuesta
no satisfactoria. Para empezar. el método del nboumonsistente
en comparar todos los productos netos relativoe@entes
relativos) y tomar el menor de ellos, falla poréegron-Froebenius
nos da siempre un vector de precios no negativos gutovalor

positivo que da lugar a una razon-patrén que noetiporqueé

coincidir con el menor valor dedxcedente relativoHe llamado

excedente relativo de un sector a la ecuacion:

Y - "X

j =1 ]

(1) Exc relativo de i = parai=1lai=n

n

j

X..
=1

1)

Pues bien, esa solucion es compatible con un seuayorexcedente
relativo es cero. Vamos a ver ahora que si haycswlupara
modelosno esrafianos pero desarrollados a partir de la semilla que
nos dejo el genial italiano. Vamos hacerlo de lantbo que tanto
adolece el libro de Sraffa: planteando de entrddsistema de
ecuaciones con el que vamos a trabajar:

2) PY, +PY=(@+r)[PX+wL]
(3) PY, +PY=(1+g,)PX

() PY = 1+ R)PX

(5) PYI-PXI =1

(6) LI =1

Como se vera, estas ecuaciones no estan elegidaaralsino con
mucho célculo y muchos intentos. Son no obstant®, maturales,
reflejan bien el espiritu esrafiano y son suscésilde concretarse
y acercarse a la realidad con una generalizaciontadas de
ganancia y de salarios, como luego veremos. Lacenu#2) es la
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de definicién del sistema, don@g es el vector de precidsm de
productos no-basicos Yy es la matriz no cuadradenxn de
productos finalesno basicos P es el vector de preciosn de
precios de productodbasicos Y la matriz cuadradanxn de
productos finales basicos)a tasa de gananci#, la matriznxn de
medios de producciény la tasa de salariog, el vectorlxn de
inputs de trabajo V¥ es el vector de unoxl. La ecuacion (3) es el
resultado de hacer cero la tasa de salavio€on ello obtenemos
una ecuacion cuya tasa de ganamgjaes la maxima posible
manteniendo siempre el mismo excedente, es dB¥HPX en
términos monetarios. Una tasa de ganancia maguthiciera que
Y<X para alguna mercancia en términos fisicos no seafae
porgque el sistema no se podria reproducir al selomgara uno o
varios bienes y servicios (mercancias) los produfit@les que los
medios de produccién utilizados. Hay que recorde&r estamos en
un modelo deeproduccion simpleaunque de produccion conjunta,
porgue ni los precios ni los bienes (mercanciagnefechados,
ademas de ser un modelo de equilibrio. Sigamosclacion (4) es
crucial en la demostracion de lo que viene, poegia misma que
la de la produccion simple, cdt como presunta razon-patron del
subsistema de ecuaciones que representa estadecunatricial.
Sobre esta ecuacion hay que detenerse, lo mismosaue la
siguiente, porqudRk surge independientemente de los precios por
aplicacion del teorema deerron-FrobeniusSiR dependiera de los
precios y/o de las tasas de ganancia y salarioshaluria
demostracion y nada de lo que sigue tendria ninglor. La (5) es
el numerarioesrafiano Aqui cualquiera hubiera estado tentado de
elegir un numerario del tip@\Yyl+PYI-PXI de la ecuacion, es
decir, del producto neto, incluidos los ingresosodeproductoso-
basicos P\Y\l. Obrando asi no hubiéramos llegado a la
demostracion. Estas consideraciones son decisivés gue viene.
La (6) es el segundo numerario ya conocido y atil@por Sraffa.
De las ecuaciones (2) y (3) sale la ecuacion:

) O T

El lector del libro de Sraffa debiera temermenteesta ecuacion y
es lastima que Sraffa nunca la hiciera expliciea.(L) nos dice al
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menos dos cosas importantes: a) que los precidgsderoductos
basicosP no dependen de los precios de los no-badip$) que si

la tasa de ganancia general del sistersa acercara (muy cerca) a
la tasa maxima de ganancia, los precios crecerian
exponencialmente. Secundariamente nos dice queréxsos son
proporcionales a los salarios y a los inputs debajma e
inversamente proporcionales a la tasa maxima dengany a los
medios de produccion. También es notable que pyarla la tasa
maxima de ganancia y a la razon-patrén no necesst@asolver un
sistema de ecuaciones, ni resolver la ecuaciontén):sélo con
despejar los precios en la ecuacion (2) que definsistema y
aumentar la tasa de ganancia hasta llevar lososretiubicon del
mas infinito al menos infinito, obtenemos la rapatron y la tasa
maxima de ganancia (que tienen el mismo valor ®¥loese
momento).

De (4)y (5) se obtiene:
(8) 1=RPXI

Sustituyendo los precios de (7) en (8) y con layé}enemos una
ecuacion sin precios, que ademas define la fromtetra salarios y
ganancias:

9 w=- 2
©) (L+r)R

donde los puntos de corte sgtg,, paraw=0 y w=g,/R si hacemos
g=0. Seguimos. De las ecuaciones (2), (4), (5) y &bistiene la
singular ecuacion:

r
1) RNl Hl=_+@Enw

Obsérvese que la (10) esta muy cerca de la ecuamdiamental
esrafianar=(1-w)R/(1+r), es decir, de la ecuacion de la razon-
patron para sistemas de pag@-factumy no pos-factum como
utiliza Sraffa. Las consecuencias son las mismaky que el
multiplicador (l+r) esta afectando a la tasa de salamosSi
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eliminamos {+r) en todas las ecuaciones resultantes, tenemos el
sistema empleado por Sraffa, aunque él no llegamcan a
demostrar lo que sigue. Ahora estamos preparad@s glianinar

una variable entre las ecuaciones (9) y (10), dagono son una
combinacion lineal o de otro tipo entre ambas. Efi@asi porque en

la (10) no se ha utilizado la (3) y, en cambiosesiha hecho en la

(9) a través de la (7). El resultado es:

_0.—R
PY,l=2n "
(11) N R

Y en la (11), a simple vista, se puede comprobar ppra que la
tasa de ganancia maxin, sea igual a la razon-patrdR es
suficiente que el lado izquierdo de la ecuaciorgessr, la suma de
los productos de precios y cantidades de prodiuotakes de los
bienes no-basicosP,Yyl sea cero. O dicho de otro modo: la
ecuacion (11) nos aseguradandicion suficientade que la tasa
maxima de ganancia sea igual a la Unica razonp&rgi la suma

de todos los productos finales de la matijzale cero. En cambio,

si tenemos con ello probado lo que queriamos deamosfue al
menos en la produccion simple o conjurdarafiana (pero
diagonalizad®y, la tasa maxima de ganancia y la razon-patron
tienen el mismo valor aun cuando sean conceptdmtds la
razon-patron es el coeficiente comun que permite pasar de la
realidad a la mercancia-patrén con la ayuda denldsiplicadores;

la tasa maxima de ganancgirge de hacer cero la tasa de salarios
en la ecuacion (2) que define el sistema. Lo amtepuede
resumirse de la siguiente manera:

a2y S Yy=010i] :>gm—|;R:O:>gm:R

También se demuestra lo contrario: que si exisiEmelsno-basicos
diferenciados de lobasicos la tasa de ganancia maxima es mayor
qgue la razén-patron:

(13) siY,>00i,] =

gm—I;R>O:>gm>R
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Pero aqui no acaba la cosa, porque de (7) sabemus alcular la
tasa maxima de ganancia, tanto en la produccioplsim en la
conjunta esrafiang pero con Y diagonalizada. Simplemente
tenemos que obrar por el método de prueba y esloeda tasa de

ganancid. Traemos a colacién la ecuacion:

) g

En (7) vemos que si la tasa de ganamciee acercara a la tasa
maxima de ganancig,, los precios tenderian -como ya hemos
visto- a infinito primeropara pasar bruscamente a menos infinito
En esa situacion y en el instante anterior de pasaenos infinito
ocurre que=g=R, con lo cual tenemos un método para calcular la
razon-patron sin necesidad de resolver el sistelv®=0 para los

sistemas antes aludidos: dar valorgs(aumentandola) hasta pasar
la frontera de los precios d@lasinfinito al menosnfinito. Veamos
el resumen:

W(l+r)
(O |

(14) sir g, enP= =>P-inf=r R

En los anexos se puede ver algunos ejemplos. Rigam de la
ecuacion se hubiera partido de la mas tipica déaSra

(15) PY, tPY=@Q+r)PX+wL

el resultado hubiera sido que:
PY | +1="1 +
(16) NN _E W

Y ahora la ecuacion deducida que relaciomaray R seria:
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_On !
W=
(17) R

en lugar de la (9), que sustituida en la (16) deligente la (11).
Cambiaria sélo la (7) que seria ahora:

W
gn T

— -1
(18) P= xLX

Aqui se obtienen las mismas conclusiones antericuasdor se
acerca am,, pero con unos valores ligeramente diferentesgbor
factor (L+r), que ahora no existe. Que el lector elija.

El teorema puede ser generalizado dasas de ganancia
mediante la matriz diagon&® y a n tasas de ganancia maxima

mediante la matriz también diagondb,. Las ecuaciones
respectivas serian:

(19) PY, +PY =[PX +LW]x (1+G)
(20) PY, +PY=PXx(1+G,)

(21) PY=(1+R)PX

(22) PYI-PXI=1

(23) Ll =1

No vamos a repetir el proceso anterior, pero de eshjunto de
ecuaciones sale:

gue desarrollada en términos aritméticos queda:
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donde todos losvi, rjj Y gmj valen cero si<>j. En (24bis), si el
primer término de la ecuacion es igual a cero,ee# dsi vale cero

la suma del producto del conjunto de precios parregpectivos
productos finales de biene®-basicos entonces la parte de la
derecha de la sunslovale cero si se cumplen las dos condiciones
siguientes: a) quéodas las tasas de ganancia maximyg; sean
iguales a la Unica razén-patrét) b) que estas tasas de ganancia
maximasgy,j sean mayores o iguales a la tasa de ganapndeero
con una al menos que sea mayor estrictamente.

Con este teorema -que yo sepa nunca demostra@ds- ant
acotamos las posibilidades de utilizar la razémémay de construir
la mercancias-patron tan cara a Sraffa. Podemosaafique con
bienesno-basicosno se ve la forma de construir una mercancia-
patron y una razén-patron. Al menos desde este Imodamilares.
Sin embargo, no por ello la semilla plantada patadéiano deja ni
dejara de fructificar, al igual que la incoheretdgeria del valor-
trabajo de Marx es sostenible mas alla de la telaria explotacion.
Ambos sembraron, pero sus criticos constructiviienleseguir su
tarea, por encima de los que quieren destruir buessa la de los
meros apologistas que quieren perpetuarla con sfsctds y
limitaciones. Ambos grupos no interesan al concemta que se
reputa como cientifico o que, al menos, lo intenta.

Madrid, octubre de 2010

2;Y,=w ,FJ-+{I+.F‘]E;}J_1;”- desde j=1 a j=n
=l
n
Py = +R)X Pyxy desde f=1 a f=n
g =)

Z P.-'.]'_f_ Z E PiXi= 1
=1 =1
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Anexo |

Excedente neto fisico y tasa de ganancia maxima (p. simple)

PY=(1+g)PX+wlL L=/0,188 0,313 0,500 ‘ 1,00
productos finales sumas medios de producciébn sumas
450 0 0| 450 186 54 30| 270
Y= 0 21 0| 21 X= 12 6 3| 21
0 0 60| 60 9 6 15| 30
w= g= 0413 2571 0,500| 3,48
A=XY'=| 0,027 0,286 0,050 0,36
0,002 0 0 0,020 0,286 0,250| 0,56
= 0 0,048 0 0,460 3,143 0,800
0 0 0,017
0,460 < autovalor maximo < 3,143
excedente fisico relativo u=1l/(1+ g=Gp)
66,7% 0,0% 100% u= 0,6745
Pasinetti, pag. 130 Razén-patron= 48,25%

P=wLY!(I-(1+g)A)=| 191 1563 409| PYI=| 143.270,4

Este anexo y los que siguen se han tomado de esmellos libros
de Pasinetti l{ecciones de la teoria de la produccion de J.M

Vegara Economia politica y modelos multisectoridldsn los tres
se ha llegado a las razones-patron mediante eldméle prueba y

error, haciendo variar la tasa de ganagdmeasta encontrar un valor
para PYl tal que pase del mas infinito a menos infinitor Po
supuesto que aqui se trata de grados de aproximaciis hemos
detenido en las milésimas del porcentaje. En ekahdéo hemos
hecho cuando la tasa de ganancia vé8ias3%, en el _anexo |l
cuando era de9,999% y en el anexo lltuando era des8,537%. En
los tres casos un aumento en la tercera cifra @geq@asaria el valor
de PYI de mas a menos. En los tres casos coin@dasa maxima
de ganancia asi obtenida con las razones-patrénladhs por los
autores de los libros mediante Perron-Froebenius.
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Anexo |l

Y-l

Excedente neto fisico y tasa de ganancia maxima (p. simple)

PY=(1+g)PX+wlL

L=10,188 0,313 0,500‘ 1,00

productos finales sumas medios de producciébn sumas
180 0 0| 180 90 50 40| 180
0 450 0| 450 X= 120 125 40| 285
0 0 480| 480 60 150 200| 410
=[ 07 | g=[19999%] 0,500 0,111 0,083] 0,69
A=XY'=| 0,667 0,278 0,083| 1,03
0,006 0 0 0,333 0,333 0,417| 1,08
0 0,002 0 1,500 0,722 0,583
0 0 0,002
0,583 < autovalor maximo < 1,500
excedente fisico relativo u=1l/(1+ g=Gp)
0,0% 57,9% 17% u= 0,8333
Vegara, pag. 117 Razén-patron= 20,00%
P=w LY'l( I—(1+g)A)'l= 1674 60,9 45,7 PYI= 79.434,9

AMP

Tasa maxima de ganancia y razon-patrén

30/a92%:01 - 13/17




Anexo Il

Y-l

Excedente neto fisico y tasa de ganancia maxima (p.simple)

PY=(1+g)PX+wlL

L=10,188 0,313 0,500‘ 1,00

sumas
390
21
40

5,71
0,36
0,74

productos finales sumas medios de produccién
450 0 0| 450 222 78 90
0 21 0| 21 X= 12 6 3
0 0 60| 60 12 8 20
= g= 0,493 3,714 1,500
A=XY1%| 0,027 0,286 0,050
0,002 0 0 0,027 0,381 0,333
0 0,048 0 0,547 4,381 1,883
0 0 0,017
0,547 < autovalor maximo < 4,381
excedente fisico relativo u=1l/(1+ g=Gp)
154% 0,0% 50% u= 0,8436
Pasinetti, pag. 190 Razén-patron= 18,54%
P=wLY?!(I-(1+g)A)*=| 218 2021 838| PYI=

190.605,5
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