LA ECONOMIA DE SRAFFA Y EL TEOREMA DEL PUNTO FIJO
(Sraffa’s economy and the fixed-point theorem)

Antonio Mora Plaza

Los tratamientos sobre el equilibrio general caitipe de
Debreu, Arrow y Hahn, etc., suelen estructurarséodea axioldgica,
enumerando las hipo6tesis formales para llegar edaslusiones. Nada
mas alejado del interés de Sraffa. El italianogaramina y concluye
en el mundo de las proposiciones econdémicas, ausguenga que
atener a la disciplina de las matematicas o, alosyeutilizarlas como
mero instrumento, para no errar en las conclusioAmbos métodos
tienen sus ventajas e inconvenientes, ademas dsiguere se ha de
distinguir entre el método de investigacion y eledposicion. Visto el
desarrollo de su libro, Sraffa fue sacando a lasliez conclusiones sin
tener un conjunto axiomatico de hipotesis queulmiiharan al final del
tinel. Por eso tuve que rectificar, por ejemplocsunsideracion sobre
los bienes basicos y no basicos cuando abord@tupcion conjunta
y/o se vio contrariado con su propia definicion rd@ llegoé a la
produccidén conjunta, aun cuando ésta la tuviaranentedesde el
principio. También demuestran estos avances Yy eiitsibcon las
consideraciones en el apéndiée su libro Produccion de mercancias
por medios de mercancias cuando convirtio -en mii@p con acierto-
en un apéndice lo que en un principio debia ser & nota a pie de
pagina. A pesar de ello, hay que agradecer a Swifa fuera
mostrando sus resultados a medida que los descporigue ello ha
resultado mucho mas pedagdgico. Ha sido y es utesdareas de sus
epigonos: matizar sus hipotesis si son incoheretes sus fines,
solucionar sus errores y desarrollar su obra. f@stigue esos
desarrollo -aun muy infucientes- no hayan llegadtbsa manuales
universitarios de economia y soélo han quedado teara doctorales o
articulos con los que aumentar algun curriculo.uiimgdo con el
contenido de lo que veniamos comentado, no tieadaSrn desarrollo
axiomatico que nos permita cerciorarnos de que isiensa parte,
conduce y llega a un equilibrio, aunque no tengdide llamarle en
principio competitivo Mi opinidn es que tampoco es incompatible con
él, porque las cantidades de medios, productogugsrle trabajo estan
dadas. De hecho si se puede afirmar que Sraffajaratlempre -e
incluso cuando reduce el capital a trabajo fechado-un conjunto de
ecuaciones que implican un equilibrio. Eso es mojoor dos cosas: 1)
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las variablesno estan fechadas; 2) el vector de precios de product
finales es el mismo que el vector de medios. Sibaggo, Sraffa ni
siquiera hizo en su libro consideracion o mencilguraa al respecto,
aun cuando los avances sobre los aspectos foruhalexs equilibrios
competitivos se estaban produciendo al mismo tiencpe el
desarrollaba su obraLas razones pueden ser varias, ademas quiza del
desconocimiento que tuviera sobre estos tratansentimlogicos. Una
razon profunda es la absoluta diferencia que ti@rensideracion de
los precios entre los analisis mencionadas y lo greéendia Sraffa:
para los primeros, los precios son la guia de ignasion de los
recursos y baremo de la escasez, mientras queegbataliano los
precios son merosoeficientesde intercambio. Empleo el término
coeficiente consciente de que Sraffa no emplea un térmimpargcido
(podria seratio, por ejemplo), porque probablemente su temor iar suf
un rechazo -por si no bastaba ya el sufrido- patepale sus
compaferos de profesion que fuera total. Sraffdldémsa precios de
produccién a pesar de que no tiene una teoria de los costesbaja
con funciones de produccion explicitas. En realielagombre le debio
iImportar poco. El norte de Sraffa, como ya he saflen otros
articulos, era doble: el estudio del excedentesylisuites, y el mayor -
y definitivo- ataque a la teoria de la produccidéeociasica-
marginalista. Sin embargo, al centrarse en estascdestiones, creo
gue no se dio cuenta de que su modelo se acerdaba@sarrollos del
equilibrio general de la época, que -y esta es opi@ion muy
personal- y compartia con ellos lo que supone aquat a la teoria del
capital y, en general, del mercado competitivoaledonomia, por la
necesidad de hacer explicitos los tedricos delibgaicompetitivo los
supuestos vaporosos y paradogjicos en los que denglsan la
microeconomia de entonces (de Marshall) cuando asaba del
analisis parcial al general. En concreto, Sraffanemciona nunca nada
referido al teorema de Perron-Froebenius y menos daro, a los
teoremas del punto fijo de Kakutangue son basicos para modelizar
los modelos de equilibrio competitivo. En el fonds un meérito
extraordinario del italiano y una muestra de suaielad y confianza
en si mismo que, sin tener el baculo de las matemsague se
desarrollaban en su época, pudiera culminar su gbieegar a
conclusiones econdémicas normalmente correctasyfisafivas.

!Véase la Introduccién histérica de la obra de Arrow y Hahn Analisis General
Competitivo.
2 A generalization of Brouwer’s fixed-point theorem (1941).

AMP La economia de Sraffa y el teorema del puped $/10/2010 - 8:15 -2/8



Cuando Sraffa plantea la ecuacion:
(AX.1) PY = 1+ R)PX

como hemos visto que surge a su vez de la ecudeidefinicion de su
sistema al hacer cero la tasa de salarios, Sraffa @anteando una
relacion de equilibrio no demostrada, porque loscips son los
mismos en el lado izquierdo de la ecuacion (pramuBihalesy) de los
del lado derecho (medios de producciin Ya hemos comentado que
las preocupaciones de Sraffa son otras, peroitvastual, para poder
propiciar el avance de sus modelos, deber ser é&mbira. Si
llamamos como siemp& a la matriz de requerimientos tal ggeAY,
por lo queA=XY", la(AX.1) se transforma en:

(AX.2) P=(1+R)PA

Hemos visto qu® surge de la resolucion de un sistema de ecuaciones
tales comoYQ=(1+R)XQ y LQI=1, siendo Q el vector nx1 de
multiplicadores, por lo quB=f(L,Y,X), y no de los precio®. Si ahora
reemplazamos los preci®sde la ecuaciomX.2) en el lado derecho de

la misma ecuacion de forma reiterada, llegariamosa funcion tal
como:

(AX.3) P=@0+R)"PA"

Esta aplicacion transforma precios (el conjurfflsdominio de
definicién de la aplicacion) ed{R)"PA" (conjunto imagen). Pareceria
gue fuéramos bien para llegar al terreno del tearéenKakutani, pero
no es asi porque dado gReha de ser mayor que cero, el conjunto
imagen es mayor que el conjunto dominio y todo aalvgarete. Eso
no ocurrira si hacemos directamente (A¢2) sea:

p=1T pA
(AX.4) “ 1+ R

con tal de que<R. Y tras sucesivas sustitucionesRie
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pez 11 ) par
(AX.5) “|1+R

Se ha afadido la posibilidad del menor porque edlomprescindible
para aplicar Kakutani, por lo qu@aXx.5) es una construccion (una
aplicacion) inspirada ergaX.3), pero no deducida estrictamente de
(AX.3). Falta alin una cosa para acotar el conjunto deogrecobjeto
de la aplicacion: dividir cada precio por la sureaatos ellos:

P
(AX.6) P ==+
2

=1 |

0 en términos matriciales:

1

. P.=—xP
(AX.6bis) F =5

por lo quegAX.5) quedaria:

k
_(1+r k
(AX.7) e (1+ Rj i

Con (AX.7) tenemos una posible aplicacion que cumple el temreen
Kakutani si:r<=R, si A“'<A* parak=1 an y Pg>=0 parai=1 an. De
(AX.7) se puede decir que es una correspondencia continua
(semicontinua por arriba) que proyecta puntos deamunto cerrado,
acotado y convexo (los preci®s) en un subconjunto del anterior (los
preciosPs), también convexo, tal que tiene un punto’figs decir, que
ocurre que:

k
_(1+r k
(AX.8) P <= [1+ Rj FA

® Para la definicion de teorema del punto fijo véase la pag. 136 del libro anterior
mencionado de Arrow y Hahn.
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Dicho de otra manera, que existe un veddgren la imagen del
conjunto correspondiente mediante la transforma@ixi7) que hace
que S=R, es decir, qué®s= Pr. Hay que demostrar rigurosamente que
(AX.7) es una aplicacion continua, cerrada, acotada yes@n Solo
unos apuntes al respecto. La aplicacion es coritsitteabajamos con
numero reales para los precios y la funcion esimoat es acotada por
(AX.6), es decir, porque hemos tomado como numerarionte sie los
precios originales, con lo cual la suma de losipsetransformados en
(AX.6) vale 1; es cerrada porque el signo @X.7) esmenor o igual
con lo cual todos los puntos de acumulacionPdepertenecen al
dominio de definicion; por Gltimo es convexa porguna combinacion
lineal del lado derecho de la aplicaci(hX.7) pertenece a su vez al
dominio de definicion si la combinacion lineal sacé con dos
coeficientes tales conmy 1-m, param tal queO<=m<=1.

Hay que pensar que no hubiéramos llegadéakutani si no
hubiéramos partido de Perron-Froebenius para abtame R
independiente de los precios, lo cual implica Ausa de ser cuadrada,
no negativa (al menos) e irreducible, con el af@mpmbsterior que ha de
ser productiva, es decir, que se cumpla Alié<A* para obtener un
conjunto de precios (autovector 4¢ no negativo (version debil del
teorema).

*La condicion necesaria -pero no suficiente- para que una funcién sea continua es
gue su dominio de definicidon y su imagen pertenezcan al conjunto de los niumeros
reales. Este hecho no se suele resaltar en los manuales de matematicas, que suelen
recaer la responsabilidad de la continuidad de las funciones en la forma de éstas.
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