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Abstract

The joint production is an historical matter from Sraffa, although the text
books don’t treat it frequently, perhaps for the formal accommodation to the
single production, despite that the joint production is the question more empirical
important. Along this papers will appear the names of authors who they have
treated this question under a ricardian or neo-ricardian survey. The marginalist
joint production is obviated . The other hand, is not my intention to talk about the
the historical developement of joint production. This matter has been worked
with succes and facilitated many graduates and doctorates. This is an attempt to
contribute with somes ideas and to make also somes criticals to the unquestioned
knowledge.
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Introduccidén

El tema de la produccion conjunta es un tema manido desde Sraffa, aunque
los manuales se resisten a tratarlo, quiza, por la comodidad formal que supone la
produccién simple, a pesar de que lo relevante empiricamente es la conjunta. A lo
largo del articulo saldran nombres de autores que se han ocupado de esto, es
decir, de la produccion conjunta en un contexto ricardiano o neo-ricardiano. Se
obvia pues la produccién conjunta marginalista. No obstante, nada maés lejos de
mi intencion hacer un recuento histérico del tema. Esto ya se ha hecho® con éxito
y ha dado juego para doctorados. Estas notas son intentos de aportacién, de
novedad en algunos aspectos de la produccion conjunta, por un lado, y, por otro,
alguna critica a verdades consideradas indiscutibles.

palabras clave: produccién conjunta, Sraffa

Jel: B24

1 En general, los libros de Pasinetti; en internet se puede ver el art. de Peris i Ferrando. Ambos se
mencionan en la bibliografia.
2 El caso del aspecto de la frontera salarios-beneficios.
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NOTAS SOBRE LA PRODUCCION CONJUNTA A PARTIR DE SRAFFA

Antonio Mora Plaza

Produccién simple y produccion conjunta

Como se ha observado en varias ocasiones, uno de los muchos meritos de
Piero Sraffa en su obra “Produccion de mercancias por medio de mercancias” es
haber dado una importancia a la produccion conjunta, relegada en la ensefianza
de la economia a tesis doctorales y articulos especializados y poco mas. Y ello
ha sido asi a pesar del caso irrelevante en la practica de la produccion simple.
Siendo bienpensante, se puede decir que acaso se confiaba demasiado en que las
posibles conclusiones que se extrajeran de la produccion conjunta fueran las
mismas que las de la simple. Y sin embargo, para Sraffa, el caso de la produccion
conjunta lo justifica para el posterior tratamiento del Capital fijo y la Tierra® y no
es hasta el capitulo IX (tercero de la produccién conjunta), cuando lleva entonces
2 capitulos, que el economista italiano lo justifica en relacion a la produccion
simple de esta manera: “Queda ahora por ver en qué medida las otras
conclusiones alcanzadas en el caso de las industrias de productos simples son
aplicables al caso de las industrias con produccion conjunta. Una de las que
claramente necesita verificacion es la norma segun la cual, cuando el tipo de
beneficio es cero, el valor relativo de las mercancias es proporcional a la
cantidad de trabajo que, directa o indirectamente, ha ido a producirlas™. Lo
cual es cierto si, como hace Sraffa, reduce el capital a trabajo fechado, lo que nos
queda es un vector de precios dependientes proporcionalmente del salario y de la
sumas de trabajo en distintas fechas. Sraffa no lo explica asi porque no hace
mencidn a ecuaciones que no hace explicitas, pero esta es la explicacion mas
sencilla y evidente. Y la segunda justificacion que nos da es que cabe la
posibilidad de precios negativos en la produccion conjunta, cosa imposible en la
simple. Esta ya no es tan intuitiva ni tan facil de ver a primera vista, pero tiene
que ver -como veremos- con la imposibilidad de aplicar el teorema de Perron-
Froebenius en la produccion conjunta al no tener una matriz de medios de
produccién cuadrada y, por tanto, invertible. Esta seria la explicacién formal; la
explicacion econdémica es algo mas compleja en Sraffa, pero viene a ser la
siguiente: en la produccion simple los precios varian siempre proporcionalmente
a los salarios (ver ecuacion (1)), incluso con ganancias positivas, lo que hace que
el precio del producto considerado aumente como producto en la misma
proporcion que lo hace como medio (factor); en cambio, en la produccion
conjunta son muchos los productos que se producen mediante un mismo proceso
y, aun cuando la suma normalizada con la razén-patrén de todos esos productos
fuera equivalente a un unico precio (caso anterior en la produccién simple), ahora

3 “Produccién de mercancias...”, pag. 67, nota 1, pie de pagina.
*Idem, pég 83.
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podria ocurrir que uno de los sumandos contuviera un precio negativo sin afectar
por ello a la positividad de la suma (ver la ecuacion (24))°. En esta ocasion, la
explicacion es mas farragosa, pero creo que lo expuesto sintetiza correctamente
lo expresado por el italiano. Sin mas dilacion y justificacion entramos en faenay,
aunque las anotaciones de Sraffa son como siempre peculiares para lo que ahora
se acostumbra, el modelo del italiano se podria caracterizar por la ecuacion:

1 py :[LW +pP X }x(1+(3j

1xn NXn 1xn nxn 1xn NXn nxn

donde P es el precio de los bienes, Y la matriz diagonal de bienes finales, L los
inputs de trabajo, W la matriz diagonal de salarios, X los medios de produccion y
G la matriz también diagonal de tasas de ganancia segun sectores (0 mercancias).
Todo ello es muy parecida a la de la reproduccion simple, pero con una notable
diferencia: en aquélla la matriz de productos finales Y era diagonal, es decir, con
ceros en todos los elemento en los que i es diferente de j. Aqui, en la produccion
conjunta, todos los elementos de Y tienen o pueden tener cualquier valor
positivo, de tal forma que la matriz de la diferencia Y-X es o puede ser
semipositiva. Aunque es un caso de produccion conjunta, porgue tenemos n
mercaderias de n sectores (X) que producen n mercaderias distribuidas en n
sectores, también es un caso muy restrictivo y podemos llamarlo caso de
produccion conjunta srafiana simplificada. ElI caso mas amplio que puede
concebirse y que normalmente esta fuera de la literatura econémica® seria aquel
que vendria dado por la ecuacion del sistema:

}X[]A_Gj para m>n

nxn

(2) pbY :[LW+p77 X

1xm mxn 1xn nxn 1xiq 0

donde la matriz de bienes finales Y tiene dimension mxn y la de medios de
produccién fxn. Ambas, por lo tanto, coinciden en los sectores de donde
proceden tanto bienes como medios (n), pero no en las caracteristicas de estos (m
para Y, fi para X). Sin embargo, este caso tan abierto de produccion conjunta
tendria al menos los siguientes problemas:

® Claro que la discusién al respecto es mas compleja porque no podria ocurrir en cualquier caso con
muchas mercancias. La razén es que si un grupo considerable de ellas salieran de la produccién con
precios negativos se verian beneficiadas las industrias que utilizan el producto como medio; ello
supondria una disminucién de sus costes y, a su vez, de sus precios, lo cual permitiria una subida
general del sistema de salarios y beneficios; pero eso, en contra de lo que pueda parecer y dado el
mismo nivel general de tasa de salario y ganancias del sistema en el modelo considerado, provocaria
costes insoportables para otras muchas que no emplearan esos productos de precios negativos como
medios. El sistema poco a poco se haria inviable hasta que no se desecharan los procesos que originan
precios negativos. Esto podria valer como una critica logica a las subvenciones que permiten precios -
es decir, costes por encima de los ingresos- negativos a sectores sin futuro, salvo que se valoren otros
aspectos no estrictamente econdémicos.

6 Pasinetti, Schefold, Ahijado.
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(a) La inversa’ de (YY") -que da lugar a una matriz simétrica dado que se
ha supuesto que m>n -carece de sentido economico, aun cuando sea factible
despejar los precios Py, finales de la ecuacion (2).

(b) No se puede hacer la resta Y-X por ser matrices de distinta dimension.

(c) Ni la mercancia-patron ni la razon-patrén -que podrian obtenerse de
las variables no monetarias de (2)- serian unicas. En efecto, la mercancia-patrén
se obtiene de reducir los valores reales de productos finales y medios de
produccién mediante g; multiplicadores de acuerdo con las siguientes ecuaciones:

3 uYQ=XQ

mxn py1 fixn nx1

4 LQ=1

1IXn nx1

que, aun cuando hiciéramos m=f para que la igualdad (3) fuera posible,
tendriamos m+1 ecuaciones (m filas de (3) y la ecuacion (4)) y n+1 incdgnitas (n
multiplicadores g y un u coeficiente reductor). Ademas hemos supuesto que m>n
por motivos de realismo econdmico. Y si no es Unica la mercancia-patrén,
tampoco lo sera la razon-patron, puesto que todas estas n+1 incognitas se
obtendrian conjuntamente resolviendo (3) y (4). A pesar que se ha abierto mucho
las posibilidades formales de plantear la produccion conjunta desde los trabajos
de Pasinetti (1980), Newmann, Schefold (1971) y el teorema de Mangasarian®
(1971), etc. todo tiene un limite.

(d) Si no se puede calcular los autovalores en la produccion conjunta eso
no significa que no pueda obtenerse resultados significativos de las ecuaciones
del sistema, pero lo que estd vedado es entonces que la ecuacion que resulta de
hacer cero los salarios en (2) nos de un tipo de beneficio que, aun siendo el
méaximo posible por lo anterior, no tiene porqué coincidir con el autovalor que
garantiza unos precios positivos. De ello se percatd Sraffa en su libro
revolucionario diciendo que: ““... mientras las ecuaciones pueden ser satisfechas
por soluciones negativas para las incognitas, so6lo son practicables aquellos
métodos de produccidn que, en las condiciones efectivamente dominantes (es
decir, al salario dado o al tipo de beneficio dado), sélo implican precios
positivos™. Por esta razon y a falta de la agarradera de Perrén-Froebenius para el
calculo del autovalor que va a permitir que la razén-patron (M en (7)) coincida
con los beneficios que resultan de hace cero los salarios en (6), Sraffa nos da un
razonamiento econdémico por reduccion al absurdo utilizando los salarios como
variable estratégica'®. Es cierto que con ello se obtiene la razon-patrén Unica,

" A pesar de las posibilidades del calculo de las matrices inversas generalizadas.
8 para el célculo de autovalores de matrices de orden mxn.

°“Produccién de mercancias... “, pag. 68, edic. Oikos-Tau.

10 “produccién de mercancias... “, pag. 79.
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pero el problema sigue siendo el mismo: sin Perron-Froebenius no se garantizan
precios positivos. Este modo de pensar, esta inversion de variables, es una de las
revoluciones que introduce Sraffa en el analisis econémico. En efecto, para la
economia neoclasica y marginalista se acostumbra a pensar que precios,
ganancias y salarios son las variables que han de adaptarse a la tecnologia
(IlAmase funcion de produccion neoclasica o matriz de requerimientos); en la
filosofia srafiana es lo contrario o al menos, las posibilidades de cambio estan en
pie de igualdad. La otra gran revolucion de su filosofia es la posibilidad de que
los sistemas sean abiertos (mas incognitas que ecuaciones) y que sea la sociedad
y, por ende, la sociologia la que se encargue de analizar la resolucién de
conflictos o la lucha de clases en Marx.

Consecuencias de la produccion conjunta

Entre ambos extremos, es decir, entre los sistemas de produccion conjunta
caracterizados por las ecuaciones (1) y (2), nosotros vamos a proponer el
siguiente sistema de ecuaciones siguiendo el espiritu srafiano -aunque no
estrictamente su letra- con distincion entre bienes basicos y no basicos.

(6) Py b+ Pn Yn=| LW + Py X}X[l+GJ

1xm  mxn ixn  nxn | 1xn nxn 1xm Mxn nxn

D pyYy+PyYa=| Py X |x14M |

1xm mxn 1xn  nxn L 1xm ™Mxn nxn

®)  PyYpl+PnYnl—Py X 1=1

1xm  mxn 1xn  nxn 1xm Mxn

® Li=1

1xn nx1

donde | es el vector vertical nx1 de unos y Py, Pn, Yy € Y, son los precios y los
productos finales y medios de los bienes basicos y no basicos, respectivamente.
Ahora el vector de precios P, es comudn a productos finales y medios; M es la
matriz diagonal de beneficios maximos y las ecuaciones (8) y (9) son los
numerarios empleados para trabajar en un conjunto cerrado y acotado que
normalizan el producto neto y los inputs de trabajo, y m>n porque en la
produccién conjunta la logica econdmica implica se producirdn mas y distintos
productos finales que los medios empleados. Este sistema es aun mas general que
el propuesto por el economista italiano, porque la matriz de productos -que esta
representada por Yy, y Y, -tienen m+n filas entre ambas y, en cambio, la matriz
de medios Y, sélo tiene n; en Sraffa el nimero de filas y columnas coinciden
tanto en la de productos finales como la de medios, de tal forma que se puede
efectuar la resta de ambas y hallar su inversa. Nada de esto se puede hacer en la
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que aqui se propone. Pues bien, de este conjunto de ecuaciones se pueden obtener
algunos resultados no triviales:

(@) Los precios de los productos basicos influyen en la formacion de los
precios de los basicos y de los no basicos; en cambio los precios de los no
basicos no influyen en la de los basicos.

Esta afirmacidn puede ser sostenida mediante la ecuacion (6) despejando
los precios de los no basicos y queda:

(10) P, =LY, "W (1+G) +p,[XL+G) - Y, ]V,

El conspicuo lector podria objetar que también es despejable los precios de
los productos basicos, aunque de forma mas complicada formalmente. A ello se
puede responder de la siguiente forma: al) que el sentido causal de las
matematicas quedan fuera de la propia logica de relaciones entre variables que es
en definitiva esta materia y que ese sentido lo pone, en este caso, el economista
que las utiliza, y eso es lo que hace Sraffa en su libro clasico; a2) que hay una
razon mas poderosa, porque despejar los precios de los productos béasicos en
funcion de los no basicos y del resto de las variables exigiria hallar la inversa de
YuYp' (Yo' es la traspuesta de Yy), que es una matriz simétrica que carece de
sentido economico, y puede dar lugar a valores sin sentido por haber considerado
que m>n. Veamos las palabras de Sraffa: “Desde el principio, sin embargo, la
principal implicacion econémica de la distincion era que los productos basicos
juegan una parte esencial en la determinacién de los precios y del tipo de
beneficio, en tanto que los productos no basicos no la juegan™.

(b) La frontera de tipo de salario-tipo de ganancia que surge en la
produccion conjunta segun el modelo definido por (6), (7), (8) y (9) es
formalmente el mismo que el que surge en la produccion simple (modelo Sraffa)
sin adelantamiento de salarios.

Esta afirmacion parece ir contra el sentido comin por lo alejado que estan
los modelos aludidos, especialmente porque este de produccion conjunta, por lo
que se ha explicado, es mucho menos restrictivo que el propuesto por el propio
Sraffa en su libro tantas veces mencionado. Y sin embargo, las matematicas esta
vez nos sirven para desvelar lo que la intuicién nos niega. En efecto, si igualamos
(6) y (7) en lo que tienen de comUn queda:

(10) RXx({1+M)=(LW+PX)x(1+G)

" “Produccion de mercancias... “, pag. 80.
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Y ahora abandonamos los multiplos salarios y ganancias para ir a un unico
salario y una Unica ganancia, y si multiplicamos las ecuaciones por el vector

vertical de unos I queda de (9) y (10): W+wg=(M —g)p,XI

y de (7), (8) y (9) a su vez nos deja: 1=p,Y, I +p,Y, I —p, Xl =Mp,XI
y entre ambas ecuaciones anteriores nos da:

(11) (%) =w(1+9)

VVeamos ahora el sistema srafiano de produccion simple sin adelantamiento de
salarios caracterizado por (12), (13), (14) y (15).

12) pY =1+ 7)[wL+ pX]
13) pY =1+ R)pX

(14) pYl—pXl =1

15) LI=1

De este conjunto de ecuaciones sale que la relacion entre salario y tipo de
ganancia es:

R-rx

(16) w=—"—
1+ 7)R

que es formalmente el mismo que (11) en la produccion conjunta con tal de hacer
R=M y 7=0. Ello demuestra la potencialidad que tiene la invencién -;0
descubrimiento?- de la razon-patron de Sraffa, porque sin ese recurso no podria
haberse llegado a esta insospechada conclusion.

(c) En la produccion conjunta -al menos en este modelo- se producira un
aumento de los precios de los bienes y servicios (mercancias) no basicos ante: a)
una disminucion de la productividad, b) un aumento de los salarios, ¢) un
aumento de los precios de los bienes y servicios basicos, d) un aumento de los
medios de produccion por unidad de los bienes y servicios finales no basicos, )
un aumento de las ganancias en cualquier sector, f) una disminucion de los
bienes y servicios basicos en relacién a los no basicos.

En efecto, si se lleva de (10) el producto de los bienes y servicios basicos
al otro lado de la igualdad restando se obtiene™:

2 Todo ello se puede hacer porque las matrices de salarios y ganancias son diagonales con valores cero
en los lugares donde i es distinto de j.
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2oy Py =LY W(1+G)+ p,[XY 11+ G) - Y,Y, ]

dpnl >0; ap, >O;dﬂ>0; ap, >0; dpnl >O;L”1<O
dLy, dw dg dp, dxy, dy,Y,

donde LY,* es la inversa de la productividad del trabajo, XY, es la relacion
entre medios de produccion por unidad de bienes y servicios no béasicos, y donde
YY" es la relacion también entre bienes y servicios (mercancias) basicos finales
y no basicos. Con (20) se calculan las derivadas de los precios de los bienes no
basicos (p,) con respecto a todas las variables anunciadas y los signos de las
mismas son los enunciados en (d).

(d) Por encima de un cierto nivel de salarios (de ganancias), las ganancias
(los salarios) son mas altas (altos) en la produccion simple que en la conjunta,
dada la matriz de medios de produccion; por debajo de ese nivel, ocurre lo
contrario.

En la produccion simple con salarios ex-ante ya hemos visto que la
frontera salarios-ganancias esta dada por la ecuacion w=(R-g)/R, mientra que la
misma frontera en la produccion conjunta se define a través de w=(M-g)/(1+g)M.
El punto de corte en el eje de ordenadas es igual para ambos: w=1, como se pude
comprobar haciendo la tasa de ganancia g=0 en ambas ecuaciones. En cambio,
para ambas ecuaciones no coinciden en el punto de corte con el eje de abcisas, es
decir, cuando los salario son w=0 en ambos. Para la primera ecuacion -la de la
reproduccion simple- es g=R, mientras que para la produccion conjunta es g=M,
gue ya hemos visto que se cumple que R<M. Eso significa que ambas ecuaciones
se cortan en dos puntos: para g=0 que ya hemos comentado y que vale w=1 para
ambas, y también en un punto intermedio entre la recta que representa la
ecuacion srafiana w=(R-g)/R de produccion simple con salarios ex-ante y la
curva que representa la ecuacion de la produccién conjunta (srafiana
simplificada) w=(M-g)/((1+g)xM). Ese punto de corte de ambas ecuaciones se
da para w=Rx(M-g)/M y g=((1+M)xR-M)/M. Por ello podemos afinar mas y
decir que entre w=1 y w=(M-g)/M son maés altas las ganancias en la produccion
simple srafiana que en la produccién conjunta srafiana, y lo contrario desde este
ultimo punto hasta w=0. De forma simétrica, se puede afiadir que entre g=0 y
g=R les interesaria la produccion simple (con adelantamiento de salarios) a los
asalariados, y que a partir de R hasta M (donde los salarios se hacen cero), lo
contrario, siendo -como se recordara- R la razén-patron de la produccion simple
y M la tasa maxima de beneficio para la produccion conjunta srafiana
simplificada. No se tiene la intencidn, en principio, de considerarlo como un
cambio en las técnicas porque la matriz de medios de produccion X no ha
cambiado, aunque si lo han hecho las de bienes y servicios finales y también el
comportamiento empresarial en cuanto al momento del cobro de los salarios. No
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obstante, si se quiere ver asi podria hacerse, porque el catecismo sobre qué es un
cambio en las técnicas no esta escrito. Lo que no hay en este modelo en ningun
caso retorno de las técnicas porque recta y curva se cruzan sélo una vez'.

(e) La tasa maxima de beneficios (M) cuando los salarios son cero no
garantiza que sea igual a la razon-patron porque esta no es unica en este modelo
de produccidon conjunta srafiana simplificada; en cambio, si estd acotada
respecto a la produccion simple srafiana con adelantamiento de salarios (ex-
ante).

Esta afirmacion es aln menos intuitiva que la anterior, pero es (til para
limitar el grado del error que se comete al no poder utilizar directamente Perréon-
Froebenius. Igualmente se intuye que puede acotar la posibilidad de precios
negativos. En el epigrafe anterior hemos visto que la ecuacion de la reproduccion
simple y la que define la produccion conjunta se cortan en el punto g=((1+M)xR-
M)/M, en el cual si se hace g>0 y tras pasos algebraicos elementales se obtiene:

(17) M<R/(1-R)

De otra parte, la relacion entre razon-patrén, tasa de salario y tasa de ganancia en
la produccion simple con adelantamiento srafiano de salarios es: w=(R-g)/g.

Si ahora sustituimos esta tasa de ganancia g por su valor en la produccion
conjunta (11) se obtiene que w=(M-R)/(MxR), con lo que para que los salarios w
sean positivos ha de ocurrir que:

(18) M>R

Y uniendo (17) y (18) queda:
R
R<M<——
(19) 1-R

Es decir, a falta de razon-patron unica en la produccion conjunta, la tasa de
ganancia en esta modalidad de produccion (M) esta acotada por la razon-patron
de la produccion simple ex-ante (R) segun (19), y cuanto menor sea la razon-
patron, menor serd el intervalo de acotacion. Esta relacion es quiza la mayor
novedad de este articulo.

3 Aunque tienen 2 puntos de contacto, pero uno de ellos es cuando g=0, es decir, en el inicio de la
curva en ordenadas (la vertical), tal como se ha explicado.
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| a frontera salario-ganancia**

En la Gltima parte del capitulo IX dedicado a “otros efectos de la
produccion conjunta”, inicia Sraffa una discusion sobre la posibilidad de que ante
un descenso en los salarios tenga como consecuencia necesariamente un alza en
el tipo de beneficio™. Sraffa afirma que no siempre ha de ocurrir esto, porque si
cambia el patrén de medida (mercancia-patrén), el salario medido en una
mercancia-patron cambiante puede tomar cualquier direccion y compensar -esto
es lo que hay que interpretar de las palabras de Sraffa- durante algin tramo el
aumento natural del tipo de beneficio ante el descenso de los salarios. Sin
embargo, todo esto pareceria contradecir la ecuacién (11) que es mondtona
decreciente, lo que seria incoherente con las explicaciones del economista
italiano. No obstante, el punto clave de todo esto esta en la ecuacion (19) que
hemos deducido, donde hemos acotado la tasa méaxima de beneficios en la
produccién conjunta, pero no tenemos -a diferencia de la produccion simple- una
razon-patron unica. En efecto, al menos entre los tramos que van de R a M y de
M a R/(1-R), la relacion de los salarios con su mercancia patron puede ser
oscilante y permitir un descenso de las ganancias, a la vez que un descenso en el
salario-patrén. Todo ello se deriva indirectamente de que en la produccion
conjunta tengamos mas incognitas que ecuaciones que impiden una unica razon-
patrén, que tengamos posibles multiplicadores negativos y, por dltimo, unos
posibles precios también negativos. Sraffa lo soluciona con criterio econémico
como hemos visto: es la propia economia y sus actores los que eliminaran
soluciones de precios negativos por inviables. Y esto es una pista para ciertos
comportamientos que la economia neoclasica y marginalista no puede explicar.
Me refiero a que los comportamientos economicos lleven, a pesar de todo, a
precios negativos. La necesidad de una subvencion casi permanente a ciertos
sectores (en Europa, leche, algunos productos agricolas, carbon, etc.) podrian
explicarse a partir de estas posibilidades de precios negativos por las relaciones
de costes directos e indirectos de estas industrias o sectores, que llevarian a que
los precios de sus inputs elevaran sus costes directos e indirectos, de tal forma
que la suma de todos estos costes -seguidos a través de la matriz de
requerimientos- fueran tales que superaran los ingresos; ello se deberia a que los
precios finales (de produccién) no pudieran elevarse al mismo ritmo que sus
costes por la necesidad que tiene la economia -segln estos modelos- de tender a
igualar las tasas de beneficios y de salarios; también porque, en todo caso, no hay
una Unica razén-patron que determine la tasa maxima de beneficios, aunque
hemos visto que estd acotada (19). Sraffa, como casi siempre, no especifico la
funcion que justificaba sus afirmaciones, pero si dio las explicaciones
econdmicas pertinentes.

14 Se abandona la diferenciacién entre productos béasicos y no bésicos.
> “Produccion de mercancias... “, pag. 90.
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La posibilidad del cambio de convexidad - y por tanto del retorno de las
técnicas- depende exclusivamente del cambio de las técnicas y no de los periodos
de trabajo fechado, cambio de patron (Sraffa) o de la actualizacion del valor del
capital fisico (Pasinetti, Nuti).

Desde que Sraffa planted el problema en los capitulos de la produccién
conjunta se ha hecho un esfuerzo por demostrar el error de la teoria del capital en
el marginalismo. En efecto, en la teoria marginalista la relacion entre la
intensidad del capital por hora u hombre trabajada con respecto al tipo de interés
es una relacién mondtona decreciente sin cambio de convexidad. Para la critica
iniciada en el Cambrigde inglés con Robinson, Sraffa, Kaldor, seguido luego por
Nuti, Pasinetti, Garegnani, Morishima, etc., se ha demostrado la falsia de esta
teoria en lo que respecta a este punto. Y si falla eso, también falla la misma
relacion respecto a la relacion entre la productividad del trabajo de esta misma
teoria, porque la frontera salario-ganancia puede ser en algunos tramos no
monotona decreciente. Y con ello tampoco se cumple el teorema Euler de reparto
del producto en funcion del valor de las productividades marginales de los
factores. Sin embargo, a veces se traslada erroneamente la posibilidad del retorno
de las técnicas -que es su consecuencia- achacandolo a lo que no es. Asi, en el
excelente -por otra parte- libro de Ahijado® se dice referido a la funcion de
produccién que relaciona salarios-ganancia L(I-A(1+g))'w=1 “que es una
funcion polinomial muy compleja, de orden n-1, que es el orden de la matriz A, y
tiene un trazado irregular”. Desde luego nada mas gratificante que la derrota de
unos los aspectos claves del marginalismo, pero no con falsos argumentos o
errores y este lo es. Desde entonces parece que perpetua el error. Si la frontera
precios/salario-ganancia es irregular, incluso, como afirmaba antes, no
monGtona decreciente” en algtn tramo pero no por lo que dice el autor referido.
La funcion de los precios en la produccion simple con salarios ex-post es como
sigue:

@) P=wl+g)LY[I -AL+g)]" con A=xy"

que multiplicada por la matriz vertical 1 de unos nx1, despejado el salario y
tomado pl como numerario queda:

We _ pl=1 _
U+ Q)LY 1 +(1+0) A+ (1+0)2 A% +--+(1+g) Al

(22)

18 “Distribucién, precios de produccién y crecimiento”, Manuel Ahijado, 1982, edit. Ceura, pag. 53.
7 Una funcién es monétona decreciente en el tramo considerado si se cumple que para todo X;<x, se
ocurre que f(x;)<f(xy); si creciente, con el signo de desigualdad cambiado.
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Se ha partido desde el principio de que A es productiva, es decir, que se cumple
que A'>A™', ademéas de que la razon-patrén es menor que la tasa de ganancia
(R<g), por lo que esta acotada. Con ambas cabe la posibilidad de que la funcién
que hay entre corchetes:

23) S=1+{1+g)A+1+ 92 A% + -+ (L+g)t AM

sea convergente'®. Por su parte el teorema de Perrén-Froebenius nos dice que
(23) es una funcidn creciente tanto de g como de A. Es por lo tanto una funcién
continua por ser suma de funciones continuas; es también monotona creciente
para cualquier valor de g (aungque sabemos que esta acotada esta tasa). Y si (23)
es continua y convergente, (22) es monotona decreciente, con puntos de corte en
el eje de ordenadas tangente en el infinito en el de abscisas. ¢(Donde queda
entonces la afirmacion de Ahijado que el recoge de otros autores? La confusion
viene -creo yo- al no distinguir entre movimiento a lo largo de la curva (entre
salario-ganancia (w-g)) y traslacion de esta misma curva. Esta es posible siempre
que consideremos los valores de A, es decir, de la matriz de requerimientos
elevada al exponente temporal correspondiente. En efecto, ante cualquier
variacion del exponente podemos considerar que el resultado es un cambio de la
técnica, con variaciones discontinuas si colocaramos las tres variables g, w, A en
un espacio tridimensional. Pero ain eso no es suficiente. Para obtener una curva
salario-ganancia con cambio de convexidad -que es una condicién suficiente™
para el retorno de las técnicas- es necesario partir de la hipotesis economica de
que el comportamiento empresarial consista en dejar fija una de las dos variables
monetarias -salarios o ganancias- y optimizar alguna funcion empresarial -ventas,
beneficios, etc.-, variando la eleccion de las técnicas, es decir, A. Nuti da en
cambio una explicacion financiera para el retorno de las técnicas: “el significado
econdmico de la oscilacién es que, en ciertos intervalos de variacion de la tasa
de interés, una empresa es prestataria en ciertos periodos y prestamista en otros,
y gana con un incremento de la tasa de interés como prestamista mas de lo que
pierde como prestatario, de manera que pueda pagar un mayor nivel de salarios
si realiza operaciones de otorgamiento y toma de préstamos con una tasa mas
elevada de interés”®. Pero la explicacion de Nuti va en contra de la igualacion de
las tasas de ganancia, porque esta hipétesis - la de la igualacion- llevaria a igualar
los tipos de interés (modalidad de la tasa de ganancia) entre prestamistas y
prestatarios. No se puede negar aun asi la posibilidad de que un descenso en la
tasa de salarios no se corresponda necesariamente con un aumento de la tasa de
ganancia. Posibilidad, es decir, todo lo dicho es la condicion necesaria, pero lo
normal es que no sea suficiente, porque el cambio brusco de la matriz de

18 Con la posibilidad nos vale en este contexto. No entramos en ver las condiciones de convergencia.

¥ No es necesaria porque hay un caso siempre posible: una recta que nos da la frontera salario-
ganancia en la produccion simple con salarios ex-ante y una curva que surge bajo otros tipos de
supuestos a partir de los salarios ex-post.

20 «Capitalism, Socialism and Sleady Growth”, D. Nuti (1970).
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requerimientos puede dar lugar a lo mas a cambios de convexidad en la frontera
de salarios-ganancias, considerada esta frontera como la envolvente del
comportamiento empresarial de optimizacion dada la tasa de ganancia o de
salarios. Sin embargo, esto no serd normalmente suficiente para cambiar el signo
de la primera® derivada salario-ganancia y ocurra que sea siempre monétona
decreciente esta relacion, aunque cambie la convexidad. Sraffa, por su parte,
habla de cambio de patrén para justificar una linea oscilante entre salarios y
ganancias y lo hace por la “posibilidad de que el precio de un producto pueda
descender més deprisa que el salario”. Sraffa nunca dio la ecuacién con la que
trabajaba.

Para la produccién conjunta donde m>n (srafiana ampliada) el caso es el
mismo, s6lo que la ecuacion (21) es mas complicada por no ser cuadrada la
matriz de productos Y. El resultado es la ecuacion (24).

24)  p=Lw(@+G)x[Y —X(1+G)[ x [[Y ~X@A+G)x[Y =X @+G)[ F

La conclusion es la de que sin cambio en las técnicas -es decir, variando Y,
X o A'- no se ve como pueda darse los casos de Sraffa y Ahijado que puedan dar
lugar a un retorno de las técnicas que hemos discutido. Un cambio de las técnicas
mas el tipo de comportamiento empresarial que hemos visto podria dar lugar a
una frontera salario-ganancia con retorno de las técnicas, lo que supondria no
solo un cambio de convexidad en la frontera salario-ganancia, sino un cambio en
el signo de la primera derivada de la funcion que une las dos variables. Sin ello,
por mas complicada que sea la ecuacion caracteristica -que no lo es- que
menciona Ahijado, no por eso deja de ser continua y creciente (21). También
puede estar el error de los autores al considerar a L(I-A(1+g))*w=1 como un
polinomio que hay que resolver de forma tradicional®?, calculando los ceros
(valores de la funcién que se obtienen al hacer cero la tasa de ganancia). No es
cierto. Lo que se hace es calcular los autovalores de forma tradicional y elegir el
unico autovalor que cumpla el teorema de Perron-Froebenius (P-F). No hay
polinomio caracteristico® de n ceros, sino un sélo cero: el autovalor de P-F
elegido, es decir, el autovalor mas alto en téerminos absolutos, que sea real y no
repetido. No hay, por tanto, una ecuacion algebraica cuyas n soluciones haya que
utilizar en (21), sino un Unico valor. Y por mas que variemos g para cada A dado,
solo tenemos un w bajo una relacion mondétona decreciente.

%! Lo cambiara en todo caso sera el signo de la segunda derivada.

22 Como nos dice Ahijado.

2 Otra cosa es que para calcular todos los autovalores se tenga que calcular el determinante 14— Al =0
de dimensiones nxn. Aqui si hay un polinomio caracteristico n-dimensional. Pero esto es previo; luego
solo se toma un autovalor: el P-F.
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Retorno de las técnicas sin cambio de convexidad

Ante las dificultades de construir una funcion salarios-beneficios con
cambio de convexidad a pesar del cambio de la tecnologia (cambios en la matriz
A de requerimientos mas los inputs de trabajo), vamos a presentar como se puede
construir una funcion con retorno de las técnicas convexa en todo su recorrido.
Para ello podemos utilizar la ecuacién (22) de produccién simple sraffiana o la
(24) de produccién conjunta con m>n (no srafiana). Utilizamos la (22) en un
primer momento. Para ello partimos ecuaciones tipo (22) como las que siguen:

_ pl =1 _
A+ LY, [l +1+0) A +1+0) A% +-+(1+g) A"

’ ’YZ = I pl:l -
@) M) L I A 007 A = ) A

250 WA, L,Y)=

Ambas ecuaciones se diferencian en las matrices de requerimientos A y en los
inputs de trabajo (L). Ambas ecuaciones cortan en el eje de ordenadas (vertical)
para g=0, pero en puntos diferentes (salvo que se diera A;=A,, Li=L,y Y;=Y5) -
lo cual es esencial para lo que sigue- y descienden a medida que aumenta la tasa
de ganancia de forma continua porque el denominador es una funcion suma de
funciones continuas siempre crecientes (la inversa, por tanto, es decreciente).
Pues bien, siempre podremos elegir valores de A, A,, L1, Ly, Y1y Y, tales que se
cumpla que:

puntos de cambio envolvente

para g:O se de W(Az,Lg,Yz) < W(Al,Ll,Yl) W(Al,Ll,Yl)

para O<g<gl se de W(Ag,Lz,Yz) < W(Al,Ll,Y]_) W(A]_,L]_,Yl)
para §i1<g<g,; sede  W(A; L1, Y1) <W(AzL2Y2)  W(AL, YY)
para gz<g<gg se de W(Az,Lg,Yz) < W(Al,Ll,Yl) W(Al,Ll,Y]_)

y que ambas curvas se corten en los puntos g; Y g, La funcién estaria definida por
la curva quebrada envolvente, que es continua a lo largo de todo ella, derivable -
salvo en los puntos de corte g; y g.- y convexa siempre. No hay pues cambio de
convexidad y si retorno de las técnicas. Para su construccion es necesaria el
concurso de los empresarios, que tienen a disposicion los dos posibles procesos
implicados en las curvas (25) y (26) y que maximicen las ganancias, cambiando
la técnica de produccion en los puntos g; y g, para pasar de la ecuacion (25) a la
(26) en g,y retornar a la (25) de nuevo en gs.
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Si en lugar de (22) hubiéramos empleado (24), las conclusiones hubieran
sido parecidas, salvo que los movimientos en el cambio de las técnicas serian méas
bruscas, con posible aparicion de precios negativos, pero en ningun caso, y dado
que hemos hecho pl = numerario, la suma de todos ellos seria positivo y la

funcion siempre decreciente. En ningun caso cambiaria la convexidad quebrada
de la curva envolvente.
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