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Abstract:

These notes are a following writing of my paper on Piero Sraffa and
his book “Production commodities by means commodities”. | try to amplify
one aspect of my article “Aspectos de la economia de Sraffa”, with in an
special treatment of Okishio “s theorem about marxian exploitation theory.
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Resumen:

Estas notas son continuacion de mi articulo sobre Piero Sraffa y su
obra “Produccion de mercancias por medio de mercancias”. Con esto
intento desarrollar un aspecto del articulo de entonces “Aspectos de la
economia de Sraffa”; en especial el teorema de Okishio sobre las
condiciones de la existencia de explotacion.
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NOTAS SOBRE EL TEOREMA FUNDAMENTAL MARXIANO
(como continuacién de “Aspectos de la economia d#a8h

Antonio Mora Plaza

Estas notas son un afiadido del articulo que esamildl 2007 con el
titulo de “Aspectos de la economia de Sraffa”, dippa su vez, del libro del
economista italiano “Produccion de mercancias pegionde mercancias”. En
aquellas notas se corroboraba el teorema fundamemtxiano que dice
seglin Morishima y que recoge de Okidhjae ‘para que exista un conjunto
de precios y un tipo de salarios reales capaz aelycir beneficios positivos
—en otras palabras, para que pueda mantenerse ao@dad capitalista- es
necesario y suficiente que los capitalistas explote los trabajadores.
Todos los caminos llevan a Roma porque yo me heaaima—al menos en los
aspectos formales- del libro de Morishima, dado ejJueconomista afincado
en Cambridge, ademas de otras diferencias, hadéciexgda cesta de la
compra de los trabajadores directos —los que genanalusvalia- y yo no lo
hago. Como se vera aqui, se trata de aunar losilmiésentos de Sraffa y
aplicarlo al corazén de la teoria de Marx que @edaa de la explotacion, sin
la cual nada de los escrito por el germano tensefiidd. Recojo aqui
también las palabras de David Vegara.. en el modo de produccion
capitalista los trabajadores, para obtener mediastesalario una unidad de
mercancia, deben vender su capacidad de trabajardarmas tiempo que el
preciso -directa o indirectamente- para obtener wmedad de la mercancia
indicadd.

A) Teorema fundamental marxiano con produccién Emp

Sin mas predmbulo pasamos a explicar las ecuacigne van a
caracterizar el modelo, donde se parte de Marg, geutiliza a Sraffa —y por
extension a Ricardo- instrumentalmente. La prineex@acion es la que define
el sistema econdmico:

1) |pY = :LW+ pX: (I +g)

! Doy el enlace de la publicacién del articulo ereldsta “Némadas”, de la Universidad
Complutense de Madridhitp://www.ucm.es/info/nomadas/23/antoniomora) pdf

Z«A matematical note on marxian theorems”, 1963isBio lo relacion6 con el cambio de
técnicas, pero aqui lo obviamos tal y como haced¥iona.

3 “La teoria econémica de Marx”, 1977 (Marx's Ecoisn1973), M. Morishima.

4 Ahi atina los aspectos econémicos, sociolégicdstéritos de la lucha de clase. A partir
de ahi, es decir, a partir de las diversas fornsiéricas de la apropiacion del excedente es
como articula Marx su gigantesca obra.

® “Economia Politica y Modelos Multisectoriales”, 789 pag. 56.
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Desarrollada matricialmente es como sigue:

X11 Xln 1+gl
W, Xa = Kon 1+g,

donde #” son los precios de produccforiY” la matriz de productos finales
brutos (ouputs),Lt” el factor trabajo, X” la matriz de medios de produccion
(inputs) y ‘g” las diferentes tasas de ganancia.

La segunda ecuacion define la tasa de explotaceimiama para cada
sector de la economia. Dos aclaraciones: vamogidirdia economia en
sectores tal y como hace Sraffa, aunque sigamofarfthb de tasa de
explotacion —distinta para cada sector- a sabiermpees Marx habla de
explotacion en el seno de la empresa, que es diedsngenera y extrae la
plusvalia por el hecho de que los trabajadorestdserabajan mas horas de
las que son necesarias para alimentarse a si migraosus familias en un
momento histdrico y en un lugar concreto. Partipos tanto de la tasa de
explotacion en términos de valor, pero que vamagialar a su equivalente
sraffianos en términos de precios. Obviamos el [proé secundario y ya
suficiegtemente tratado y solucionado ldetransformacion de valores a
precios:

(2) e :§ Lwe:{Lw+pX}g

—
Vi 1xn nxn1xn Ixnnxn  1yn NXN | nxn

La tercera ecuacion es la tasa de la composiaigana de capital
marxiana. Aqui abandonamos por irreal cualquietatgdn de hacer iguales
las composiciones organicas de capital marxiarzetymos de su definicion
marxiana en términos de valor, pero de nuevo iguasaal equivalente en la
ecuacion ricardo-srafiahgue define el sistema econémico.

® De acuerdo con Sraffa.

" Este es un clasico. Se puede ver en el libro dBd8b “Teoria del valor y de la
distribucién desde Adam Smith”, XXI editores, patfs6 a 184. En un plan mas

divulgativo véase “Sraffa y Bohm-Bawerk”, por L#istonio Foncerrada, que esta en la
red: (ttp://www.economia.unam.mx/secss/docs/tesisfe/€iwadaPLA/tesis.piif

8 Como es sabido, Sraffa saca los salarios de Edmse las que opera las ganancias, pero
Ricardo a veces si y a veces no. Se dice que alheen si se adelantan o no los salarios.
Sin embargo esta explicacion me parece equivoaald3wsalarios formen parte o no de
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@l - Lwoa=Px

V i 1xn nxn nxn 1xn nxn

De Sraffa traemos la cuarta ecuacion. En constet@zon patronR”,
gue siempre se cumple, sean cuales sean los sopsgebre pagos de salarios
—ex ante o0 ex post-, tasas de explotacion o comipasis organicas, porque la
razon-patrén es el cociente del producto neto ymedios de produccion en
términos fisicos —por tipo de mercancias- en utersigd reducido de la
economia; ademas, y esta es su virtud esenciahdependiente de los
precios.

@ |pY=(1+R)pX

De este conjunto de ecuaciones tenelsl incégnitas { R + n
precios +n salarios +n tipos de ganancias i-compaosiciones organicasnt
tasas de explotacién)4n ecuaciones que salen de (1), (2), (3) y (4). His n
dan+1 grados de libertad y, por tanto2 guegos de ecuaciones corgrados
de libertad cada una, como ahora veremos. Aquémeeesario hacer ningun
supuesto sobre el numerario tal y como hace Sraifa,obstante, si lo
necesitaramos, lo hariamos, y lo haremos -comoolusy vera- cuando
cambiemos las hipotesis de partida. En otro contéa&tanalisis de equilibrio
general walrasiano o, en general, marginalistaygsegtados de libertad, es
decir, este exceso de variables respecto al decieoga seria un desastre;
bajo la filosofia sraffiana no ocurre tal porquehay ninguna pretension en el
economista italiano en buscar puntos de equilibrijrecios de equilibrio, ni
cosas por el estilo, como si la economia fueraingn.cPara él la realidad esta
en desequilibrio y en permanente dinamismo, y esefleja la libertad que
da estos modelos donde la economia impone linpgs, la sociedad, en sus
egoismos —la lucha de clases en Marx-, es la gutaé variables que quedan
libres’. Lo de la lucha de clase no lo menciona Sraffa pabe en su modelo,
lo mismo que cabe momentos de la historia mas adesgEn (4) no se ha
especificado el tamafo de los vectores porque yaaseecho en (1). Pues
bien, de este conjunto de ecuaciones obtenemaddhle:

5) [RLWI= Lw+ Lwe f(RL WG, =0

los costes depende de incluir o no los salaridesnostes desde donde luego opera la tasa
de ganancia, independientemente de en qué monmepamgsen los salarios: es un
problema de criterio y no de oportunidad. Esosd,diferimiento se deberia homogeneizar
con un tipo de interés monetario, que aqui esta fie lugar por el nivel de abstracion con
el que se opera.

% Para una visén (survey) general critica de |daete la distribucién véase: “Critical of

the neoclassical theory of growth and distributigedr L. Pasinetti. Esta en la red:
http://www.unicatt.it/docenti/pasinetti/pdf_fileg@ccani.pdf
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Y de aqui se sale quewe=LWRE-1), por lo que se deduce que para que la
tasa de explotacidn en el sectdrsea positiva@€>0) ha de cumplirse que:

6) 18> 1/R para todo i’ desdei=1 a n, es decir, en todos los sectores de

la economia ha de ocurrir que la composicion oagamarxiana del capital
sea mayor que la inversa de la razon-patrén smaffido notable de la
ecuacion (5) no son las variables que aparecenaigoe no aparece: la tasa
de ganancia. ¢Sera acaso que las tasas de explotiicada uno de los
sectores no dependen de la tasa de ganancia y oangdiria entonces el
teorema fundamental marxiano? No hay tal, porguecdejunto de las 4
primeras ecuaciones también se obtiene la no nrestable:

(7) |Lwe = Lwg + Lw&y f(L,w,e6,9)=0

Y de aqui si se puede extraer la condicién neeegasuficiente de que
para que exista una tasa de explotacion positivalehdaber una tasa de
ganancia positiva (y viceversa). Lo que no apasege es la razon-patron de
Sraffa, porgque la relacion entre tasa de explatagidasa de ganancia no
necesita el concurso del italiano. No obstantereaftidad no se han hecho
muchos avances conceptualmente —tan soélo formadmeporque ya
partiamos en la ecuacion (2) de que las tasaspletaxion dependian de las
tasas de ganancia. Pero algo podemos afnadir, pdeq(i® se deduce que el
teorema fundamental marxiano se cumple, indepetaaiiemte de los precios,
composiciones organicas, salarios y horas de tabegto no podiamos
aseverarlo en (2) antes de resolver el sistemauBcm®nes. La conclusion de
(6) y (7) es la siguienteen este sistema econdémico generalizZado
representado por las ecuaciones anteriores se medxplotacion en cada
uno de los sectores si existen ganancias en cada de los sectores
respectivos también y si las composiciones org&nim capital de aquellos
son todas mayores que la inversa de la razon-padSraffa.

La segunda condicion implica también que a medidasg desarrollan
las fuerzas productivas aumentan las posibilidddesxplotacion, es decir, de
gue las diferentes composiciones organicas de waolale los sectores sean

mayores que la inversa de la razén-patfbhd/R. Usando conceptos de

Marx, la explotacion aumenta a medida que aumerttal&jo muerto (capital

constante) sobre el capital vivo (capital variabley aportacion de Sraffa es
qgue pone el limite minimo para la explotacion; teamtel maximo, porque la
razon patrén es el maximo de la tasa de ganan@amus que surge de

ambos limites. S# >YR y ademasR>G, de ambos se obtiene:

19 AUn se puede generalizar de otra forma, como lvegemos.
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So<R

Es decir, que paraxista una tasa de explotacion positiva y la ecdacsea
viable (productiva), la raiz cuadrada que surgediladir la tasa de ganancia
entre la composicién organica de capital no ha dpesar la razén-patréon
srafiana; y todo ello, sean cuales sean los prede$roduccion, los medios
de produccién empleados y los productos obteniclososo.

También es notable (6) porque podemos comparacdagposiciones
organicas de capital marxianas -que vienen mediddaérminos de valor- con
la razén-patron de Sraffa que carece de dimendi@eraun cociente entre
productos netos de bienes fisicos y medios de pobdly también en
términos fisicos. La razon-patron de Sraffa permiteglar el desaguisado de
Marx con la transformacion de valores a preciosm&nesidad de hacerla
explicitd’. En realidad, este fue el gran objetivo de Srafigar a Bohm-
Bawerq y al marginalismo y su funcion de capitabyteoria de la distribucion
en el rincon de la historia intelectualmente lo consiguio, histéricamente adn
se esta en ello, porque sin funcion de produc@émiarginalistas no pueden
justificar su renta, y esto si es revolucionaricekseno de la teoria.

Veamos ahora el caso especial de igualdad de caripues organicas
de capital. Este supuesto hay que abandonarlogvecer de realismo, pero
como curiosidad histérica lo retomamos. Si estasposiciones organicas son
iguales, la ecuacion (5) queda:

(8) eLw=LW[RH—I d]

dondelq es el vector diagonal de unos.

De (8) se deduce que para gesta explotacion, la condicién suficiente
queda ahora como qu&>YR|, es decir, que la composicion organica de
capital —ya igual en todos los sectores- ha demsayor que la inversa de la
razon-patrén sraffiana

Vamos ahora a modificar la ecuacién (2) del siatala ecuaciones
original y haremos el supuesto de que existe utetagsa de explotacion
global que es el cociente entre la suma de lagglias de toda la economia y
el capital total variable. Aqui nos apartamos umtdade Marx, pero sin
abandonar su espiritu sobre la concepcion de kvalia, el surplus, como

1 Obviando todas las criticas al respecto. Porragtin comenz6 Sraffa su obra
“Produccion de mercancias...” por los precios da®ente y no verse asi empantanado con
el problema de la transformacién, y sin que eldamia de Bbhm-Bawerk y los suyos le
persiguieran en suefios con las cadenas del masgioal

12véase: “Sraffa on von Bortkiewicz”, por Ch. GehskB. Kurz. Esté en la red:
http://www.newschool.edu/cepa/events/papers/050806Akiewicz.pdf
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derivado del trabajo directo y su apropiacion pardueiios de los medios de

S

produccion. Veamos ahora como queda la ecuaciasi (Bcemosg, :§—V
para todo i” desdei = 1 a n. Ello supone dar 2 pasos mas alla de donde dejo
Marx la teoria de la explotacion. Ya habiamos abaado la explotacion en

el seno de la empresa para pasar a las diverses dasexplotacion segun
sectores: ahora abandonamos cada sector paraartearia de laxplotacion
global, donde lo que cuenta es que en el conjunto decdmoenia los
trabajadores directos trabajen mas horas que dasjaidas en los bienes y
servicios (mercaderias en Sraffa, mercancias ex)Mae consumen ellos y
sus familias. Con este supuesto se justifica laiesige ecuacion:

9 elLwl = [L w+ P X }g | donde I es el vector vertical de
unos.

Con esta ecuacion y el resto de las 4 primécagda la siguiente:
(10) — RLWH _LW I
< Lwi

De la anterior se deduce que para que la tasapiiet&sion ‘€;” sea positiva
ha de ocurrir que:

(1) Lwé-=Lw>0

Es decir, que lgondicion suficiente para que exista una tasa geogxcion
global positiva es la de que la suma de las composiciarganicas de
capital ponderadas por la masa de salaridss” supere a esta misma masa
multiplicada por la inversa de la razén patrén

(12) Z;Iiwieeézlliwi f(Lw,6,R) =0

Esta vez —a diferencia de (8)- no es necesariotaples las composiciones
organicas de capital de los diversos anterioresrsu@ inversa de la razon-

patrén, pero si al menos ha de ocurrir para atgés decir quef, > /R

Hasta ahora hemos sido un tanto infiel a Sraffeque no hemos
aplicado ningun numerario al sistema de ecuacidaky como hace el
economista italiano en toda su obra de “Producd@&mercancias por medio
de mercancias”. La razon es la de que no era mecgsaque empleabamos

13 Las ecuaciones (1), (3) y (4)
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tasas de ganancias y de explotacion distintasqaala@ sector. Hacemos ahora
ese supuesto sobre el numerario con la ecuaciosigue:

(13) |pYI -pXI=1

Y con esta y las 4 primeras —sustituida la (2)la¢®)- obtenemos:

Asbwl e de f(e,L,w)=0

(14) L wl dw

y donde se refleja la relacion inversa entre ergaly la tasa de explotacion
global. En la obra de Morishima citada llega ebawat una ecuacion similar,
donde el numerador es el trabajo no retribuido ydehominador es el
retribuidd®. Esta es, en cambio, de significado mas ampliotnesr motivos:
1) porque la tasa de explotacion no depende deolargacion o no de la
jornada de trabajo dado que los inputs de tralmmaus dato; 2) porque no se
necesita recurrir a los valores-trabajo para obt@semismas conclusiones; 3)
porque no es necesario especificar la matrizodebienes-salariode los
trabajadores directos. Es notable no sélo de lo degende la tasa de
explotacion sino de lo que no depende: ni de Isastale ganancia, ni de las
composiciones organicas, ademas tampoco de lasuhlalsi de precios,
bienes-salarios comentados, medios de producaipat§), productos finales
(outputs), horas de trabajo.

Similar a la (14) es la que sale de sustituirretipcto neto (que vale
en la (14) debido al numerario de la (13)):

"RLwWOI -Lwl
a;_

(19) Lwi

de la que se vuelven a obtener las conclusionelm dél), pero con un
afiadido: si en esta Gltima ecuacion hacemos ekstpule Marx de igualdad
de composiciones organicas en las distintas ramasatiuccion, es decir, si
hacemos que:

6.= 6.= 6,= --- = @, queda de (15) la notable férmula:

we=6R-1 - 1+e=60.R f(e 8 R)=0

Y aqui se repite la historia: la condicion sufiteepara que exista una tasa de
explotacion positiva es la de que la composiciogaoica de capital de

14« a teoria econémica de Marx”, pag. 61
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cualquier sector —en este caso todos tienen laantemposicion organica- es
gue ésta ultima sea mayor que la inversa de lanfpation de Sraffa. En este
caso especial -que es una curiosidad histéricafgitar de realismo- puede
comprobarse la eficacia de la razon-patrén relacida exclusivamente dos
constantes o invariantes como son la razén-pattarcgmposicion organica -
si se mide en términos de valor- y una variable, gme este contesto, no
depende ni de la jornada de trabajo, ni de la mali requerimientos o de
medios de produccion, ni de los salarios, y tamptedos beneficios. La
razon-patréon de Sraffa y Perrén-Froebenius arre@dandesaguisados de
Marx con la transformacién de valores a precioasydngustias de Ricardo
por encontrar una mercancia que sirviera de nuroefewyo requisito para
este menester es que fuera invariante a los pje¥i@stos si que son avances
intelectuales en el campo del conocimiento y noanndeologia o historia de
doctrinas.

Para acabar esta seccidn no me resisto a contpaanacion (16) con
la ecuacién que Morishima llama Merishima-Setol: g=eV/(C+V), donde
ey g son tasas de explotacion y ganancias unicadsyyC son los capitales
constante y variable de Marx, como cabia espemrarbbas obtenemos por
eliminacién de la tasa de explotacion y equiparaea@ocienteV/C en
términos de valor a nuestra composicién organicaaétal en términos de
precio que aparece en (16), se llega a la ecuagie+ g)/(R-g), donde si

hacemos la tasa de ganancia cero en corresponakngize haya hecho cero
también la tasa de explotacién en la ecuacioniantguedad = (1/R), que es
el caso limite que hemos deducido de (12) en rusgttema para algun
Mas tarde volvera a aparecer esta relaciéon enteodgposicion organica
marxiana y la razén-patron srafiana, aunque sieqmesigno de desigualdad
estricta y de forma generalizada. En cierto medndica que ambos
conceptos son redundantes o, al menos, equivaleads uno en sus sistema,
y que podemos pasar de uno a otro a través dejoesige Alicia de
precio/valor.

B) Teorema fundamental marxiano con producciénusugj

Dedica Sraffa los capitulos VII, VIl y IX de sibto a la produccién
conjunta, es decir, cuando en cada sector en quidindos al sistema
econdémico puede producir mas de un bien final oemiedios iniciales. Con
ello ganamos realismo, pero las complicaciones dtasn se multiplican
cuando pasamos de la produccion simple -un samtoproducto-por varios
motivos: 1) al tener mas -0 menos- productos gomEs ya no tenemos una
matriz de coeficiente& que aun cuando ha estado implicita, la necesitédam
para aplicar el teorema Perron-Froebenius. En &fezste teorema nos

15«La teoria econémica de Marx”, pag. 80.
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asegura al menos un autovalor positivo en la eénanatricial AX =AX y un
conjunto de precios positivos si la matriA es productiva e
indescomponibfé. Aqui no vamos a poder aplicar este teorema polgue
matriz A de requerimientos -y en su defectorlae productos finales X de
medios- no son matrices cuadradas (salvo por d¢dadgl 2) la segunda
dificultad es la construccion de la razén-patrda ynercancia-patron. Por lo
mencionado en el punto anterior, no tenemos urerssstde ecuaciones
simultaneo del tipouYg= Xg mas el numerario de los inputs del trabajo de
Sraffa Lgq=1 que sea resoluble, porque ahora puede haber magsdiie
columnas -0 al revés- tanto &como enX. Eso nos impide construima
mercancia-patron ynarazon-patron determinada por algun tipo de algparit
0 mecanismo matematico que surja de la resoluc®numl sistema de
ecuaciones (como era Perron-Froebenius), peronpaglelegir -como hace
Sraffd’- de entre todos IoR “al minimo valor posiblede todas las razones-
patrones posibles, es decir, compatible con ekmistde ecuaciones que
definen la razon-patrén; 3) si siguiéramos estmetate a Sraffa en su libro de
“Produccién de.” deberiamos diferenciar entre productos basicosoy
basicos, con lo cual de la matriz posible de requentos ni siquiera
podriamos asegurar que es indescompofiblSraffa no lo menciona
explicitamente de esta forma porque su intenci@oksanalizar las hipétesis
economicas Yy sus consecuencias de su sistemargediki menos posible la
atencion sobre los aspectos formales. Para el tpraanos ocupa cual es
relajar en lo posible las condiciones de aplicadéhteorema fundamental
marxiano no seguimos a Sraffa en la distincionidieds basicos y no basicos.
Quiza en otro momento.

Consideramos como siempre para empezar la ecuga®rdefine el
modelo econdmico, en este caso, de produccion mianju

149

Aquip son enY las filas de productos finalesrylos sectores, mientras que
son las mercancias -en terminologia srafiana- quenscomo medios de
produccion. La matriM es la novedad de este modelo y skxianatriz de
requerimientos de bienes finales en términos deaseate produccior(pxn)
sin tener en cuenta los sectores donde se prodogesto que lo que importa
es relacionar ambos tipos de productos -finalesceles- para obtener junto
con X los bienes finales por sectonxfy). MatematicamenteM es una
aplicacion lineal que transforma la matkzen otra con las mismas filas y

(17) pY:{LW+ PM X

1xp Pxm 1xp pxm 1xp Pxn  nxm

® pueden verse en los libros de D. Vegara y |. $teednencionados en la bibliografia.
7 «produccién de... “, pag. 79.

18 Es digno de lectura atenta el capitulo VIII deld de Sraffa que titula “El sistema
patrén con productos conjuntos”
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columnas queY. AhoraY ya no es diagonal, pero si lo gsporque las
ganancias se atribuyen por sectores y no por tipamercancias (no estamos
en contabilidad de costes), ni por empresas. Emicata matriz de salarios si
podria llegar a ser un problema. Tal como estaréelaberpxm salarios,
segun sectores y productos finales. Esto caresemtalo econdmico, pero Si
hacemos que todos los elementos de cada columnagsedes para que solo
haya diferentes tipos de salario por cada sectohay que olvidar entonces
gue tenemos una matriz de rango gBlo o m-p. Para lo que sigue no hay
problema matematico, porqgue no vamos a descomplanematriz en
submatrices ni hallar sus inversas.

La siguiente ecuacién es, como siempre, la regeltde hacer cero los
salarios en la ecuacion anterior:

(18) [pY=(1+R) pMX

Ya se ha sefialado qi® que de indica el maximo tipo de ganancia
posibles, ya no se corresponde de una manera anégrcuna Unica razon-
patrén posible, sino solo con la menor de todasplasbles. Es so6lo un
problema de calculo, pero su funcién econdémica sigale intacta: representa
a la vez la maxima ganancia y la razén-patron coootente entre el producto
neto y los medios empleados en cada sector (igualtpdos los sectores). De
no elegir la menoR de las posibles, esta razdén no representariax@hmma
tipo de ganancia posibife

(19) |e =+

I
3

S
\4

I
i

Il
3

- e Lw=|Lw+pMX |g

3

La ecuacion (20) es simplemente el numerario guaea Sraffa en su
obra para la produccién simple, aplicado aqui [zacanjunta.

(20) |pYl-pMXI=1

Pues bien, del conjunto de ecuaciones (17), (189),y (20) se obtiene
mediante sustituciones y algo de paciencia la (@1, representa la tasa de
explotacion (global) en funcién de la masa de gsdfLW1").

@) |g=1 o0

19 Sraffa, cap. VI, epigrafe 64 d@foduccién de..”
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Soélo sefalar -como cabia esperar- que hay unaidnel&mmversa entre los

salariosw y la tasa de explotacion (globa#; en un sistema econdmico
capitalista caracterizado por estas 4 ecuacioree. lRay algo mas, porque el
numerador de (21) puede interpretarse con el W@dos bienes no salariales
en moneda corriente o, dicho en términos de vatomo la plusvalia absoluta;
el denominador es precisamente el valor corriestdod bienes-salario, es
decir, los bienes y servicios (mercancias en t@simarxianos) que consume
el trabajador directo. La ecuacion (21) es anatotmque llega Morishinig
pero aqui se ha generalizado lo maximo posiblag) no se han distinguido
dos sectores, uno de bienes-salario que solo camsios trabajadores y otro
de bienes de capital; 2) se ha partido de una dasaxplotacion global
(ecuacioén (19)) , es decir, no se ha requeriddapitasas de explotacion sean
iguales para todos los sectores por muy marxiaeasga esa hipotesis; 3)
agui se ha generalizado para la produccién conjuntasolo la simple.

La ecuacion (23) surge igualmente de las ecuasi@i®, (18), (19) y
(20) con igualacion de cuotas de ganancia en ttmsectores. Con esta
ecuacion se demuestra el teorema fundamental maryxiara la produccion
conjunta: la condicién suficiente para que exista una tasa gémancia
positiva (Unica por sector) en un sistema capitalisaracterizado por las
ecuaciones mencionadas es la de que se de unal¢éasaplotacion (global)
positiva.

_ &R

) 19T e tR

f(9y.6,.R)=0

Steedman llega formalmente a idéntica ecudti@ero por otros caminos. En
primer lugar lo hace por la vereda de los valoraisajo siguiendo a Marx y
para discutir la ley marxiana de la caida (a lgigao) de la tasa de ganancia;
y en segundo lugar lo hace para produccién simplatijzar Perron-
Froebenius para poder igualar la tasa de explatacih una solucién de
precios no negativos y de la razén-patron a paltirla matrizA de
requerimientd’s. Lo notable de (23) o (24) -es la misma férmula-gee
hemos partido de la produccidon conjunta; tampocudseempleado Perron-
Froebenius para encontrar el autovalor positivorgpgegarantice una solucion
de precios estrictamente positivos, y, sin embadagposibles conclusiones
sobre la ley decreciente de la tasa de gananciateoema fundamental
marxiano tienen la maxima generalidad posible. 8iz mayor limitacion y
anica -y que es inevitable- sea precisamente latésgs de la igualdad de
tasas de ganancia para todos los sectores.

20| 3 teoria econdmica de Marx” (“Marx’s economiGsTicnos, cap. 6 sobre la cuota de
ganancia, pag. 69 y siguientes.

“L“Marx, Sraffa y el problema de la transformaciéedjt. FCE, pag. 122

2 Para la ecuaciovi=AX.
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Pero no ha acabado la cosa aqui, porque la eocu@2d deja explicito
la condicion necesaria para que se cumpla el teofandamental marxiano,
cosa que no se percibe bajo las hipotesis de SteegnMorishima:que la
condicion necesaria es que la tasa maxima de hmoef(y a la vez razon-
patrén srafiana) sea mayor que la tasa de ganariRiz g,. En realidad todo
lo anterior ha sido una preparacién para llegasta gunto. Lo notable es que
la razdén-patron media y concreta tres aspectostecalas al teorema
fundamental: 1) que a medida que la diferencieedatrazén-patron y la tasa
de ganancia disminuye aumenta la tasa de explotaesddecir, a medida que
los duefios de los medios de produccién se apral@baxcedente es a costa
de una mayor diferencia entre los bienes-salariossumidos por los
trabajadores y el conjunto de los bienes produgmwsestos (se mida como
se mida, que eso es otro problema y en todo casmd&io por mas que
Bohm-Baverq nos distraiga la atencion con el problele la transformacion);
2) que el aumento de la tasa de explotacion seupeogor el efecto del
aumento la tasa de ganancia, tanto en el numecadww en el denominador;
3) que en la medida que la razén-patréon represgmavel de desarrollo de
las fuerzas productiva@l ser una medida del excedente), Sraffa le henha
mano a Marx en su teoria de que a mayor desard@l@aquéllas, mayor
explotacion, es decir, mayor apropiacion, mayoceréificia entre lo producido
por los trabajadores directos y los medios consosnmbr estos (medidos en
términos de valor-trabajo o en términos de monextdente). Sin la razén-
patrén de Sraffa esta condicion suficiente hubprananecido oculta en el
analisis del teorema; de hecho, con este modelgtaymodificarlo como se
ha explicado.

g,d+R)
24) |g.= U 7
=Ry

Para rematar la faena sobre el teorema fundameartads a introducir
la ecuacion que caracteriza la composicién orgaécaapital marxiana y la
vamos a igualar a su equivalente srafiano-ricagdiahigual que se ha hecho
con la ecuacion que define la tasa de explotadirionces no se hizo
comentario alguno, pero aqui querria detenermeo @Quee es preferible
equiparar directamente -sin recurrir ni intentasoheer ningun problema de
transformacion- los modelos ricardo-srafianos maeslidn moneda corriente
(precios) a los equivalentes marxianos medidos &minos de valores
trabajo. Yendo a la ciencia fisica que nos sirvaepamplo -salvando las
distancias- es lo que hizo Schrodinger con su ému@e onda en la mecanica
cuantica: no la dedujo de otras que explicaran fe@®menos cuanticas
descubiertos hasta el momento, sino que la impkamtgu modelo de manera
heuristica y la cosa parece que ha funcionadoy @egde el punto de vista
explicativo como predictivo. Al final, la bondad de modelo econémico o de

Antonio Mora Plaza Notas sobre el teorema fundaahemirxiano 13/20 - 22/10/2009 - 8:29



cualquier tipo de conocimiento hay que medirlo gwicapacidad explicativa,
predictiva y de concrecion ulterior. Mas vale urez \colorado que ciento
amarilla, que dice el refran. Con ello ademas aartes el error de Marx al
igualar la tasa de ganancia global de la econoonidactasa de plusvalia y/o
las ganancias totales con la plusvalia total. $teaddemostro el error, y eso
independientemente del error evidente -que el misfaox reconoce- en su
libro 1ll de EI Capitaly en lasTeorias de la Plusvaljadle que los productos
que compran las empresas a otras como medios daggion lo hacen por
sus precios y no por sus valdfedas ecuaciones a resolver en este modelo
son las que siguen:

(25) |py = {Lw+ PM X (1+m9m]

1xp Pxm 1xp pxm 1xp Pxn  nxm

(26) [pY=(1+R) pMX

7 le=2— - elw=[Lw+pMX |g

28) 8= - LwO=pMX

De este conjunto de ecuaciones donde se ha obp@danecesaria la
ecuacion del numerario de Sraffa sobre el produatmovedad es la (28)
donde ‘8” es la matriz diagonainxm de composiciones organicas de los
diferentes sectores. De este conjunto surgerolsiduientes:

_ Lw[RE-1] _
(29) le.= LWl f(L,w,e,R8)=0
(30) le.= LW[%—:_VIQ)Q]I f(L,w,e,gp)=0

En el modelo anterior veiamos las condiciones s&@s y suficientes
para que hubiera una tasa de ganancia positiva:hgb&era una tasa de
explotacion positiva (suficiente) y que la tasa ghnancia permaneciera
menor que la razén-patron srafiana. En este mduglootra razon necesaria

3 “Marx, Sraffa y el problema de la transformaciéepjgrafe sobre “El valor, precio y
ganancia”.
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gue no habiamos descubierto en la anterior por@se cbmposiciones
organicas de capital no se habian hecho expligitessia suma (multiplicada
por la razén-patron) de las composiciones de capianderadas por sus
masas salariales superen a estas masas salaribéegcuacion de (29) para
una tasa de explotacion (global) mayor que cerday:

p=m p=m
(B IR2I.w,8, =21, w,| paraque latasa de explotac#n 0
p=l p=L

Esta ecuacion es la equivalente a la (12) en ldug@on simple. A diferencia
del tratamiento de otros autores, aqui se ha lieghttorema fundamental de
Morishima-Seton-Okishio de una manera mucho masrgérada: corpxm
tasa de salariog) tasas de ganancia, con una tasa global de explotacon

m composiciones organicas de capital, y todo elldag@aroducciéon conjunta:
¢,se puede pedir mas? Se puede, porque en lugaradasa de explotacion
global puede haben tasas de explotacion (una por sector). Si enudaaan
de la tasa de explotacion global (27) la sustitsipor la que sigue:

(32) e=§ - Lwe =[LW+pMX}g pard=1a m

De esta ecuacion en lugar de la (27) y con (29) {2(28) se obtienen
ecuaciones de tasas (y no de tasa) de explotaarénigas a las de (29) y (30)

(33) |Lwe=LW{RE-1I)

p=m p=m p=m
pZ:lI W,e,=R ;I pw,)@p—él W,

(34) [Lwe=Lw|{1+6)g]

p=m p=m p=m
;I prep = ;l pr0p+ ;l pr gp

Ambas son las mas generalistas posibles, que deamesl teorema

fundamental como hemos hecho antes y sin caer énvialidad de los

equilibrios walrasianos de que todo depende de .to8o ahora

particularizamos (33) y (34) para tasas de salddeas de explotacion,
composiciones organicas y tasas de ganancias (plg@ndriamos de ambas
ecuaciones los mismos resultados que en la pramtucgimple con las

ecuaciones (23) y (34).

A la luz de las ultimas consideraciones y ecuasgoodriamos reunir
las piezas del teorema fundamental marxiano diglgeste manergara que
exista una tasa de ganancia en un sistema capdalcaracterizado por las
ecuaciones anteriores) es condicién suficiente lguasa de explotacién sea
positiva, y son _condiciones necesarias _que la rggaindn srafiana sea
mayor que la tasa de ganancia y que la composioiganica de capital sea
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mayor que la inversa de la razén-patrovia se ha explicado anteriormente
sobre las diferencias -secundarias- de tener o asastde explotacion
diferentes por sectores; lo mismo con gananciaseatifes o no, e igualmente
con las composiciones organicas de capital. Lascdodiciones necesarias
podrian resumirse en la inecuacién que ya ha agdargara la produccion
simple:

(35) [W/G/@ <R donde:_g>o y jﬁg <0

Es decir, quelas condiciones necesarias para que se cumpla akmea
fundamental marxiano se resumen en la inecuacioquiela razén-patrén
srafiana sea mayor que la raiz cuadrada que resd#adividir la tasa de
ganancia (Unica) entre la composicion organica @pital marxiana (Unica
también)

Es otra manera de presentarlo. En un primer momeesulta
sorprendente la férmula anterior de la condiciénesaria porque pareceria
que la relacion entre la tasa de ganancia y lanrpafron debiera ser lineal.
Esta claro que cuando aumenta la razon-patron eguea medida a la vez
del excedente y de la productividad del sistembhedimentar las ganancias:
¢entonces porqué la raiz cuadrada, que es un @atondecreciente? Se debe
a que como quiera que ahora estamos operando adasmde ganancia (y de
salarios) Unica, todos los sectores tienen quetad&pa esa tasa. Ocurre
entonces que hay un factor que hace que partaigdwrdo de la razon-patron
se lo lleve también los salariosfécto de complementariedad porqué via?
La tasa de ganancia es un porcentaje sobre losscpgtase ecuacion (1%)
donde estan incluidos los salarios; si estos digyein porque aumenta la tasa
de ganancia, parte de ese aumento se contrarm@sté adisminucion del
margen de ganancia como consecuencia de que unosdeostes -los
salariales precisamente- ha disminuido (podriataosar por analogiafecto
sustitucion.

C) Conclusiones y consideraciones finales

A modo de conclusiones para el caso de la produccanjunta
podriamos decir que esta produccion -tal como sergle en este modelo
concreto- se obtienen las mismas conclusiones gula simple porque el
obstaculo de no poder emplear el teorema de PE&nggbenius no es
suficiente para impedir tener una razon-patronefada como la menor de
todas las posibles, tal y como hace Sraffa); quaokepodido obtener la
demostracién del teorema fundamental marxiano coaugcion conjunta

24

pY= Lw+pM X [1+9)

1
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porque la matriz auxiliar de requerimientdd™tampoco es un obstaculo a
pesar de no ser invertible, y ademas tiene semit@dmomico; que todo lo
hemos hecho de manera directa sin pasar por laathcaudinas del problema
de la transformacién de valores a precios. Hayghstante, dos puntos negros
en este modelo o en esta manera de abordar ein@dnedamental: 1) que en
la matriz de salarios no tenemos un salario potosesino pxm posibles
salarios diferentes. Este problema es soluble;u®) @ no poder emplear
Perrén-Froebenius, si bien se ha podido encontrarrazén patrén-6ptima
como la menor de las posibigsnada se ha hecho para impedir que pueda
haber precios negativos. La realidad es que canrastlelo no es posible
asegurarlo. El mismo problema se presenta paréaSnafsu libro comentado,
y eso a pesar de su distincién entre productosdsyi no basicé8 Aunque
se han empleado muchas matematicas se ha intentagmner el carro
delante de los bueyes y se ha mantenido -0 al mesm®s el intento- dar
prioridad a los aspectos econdmicos de los proldeat@rdados sobre las
matematicas.

Queria aqui hacer unas consideraciones sobre élepra de la
transformacion de valores a preélo#\in cuando ese problema esta resuelto
desde el punto de vista formal, creo que hay quandidnarlo
conceptualmente porque me parece un error que ikoMatx, enfangandose
en tierras movedizas de las que no hay maneralideEsami opinion, Marx,
para seguir a Ricardo y a los clasicos -a pesaudecriticas- debié seguir
hablando de valores-trabajo hasta el final, poegies son sélo una unidad de
medida, como podia haber utilizado los julios comedidor del gasto de
energia de lo bienes-salario o las calorias incadas en los alimentos. Lo
anico que hay que mantener -y creo que resultaepigd es que los valores-
trabajo incorporados a la produccion de mercantéado finales como los
intermedias en el ciclo de un afo- son mayoreslagiencorporadas en los
bienes-salario o mercaderias-salario, es decir, laan mercancias que
consumen los trabajadores directos. Con esto se doe cosas que siempre
han estado divorciadas en la historia del an&ismomico: poder ser fiel a
Marx en la medida que el rigor y la realidad lonpiéen e integrar al germano
en la corriente clasica del pensamiento. No hagusdmezclar precios con
valores, llevando estos al mercado, porque nuncartgpra-venta de bienes y
servicios se hacen por los valores, ni siquiergpmatas precapitalistas. Otra

%> Como hace y discute Sraffa con su modelo enm tiltlado, pag. 87.

%6 Decimos a pesar porque al hacer esta distinciéreabs le cabe a Sraffa particionar la
matriz de medioX en cuatro submatrices, unas de las cuales puedelsscomponible y
productiva -las de los basicos- y puede para estaatriz aplicar Perrén-Froebenius y
garantizar al menos una solucion positiva pargpelde ganancia y de precios de
produccion positivos para los productos basicosalkgstro modelo, al no ser la matriz de
requerimientos especiil y tampocoX cuadradas, no podemos aplicar Perron-Froebenius.
2" Una introduccién histérica al problema de la “sfammacién” puede verse en “El

método légico y el problema de la transformaci@®’ Fred Moseley, que se puede obtener
en internet en: http://www.azc.uam.mx/publicacideggnum7/a8.htm
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cosa es cuando rebajamos nuestro nivel de abgm&caiomo hacemos aqui-
y mezclamoglirectamentede formaheuristicalas ecuaciones que definen el
sistema econdmico y la razén-patrén srafianasremrié de precios y las que
definen la teoria de la explotacion y las composies organicas de capital
marxianas en términos de valor-trabajo. El model&udhffa es muy abstracto
en su principio, desde su comienzo, -aunque noo taeimo la teoria
marginalista del capital-, pero su mayor virtud lasde que puede ir
concretandose, afadiéndosele capas de realisma lkegr a los andlisis
input-output de Leontief. Hay trabajos hechos ooodelos Sraffa-Leontief
con datos empiricos. Como decia antes, la razddrpde Sraffa es como la
ecuacion de onda de Schrédinger: no ha sido degldggichinguna otra, se ha
admitido de forma heuristica, pero funciona. Fodpala analogia, podriamos
decir que Ricardo es al andlisis econémico lo qallgd a la Fisica, Marx a
Newton y Sraffa a Einstein, guardando las difelhae genialidad y de
tiempo. También con el tiempo el marginalismo sefa economia lo que el
flogisto o el caldrico a la combustion, o el étefaaastrofisica: errores -
¢gnteresados?del pasado. Pero para eso aun falta tiempo, badtantpo.

28 Marx habla descenderde lo abstracto a lo concreto.
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