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INTRODUCCION

En 1973 Fisher Black, Myron Scholes y Robert Merton lograron uno de los mayores avances en la valuacion de opciones
hasta ese momento, que es conocido como el modelo de Black-Scholes, que ha tenido una gran influencia en la manera en que
los agentes valtian y cubren opciones. Ha sido también un punto de referencia para el desarrollo y éxito de la ingenieria
financiera desde entonces. La importancia del modelo fue reconocida cuando Robert Merton y Myron Scholes fueron
reconocidos con el Premio Nobel de Economia; desafortunadamente Fisher Black fallecié en 1995, quien indudablemente
también hubiera recibido el premio.

En este proyecto presentamos el modelo de Black-Scholes para la valuaciéon de una opcién call Europea sin pago
de dividendos. En primer lugar se mencionan algunas nociones de finanzas y probabilidad, necesarias para una mejor
comprensién del trabajo; posteriormente se presenta un modelo para el precio de un activo, el cual serd necesario para
poder formular el modelo; en la siguiente seccion se presentan los supuestos y las ideas generales de su deduccion y solucién
en este caso, transforméandolo en el problema clasico de la ecuacién del calor; por iltimo se analiza brevemente la férmula
en algunos casos de interés.

1. NOCIONES BASICAS

Finanzas.

Llamaremos activo a cualquier posesién que pueda producir beneficios econémicos. Un portafolio es un conjunto de
activos, que pueden ser acciones, derivados, bonos, etc.

En la realidad existen costos para realizar operaciones financieras. Estos costos de transaccion pueden depender de si
se trata de una transaccién de un activo subyacente o un derivado, de si se trata de una compra o de una venta, etc.

También se usard la llamada tasa de interés libre de riesgo que es aquella de una inversién ”segura”, libre de riesgo.
Esto en la prictica no es del todo errado, ya que si se analizan activos y derivados en cortos periodos de tiempo (por
ejemplo trimestres), entonces un bono del estado a veinte afos resulta una inversién segura, y hasta es razonable suponer
constante la tasa de ese bono en el corto plazo.

Se llama rentabilidad a la ganancia relativa de una inversién, es decir, si llamamos Sy a la inversién inicial, y St a lo
que se obtiene a un tiempo 7T, la rentabilidad R es:

St — So

R = e—
So

Otro concepto es el arbitraje, que es el proceso de comprar un bien en un mercado a un precio bajo y venderlo en
otro a un precio mas alto, con el fin de beneficiarse con la diferencia de precios. En el caso que nos ocupa, utilizaremos
el principio de no arbitraje, es decir, no existe la posibilidad de realizar una inversién sin riesgo y ganar dinero (o por lo
menos no més que invirtiendo con la tasa libre de riesgo). De no ser asi, existirfa claramente una forma de hacer dinero
infinito.

Los hedgers, replicadores o cobertores son aquellos agentes que intentan reducir el riesgo al minimo y tratan de no
exponerse a los cambios adversos de los valores de los activos. En general conforman portafolios con activos en una
posicién (compra o venta) y algin derivado sobre éstos en la otra. Asi, si el precio del activo se mueve de manera muy

desfavorable, esta la opcién, por ejemplo, que amortigua la pérdida.

Un mercado eficiente se puede describir mediante dos conceptos:

s Toda la informacion del activo esta reflejada en el precio actual.

= Los mercados responden inmediatamente a cualquier informacién nueva acerca de un activo.

Un derivado financiero o producto derivado, o simplemente derivado es un instrumento financiero cuyo valor depende
de otros activos, como por ejemplo una accién, una opcién o hasta de otro derivado. Se llama payoff de un derivado,
activo o portafolio al resultado final de la inversién.



Una opcion es un contrato que le da al dueno el derecho, pero no la obligaciéon, de negociar un activo predeterminado,
llamado también el activo subyacente por un precio determinado K llamado el strike price o precio de ejercicio en un
tiempo en el futuro T, llamada fecha de expiracion.

Una opcién call da al dueno el derecho a comprar y una put el derecho a vender. La opcién se llama Europea si sélo
puede ser ejercida a tiempo T'. Se llama Americana si puede ser ejercida a cualquier tiempo hasta la fecha de expiracién.
El payoff, de una call es max{Sy — K,0} ya que si St > K se ejerce a K y se vende a St , lo que da una ganancia de
St — K. En el otro caso la opcién no se ejerce y el payoff es 0. El de una put, andlogamente es méx{K — ST, 0}. El hecho
de que uno tenga el derecho y no la obligacién es lo que hace dificil la valuacién de una opcién.

La wvolatilidad del activo es la desviacion estandar de la variacién de crecimiento del precio.

Probabilidad.

Se conoce como proceso estocdstico a un conjunto de variables aleatorias que dependen de un parametro, por ejemplo
el tiempo, es decir, {X (¢)|t > 0}. Un proceso estocdstico Z(-) se llama movimiento browniano o proceso de Wiener si:

1. Z(0) =0.
2. Vt>0,Ya > 0,(Z(t+a)— Z(t) ~ N(0,a).
3.Vt >0,Ya>0,(Z(t+ a) — Z(t) son independientes de {Z(s)|0 < s < t}.

Un proceso de Wiener describe la evoluciéon de una variable con distribucién normal. La deriva del proceso es 0 y la
varianza es 1 por unidad de tiempo. Esto significa que, si el valor de la variable es xg al tiempo 0, entonces al tiempo ¢ es
normalmente distribuida con media xy y varianza t.

Un proceso generalizado de Wiener describe la evolucién de una variable normalmente distribuida con una deriva de a
y varianza b® por unidad de tiempo, donde a y b son constantes. Esto significa que si, como antes, el valor de la variable
es x¢ al tiempo 0 entonces es normalmente distribuida con media xg + at y varianza bt al tiempo t. Puede ser definido
para una variable X en términos de un proceso de Wiener Z como

dX = adt+ bdZ.

Un teorema del calculo estocéstico, que serd fundamental para la deduccién de la Ecuacion de Black-Scholes es el
siguiente:

Teorema 1. (Lema de ito.) Supongamos que S cumple la siguiente ecuacion diferencial estocdstica:
dS = Sudt + SodZ

donde Z(t) es un movimiento browniano. Sea V : R? — R wuna funcion de clase C* en su dominio, dada por V.=V (S,t),
entonces se satisface lo siguiente:

(Vv oV oV 1, 0%

11. UN MODELO PARA EL PRECIO DE UN ACTIVO

Para modelar el precio de un activo, es necesario modelar la llegada de nueva informacién que afecte al precio, bajo el
supuesto de que trabajamos en un mercado eficiente, considerando a dicho precio como un proceso estocastico.

El cambio absoluto en el precio del activo no es significativo, sin embargo, si lo es el retorno, que como ya se ha definido,
es el cambio sobre el precio original:

 Sp— 8§

==



Supongamos ahora que en un tiempo ¢ el precio de un activo es S, consideremos un tiempo posterior ¢+ dt, en el cual S
cambia a S+ dS. El retorno de un activo es entonces %. El modelo méas comtn para modelar este retorno se descompone
en dos partes.

Una parte es el retorno determinista similar al retorno libre de riesgo. Esta contribucién la podemos plantear como
udt

donde i es una medida del crecimiento promedio del precio del activo.

La otra parte modela la aleatoriedad en el cambio del precio de S, en respuesta a los cambios externos, como noticias
inesperadas. Se representa como un muestreo aleatorio obtenido de una distribucién normal con media 0 y agrega al
retorno el término

odX

donde o es la volatilidad, que mide la desviacion estandar de los retornos y dX es un movimiento browniano.

Juntando los dos términos, obtenemos la ecuacién diferencial estocastica:
dS
(2) < = pdt + odX.

Hay que notar que de no existir el segundo término, cuando o = 0, tendriamos la ecuacién
ds

22 = pdt
5 =K

que da como solucion el crecimiento exponencial en el valor del activo
S(t) = Spert=to)

donde Sy es el precio inicial y t( es el tiempo inicial.

Ahora usaremos el Lema de Ito para deducir el proceso seguido por In S cuando satisface la ecuacién (2). Definamos
V(S,t) =InS,
con lo que se obtienen las derivadas

v _1 v 1w
a8 _AS7 082 827 ot

Como suponemos que V satisface el Lema de Ito, entonces
1 1 1 1
dV = So—dZ S——-0°5*—
75t (“ 5 277 g

con u y o constantes, por lo que esta ecuacién indica que V' = In S sigue un proceso de Wiener genealizado con tasa de
2
2

=0

) dt = odZ + (u — o*/2)dt

deriva i — %y varianza o, ambas constantes. El cambio en In S entre el tiempo cero y el tiempo T' es, por lo tanto, una
distribucién normal con media
(n—0%/2)T
y varianza
a*T.
Esto significa que
InSr ~ N (InSo + (1 —0?/2) T,0*T)
donde St es el precio del activo en un tiempo futuro T y Sy es el precio inicial del activo. Esta ecuaciéon nos muestra
que In St tiene distribucion normal. Una variable tiene distribucién lognormal si el logaritmo natural de esta variable
estd normalmente distribuido.



1. DEDUCCION DE LA ECUACION DE BLACK-SCHOLES-MERTON

Ahora veremos la ecuacién que modela cualquier derivado financiero en la forma continua. Enunciaremos los supuestos
que vamos a requerir en el modelo:

= Fl precio de un activo sigue un proceso de Wiener log-normal:
dS = Sudt + SodZ
= La tasa de interés libre de riesgo r y la volatilidad o del activo se suponen constantes durante el tiempo que dura
la opcién.
= No hay costos de transaccién asociados a la cobertura del portafolio.

= El activo subyacente no paga dividendos durante la vida de la opcién.

= No hay posibilidad de arbitraje. La ausencia de arbitraje significa que todos los portafolios libres de riesgo deben
tener el mismo retorno.

= La compra y venta del activo puede tomar lugar continuamente.

» La venta y los activos son divisibles. Asumimos que podemos comprar y vender cualquier niimero (no necesaria-
mente entero) del activo subyacente y que estd permitido vender aunque no tengamos posesion, es decir, se trata
de un mercado completo.

Sea V(S,t) el valor de un derivado estilo europeo, en el instante ¢ cuando el precio del activo subyacente es S > 0.
Construiremos un portafolio P libre de riesgo de la siguiente manera

A unidades del activo (compra)
]P) =
1 derivado (venta)

cuyo valor es II, = AS, — V,, cuando el valor del activo sube, y II; = AS; — V; cuando el valor del activo baja. La
estrategia es igualar Il a I1y, es decir, encontraremos un A tal que el portafolio tenga riesgo 0. Entonces, al igualar nos
queda

AS, —V, = ASy — Vg,

es decir
A Vi — Vg _ oV ’
Su—S8a 68
lo que tomando el limite cuando §S — 0 resulta
AV
a8’

que es la variacién del valor del derivado con respecto a S y es una medida de correlacién entre los movimientos del
derivado y los del activo subyacente.

En general, el valor del portafolio es IT = AS — V', con lo cual
dIl = AdS — dV = A(Sudt + SodZ) — dV.

Suponemos que V' también cumple los supuestos enunciados anteriormente, por lo que satisface las hipdtesis del Lema
de Tto, as{ que tenemos una expresién para dV de (1):

% oV OV 1, 0%V

de donde obtenemos la ecuacién
ov oV oV

B 1 5. 50%V
dll = ASudt + ASodZ (aSanZ) (at +uSaS+2oS 952 dt.

Separando la parte deterministica de la estocastica resulta



2
(AJS — JSB> dZ + <Au5 WV S— L 2528 V) dt,

oS ot aS 2 052
y sustituyendo A = g—‘é obtenido anteriormente, la ecuacién queda tUnicamente deterministica
av 1 0%V
3 dll = — [ = + z0°5? dt.
® (% 25 )

Ademds, por la hipétesis de no arbitraje, como P es un portafolio libre de riesgo tenemos que su retorno es igual al de
un bono de tasa r

dIl
(4) G = rdt = dIl = Irdt.

Igualando (3) y (4) llegamos a

ov 1 0%V
= — 2 2 .
[Irdt (815 4+ —0°S 352)dt

Simplificando dt y sustituyendo II = AS —V = as V.S —V, nos queda

ov OV 1,0V
95 V=% —37 5 e

Finalmente, despejando 7V, llegamos a la ecuacién de Black-Scholes:

O 1,00 OV

IV. SOLUCION DE LA ECUACION DE BLACK-SCHOLES

Obtendremos la solucién de la ecuacién de Black-Scholes para el caso de una opcién call europea sobre un activo de
precio S con precio de ejercicio K y tiempo de expiracién T. En este caso llamaremos V = C| la ecuacién (5) resulta

ocC 12260 oC B
615 S@‘F SaS rC = 0.

con las condiciones de frontera

c0,t)=0, C(S,t)~S si §S—
ya que cuando el precio del activo es nulo, también debe serlo el de la opcién (es claro que no se va a ejercer). Y cuando
el precio tiende a infinito S — K se va a aproximar a S. También recordemos la condicién final, es decir, el payoff de la
opcion

C(S,T) = méx{S — K,0}.

Con todo lo anterior, podemos describir el modelo de la siguiente manera:

oc 1., ,0°C ocC

St gt S g —rC=0. S€(0,00), te[0,T)
() C(S,T) = max{S — K, 0} S € (0,00)

C(0,1) =0 teo,7)

C(S,t)y~= S tel0,T), S— o0

Nos concentraremos en las dos primeras ecuaciones de (6), pues posteriormente veremos que las ultimas dos, que
describen el comportamiento de C' en los bordes, también se van a satisfacer. Entonces nuestro modelo queda como sigue:



aC+12582 +Sao C=0. Se(0,00), te[0,T)
1) or T27 7 a2 T as T T o ’

C(S,T) = max{S — K, 0} S € (0,00)

Para resolver esta ecuacién, hagamos primero los cambios de variables

.8 1, _C(5,1)
x —1nK, T(t) = 20 (T -1, vx,7)= 7
es decir
" 27(t
S=Ke* t=T-— 0(2), C(S,t) = Kv(x, ).

Reemplazando, las derivadas parciales quedan:
00 _ 1,00 9C_ Ko FC_K( v o
o 2 or’  9S  Sox 0952 S2? Or  Ox?
Como 7(T) = 0, también tenemos una condicién inicial para v a partir de la condicién final de C:
C(S,T) = Kv(z,0) = méx{Ke® — K,0} = v(x,0) = max{e® — 1,0}

que resulta una condicién inicial. E1 modelo (7) queda como

1281)_ 81} 82 ov R 0.T02 /2
5= et s e TER Te 0T

v(x,0) = mix{e® — 1,0} reR
y si llamamos k = % el modelo queda como

o %

0
) =gt (k=15 —kv z€R, 7€ [0,T0%2)
8

Oox

v(x,0) = max{e® — 1,0} reR
Hagamos un dltimo cambio de variables. Proponemos
v(x, 7) = 2Py, )

con « y 3 pardmetros a determinar. Las derivadas parciales de v resultan

v am-i—ﬁr az+BT Ou v az+PBT az+0T u
— = u+e e u+e
r * oz’ ar P * ar’
0% 2 amt ou 0%u
_ B +8 +8
@_a e tBT Y 4 90eo® T%_’_eax Ta =
sustituyéndolas en la primera ecuacién de (8) y simplificando el término e**+87 llegamos a
ou ou  0%u ou
U+ — = 20— E—1)au+ — | — ku.
Put G = aPut ot 4 o+ )( +ax)
Ahora elegimos « y 3 para que se anulen los coeficientes que multiplican a u y a £, es decir
B=a’+(k—1Da—-k vy 0:2a—|—(k—1).
2
Al resolver el sistema de ecuaciones, resultan o = —% y 0= —@. Con esta eleccién de parametros la primera
ecuacién de (8) queda
ou  d*u
or 02
cuya condicidn inicial resulta
u(z,0) = v(z,0)ez kD7 = = max{e® — 1 0}62(k Dz — max{e2 (k+1)z e%(kfl)x,O}7

con lo cual, mediante cambios de variable, pasamos de (8) al modelo



Ou_ O ER, 7€ [0,T02/2)
o o~ o2 rek Telodey
u(x,0) = ug(z) = méx{ez kD _cak=Dz 0} 2 R

Esta es la ecuacién del calor, que tiene varias formas conocidas de solucién. La solucién estda dada por

_(w—s)?

2\/7? / wods

que es la convolucion entre la condicién inicial y la solucién fundamental de la ecuacién del calor. Evaluemos la integral
haciendo el cambio w = f/_%, es decir, s = wv/27 + x, con lo que resulta

u(x, 7)

u(r,7) = \ﬁ/ uo(WV2T + z)e” 7 gy

(oo}
‘ L(k+1)(wV2r+z) _  L(k—1)(wv2T+2) —1u?
— méx{e? e? ,0te 2% dw
V2T /_oo

Para eliminar el maximo, haremos uso de lo siguiente:

e%(k-‘rl)s _ e%(k—l)s >0
= e%(k—&-l)s > e%(k—l)s
k+1 k—1
rrlos s

2

=

& s>0,

por lo cual el integrando no serd nulo cuando wv/27 + x > 0, es decir, si w > —

——, por lo que la solucién queda como
V2T
u(z,7)

% (k+1)(wV2T+2) 7§w2dw

271'

62(k 1) (w\/EJrz)e 2w duw.

27r

Llamemos I; e I> a cada una de las integrales anteriores. Haremos los célculos para la primera pues seran analogos los
de la segunda. Sacando del integrando el término que no depende de w y juntando las exponenciales

I, = % k+1)(w\/§+x)67%w2dw _ 1 e%(k+1)x /OO %(lﬁ»l)(w\/?)*gw dw.
271' V2T -%=
Completando cuadrados en el exponente tenemos

1 1 o0 1 2 1 1 2
I = 765(’“'1)%/ ()2 L (- B (R H1)VET)? g
' V2

x

N

Sacamos el término que no depende de w y sea

pi&)7%(k+1)\/27’

con lo cual, haciendo el cambio de variable nos queda

I = e3(kHDz+i(kt ) _— 6_%p2dp.

2

Si definimos

T 1

dy=—=+=(k+1)v2
' V2r 2( 1

la integral resulta

I, = e%(k+1)m+%(k+1)2'r

727( /d e_%pzdp = e%(k+1)r+i(k+l)27-N(dl)
donde N(+) es la funcién de probabilidad de la distribucién Normal estdndar

1 (b 2
Ny == [ et



El cdlculo para I es idéntico al de I7, reemplazando (k — 1) por (k + 1) en todo el andlisis. Es decir, resulta
I, = e%(’i’—l)x+%(k—1)27N(d2)

con )
x
dy = — + =(k — 1)Vv2r,
2 V2r 2( Vor

asi que tenemos una férmula explicita para u(z, 7) dada por

u(,7) = 3 EFDTHRERTN(g)) 3D N (gy).

Ahora volveremos a cambiar las variables para obtener una expresién para C(S,t). En primer lugar, tenfamos que

v(x,T) = e_%(k_l)x_%(kH)QTu(x, 7) = e"N(dy) — e " N(dy).

Usando que

g C(S,t) 2r
. 5 _ 9 T _ ) —
z D(K>7 T(t) = 50°(T—1), w(z,7) K T
llegamos a
COL _ on) (@) - e 570N (),

que, simplificando, se transforma en la férmula de Black-Scholes:
(10) C(S8,t) = SN(dy) — Ke " T"Y N (dy)
In (%)—i—(r—l—%ﬁ)(T—t) iy — In (%)—i—(r—%oQ)(T—t).
ovT —t ovT —t
Es importante notar que cuando el valor de la volatilidad o y la tasa de retorno r son conocidas o asignadas previamente,

el valor de la opcién queda completamente determinado. En la siguiente seccién se presenta el analisis del resultado
obtenido.

(11) dy =

V. ANALISIS DE LA FORMULA DE BLACK-SCHOLES-MERTON

Iniciaremos nuestro andlisis corroborando que se satisfacen las dos tltimas ecuaciones de (6), aquellas que describen el
comportamiento en la frontera y son los casos extremos.

1. La primera describe el comportamiento cuando S = 0, es decir
C(0,t) =0 te0,7).

Notemos que, como en las expresiones para d; y do aparece In (%), tomaremos el limite cuando S — 0, resultando
que

S—0 = dl,dg — —00 = N(dl),N(d2> — 0,
con lo que resulta C(S,t) — 0 cuando S — 0.

2. La segunda era el comportamiento de C' cuando S — oo,
C(S,t)~S tel0,T), S— .
Un analisis similar al anterior nos dice que
S—o00 = dy,do—00 = N(dy),N(d2) — 1,
con lo cual resulta que C(S,t) ~ S — Ke™"T=t) ~ §.

Recordemos, por otra parte, que se llegd a la férmula construyendo un portafolio libre de riesgo, por medio de la
estrategia A-hedging, y como vimos anteriormente, el A es de suma importancia para neutralizar el riesgo del portafolio,
expresado como A = g—g. Derivando la ecuacién (10) con respecto a S obtenemos

0d,

oS

Ody

A= N(d) +SN'(dr) 5 — Ke " TIN'(dy) 5



De las expresiones para d; y dg en (11) obtenemos
Odi _ Ody 1

aS  0S  SoyT —t
por lo cual
SN'(dy) — Ke " T=Y) N'(dy)
SovT —t

y afirmamos que SN'(d;) — Ke "T=YN'(dy) = 0, lo que es equivalente a verificar que
N'(di) K —r(T—t).

A=N(dy)+

N'(dy) S
Notemos que
N'(d Le_%d%
(12) ( 1) — \/ﬁ - —e %(d27d§)
N'(d2) \/%6_5%
Por otra parte, de las expresiones para dy y do obtenemos que
d1 7d2 :O'\/Tft
' (), o
In (&
di +dy =2—2E= + 2
! ? ovT —1t
por lo que
&~ & = (dy —do)(dy +ds) = oVT —1 2ﬁ+2 VT —i 21n<S> (T — 1)
o = (d1 —d2)(d1 2) = VT 1 = K .
Usando lo anterior en (12) llegamos a
N'(dy) _ 2In(f)+2r(T—t) _ Ee—r(T—t)
N'(dy) S ’
que es lo que queriamos probar. Por tltimo, podemos concluir que
A = N(dy).

COMENTARIOS FINALES

El Modelo de Black-Scholes-Merton intenta responder a la pregunta: ;Cuédl es el precio de una opcion? El éxito que ha
tenido al responder esta pregunta parece reflejar su apego a situaciones reales; sin embargo, como todo modelo matematico,
éste es simplificado por algunos supuestos. En este caso es natural preguntarse si la volatilidad y la tasa de retorno son
constantes, si el cambio en los precios sigue una distribucién log-normal o no considerar costos de transaccién, entre otros.

La importancia del modelo radica en que ha servido como base para posteriores modificaciones y adaptaciones que
concuerdan con los hechos, y que ha sido usado para valuar otro tipo de derivados, como bonos y contratos forward;
también ha sido generalizado al considerar costos de transaccién.

Este proyecto también ha sido un intento por mostrar que no debemos cerrar nuestros horizontes a otras dreas, pues,
como hemos visto, la matematica, la fisica y las finanzas, que parecerian no tener alguna relacién entre ellas, se han fundido
excepcionalmente en este modelo.
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