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Resumen: La deteccién de cointegracion o la obtencién de componentes comunes de
tendencia ha sido abordada principalmente mediante la representacion VARMA de procesos
estocasticos, mientras que la representacion en espacio de estados ha recibido menos
atencion en la literatura especializada, aunque presenta ventajas computacionales y analiticas
que justifican su estudio. El trabajo se centrard en el analisis de series temporales no
estacionarias representadas en espacio de estados. Se expondra la justificacion del método,
los algoritmos desarrollados y una propuesta de modelizacién alternativa a los planteamientos
ya clasicos como el contraste de cointegracion de Johansen o la descomposicion de Beveridge
y Nelson.
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1. Introduccion

Con el desarrollo del analisis de series multiples se han puesto de manifiesto deficiencias
en la modelizacion ARMA, tales como la gran necesidad de parametros para capturar las
relaciones entre las variables o la dificultad de identificar modelos, problemas que atin no se han
resuelto de forma satisfactoria. Simultdneamente y en el campo de la ingenieria, la teoria de
sistemas ha desarrollado diversos algoritmos que permiten identificar y modelizar procesos
estocasticos de forma distinta a como se viene haciendo en Economia Cuantitativa. Esta
formulacion de modelos en espacio de estados para series temporales multiples no es
desconocida en Economia; sin embargo su utilizacion ha estado restringida a objetivos concretos

tales como el calculo “facil” de la funcidon de verosimilitud o el analisis estructural.

Este paralelismo en el tratamiento de series temporales ha propiciado la aparicion de
consideraciones y técnicas que, aunque desarrolladas en ambitos distintos, pueden proporcionar
resultados fructiferos en cualquiera de ellos. Este hecho se ha concretado en la aparicion de
diversos trabajos que pretenden salvar las diferencias metodologicas y terminologicas entre
ambos campos, resaltando la equivalencia basica de ambas metodologias. Asi, obras como las de
Moore (1981), Otter (1985) o Aoki (1983, 1990) han introducido en el campo econdémico
conceptos y algoritmos relacionados con los modelos en espacio de estados que no eran
utilizados con anterioridad y que resuelven de forma alternativa problemas basicos en el analisis
de series. En algunos casos, estas soluciones son equivalentes a las que se obtienen con el
tratamiento clasico mientras que en otros presentan ventajas relativas; son estos ultimos casos

los que justifican un estudio detallado de esta nueva metodologia.

Una representacion en espacio de estados fue propuesta por Akaike (1975, 1976)
mediante un método de correlacion candnica, con la desventaja de que puede conducir a
representaciones en espacio de estados no equivalentes cuando se cambia el orden de las

variables enddgenas. Para evitar este inconveniente, Aoki (1983, 1990) sugiere un método



alternativo relacionado con la descomposicion en valores singulares de la matriz de
autocovarianzas estimadas. Las matrices de los modelos se obtienen a través de una
aproximacion de la matriz tipo Hankel anterior por otras de rango inferior. Posteriormente,
Mittnik (1989) propone un método para la obtenciéon de modelos en espacio de estados para
series temporales multiples, relacionado con el de Aoki pero que utiliza las matrices de
autocorrelacion. Este método conserva las propiedades del método anterior y ademas permite
usar input como variables exogenas para el sistema. Este método presenta ventajas
computacionales cuando se trabaja con procesos autorregresivos. Por ultimo, destacar la
propuesta de Bauer y Wagner (2002) consistente en la utilizacion de una regresion entre los

valores futuros y pasados de la serie.

Todo proceso estocastico débilmente estacionario de rango completo y con funcioén de

densidad espectral ® y(ei‘) sin ceros en la circunferencia unidad tiene una realizacion

innovacional en espacio de estados:
X.,=FX +Gs,
Y=HX, +Deg& teZ
donde H;, F, G;, D; son matrices reales de dimensiones (pxn), (nxn), (nxp) y (pxp)
respectivamente. La primera ecuacion del modelo recibe el nombre de ecuacion de transicion o
estado y representa a un modelo markoviano de primer orden, donde la renovacion del vector de
estados consta de dos componentes; la evolucion propia de X; resumida en la matriz F y la
correccion producida por la innovacion a través de la matriz G. La segunda ecuacion recibe el
nombre de ecuacion de medida u observacional. Ademas, si el proceso fuese invariante se
describiria mediante las ecuaciones:
X, =FX, +Ge,
Y = HX, + De¢,
por lo que un sistema lineal, invariante y discreto esta caracterizado por el conjunto de matrices
(H, F, G, D), donde el par (F, G) controla el comportamiento de la relacion entre el input y el
estado, (H, F) el de la relacion entre el estado y el output y la matriz D la relacion instantdnea

entre el input y el output. Esta forma del modelo puede ocasionar que cierta autocorrelacion



aparezca recogida en la matriz D y no en el estado, para considerarla en éste es mejor una
representacion de la forma equivalente;
X, =FX, +Ge,
Y, =HX, +¢,

En este modelo € es un proceso innovacional de Y que no presenta autocorrelacion y Xt
es el vector de estado que actiia como estadistico suficiente para la dindmica del sistema. De esta
forma, la mejor prediccion del vector de observaciones viene dada por:

¥, = u+HX,

+1|¢

La renovacion del vector de estado va a constar de una evolucion propia de Xt resumida
en F y de una correccidon producida por la innovacion del proceso a través de G. De esta forma se
resume el comportamiento dinamico en una ecuacion en diferencias de primer orden. Esto
permite obviar la determinacion del numero de retardos que presentan una correlacion
significativa con el valor actual ya que el vector de estado recoge toda la informacion relevante,

por atrasada que sea. Un desarrollo completo puede verse en Vargas (1999a).

2. Estimacion del submodelo de tendencia

Para modelizar una serie temporal miltiple sin componentes deterministicas', Y, en
espacio de estados, el primer paso consiste en la deteccion y estimacion del submodelo de
tendencia. La primera eleccion que debe hacerse consiste en la dimension del vector de

tendencias o, equivalentemente, el orden de cointegracion.

Siguiendo a Bauer y Wagner (2002) se puede encontrar una relacion entre los valores

anteriores de la forma:

' Como ya se ha comentado, si existen éstas, el algoritmo propuesto se aplicaria a los residuos de una regresion que
elimine su efecto.
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donde F'=(F-GH)y %o es el valor inicial del estado’. La ecuacion anterior describe el

comportamiento futuro del proceso como una suma de tres componentes; el primer término
recoge el pasado del proceso, el segundo término recoge el efecto del valor inicial del estado xp y
el tercero muestra el efecto de los ruidos futuros del proceso. Este tltimo término es ortogonal a

los otros dos y el ultimo término desaparece cuando t—oo debido a la suposicion de que la matriz

F'converge a cero.

La matriz 3 conecta los valores pasados con los valores futuros utilizando la informacion
estructural del sistema, de tal forma que contiene la informacién relevante de las matrices del
sistema (F, G, H). La idea del algoritmo propuesto por Bauer y Wagner (2002) es utilizar esta

informacion para obtener estimaciones de las matrices del sistema.

Para llevar a cabo la estimacion solo disponemos de una serie de observaciones finita por
lo que la ecuacién anterior la vamos a utilizar de forma truncada. Por lo tanto, vamos a
seleccionar dos indices Nr y N, para definir los vectores truncados de observaciones futuras y

pasadas como:

=l )

> T+l > T t+Ny

Yt:l,Np = (Ytl—l > Yzl—z 57T Ytl—Np )’

y

2 Si x¢ es desconocido hay que estimarlo mediante el filtro de Kalman.
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Et,Nf - (gt’gH—l > 8Ny )

Ademas vamos a considerar:

0, = [H',F’H’,---,(FN“ )Hj
K, =|G,(F-GH)G,-(F-GH)" G|

y una matriz & con una primera fila formada por ceros y el siguiente bloque de filas formado por
[HF? G,....HG,0, 0] para i>2. De esta forma y utilizando los vectores de valores pasados y

futuros truncados podemos definir la ecuacion truncada de forma compacta como:

— Np
Yz,JrN, = OprYt—l,Np + Of (F - GH) Xy, T é:fE:,N,
La anterior ecuacion permite desarrollar el siguiente procedimiento:

1. En el primer paso calcular la regresion de Y, sobre Y, , para obtener una
SV f >V p
estimacion ﬂNf_’Np de O K,.

2. Normalmente ,BN[’ N, €S de rango completo, mientras Or K;, es de rango n para Ny, N¢
>n, donde n denota el verdadero orden del sistema y N, y N¢ son los valores de truncamiento
seleccionados. Asi, aproximamos ,BNf v por una matriz de rango n mediante la descomposicion

p
de O,K,.

3. Usar la estimacion de K, para estimar el estado como x,=K,Y" , . Una vez

>Yp

estimado el estado, las ecuaciones del sistema pueden ser usadas para obtener estimaciones de

las matrices del sistema (F, G, H) por minimos cuadrados ordinarios: Primero establecemos la
regresion de y; en X, para obtener una estimacion H y unos residuos & . Entonces ¥ = E[,&/]
es una estimacion de la varianza de las innovaciones. Por ultimo, establecemos la regresion de

X,,, en x, y & para obtener las estimaciones F' y G .



Hay que tener en cuenta que la aproximacion desarrollada en el segundo paso no nos

. . .y 5 . . . S+ p -
permite obtener la estimacion de ﬂNP v, directamente, sino una matriz ponderada W, S v, Wy -

Si llevamos a cabo la descomposicion en valores singulares de esta matriz vamos a tener que

w; By, x W, =Uz V" donde Z,” es una matriz diagonal que contiene los valores singulares
N,

ordenados de forma decreciente y U'U y V'V son matrices identidad. Para un sistema de orden n
vamos a tener exactamente n valores singulares mayores que cero, el resto de valores singulares

van a converger a cero.

El orden de estimacién en el trabajo de Bauer (1998) va a estar basado en la

consideracion del tamafio del primer valor singular rechazado, o explotando el

n+l>
comportamiento asintdtico de las estimaciones va a definir el siguiente criterio:
SVC(n)=62, + 2ﬁpﬂ
T
donde Hr>0, Hi/T—0 denota una cota® que determina las propiedades asintoticas del orden del
sistema estimado. El nimero de pardmetros en un modelo de dimension n es igual a 2np. El
orden del sistema estimado, 7, es considerado como aquel valor que hace minimo el criterio

SVC(n).

Un planteamiento alternativo al anterior parte del:

(I-L)y,=H(L)e¢,

Siendo ¢, el proceso de innovacion de la serie, se tiene que”:

1 & , rel01]

ﬁz o W)

donde por [Tr] se indica la parte entera de (Tr) y W(r) es un proceso Browiano. De aqui, se

puede probar que:

* Hemos utilizado la notacién X, para diferenciar esta matriz de valores singulares de la obtenida mediante la

descomposicion de la matriz de Hankel % que vamos a analizar posteriormente y que constituye el elemento
fundamental que vamos a utilizar en la determinacion de la dimension del sistema en espacio de los estados.
* En Bauer y Wagner (2002) se propone utilizar un valor para la cota HT =log(T).
> Ver, por ejemplo, Gourieroux y Monfort (1997) o Phillips y Durlauf (1986).
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23 v, vo— HO[LWe) W) dr ) H(1)

Asi, tomando un vector B fuera del subespacio generador de cointegracion, se obtiene

que:

Y By = B HOWoW 6 dr )H(1) p=0

T
por lo que T”Z(ﬁ' Y. )= E[(B'Y,) ]es,al menos, de orden T.

t=1

Por otro lado, considerando un vector a de cointegracion, se tiene que:

2> (' v, )} > B[ Wy Wi dr )H(1) a=0

T
con lo que T”Z(a'Yt)2—>E[(06' Y.)' ] es de orden uno.

t=1

T
T2 Y. Yo
t=1
Var (y,)

autocorrelaciones dividida por T, y los autovalores de ésta:

Considerando ahora la matriz 77/, = , que no es mas que la matriz de

[— ! -1
. X' T Tyx . X'TIT,x
Axr=min max ——’==max min —,0
Sp,k” xe‘gp—kﬂ x X gk xE&‘k X x

con 4,72 Ar2...2 1,7, en la definicién anterior se observa que, si existe cointegracion de

orden r, debe haber exactamente r autovalores convergentes a cero, mientras que los (p-r)
primeros convergeran a constantes no nulas, por lo que 7' T, tendera a una matriz no nula (ver,

por ejemplo, Phillips (1987) o Aoki (1990)).

T
'Y Y. Y

Definiendoy,=T,-Ty donde [';=—-=——— se tiene probado (Phillips y Durlauf
Var(y.)

(1986) o Aoki (1990) que y, converge débilmente a una matriz aleatoria. Como I';=T,+y,,

dividiendo por T se tiene que la diferencia entre 77T, y 77T, es de orden 0, (T"'), por lo que
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también en 7T, debe haber exactamente r autovalores cercanos a cero, permaneciendo el resto

en constantes no nulas. Con este resultado, se puede afirmar que la matriz de autocorrelaciones

de primer orden, [';, solo presenta r autovalores (o valores singulares) de orden O, (1 )%y (p-1)

de orden O, (7), no existiendo valores propios con orden de crecimiento superior a T.

Con estos resultados es posible plantear la determinacion del orden de cointegracion vy,

posteriormente, el tratamiento bietapico de modelizacion esbozado en el epigrafe anterior.

Como ya se comentaba, el primer objetivo es estimar un modelo de la forma dada en:
r=N1,+G. Y
Yi=H.t, VY
que resuma la componente estocastica no estacionaria de Y; y que, aparte del interés intrinseco
de su estudio, permita un posterior analisis de la serie estacionaria Y, resultante de la
eliminacion de la tendencia. Para ello, hay que determinar la dimension del vector T, es decir, el
numero de factores responsables de la no estacionariedad; sin embargo, el algoritmo de
identificacion no puede basarse en el andlisis de la magnitud de los valores singulares de la
matriz de autocorrelacion de primer orden, ya que algunos de éstos no estan acotados cuando la

serie es no estacionaria. Como se ha probado que el orden de éstos es, a lo sumo, O, (7),

definiendo los cocientes de valores singulares entre el primero (y mayor) de ellos:

C, ara i=1,2,...,
51‘:& P 1 P
Al

se tiene que §,=1 y 0<§,<Ipara el resto de cocientes, por lo que no presentan el problema de

no acotacioén antes comentado. Ademas, si existe cointegracion de orden r, se tendrd que los r

ultimos cocientes (§,.,+;,8p.+2.-» 5, ) convergeran rapidamente a cero en funcion del tamafio

muestral, convergiendo los (p-r) restantes a cantidades no nulas.

% Justo los correspondientes a los r nulos en la matriz 7'T Iz
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Concretamente, dada la tinica realizacion disponible de la matriz de tipo Hankel dada por
H =T, y la serie de cocientes de sus valores singulares (/,§,,8;,...5,), €l orden de

cointegracion coincide con el numero de cocientes que se consideren no nulos. La determinacion
de tal orden se lleva a cabo con un planteamiento de contrastacion secuencial del orden de
cointegracion, semejante al de Johansen. Especificamente, se trata de contrastes estadisticos
donde la hipdtesis nula establece la positividad de los cocientes de valores singulares, mientras
que la hipotesis alternativa consiste en la nulidad de algunos de tales cocientes, es decir, la
existencia de un niimero de relaciones de tendencia comun inferior al de series. Al no disponerse
de las distribuciones tedricas de estos cocientes, la region de rechazo de los contrastes ha de
determinarse utilizando la distribucién empirica obtenida mediante simulaciones, que permite
disponer de los valores criticos de los cocientes 0; a los niveles de significacion habituales, como

se recoge en Vargas (1999a).

Este planteamiento se asemeja en algunos puntos a la utilizacion de estimadores de
componentes principales tal y como se hace en Harris (1997). Sin embargo el uso de cocientes de
valores singulares permite resolver en parte las limitaciones de estos estimadores.
Especificamente, la determinacion de autovalores se ve dificultada por la existencia de errores
numéricos y la sensibilidad de los determinantes a éstos, efecto que puede invalidar la aplicacion

practica del método. Por ello, dada la matriz de tipo Hankel formada por la funcion de
autocorrelacion muestral de primer orden, H= I';» y su descomposicion en valores singulares, el
andlisis de los cocientes permite el establecimiento del orden del vector de tendencias. Una vez
obtenidas todas las matrices de este modelo, el filtrado de Kalman proporciona la serie de

tendencias, r,,y la de innovaciones, Y.

3. Estimacion de modelos de tendencia comiin para procesos no estacionarios

Con los resultados dados en los epigrafes precedentes, se esta en disposicion de plantear
de manera ordenada y completa la estimacion de modelos en espacio de estados para procesos no

estacionarios. Este trabajo se centrard en la deteccion y estimacion de la componente no
10



estacionaria del proceso, no abordando la modelizacién del submodelo estacionario, que puede

verse en Vargas (1999a), Bauer y Wagner (2002) o Mond¢jar (2006).

Asi, sea Y¢ un proceso estocastico p-dimensional que se supone no estacionario. El
primer paso consiste en la determinacion del tipo de tendencia existente en las series, ya que el
efecto de las tendencias deterministicas no es idéntico al de las estocasticas. En este sentido, los
tests clasicos de Nelson y Plosser permiten diferenciar entre ambos tipos, por lo que las
tendencias deterministicas pueden ser eliminadas mediante regresion, utilizando los errores de
ésta como inputs para la representacion en espacio de estados’. Con este planteamiento, se estaria

tratando un modelo general de la forma:
Y., =BZ+E
Xu=F X +tGg teZ
§=u+H X, tg
donde en Z; se recogen los regresores necesarios y u,representa un nivel general del proceso’.

Los residuos de esta regresion estan ya libres de tendencias deterministicas, por lo que la tinica
fuente de no estacionariedad es la estocdstica. Para estudiar el orden de crecimiento de las
componentes de & o, equivalentemente, del nimero de raices unitarias existentes en cada serie
individual, se aplican los tests de raices unitarias de Dickey-Fuller o Phillips y Perron, que
proporcionan el orden de integrabilidad de cada serie. Dada la practica habitual en Economia
Cuantitativa, las componentes del proceso seran I(0) o bien I(1). Sin embargo, no se va a suponer
que todas las componentes tienen el mismo orden. De existir algunas que sean estacionarias, el
algoritmo expuesto debe excluirlas de la primera fase, apareciendo ceros en la fila

correspondiente de la matriz F,.

Una vez determinada la posibilidad de que existan tendencias comunes, se ha de estimar

un modelo para éstas de la forma:

7 Aqui se esta englobando también el caso de tendencias estocasticas con deriva, ya que el efecto de ésta es
asintdticamente equivalente al de una tendencia deterministica. Por ello, un tratamiento incorrecto de ésta puede
producir deficiencias como las que se sefialan mas adelante.
¥ Este nivel general coincidira muchas veces con la media no condicional del proceso. Sin embargo, existen
situaciones donde esta eleccion produce pérdida de precision en las predicciones, siendo mas interesante su
estimacion.
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Tt+1:A Tt+Gr ‘ft

ft:/ur—’—HTTt—'—ft
donde por &, se esta representando a las series bajo estudio tras la eliminacion de las posibles

tendencias deterministicas, bien sean las asociadas a funciones deterministas del tiempo bien las

) ) . L -9
asociadas a derivas en las tendencias estocasticas’.

El primer paso consiste en la determinacion del nimero de tendencias comunes, es decir,
la dimension del vector 1. Como se ha descrito, la DVS de la matriz de autocorrelacion de

primer orden:
Ele s |=t=0=U%V
permite determinar dicha dimension decidiendo cuantos de los valores singulares recogidos en la

matrizX son divergentes, es decir, cuantos de los cocientes 6; son significativamente distintos de

CCro.

Dada la ordenacion decreciente de los cocientes, esta decision se lleva a cabo con
contrastes de hipdtesis secuenciales, donde el primero adopta la forma:
Ho=6:>0
H;=5,=0

Si se rechaza la hipdtesis nula, se considera que existe una Unica componente de
tendencia comun que relaciona a las componentes no estacionarias del proceso &'’ ya que solo el
primer valor singular se considera divergente. Si, por contra, no se rechaza la hipdtesis nula, se
considera que existen, al menos, dos valores singulares no convergentes, por lo que existen como
minimo dos tendencias comunes. En este caso, ante la posibilidad de mas relaciones
cointegrantes, se deben plantear contrastes consecutivos sobre la nulidad de cocientes de la

forma:

? En este tltimo caso, la regresion recogida en la ecuacion anterior tiene como tnica finalidad la supresion del efecto
de las derivas por lo que, tras la determinacion del ntimero de relaciones de cointegracion, el algoritmo ha de utilizar
los valores originales.
10°5j alguna de las componentes fuese estacionaria, no apareceria en dicha combinacion lineal.
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Hy=6;>0
H,=6 i 0
hasta que se rechace la hipotesis nula o se llegue al caso j = p. Se tendra entonces una estimacion

del niimero de relaciones de cointegracion o, equivalentemente, del nimero de tendencias

linealmente independientes que existen en la serie &.

Para la realizacion de los contrastes anteriores se han propuesto los valores criticos de los
cocientes 9; a los niveles habituales recogidos en el anexo (tablas 1 a 4), por lo que se reiteraran

los contrastes anteriores hasta que un cociente sea inferior al correspondiente valor critico.

Una vez establecida la dimension, k, del vector de tendencias, para estimar las matrices
del sistema se utiliza la descomposicidn junto a los resultados recogidos en las ecuaciones. Asi,

definiendo las matrices:

A A

O:Uim, %:il/zl}r’ H'Zfz
0‘— — i—ml}; Ii’t_ _ 1}2—1/2
es posible obtener la estimacion de la matriz H, como las primeras k filas de la matrizO, y la

matriz dinamica como:

A=o H'W

Utilizando ahora la secuencia auxiliar de estados:
X =YR'S,

y la matriz f7 _ se obtiene la secuencia de innovaciones auxiliares:

A

étzgt_Hr)?t

Por tultimo, una adaptacion de las ecuaciones proporciona la estimacion de la matriz de

ganancia del modelo:
GT:E l()?;ﬂ'A)A(; )ét JE[étét ]1

completando la estimacion de las matrices del subsistema de tendencias.
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Tal y como ya se comentaba en el epigrafe, la secuencia de vectores de estado ¥, no

constituye una estimacion eficiente de 1, por lo que es necesario recurrir al filtrado de Kalman
para obtener la secuencia de vectores de tendencias junto a la del proceso estacionario &
asociado. Este algoritmo recursivo consta de tres etapas basicas: el establecimiento de las
condiciones iniciales; la actualizaciéon de la informacién; y la prediccion, que sirve como

condicion inicial para continuar la recursion.

Un aspecto importante del algoritmo de filtrado de Kalman es la determinacion del estado
inicial y su varianza junto con la influencia que ésta pueda tener sobre aspectos claves como la
estabilidad o convergencia de las iteraciones. Sin embargo, cuando se trabaja con procesos

estacionarios, esta cuestion queda en segundo término en la mayoria de las aplicaciones
empiricas ya que suele ser habitual considerar que X(7|0)=0 y obtener su varianza

particularizando la ecuacion a la expresion:

P(1)=FP()F' +G¥ G

Esta practica esta avalada por las propiedades de convergencia y estabilidad del filtrado
de Kalman. Sin embargo, cuando la amplitud muestral no es grande, puede ocurrir que la
consideracion de nulidad para el valor inicial del estado provoque un mal ajuste del algoritmo de
Kalman mientras que una buena especificacion mejore sensiblemente las estimaciones sucesivas.
Es en tales casos donde tiene interés el estudio de formulas que determinen el Amejor@valor
inicial para el estado''. Igualmente, puede ser fructifero no especificar un tnico valor para iniciar
el filtrado; en muchas aplicaciones, entre las que cabe destacar los modelos econdémicos no
estacionarios o los modelos estructurales, es mas realista asumir que las condiciones iniciales son
parcialmente difusas, por lo que se introduce una perturbacion aleatoria en el estado inicial. Se
origina asi el llamado filtrado difuso de Kalman (ver, por ejemplo, Kohn y Ansley (1989) o
Kitagawa y Gersch (1984) para un analisis detallado de este algoritmo). En la misma linea, se

puede considerar toda una distribucion para el estado inicial (usualmente normal) que, unida a la

' Obviamente, el criterio para elegir el punto inicial del vector de estado es el de minimizar la norma de la matriz de
varianza P(t) para los sucesivos valores de t.
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normalidad asumida para la innovacion, puede convertir el filtrado de Kalman en un algoritmo

de actualizacion de los momentos de la distribucion.
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5. Anexo

Tabla 1: Cuantiles para el cociente de valores singulares en procesos de dimension dos.

Nivel de significacion
Tamaio muestral | 0,01 0,05 0,1 0,9 0,95 0,99
15 0,00177 | 0,01108 | 0,02616 | 0,63194 | 0,75581 | 0,88629
25 0,01686 | 0,03712 | 0,06231 | 0,72416 | 0,80194 | 0,91466
50 0,03173 | 0,06446 | 0,08705 | 0,78093 | 0,85007 | 0,93457
75 0,03886 | 0,06681 | 0,09508 | 0,81525 | 0,87323 | 0,93762
100 0,045 |0,08139 | 0,12129 | 0,83148 | 0,88888 | 0,94299

Tabla 2: Cuantiles para el cociente de valores singulares en procesos de dimension tres.

Nivel de significacion
Tamaio muestral | Cociente | 0,01 0,05 0,1 0,9 0,95 0,99
02 0,02934 | 0,06543 | 0,09598 | 0,66349 | 0,75785 | 0,87961
° 03 0,00063 | 0,00277 | 0,00529 | 0,16693 | 0,23735 | 0,42611
02 0,04989 | 0,09285 | 0,13438 | 0,67557 | 0,75256 | 0,86131
5 03 0,00129 | 0,00626 | 0,01441 | 0,24579 | 0,31252 | 0,46558
02 0,05776 | 0,10497 | 0,15166 | 0,71707 | 0,77867 | 0,89175
>0 03 0,00956 | 0,02085 | 0,03208 | 0,33674 | 0,42895 | 0,56349
0> 0,06768 | 0,11602 | 0,17320 | 0,71415 | 0,79022 | 0,87472
& 03 0,01376 | 0,02582 | 0,03549 | 0,35776 | 0,44032 | 0,62173
0> 0,06803 | 0,11396 | 0,16423 | 0,72712 | 0,79463 | 0,89858
10 03 0,02032 | 0,03518 | 0,04572 | 0,37132 | 0,46618 | 0,62533
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Tabla 3: Cuantiles para el cociente de valores singulares en procesos de dimension cuatro.

Nivel de significacion

Tamaino muestral | Cociente | 0,01 0,05 0,1 0,9 0,95 0,99
0> 0,06317 | 0,10382 | 0,13928 | 0,67841 | 0,76043 | 0,90102
15 03 0,01154 | 0,02294 | 0,03141 | 0,25516 | 0,31460 | 0,43414
04 0,00027 | 0,00134 | 0,00251 | 0,06524 | 0,08702 | 0,15325
0> 0,06877 | 0,13244 | 0,17504 | 0,68958 | 0,76551 | 0,88093
25 03 0,01634 | 0,02925 | 0,04219 | 0,31097 | 0,37875 | 0,55044
04 0,00049 | 0,00189 | 0,00342 | 0,09337 | 0,12899 | 0,21505
02 0,09311 | 0,14539 | 0,20644 | 0,70496 | 0,79339 | 0,91693
50 03 0,02618 | 0,04099 | 0,05814 | 0,35522 | 0,42515 | 0,55739
04 0,00558 | 0,01055 | 0,01493 | 0,13191 | 0,16626 | 0,28233
02 0,07899 | 0,15625 | 0,20431 | 0,69909 | 0,76565 | 0,89213
75 03 0,03012 | 0,04547 | 0,06396 | 0,39386 | 0,45353 | 0,55975
04 0,00794 | 0,01615 | 0,02019 | 0,14575 | 0,18512 | 0,29920
0> 0,09783 | 0,16462 | 0,22156 | 0,71819 | 0,79163 | 0,90893
100 03 0,03064 | 0,05306 | 0,07194 | 0,37811 | 0,45165 | 0,56583
04 0,00983 | 0,01631 | 0,02230 | 0,16586 | 0,21511 | 0,32968
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Tabla 4: Cuantiles para el cociente de valores singulares en procesos de dimension cinco.

Nivel de significacion

Tamaino muestral | Cociente | 0,01 0,05 0,1 0,9 0,95 0,99
J: 0,09651 | 0,13052 | 0,17251 | 0,66727 | 0,75271 | 0,90243
s J; 0,02003 | 0,04173 | 0,05203 | 0,28884 | 0,35720 | 0,48576
ey 0,00636 | 0,01174 | 0,01589 | 0,12149 | 0,15205 | 0,24480
Js 0,00016 | 0,00083 | 0,00165 | 0,03256 | 0,05005 | 0,08652
9> 0,08740 | 0,15008 | 0,19010 | 0,67448 | 0,75435 | 0,87352
s J; 0,02659 | 0,04574 | 0,05736 | 0,30289 | 0,35721 | 0,49778
4 0,00501 | 0,01075 | 0,01566 | 0,12833 | 0,16438 | 0,24834
Js 0,00011 | 0,00059 | 0,00109 | 0,03476 | 0,04814 | 0,09305
2 0,11839 | 0,19265 | 0,22934 | 0,70564 | 0,80186 | 0,90681
5 J; 0,03838 | 0,06222 | 0,07739 | 0,36978 | 0,43096 | 0,55134
S 0,01549 | 0,02332 | 0,02879 | 0,17641 | 0,21588 | 0,30211
Js 0,00212 | 0,00542 | 0,00751 | 0,06212 | 0,08205 | 0,12346
J: 0,11598 | 0,18624 | 0,23602 | 0,70026 | 0,77433 | 0,87953
= J; 0,03959 | 0,06257 | 0,08137 | 0,39610 | 0,44810 | 0,55640
ey 0,01621 | 0,02482 | 0,03326 | 0,18307 | 0,23144 | 0,32486
Js 0,00516 | 0,00838 | 0,01078 | 0,07549 | 0,09541 | 0,15857
eE 0,12158 | 0,19365 | 0,23837 | 0,70631 | 0,77541 | 0,89723
100 J; 0,04294 | 0,07562 | 0,09277 | 0,39518 | 0,45436 | 0,57502
4 0,01806 | 0,02812 | 0,03678 | 0,19647 | 0,23352 | 0,33582
Js 0,00732 | 0,01018 | 0,01341 | 0,08103 | 0,10696 | 0,16523
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